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TOPOLOGIES SUR C(T) et C~(T) 

par Khalil NOUREDDINE 

INTRODUCTION . Vobjet de ce travail est d'étudier une topologie 

du genre "strict" sur l'espace C(T), espace de toutes les applications 

continues d'un espace complètement régulier T dans le corps R des nombres 

réels • Pour tout espace localement convexe E, Collins ([8]) appelle topo* 

logie stricte la topologie localement convexe la plus fine sur E coïnci

dant sur les bornés de E avec leurs topologies propres . 

Une telle topologie a été appelée dans [lu] topologie de b-espace associé 

à E • La topologie "stricte" qui est l'objet de œ travail est la topo

logie de b-espace (ou topologie stricte au sens de Collins) associée à la 

topologie de la convergence compacte sur C(T) • Cette topologie (notée y) 

induit sur C*(T), espace des applications continues et bornées de T dans 

IR, une topologie Y°° moins fine que la topologie sous-stricte & 0 de 

[19] • Oh montrera que le dual de C(T) muni de la topologie y est l'es

pace des mesures de Borei t-additives dont le support est un borné war-

nérien au sens de Buchwalter (C*0) . Au lieu de l'expression lfborné war-

nérien" on utilisera le mot "dominé", notion qui sera précisée par 1 'intro

duction de la notion de recouvrement dominant sur T . A tout recouvrement 

dominant est associé un borné de C (T) (i.e. C(T) munii de la topologie de 

la convergence compacte); et les bornés ainsi obtenus constituent une base 

des bornés de cet espace . 

1. BOTA T TOH S ET PRELIMINAIRES , Tout espace topologique considéré 

dans ce travail est supposé complètement régulier et séparé . Pour un tel 

espace T on pose les notations suivantes : 

C(T) (resp. C~(T) ) est l'algèbre des applications continues (resp. 

continues et bornées) de T dans le corps des nombres réels IR . 

l 



Topologies sur q T ) et C o a (T) 

2 

Pour tout f « C*(T), Il £ H - Sup {|f(t)| , t € T) . L'applica

tion £ • || f || est la norme de la convergence uniforme sur C*(T) • 

B* » {£ < C*(T) ; || f || s 1 > est la boule unité fermée de C*(T) . 

C_(T) (resp. C"(T) ) est l'espace C(T) (resp. c'CO ) muni de 

la topologie de la convergence compacte . 

C.(T) (resp. C*(T) ) est l'espace C(T) (resp. C"(T) ) muni de la 

topologie de la convergence simple • 

Pour toute partie A c T , *K est lfadhérence de A dans T • 

Pour toute partie A c T , ̂  est la fonction caractéristique de A 

(i.e, *A(t) » 1 si t c A et *A(t) « 0 si t € T V A) . 

Jn K Q dans T est une partie de T qui est une réunion dfune 

suite de compacts dans T . 

Pour toute partie A de T et toute application • de T dans R 

||+l!t-Sup {|*(t)| f t cA> et H+II - H+llr . 

Une partie A de T est dite bornée ([3],[5]) si, pour tout 

f e C(T), || f||A est fini • L'espace T est dit de type y (C*3) 

& L tout borné dans T est relativement compact . 

V 

BT est le compactifié de Stone-Cech de T ([2]»[5],[93)% 

uT est le repiété de T ([2] ,[5] ,[9] ) • 

8T est le c-replété de T ([2] ,[5] ) . 

8T et uT sont des espaces de type y • 

Pour toute application f de T dans IR, S0(f) est le support 

strict de f (i.e, l'ensemble des t € T tels que f(t) * 0) et S(f) est 

le support de f( S(f) est l'adhérence de SD(f) dans T) • 

D'autre part;<fti E est un espace localement convexe (elc) séparé et 

si V est un disque (resp. un tonneau) de E, alors on dit que V est un 
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b-disque (resp. un b-tonneau) si pour tout disque borné B de E, V n B est 

un voisinage de zéro dans B . On dit que lfelc E est un b-espace (resp. 

un espace b-tonnelé) si tout b-disque (resp. b- tonneau) dans E est un 

voisinape de zéro • On dit que E est un b f -espace si toute fome linéaire 

sur E, continue sur les bornés de E, est continue • L'espace E est un 

b-espace si et seulement si E est un b1-espace b-tonnelé . Un b-espace 

qui admet une base dênombrable de bornés est appelé D^-espace . Ces dif

férentes classes d'espaces localement convexes ont été étudiéesdans [ 1 2 ] , 

[ 1 3 ] , Ciu] et [ 1 5 ] 

Pour la suite, on a besoin du résultat suivant : 

(1.1) LEMME . Savent E un ele et F un sous-espace vectoriel de E 

tel que tout borné de E soit contenu dans l'adhérence d'un borné de F . 

(a) Si g est une application linéaire de F dans un ele complet G 

et si la restriction de g à tout disque borné de F est con

tinue > alors g est prolongeable d'une manière unique en une 

application linéaire f de E dans G telle que la restriction 

de f à tout disque borné de E soit continue . 

(b) E est un b-espace (resp. bf-espace)si et seulement si F est 

un b -espace (resp. b'-espace) . 

(c) Si V est un b -tonneau dans F > alors son adhérence V est un 

b-tonneau dans E . 

(d) E est b-tonnelé si et seulement si F est b-tonnelé . 

PREUVE . La démonstration de (a) n'offre aucune difficulté et (b) résulte 

de (a), en tenant compte du théorème 2 de [lu] en ce qui concerne la condition 

b-espace • 

Pour démontrer (c) il suffit de prouver que, pour tout disque borné B dans 

E, V n B est un voisinage de zéro dans B • Or par hypothèse il existe un 

disque borné B 0 dans F tel que B c B 0 et. il existe un voisinage de zé

ro W, exivert et tel que W n B Q c V . Mais alors W n l 0 c ir7T5 0 c V . 
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D'où w n B c V n B et l'assertion est démontrée • 

(d) : la condition suffisante est évidente car F est partout dense 

dans E et la condition nécessaire est une conséquence de (c) • 

On sait dfaprès [ 1 7 ] que tout borné de C (T) (resp, CS(T) ) est 

contenu dans l'adhérence d'un borné de c"(T) (resp. C*(T) ) • 

On a donc le corollaire suivant : 

(1.2.) Corollaire. (a) L'espace C (T) est un b-espace (resp. b'-espace^ 
00 

b-tonnelé) si et seulement si C (T) est un b-espace (resp. b*-espace, b-ton— 

nelé) . 

(b) L'espace C (T) est un b-espace (resp. by-espace, b-tonnelé) si et seu-

lement si C (T) est un b-espace (resp. b*-espace , b-tonnelé). 

2. RECOUVREMENTS SIMPLES D'UN ESPACE COMPLETEMENT REGULIER . 

(2.1) Définition. Soit T un espace complètement régulier séparé . On 

appelle recouvrement simple de T toute suite croissante p - 0*n)n><| de 

fermés de T recouvrant T . Une partie A de T est dite dominée par 

le recouvrement simple p s'il existe un entier n 0 £ 1 tel que A c R % 

Un recouvrement simple p - C R

n ) n ^ 1 est dit fini s'il existe un en

tier n 0 > 1 tel que R = T .( Ce qui revient à dire aussi que T est 

dominé par p ) • 

Toute partie finie de T est dominée par tout recouvrement simple de T. 

Réciproquement on a : 

(2.2.) Proposition (liy * Si A est une partie de T J dominée par tout 

recouvrement simple de T 9 alors A est finie . 

Preuve . Raisonnons par l'absurde et supposons que A soit infinie . 

D'après le lemme (1.3) de [ 7 ] , il existe une suite (x n) n^ 1 d'éléments de A, 

deux à deux distincts; et il existe une suite 0 ^ ) ^ àe parties fermées de T 

telle que, pour tout n £ 1, V n soit un voisinage de x^ et les V n soient 
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deux à deux disjoints • Pour tout entier n > 1, posons 

R » ( | | V. ) u (T - l | V. ) ; où pour tout i * 1, V. désigne l'inté-
n isn i*1 1 ' 1 

rieur de • Il est clair que la suite 0 ^ ) ^ est un recouvrement sim

ple de T qui ne domine pas A; ce qui contredit l'hypothèse et parsuite 

démontre la proposition . 

Pour tout entier n £ 1 , on note On, n] « {x e IR ; -n s x s n} • 

Si p = CR ï l) n^ 1 est un recouvrement simple de T, on pose 

B P « {f e C(T) ; f ^ ) c [-n , n] pour tout entier n ;> 1} • Les bornés 

de C (T) et les recouvrements simples de T sont liés par la proposition 

suivante : 

(2.3.) Proposition . Les ensembles B P , lorsque p décrit l'enserrble 

des recouvrements simples de T â foment une base de bornés dans CS(T) . 

Preuve . Il est immédiat que R° est un borné dans CS(T) • Récipro

quement, si B est borné dans CS(T) et si on pose 

Î ^ ( B ) = {t c T ; -n <; f(t) s n pour tout £ c B } , alors p ( B ) » C ^ W ) N > ! 

est un recouvrement simple de T et B est contenu dans B P ^ . 

La proposition suivante exprime d'une autre manière un cas particulier 

du lemme 4 de [16] : 

(2.4.) Proposition . Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(a) L'espace CS(T) admet une base dénoni>rable de bornés . 

(a9) L'espace C*(T) admet une base dénorrbrable de bornés . 

(b) Tout recouvrement simple de T est fini . 

(c) L'espace T est fini . 

Preuve . (c) > (a) et (a) < . > (a') sont évidents et (b) — * > ( c ) 

résulte de la proposition (2.2 0 . Reste à démontrer que (af) implique (b) : 
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En effet, si P = 0 * n ) n > 1 est un recouvrement de T qui nfest pas fini, alors 

pour tout entier n £ 1 il existe t n c T et t R t R . D'autre Dart, si 

(B ) ̂  est une base de bornés dans C*(T) et si r * Sup {|f(tn)| , f e B K 
n n>i s n n n * 

alors d'après la complète régularité de T il existe une application continue 

f de T dans l'intervalle [0 , r n • 1] = {x t IR ; 0 < X r <; r n • 1} telle 

nue f (t ) a r • 1 et f = 0 sur R . Il est clair alors que la sui-1 n n n n n 

te ( f n ) n > 1

 e s t bornée dans C*(T), mais elle est telle que, pour tout n £ 1, 

i B n ; ce qui est absurde, et paijLiite la proposition est démontrée . 

3. RECOUVREMENTS DOMINANTS, PARTIES DOMINEES D'UN ESPACE COMPLETEMENT REGULIER. 

(3.1.) Définition . Soit T un espace complètement régulier (séparé). 

On appelle recouvrement dominant (ou k-dominant) de T j tout recouvre

ment simple p qui domine les parties compactes de T . Une partie A 

de T est dite dominée (ou Y-dominée) si A est dominée par tout recou

vrement dominant . 

(3.2.) Remarque . Il est clair que la famille des parties dominées de 

T est héréditaire à gauche (pour la relation d'inclusion) et est stable 

par passage à l'adhérence et à l'union finie . Elle n'est autre que la 

famille des bornés warnériens de T introduits et étudiés par H. Buch-

walter dans O ] . Cette famille est généralement strictement plus large 

que la famille des parties relativement compactes de T , comme le montre 

le travail de BuchDalter . La notion de borné warnérien est liée à la no

tion de saturation d'une famille de parties de T (1^1) . Dans ce travail on 

utilise le terme "dominé" au lieu de "borné warnérien" pour des raisons de 

facilité de terminologie . 

A tout recouvrement dominant P = C ^ ) ^ de T on associe l'en

semble B° = {f € C(T) ; f(Rn) c [-n , n] , pour tout entier n * 1} . Il 

est évident que B p est un borné dans l'espace CC(T) . Réciproquement, à 
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tout borné F de Cc(T) on associe le recouvrement P ( B) = ( R ^ B ) ) , où 

pour tout entier n ;> 1 , Rn(B) = {t e T ; f (t) € O n , n] pour tout £ e B } . 

Le recouvrement p ( B ) est dominant et B c B p ^ . On a donc la proposition 

suivante ; 

(3.3.) Proposition . Les ensembles B P > lorsque p décrit l'ensemble 

des recouvrements dominants de T , forment une base de bornés dans C c(T). 

Comme conséquence inmédiate de cette proposition, on a le corollaire 

suivant • 

(3.4.) Corollaire . L'ensemble A est une partie dominée de T si et 

seulement si tout borné dans C^ÇT) est uniformément borné sur A , En par

ticulier, si A est dominéey alors toute application f c C(T) est bornée 

sur A . 

Ce corollaire est l'une des caractérisationsjaonnées dans [u] pour 

les parties dominées . 

(3.S.) Proposition . Soient T , S deux espaces complètement réguliers 

séparés et f une application continue de T dans S . Si A est une par

tie dominée dans T , alors f(A) est une partie dominée dans S • 

Preuve . Cette proposition est le corollaire 3.8. de [u] . Cepen

dant elle peut être démontrée ici de la façon triviale suivante : soit 

P F = (K) un recouvrement dominant de S. Si pour tout entier n * 1, on pose 

R n = f" (R^), alors la suite (R^) est un recouvrement dominant de T . Parsuite 

il existe un entier n 0 * 1 tel que A c R^ » f - 1 ( R ,

n ) • Ce qui montre que 

f(A) c K ; et la proposition est démontrée • 

Un espace complètement régulier séparé T est dit dominé si T est 

une partie dominée de T (ce qui revient à dire aussi que tout recouvrement 

dominant de T est fini) . Un espace dominé est nécessairement pseudocom

pact (i.e, C(T) = C°°(T) ) car, pour tout f c C(T), le recouvrement 
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p(£ ) = ( Rn(f) ), où R^f) s {t c T ; -n £ f(t) <; n} , est un recouvrement 

dominant dans T ; parsuite p(f) est fini et f est donc borné . Si T 

est dominé il en est de même de tout sous-espace de BT contenant T . 

La proposition suivante est une autre façon d'exprimer le théorème 11 

de [21] : 

(3.6.) Proposition . Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(a) L'espace Cc(T) admet une base dénorribràble de bornés . 

00 

(a9) L'espace CC(T) admet une base dénorribràble de bornés . 

(b) L'espace T est dominé . 

Preuve . (a) < = > (af) est évident • D'autre part si T est dominé, 

alors tout recouvrement dominant de T est fini ; parsuite les ensembles 

B n = {f e C(T) ; f(T) c [-n , n] } forment une base de bornés dans Cc(T) ; 

ce qui montre que (b) implique (a) . Enfin la démonstration de l'implica

tion (a') = > (b) est identique à celle de (a') — > (b) dans la propo

sition (2.4) . 

(3.7.) Remarque . Les espaces dominés sont les espaces de Warner pseudo

compacts de O ] . On sait, d'après O ] , que tout produit d'espaces do

minés est dominé et si S est un fermé d'un espace dominé tel que S soit 

égal à l'adhérence de son intérieur, alors S est aussi un espace dominé . 

4. MESURES DE RADON A SUPPORT DOMINE . 

Soit toujours T un espace complètement régulier séparé . On entend 

par mesure de Borel positive sur T toute mesuri^finie et dénombrablement 

additive) positive définie sur la tribu de Borel de T telle que, pour tout 

borélien A de T, y (A) = Inf (y(U), U ouvert contenant A} . Une mesu

re de Borel signée est une différence de deux mesures de Borel positives . 

Pour une telle mesure y sur T on note y*(resp. y") la partie positive 
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(resp. négative) de la décomposition de Jordan-Hahn de y . La mesure 

|y| = y* • y est la variation totale de y . On appelle mesure de Radon 

([1]) sur T toute mesure de Borel sur T telle que, pour tout e > 0, il 

existe un compact K c T tel que |y| (T \ K) s e • Il en résulte que; pour 

tout borélien A dans T et tout e > 0, il existe un compact K c A tel 

que |y| (A\K) < e • On montre ([1] , [20]) que y est une mesure de 

Tadon sur T si et seulement si y* et y~ le sont; et par définition mê

me, y est de Radon si et seulement si |y| l'est • 

(4.1.) Lerrwne : Soit y une mesure de Radon sur T . Si U est un ouvert 

dans T , alors |y| (U) = Sup {jf d|y| ; f e C(T) , 0 < f £ 1 et S(f) c Uh 

Preuve . La mesure y étant de Padon, alors pour tout e > 0, il existe 

un compact K c U tel que |v| (U \ K) * e . La compacité de K et la com

plète régularité de T assurent l'existence d'un ouvert V tel que 

K c V c V c u . Si l'on pose F - T \ V, alors F est un fermé de T dis

joint de K • Donc, par complète régularité de T t il existe une application 

continue f de T dans l'intervalle [0 , 1] telle que f = 1 sur K et 

f = 0 sur F . Il en résulte que S(£) est inclus dans V qui est inclus 

dans U et parsuite |y| (X) <; jf d|y| s |y|(U) et |y|(U) - jf d|y| < e . 

Le lenme est donc démontré . 

Soit y une mesure de Radon sur T • On appelle support de y 

(et on note S(y) ) le plus petit fermé F de T tel que |y|(T \ F) = 0 . 

Il est clair qu'un tel fermé existe et est caractérisé aussi comme étant le 

plus petit fermé F de T tel que jf dy - 0 chaque fois que f c C*CT) 

avec f = 0 sur F • Le support de y est l'adhérence d'un K a dans T . 

(4.2.) Lerrme . Soit y une mesure de Radon sur T . Si U est un ou

vert dans T tel que U n S(y) * 0 , alors il existe f c C"(T) *el ^ 

S(f) c U et jf dy « 1 . 

Preuve . Il suffit de montrer qu'il existe f c (̂ (T) tel que S(f) c U 

et jf dy * 0 . En effet, si pour tout f c C°°(T) tel que S(f) c IJ, on avait 

jf dy - 0; alors pour tout f € C°°(T) tel que 0 < f £ 1 et S(f) c U, on aurait 
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J f d|p| = Sup { IJ a d m I , ? € C°°(T) et 0 < I crj < f } = 0 . 

Il en résulte (d'après le lemme précédent) que |u|(U) = 0 et parsuite 

U o S(u) = 0 ; ce qui est absurde • 

On sait (d'après [1 ] et [20]) qu'il existe une isométrie linéaire 

entre T espace des mesures de ^don y sur T et l'espace des formes li

néaires L sur C°°(T) continues sur la boule unité B* munie de la topo-

locie de la convergence compacte - Les deux espaces sont supposés munis des 

normes respectives y • || y || = |y| (T) et L • || L || = Sup {|L(f) |, 

f € B°° } - . Le théorème suivant montre qu'il y a une isometrie analogue 

entre l'espace des mesures de Radon à support dominé sur T et 1'espace des 

formes linéaires continues sur les bornés de C°°(T) ou C (T) : 
c c v J 

(4.3.) Théorème . (a) Si L est une forme linéaire continue sur les 

bornés de C~(T), alors la mesure de Radon correspondante est à support do

miné . 

(b) Si \i est une mesure de Radon à support dominé sur T > alors la 

forme linéaire f • L(f) = jf dp est continue sur les bornés de C*(T) . 

Preuve. (a) Soit y la mesure de Radon sur T identifiée à L et 

soit S(y) son support . Si S(y) n'est pas dominé dans T, alors il exis

te un recouvrement dominant p = (R^) de T tel que, pour tout n > 1, 

S(y) n (T \ R^) * 0 . D'après le lenine (4.2), il existe f e C*(T) tel que 

S(fn) c T \ R n et | f n dp » 1 • La suite (f n), ainsi obtenue, converge vers 

zéro dans CC(T) et est donc bornée • Coirme L est continue sur les bornés 

de C*(T), la suite ( j f n du ) doit converger vers zéro; d'où la contradiction, 

(b) Puisque les ensembles B p n C*(T) foment une base de bornés dans C*(T) 

il suffit de montrer que, si p - (R^) est un recouvrement dominant quelcon

que de T, alors la restriction de L à B p n C*(T) est continue • Et puis-

que le borné B n CC(T) est un disque, il suffit donc de démontrer que, pour 

tout e > 0 , il existe un compact K c T. et un nombre réel r > 0 tels que, 

si f € B p n C°°(T) avec || f ||K s r , on ait | jf dy| s t . Or le support de y 
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est dominé dans T, donc il existe un entier n 0 * 1 tel que S(y) c o ; 

3t puisque p est de Radon, il existe un contact K c S(y) tel que 

|y| (S(y) \ K) < ^ . Posons r » g jj u |j (on suppose que || y || > 0, 

car le cas || y|| = 0 est trivial). Si f € B p n C*(T) avec || f ||K < r , 

on a alors 9 

|L(f)| = ||f dy| s j |f|d|y| » j |f|d|y| *J |f|d|y| I f |dM 

S(y) K S(y)-K 

< r.|y|(K) • n0.|y|(S(y) \K) s c / 2 *
 e / 2 - t . 

Et le théorème est démontré . 

Dans la suite, M^CO désipne l'espace des mesures de Radon à 

support dominé sur T . M^T) est un sous-espace de M t(T), espace des 

mesures de Radon sur T • Le théorème précédent et le lemme ( 1 . 1 ) montrent 

que My(T) est l'espace des foimes linéaires continues sur les bornés de 

C C(T) 

5. UNE TOPOLOGIE STRICTE SUR C(T) * 

Soit T un espace complètement régulier séparé . On désigne par * 

l'ensemble des applications bornées ^ de T dans R , à support dominé 

et telles que, pour tout e > 0, il existe un compact K c T tel que 

Il <t>|| j^y * c . Pour tout • € • on note || ||̂  la semi-norme sur C(T) 

définie par ||f||̂  » ||f • Il pour tout f € C(T) . Les semi-nonnes 

Il ||̂,<fr € • , déterminent sur C(T) (resp. Cm(T) ) une topologie locale

ment convexe notée y (resp. y* ) . Un système fondamental de voisinages 

de zéro pour y (resp. y*) est donné par les ensembles 

{f c C(T) ; ||f ||̂  « H f* H s 1} (resp. vj - n (f (T)} ) . 

On désigne par (̂ (T) (resp. C*(T) ) l'espace C(T) (resp. C*(T) ) muni 

de la topologie y (resp. y* ) . 

(5.1.) Proposition . (a) La topologie y est plue fine que la topo

logie de la convergence compacte . 
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(b) La topologie y est moins fine que la topologie sous-stricte B 0 ([193J. 

Preuve . (a) est évident et (b) résulte du fait que la topologie B est — o 

définie par les semi-normes || ||̂  ; où <J> décrit l'ensemble de toutes les 

applications bornées de T dans TR telles que, pour tout e > 0, il existe 

un compact K c T tel que || $ \\ s e ; sans aucune restriction sur le 

support de <fr . 

(5.2.) Proposition r Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(a) La topologie y est la topologie de la convergence compacte 

(a9) La topologie y est la topologie de la convergence compacte 

(b) Tout K dominé dans T est relativement compact . 
o 

Preuve . (a) = * > (a1) et (b) = > (a) sont évidents; démontrons 

que (a?) implique (b) en suivant la preuve de la proposition 1 . (b) de [ 1 6 ] ; 

comme dans [ 1 0 ] , soit (K^) -j une suite croissante de compacts dans T tel

le que la réunion \ K soit dominée dans T sans qu'elle soit relative-

n £ 1 

ment compacte . Alors, pour tout compact K de T, on a \ | Y t K et 

n* 1 n 

parsuite il existe x^ c uK n et x^ { K • Soit n R le plus petit entier 

n £ 1 tel que x^ c et soit f^ une application continue de T dans 

[0 , n^] telle que fjr(*K) = n K et f K = 0 sur K . La suite généra

lisée (fK) converge vers zéro dans C*(T) • D'autre part soit <J> l'élément 

de * défini par : <J> = 0 sur T \ | | K , $ = 1 sur Ki et 4 = - L . 
n* 1 n n 

sur \ K n - 1 pour n * 2 • Pour tout compact K c T, on a 

|| f K 4) || * |*(xK) f K(* K)| = 1 • Parsuite (fK) ne converge pas vers zéro pour 

la topologie y* . Cette contradiction achève la démonstration de la proposi

tion • 

(5.3.) Proposition . La topologie y coïncide sur les bornés de CQÇT) 

avec la topologie de la convergence compacte. En particulier Cc(T) et C^(T) 
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ont les mêmes bornés • 

Preuve . Il suffit de prouver que si p = (R^) est un recouvrement 

dominant quelconque de T, alors sur le disque borné la topologie y 

est moins fine que la topologie de la convergence compacte . De fait, soit 

4> € * . $ * 0 et = {f e C(T) ̂  || f * || £ 1 } . Puisque le support de $ 

est dominé, il existe un entier n 0 £ 1 tel que S(«>) c p . D'autre 

part il existe un compact K c T tel que || •||Tyjf * • Si l'on pose 

W » (f e C(T) ; ||f ||K s } , alors on a W n c V* n B p et l'as

sertion est démontrée . Ce qui démontre la proposition car la deuxième as

sertion est évidente . 

(S.4.) Corollaire . La topologie y* eat identique à la topologie sous-

stricte 6 Q si et seulement si l'espace T est dominé • 

Preuve . La condition est suffisante car si T est dominé , alors tout 

K a est dominé dans T . Réciproquement si Y * = G Q i alors l'espace 

(T(T) admet une base dénombrable de bornés et il en est de même de C^CH . 
Y C v ' 
Ce qui implique que T est dominé d'après la proposition (3.6) . 

Le corollaire suivant est une autre conséquence immédiate de la pro

position précédente : 

(S.S.) Corollaire . Tout borné dans C^(T) est contenu dans l'adhé

rence d'un borné de C*(T) . En particulier C*(T) est partout dense dans 

C (T) et a le même dual . 

On sait, avec le théorème 1 de [21] que les conditions suivantes sont 

équivalentes : 1) Lfespace CC(T) est complet, 2) l'espace CC(T) est 

quasi-complet, 3) T est un k^-espace (i.e, toute application de T dans 

IR, continue sur les compacts de T, est continue) . La proposition suivante 

montre que ces conditions équivalentes sont nécessaires et suffisantes pour 

que C^(T) soit complet ou quasi-complet • 
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(5.6.) Proposition . Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(a) L'espace Ç^(T) est complet 

(b) L'espace C^(T) est quasi-complet 

(b') L'espace C (T) est quasi-complet . 

(a') L'espace Cc(T) est complet . 

(c) L'espace T est un Y^espace . 

Preuve . Les deux implications (a) = = > (bO et (b) * = > (bf) sont 

évidentes ; et on sait que les assertions (a'), (b') et (c) sont équivalentes-

démontrons seulement que (af) implique (a) : en effet, il est facile de voir 

que, Dour tout $ e *, l'ensemble V = {f e C(T) ; ||f<f>| < 1} est un ton-

neau dans Cc(T) (c'est même un tonneau dans CS(T) ). Il en résulte que 

C^(T) admet un système fondamental de voisinapes de zéro fermés dans Cc(T) 

et que l'implication résulte d'un théorème classique sur les oroupes topo

logiques complets . 

(5.7.) Corollaire . Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(a) L'espace C^(T) est complet 

oo 

(b) L'espace C^(T) est quasi-complet . 

(c) L'espace T est un Y^-espace dominé . 

Preuve . (a) —•=> (b) est évident et (c) implique (a) d'après la pro

position précédente; reste à démontrer que (b) implique (c) : en effet, 

si C*(T) est quasi-complet, alors il en est de même de C~(T) • Donc tout 

disque borné fermé B de C*(T) engendre un sous-espace vectoriel de C*(T) 9 

qui est un espace de Banach pour la norme jauge • Ce qui implique facilement 

que C~(T) admet une base dénombrable de bornés et parsuite T est dominé 

Il est clair alors que l'égalité C(T) « C*(T) et la proposition précédente 

montrent que l'espace T est un -espace . 
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6. DUAL DE C^Cn ET C*(T) . 

On a déjà remarqué que les deux espaces C (T) et C*(T) ont le ïDeme 

dual • Plus précisément on a : 

(6.1.) Théorème. Le dual de C^(T) (ou C*(T) ) est l'espace '^(T) , espace 

des mesures de Radon sur T , à support dominé • 

Preuve . Si L est une forme linéaire continue sur (Ç(T), alors sa res

triction à tout borné de C*(T) est continue . Parsuite elle peut être iden

tifiée à une mesure de Radon à support dominé d'après le théorème (4.3.) . 

Réciproquement, soit u une mesure de Radon à support dominé sur T et 

soit (Kn)n̂ «j une suite croissante de compacts contenus dans S(y) telle que 

|u| (T \ IL) * 2 - 2 n pour tout entier n ^ 1 . La fonction • 3 J l"7*1 , 
n*1 

où est la fonction caractéristique de 1^ appartient à * et, pour 

tout f c C°°(T) tel que ||f *|| < 1, on a ||f|| v V 1, s f 1 • Il en résul-

te que, pour des tels f, on a 

( f f 
f dp s |f| d|y| * |f| d|y| • l |f| d|y| 

* lui (KX) • ||f||Ki • J 2' 2 1 1 l l f ^ V ^ * M m * 1 ' 

Parsuite la forme linéaire f • j f dy est continue pour Y°° et le théo

rème est démontré . 

Pour toute partie K de M^T) (espace des mesures de Radon sur T), on 

appelle support de H, et on note S(H), le plus petit fermé F de T tel que 

| y I (T \ F) = 0 pour toute mesure y c H • Le support de K n'est autre que 

l'adhérence dans T de la réunion \ \ S(y) des supports de toutes les me-

yTH 

sures y appartenant à H . Le théorème suivant caractérise les parties 

Y -équicontinues de M^(T) au moyen des supports de ces parties : 
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(6.2.) Théorème . Soit H une partie de M (T) . Les assertions sui

vantes sont équivalentes : 

(a) L'ensemble K eat y-équicontinu . 

(a') L'ensemble H est y -équicontvnu . 

(b) L'ensemble H est fortement borné dans M (T) et iZ exista une 

partie dominée fermée S <3e T telle que, pour tout recouvre

ment dominant p= (P^) de T et tout e > 0, il existe un 

compact K c S teZ <fue |y|(|f|) £ c pour tout y c H et 

tout f 6 B p n Cœ(T) avec f = 0 sur Y • 

(o> Sup { |y|(T) , y € H } est fini, Ze support S (H) est dominé et3 

pour tout c > 0, il existe un compact K c T tel que 

|y|(T \ K) £ e pour tout y 6 H • 

Preuve » Il est clair que (a) est équivalente à (a 1); il suffit donc de 

prouver l'équivalence entre (a1) et les autres assertions en suivant [18] ou 

[19] : (af) — > (b) : d'abord H est évidemment borné dans le dual fort 

de cÇ(T) (qui est aussi le dual fort de C^(T) ) . D'autre part la y^-équi-

continuité (ou la y-équicontinuité) de H implique l'existence d'une fonc

tion <{> € $ telle que H c v£ , où désigne le polaire de (ou de 

V* = V n C*(T) ) dans MyCO • Corne le support S($) est dominé; alors 

pour le recouvrement p * (R n), il existe un entier n o tel que S($) c R ; 

et pour tout e > 0, il existe un compact K c S($) tel que || <t>\\ < • -

Donc, si f c B p n CW(T) avec f = 0 sur K, f appartient à V A et pour 

toute mesure y € H on a |y(f)| s -|— . Il en résulte que 

|y|(|f|) - y*(|f|) + tt'(lfl) * e . (b) — > (c) : il est clair que 

Sup { |y|(T) , y c H } est fini; et par hypothèse il existe une partie domi

née fennée S de T telle que, pour le recouvrement trivial oo « (P. ) (où P ^ T 
n n 1 

pour tout entier n) et pour tout e > 0 , il existe un compact K c S tel que 

|y|(|f|) <; e pour tout y € H et tout f c B* avec f = 0 sur K . Or 

|y| (T\ K) = Sup {|u|(K'), K' corrpact c T \ K} . Mais pour tout compact 
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K' c T - K, il existe f e B°° tel que f = 0 SUT K et f = 1 SUT K' . 

Ce qui inplique que |p|(K') = ||£| d|y| s |p|(|f|) s e . Parsuite on a 

K' 

| p | (T N K) s e pour toute mesure y e H . Il en résulte que le support 

S (H) est contenu dans S et l'assertion (c) est démontrée . 

(c) = > (a') : soit (Kn) une suite croissante de compacts contenus dans 

S(H) telle que Sup { |p|(T\ ly , p e H} <. 2 - 2 n , pour tout entier n > 1 . 

La fonction $ = l 2~ n <|)„ appartient à * et, pour tout f e V* * V. n C°°(T) 
n i l r T\ • • 

on a || f || v ^ v i f 1 . Donc pour tout f e V* et tout p € H, on a 

(f dp s f|f| d|p| » f |f| d|p| + l f |f| d|p| 

* M o u . i|f||Ki * 12_2n . i|f||K ^ * l u ! m • 1 • 

* l n*1 V l v n 

Ce qui achève la démonstration du théorème . 

7. AUTRES PROPRIETES DE C ,(T) ET C"(T) . 

Le théorème suivant montre bien que les deux topologies y et Y " 

sont des topologies strictes au sens de Collins ([8]) . 

(7.1.) Théorème . Les deux espaces et C*(T) sont des b-espaces . 

Preuve . Le corollaire ( 5 . 2 ) et le lemme ( 1 . 1 . ) nontrent qu'il suffit de 

prouver que CÇ(T) est un b-espace . En effet, soit y' la topologie loca

lement convexe la plus fine sur C*(T) qui coïncide avec Y " sur les bornés 

de C CO . Il est clair que y' est plus fine que y ; mais ces deux to

pologies sur (T(T) donnent le même dual M (T) e t parsuite ont les mêmes ton

neaux . On note C".(T) l'espace C^fT) muni de la topoloeie y1 . Le 

théorème serait prouvé si on démontre que, si V est un voisinage disque et 
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fermé de zéro dans C~ T(T), alors son polaire V° dans (T) vérifie la 

condition (c) du théorème ( 6 . 2 ) . D'abord V est un tonneau bornivore 

(i.e, V absorbe les bornés) dans C*(T) • Donc Sup {|y| (T), y e V 0} est 

fini . D'autre part, la topolopie sous-stricte B q est une topolopie de 

b-espace ( [ 1 9 ] ) et est plus fine que Y°°, et parsuite plus fine aussi que 

Y'CCHO) • H en résulte que V° est 8Q-équicontinu et le théorème 5.1. 

de [ 1 9 ] montre que, pour tout e > 0, il existe un compact K c T tel que 

I y I (T N K) < e pour toute mesure u e V° . Reste à démontrer que le sup

port S(V°) est dominé, et il suffit d'utiliser alors la technique de 

la preuve du théorème (3. 11) de [H] : soit en effet p = (R̂ ) un recouvre-

nient dominant de T ne dominant pas S(V°) . Pour tout entier n 2 1 on 

a alors S(V°) n (T \ R n) * 0 . Conine S(V°) = U(S(v) , y e V° }, il existe 

donc y n € V° tel que S(yR) n (T N i^) ^ 0 ; et d'après le lemme ( 4 . 2 ) , il 

existe f n € C°°(T) tel que S(fn) c T \ et f n d^ - n . La suite (f^) 

ainsi formée est bornée dans C*(T) et parsuite elle est bornée aussi dans 

CÇ(T) (Elle converge même vers zéro dans C*(T) et cÇ(T) ). Conine V est 

un tonneau bornivore dans C~(T) ; alors V° est uniformément borné sur la 

suite (f ) . D'où la contradiction, et par conséquent la démonstration du 

théorème est achevée • 

(7.2.) Corollaire . L'espace C (T) (resp. C^CT) ) est le b-espace et 

l'espace b-tonnelé associés à C (T) (resp. CC(T) . 

Preuve . Le fait que C (T) (resp. C*(T) ) est le b-espace associé à C m 

(resp. CC(T) ) résulte trivialement du théorème précédent et de la définition 

du b-espace associé à un espace localement convexe ( [ 1 2 ] , [ 1 4 ] ) . D'autre 

part les ensembles (resp. = n cT(T) ) qui forment un système fon

damental de voisinages de zéro dans C^T) (resp. C*(T) ), sont des b-tonneaux 

dans C (T) (resp. C*(T) ) . Sachant alors que tout b-espace est b-tonnelé 

le théorème précédent et la définition de l'espace b-tonnelé associé à un ele 

( [ 1 2 ] , [ 1 4 ] ) montrent que C^(T) (resp. C*(T) ) est l'espace b-tonnelé as

socié à C_(T) (resp. C"(T) ) . 

Le théorème et le corollaire précédents permettent d'énoncer le théorè

me de caractérisation suivant : 
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(7.3.) Théorème . Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(a) L'espace Cc(T) est un b-espace . 

(b) L'espace C^(T) est b-tonnelé . 

(a') L'espace C^ÇT) est un b-espace . 

ot> 

(b') L'espace CQ(T) est b-tonnelé . 

(c) Tout K dominé dans T est relativement compact . 
o 

Preuve . Ce théorème résulte immédiatement du corollaire (7.2) et de la 

proposition (5.2), sachant bien entendu qu'un ele -E est un b-espace (resp. 

un espace b-tonnelé) ̂ i et seulement si E est ègèl à son b-espace (resp. 

espace b-tonnelé) associé . 

Le corollaire suivant a été déjà démontré dans [15] et généralisé dans 

[ 1 6 ] : 

(7.4) Corollaire . Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(a) L'espace CC(T) est un ^-espace . 

00 

(a') L'espace Cc(T) est un T^-espace . 

(b) Tout dans T est relativement compact . 

Preuve . L'équivalence (a) <—*> (a1) étant évidente; démontrons que 

(a1) implique (b) : en effet, si C*(T) est un D^-espace, alors il admet 

une base dénombrable de bornés ; donc T est dominé et parsuite toute par

tie de T est dominée dans T . En particulier les K a sont dominés dans 

T, et l'assertion (c) du théorème (7.1) montrent qu'ils sont relativement com

pacts . Réciproquement, pour démontrer que (b) implique (a) ou (a f), il suf

fit de prouver (compte tenu du théorème précédent) que (b) implique que l'es

pace T est dominé . Raisonnons par l'absurde et supposons que T ne soit 

pas dominé . Soit alors p « (R^) un recouvrement dominant de T tel que 

3 ^ * T pour tout n * 1 . Ce qui fait que, pour tout entier n £ 1, il existe 

un élément t € T - R. . Mais l'ensemble {t , n ;> 1} est un K, et est n n n o 
donc relativement compact . Parsuite il existe un entier n 0 £ 1 tel que 
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{t , n > 1} c R ; ce qui est absurde et le corollaire est démontré . 
n n Q 

(7.5.) Remarque . On sait d'après [17] que la condition (c) du théorème 

(7.3.) est équivalente à dire que l'espace CC(T) est d-infratonnelé ([7]) 

et on sait aussi que la condition (b) du corollaire précédent est équiva

lente à dire que Cc(T) est un espace DF (Z21V . 

(7.6.) Corollaire . Si dans l'espace T toute partie dominée est rela

tivement compacte - En d'autres termes si l'espace C (T) est infratonnelé 

(['*] 3 [21]; -, alors CC(T) et C*(T) sont des b-espaces . 

Preuve . Ce corollairo est évident si l'on tient compte du théorème (7.3) 

du théorème de Warner ([u], [21]) et du fait que C (T) et C*(T) sont simul

tanément infratonnelés ou non • 

(7.7.) Remarque. Le corollaire précédent montre, en particulier, que si 

l'espace T est paracompact, ou replet, ou C-replet, ou plus généralement 
00 

de type (u)j alors C (T) et C c(T) sont des b-espaces. Dans chacun de ces 

cas et dans le cas du corollaire (7.6.) la topologie y° coïncide sur C°°(T) 

avec la topologie de la convergence compacte et est une topologie d'espace 

infratonnelé. Par suite dans tous ces cas l'espace C*(T)=c"(T) est un espace 

de Mackey. 

Pour la suite de ce paragraphe on a besoin de rappeler que l'espace 

C ( yT ) est l'espace tonnelé associé à CC(T) ([3] , l'espace y T est le 

plus petit sous-espace de type u de uT contenant l'espace T ). D'autre 

part on vient de démontrer que C (T) est l'espace b-tonnelé associé au 

même espace C (T) . Il en résulte donc que la topologie y est moins fine 

que la topologie de C ( uT )• Parsuite, si l'on veut chercher une famille p 

de parties de uT telle que y soit la topologie de P-convergence (i.e, to
pologie de la convergence uniforme sur les éléments de P ), alors tout élé

ment de cette famille devrait être une partie relativement compacte dans y? . 

Comme dans [16] le théorème suivant montre que, si une telle famille p 

existe, alors elle serait nécessairement "une sous-famille de la famille des 

parties relativement compactes de T . 
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(7.8.) Théorème . Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(a) La topologie y est la topologie de la convergence compacte . 

(a9) La topologie y* est la topologie de la convergence compacte . 

(b) La topologie y (ou y*) est une topologie de ^-convergence, où 

P est une famille de parties relativement compactes dans yT • 

Preuve . Il est clair que (a) <==> (af) et (af) =•=> (b) sont 

évidents ; reste à prouver que, si y00 est une topologie de P -convergence 

(où P est une famille de parties relativement compactes dans yT), alors y* 

est moins fine que la topologie de la convergence compacte sur C°*(T) ; et pour 

cela, il suffit de démontrer que tout élément de P est une partie relative

ment compacte dans T • Raisonnons par l'absurde et supposons qu'il existe 

un élément A € P tel que A ne soit pas une partie relativement compacte 

dans T . Pour tout compact K c T, il existe alors un élément x R e P tel 

que x K k K . Par complète régularité de T, il existe une application con

tinue f K de T dans [ 0 , 1 ] telle que f^(x^) = 1 et f K = 0 sur K . 

On obtient ainsi une suite généralisée (fK) dans la boule unité de C*(T) 

qui converge vers zéro dans C~(T) . Corame la topologie y* coïncide sur B°° 

avec la topologie de C*(T), alors la suite généralisée (f K), K décrivant 

l'ensemble des compacts de T, converge vers zéro pour la topologie y°°. 

Ce qui n'est pas le cas car on a ||fKllA * 1 pour tout compact K c T . Cet

te contradiction achève la démonstration du théorème . 

(7.9.) Corollaire . Si l'espace C^(T) (ou C*(T) ) est infratonnele, alors 

la topologie y est la topologie de la convergence compacte . 

Preuve . D'abord il est facile de démontrer que,moyennant le corollaire 

( 5 . 5 ) , les deux espaces C Y(T) et C^(T) sont en même temps infratonnelés ou non. 

D'autre part on sait avec le corollaire ( 7 . 2 ) que C^(T) est l'espace b-tonnelé 

associé à Cc(T) . Connie tout espace infratonnele est b-tonnelé, alors la topo

logie y est moins fine que la topologie de l'espace infratonnele associé \ C (T). 

Ce qui fait que, si C (T) est infratonnele, alors il est l'espace infratonnele associo à 
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C C(T); et dans ce cas y est une topologie de convergence uniforme sur une 

famille de parties relativement compactes de yT (comme on le sait d'après 

[ 6 ] ) . Donc le corollaire résulte du théorème précédent • 

(7.10.) Remarque . Le théorème (7.8) montre que, si Cc(T) n'est pas un 

b-espace, alors la topologie y associée à Cc(T) n'est pas une topologie 

de convergence uniforme sur une famille de parties de ou \)1 . Le 

plan de TychonoffV ( [ 2 ] , [ 9 ] j donne l'exemple d'un espace complètement 

régulier, pseudocompact et dans lequel il existe un Y qui n'est pas rela

tivement compact . Or il est facile de démontrer que T est un espace do

miné . Parsuite Cc0P) est un espace localement convexe qui admet une base 

dénombrable de bornés et qui n'est pas un b-espace ou un T^-espace . 

(7.11. ) Remarque . On peut noter (corme cas analogue à celui du coro

llaire (7.9)) que si l'espace C^(T) est séparable, alors la topologie y 

est la topologie de la convergence compacte . Car dans ce cas l'espace 

Cc(T) est séparable aussi, et le théorème 5 de [21] montre qu'il exista sur 

T une topologie métrisable séparable moins fine que la topologie de T 

Mais alors l'espace T est c-replet (LSl) et parsuite l'espace CC(T) est 

un b-espace d'après la remarque (7.7) . 

8. GENERALISATIONS AUX ESPACES C (T) . 

Soit P une famille de parties relativement compactes de T . On 

suppose que P est héréditaire à gauche,stable par réunion finie et par 

passage à l'adhérence, et en plus recouvrant T .. Une partie A de T 

est dite un Y^ si A est une réunion d'une suite de compacts apparte

nant à P • On pose aussi les notations et les définitions suivantes : 

- Cp(T) (resp- Cp(T) ) désigne l'espace C(T) (resp. (̂ (T) ) nuni 

de la topologie de convergence uniforme sur les éléments de p . (On sait 

d'après [17] que tout borné dans Cp(T) est contenu dans l'adhérence d'un 

borné dans Cp(T) . 

Un recouvrement simple p de T est dit p-dominant si p 
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domine tout élément de P ; et une partie de T est dite p-dominée si 

elle est dominée par tout recouvrement p-dominant . 

P désigne la famille des parties p-dominées de T. Tout élé-

ment de P est une partie bornée de T et P est la famille saturée de 

P (O]) • P est dite saturée si P = P . 1 1 est à noter que les élé

ments de P ne sont pas nécessairement relativement compacts dans T (Eu]). 

désigne l'ensemble des applications bornées t de T dans 

IR, à support p-dominé et telles que, pour tout c > 0, il existe un com

pact K £ P tel que || •!! ̂  * e . 

Yp est la topologie localement convexe définie sur C(T) par 

la famille des semi-normes || || ^, 4 c * p • y* est la topologie induite 

sur (f (T) par la topologie yp . 

C (T) (resp- C* (T) ) est l'espace C(T) (resp. CmÇT) ) muni de 

la topologie yp (resp. y p)
r . 

M (T) est l'espace des mesures de Radon sur T, à support p-
Yp 

dominé . 

Avec les notations et les définitions précédentes, les 

théorèmes (4.3), (6.1), (6.2), (7.1) et (7.3), et le corollaire (7.2) restent 

vrais lorsqu'on y remplace : c par p, dominé par p-dominé, dominant par p-

dominant, y par yp , y* par y* , compact par compact appartenant à p, 

par , et relativement compact par "appartient ou appartenant à p' 

Corime conséquence du théorème (7.3) adapté à la famille p , on a 

(8.1) Théorème . Si la famille p est saturée (i.e3 P r p alors 

lfespace C (T) eat un b-espace infratonnelé . 

Preuve . En effet, C (T) est un b-espace d'après le théorème (7.3) et est 

infratonnelé d'après le corollaire 1 du théorème 1 de E6] . 

(8.2) Corollaire . L'espace C (T) est un b-espace . 
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Preuve . Ce corollaire est évident car la famille des parties finies 

de T est saturée comme l'a montré la proposition (2.2) . (voir [7] ) 

(8.3.) Remarque . Le corollaire précédent montre, en particulier, que 

l'espace Cg(T) est un -espace . Pazeuite le dual fort de CS(T) est 

complet - Ce résultat est dû à Oulick ([11],) . 
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