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Mathématiques SUITE SPECTRALE D'UNE FIBRATION
lyon 1976 t. 13-3 .
par Pierre Paul GRIVEL
Introduction.

Dans cet exposé on se propose premifrement de montrer comment, & tout espace topolo-
gique X, on peut associer une algébre différentielle graduée commutative A*(X) de

formes différentielles de fagon que la cohomologie de cette algebre soit isomorphe &
la cohomologie singuliére rationnelle de Xo De plus si YC X on a

V) — (Y

-3 O , Cette construction est faite & partir du complexe singulier de X. L'idée de

définir des formes différentielles sur des complexes simpliciaux se trouve déja dans
D. Sullivan ([4]). Une démonstration de ce résultat a aussi été donnée par

ReGo Swan ({6]).

Dans la deuxiéme partie,on construit une suite spectrale pour une fibration, analogue
&4 celle de Serre, mais en filtrant une algébre de formes différentielles. L'idée
essentielle de la construction est d'utiliser l'ensemble des bisimplexes dfune
application. Cette notion avait été définie dans un trés court papier de A, Dress (L2])
dont l'existence nous a été signalée par M. Zisman,

Remarquons que notre construction apporte une solution au double probdléme de R. Thom
({7)). De plus notre théoréme de suite spectrale permet de domner des démonstrations
simples des théorémes de D. Sullivan ([5)). Nous terminons 1'exposé en signalant trés
briévement deux telles applicationse

Le détail de la construction et les démonstrations des théordmes, ainsi que des

généralisations et un plus grand nombre d'applications figureront dans la these

de 1'auteur.

Qe Préliminaires.

Osle Ord est la catégorie dont les objets sont les suites d'entiers n = (Ofljeee;n)

et les fleches sont les applications croissantes (p] —L q] .

0.2, Un objet simplicial dans une catégorie C est un foncteur X. s gr_d_o —» C .

On note A C la catégorie des objets simpliciaux dans C.
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Suite spectrale d'une fibration
En particulier, pour tout entier p2 O, A Lp) désigne l'ensemble simplicial
(ieee 1'oObjet de A Ens) dont la composante de dimension n est l'ensemble

HomQ_gQ(E nl;Ipl).

0.3. Pour la définition de la cohomologie d'un ensemble simplicial voir [ 11

O0.4s Un objet bisimplicial dans une catégorie C est un foncteur

Xeo 2 0rd®x0rd® s C

on note A °C 1la catégorie des objets bisimpliciaux de G

0e5¢ Soit Xs. un ensemble bisimpliciale.
Les applications d ;% {2l — L[n+l) , i = 0,0ee,n4l , définies par
s 0L3)

k sik(i
Di(k) = , induisent des applications dgq t X —x X

k+1 si kyi Pq P-l,q

etdI.’q:X —>» X 0€3jg
3 Pq pyg-1 ' - 9T ¢

Soit Cpq(X..) le groupe abélien libre engendré par les simplexes de qu et posons

. q .

- _yyisPa - _1yJ4p P _ -

dl ):éo (-1) di ’ d2 Z (=1} di o On vérifie que d1d1 = d2d2 ldzidzll'
j=o

Soit encore Cpq(x..;Q) = Hom (cpq(x..);q) et notons Yl (resp A} 2) les applications

duales de d; (resp dz)‘ hors, par définition, H*(X..;Q) est la cohomologie du

. _
corplexe simple C (Xes3R) 2ssocié au complexe double C“(X..;Q) *

l. Formes différentielles sur un ensemble simpliciale

. +1 P
lele Soit AP = {(to;-u;tp)é B | 4,5 0, %;o t; = 1]3 le p-simplexe

géométrique standard.

*
Nous désignerons par ) (A4 Py 11algtbre différentielle graduée des formes différes
tielles sur A p dont les coefficients sont des polyn8mes sur @, autrement dit

* .
LLCAT) = @Ot 50e5t,) B A(dE 5000388 ))/7 o J est 1'idéal différentiel

engerndré par la relation to + oee + tp =1
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Suite spectrale d'une fibration
foute application croissante o 2 [Pl —> [ql induit un morphisme de DGA
* * * , \ ’
X 102N —> LU (AP) . on peut donc considérer 1'algebre différentielle

graduée simpliciale _(L*(A ®) dont la composante de dimension p est la DGA _ﬂ:(Ap).

1.2, Une forme différentielle de degré kK sur un ensemble simplicial Xe. est une

application simpliciale <O 3 Xo —w_( 2k(4 *) .

On pose A (X.) = Hom (.X.,.O.(A }) .

L’(X.) est d'une fagon évidente une Q-DGA.

De plus A* est un foncteur de _Ai_gx}go dans DGA, tel gque pour tout sous-ensemble
simplicigl Yo  Xo o0 2 A (Xo) —> A (Ye) —> 0

l.3s On peut regarder Ak(ax.) comme une limite d'espaces vectoriels de dimension finie,
Bn effet soit I une partie finie de l'ensemble des simplexes de X. et notons X.I le
sous—-ensemble simplicial de Xe engendré par 1. 11 ne contient qu'un nombre fini de

simplexes non-dégénérés et on a Xe = lig X.I .

I

Soit IZI;(\A Py l'espace vectoriel des k-formes différentielles sur A F dont les
. . xl k
coefficients sont des polynfmes de degré < r et posons A (x. ) = HonA ( ﬂ (A°)).

Ainsi A (X. ) C l l ( Zk(Ap) , donc A (X. ) est de dimension finie.
xa«l
)Y

On a alors A(X.) = lin lip A5(xsD) .
I r

le4o Théoréme: l‘'application 4 2 A*QX.) —_— C*(X.ﬂ) définie par Y (W)(x) = w(x)

dimy
x  * — 4
induit un isomorphisme H (A (Xe)) == E*(X. N) .

2+ Formes différentielles sur un ensemble bisimplicial.

2.1, Soit (L (AP x A %) 1'algbbre différentielle graduée des formes différentielles

sur le produit AP x A%, Comme on ne considéere que des formes dont les coefficients

sont des polyndmes on a ._(f(AP x A = _Q:(\Ap) £ _Q*(Aq)-

o ° *
Nous considérerons 1'algebre différentielle bigraduée bisimpliciale {2 (4 °)® (2 (4°%)
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»* *
dont la composante de bidimension (p,q) est J2 (A Pre N (A,

2+2e Une formes différentielle de bidegré (h,k) sur un ensemble bisimplicial Xee oot

h k
une application bisimpliciale (W % Xee —w_{ 2 (4 °) 2.0)7°(A°) .

On pose A (Xe.) =Hom , (Xee 5 (2 (A°) 8 (A",
A “Ens .

23 »*
A (X..) est d'une fagon évidente un bicomplexe; on note A (X..) le complexe simple

associé,

* * I'd 3 .
2.3. Théorémes 1'application Y z A (Xee) —2 C (X.eQ) définie par

Y (w)(x) = w(x) (pour x € qu) induit un isomorphisme

* ®,_1
244+ Soient X. et Y. deux ensembles simplicisux. D'aprés le3e on a A (X.) = lim A
. I

(resp A*(Y.) = lim L*(Y.J)) ou I (resp J) est une partie finie de l'ensemble des
Jd

simplexes de X. (resp Y.) o

On définit le produit tensoriel complété de ces deux algebres en posant

) e a5 = e Wty e ).
1,9

D'autre part on peut considérer un produit X x Yo ,dans la catégorie des ensembles

bisimpliciaux; la composante de bidimension (p,q) de X. %X Yo est 1l'ensemble Xb x Yq .

’ ~ * ~
Théoréme: A (Xe X Yo) = A*(X.) 8 A*(Y.)

Corollairez 1l'application diagonale Xe —> X« x Xe induit un morphisme d'algébre

A*(x.) 5 A*(x.) —> A*(X.) .

. . *
245+ Remarque: le fait de recarder A (X.) comme une limite d'espaces vectoriels de

*
dimension finie met sur A (X.) une structure supplémentaire qui permet de défini¥ wst
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zotion de formes linéaires continues sur A*(X.) N
, *
Considérons @ avec la topologie discréte et notond Ar(X.I)' le dual de l'espace

*
vectoriel de dimension finie Ar(X.I).

On pose C,{X.) = ;g_g}_i_m.&:(xol)' .
I r

°n élément de C,(X.) est un courant & support compact sur l'ensemble simplicial X. .

Oz notera que C,(X.) est un quotient de (P __(f(A Bye
X G Xe

P
C.Y
Zn dualisant le corollaire précédent on obtient unmorphisme C, (Xe) — C_(X.) 2 C _{X.)
qui permet de considérer sur C,(X.) une structure de coalgébre.

D*autre part en munissant C*(X.) de la topologie limite directe de la topologie limite

*
inverse de la topologie discréte de Ar(X.I)'_, on peut définir le dual C (Xe)* de C_ (X.)

*
et montrer que G, (Xe)' = A (Xe) «

3+ La suite spectrale d'une fibration.

3.1e Soit £f. : B, —» B. une application simpliciale surjective.

On introduit la notion de bisimplexe de fo (L 23 ),

Un (p,q)-simplexe de f. est un couple (wpq;up) d'applications simpliciales telles que

le diagramme suivant soit commutatif

w
Atpix Arqy ——F2 5 E.
pr l L fo
atpl —> B
Yp

Sotons Spq(f’) l'ensemble des {p,q)-simplexes de f. ; on définit ainsi un emsemble

pisimplicial S..(f,) et on considere 1l'algébre A*(f.) des formes différentielles sur

Soo(fo) .

3¢2e On a un isomorphisme canonigue S.o(f’) = B

Zesarquons qu'atout ensemble simplicial X. est associé un ensemble bisimplicial pXe ;
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Suite spectrale d une fibration

la composante de bidimension (p,q) de pX. est l'ensemble Xp pour tout q e

On a alors deux applications bisimpliciales
Eo —-———a——-* S~oo(fo)

v, — (vpo(id.x i);fovp)

ol & 1t Afq) — Aflo0],

Soo(fo) ————-P——-—->B>.

3 21 A} u
O

fos o * * *
Ces applications induisent des morphismes d'algébre qui vérifient & o p = ¢
* . * * .
De plus p fait de A (f.) uneA (B.)-algdbre différentielle.

* ¥ *
3.3, Théoréme:z le morphisme @ induit un isomorphisme B (A (E.)) é— H (A*(f.))

3¢4e On filtre l'algébre A*(B.) par le degré des formes.
Un élément L0 € A™(f,) est de filtration k si pour tout bisimplexe (wpq;up) on a

W su)e @ O a®He 0N%aA4Y.

r+sSgn
Tz

*
Enfin les éléments de filtration k de A (E.) sont ceux de 1'idéal engendré par 1%jan

* *
par £ des éléments de filtration k de A (B.) .

»* * d
Les morphismes p , £ , @ préservent ces filtrations.

*
3.5 La filtration de A (fo,) conduit & une suite spectrale; on a

DS = ey <] [ 0faP e 2% ay

E
o -
(,qu,up)es.o (fo)
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Regardons B, commue une catégorie et considérons le foncteur F. 3 Be —» A Bns

défini par F (u ) = { wpql (mogtp) € Sy fe) } .

On peut alors écrire

BT 1 T 1 (ashenam=-T17 (Fa?) e TT2%aY)
EB. wpqe.F.(u upe_B. 'pc‘l:F'(up)

. * *
2,6, Considérons maintenant le foncteur différentiel ?: """ = A oP, : B. —» DCGA,
»
la différentielle d : F ©*° —» F THlse ovenant de la différentielle de A .
7 * L ]
On peut alors considérer les foncteurs dérivés de F ; ce sont les foncteurs

sur B. définis par Hs(?*")(up) = H"(A’(F.(up))) .

’ 3 * [ ] .
3¢7e Une forme différentielle sur B, & valeur dans F **° consiste & attacher 2 chaque

simplexe upeB. un élément de _Q*(A p) 5 ?i’%up) =H(_Q*(AP) 2 A’(F{(up)))
I

de fagon que le diagramme suivent commute pour tout morphisme o¢ ¢ Lp) —a [q])

dans Ord

Nahe Frw) 4 8F ") % aP)s Frrw)

* .Y
< 0 id
* - %
LAaHeF W)
»* *
On note A (Be3F '°) 1'algdbre de ces formes sur laguelle on définit deux différen~
L)
tielles 481 : A(Be; T5) — AT (s, F 50
12d : A (Be;F D)y £5(Bo; FoHre)
I'yS Ar(B.;?s’o) .

O vérifie alors que E

348+ La différentielle do de le suite spectrale est la différentielle 1 a d .

On montre que le suite

K (B3 F5U°) o AT(BZ5°) —a KB EN(T ™)) s O

est erxacte.
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On en déduit elors que E:!L.’s = Ar(B.;Hs(fr*n)) .

AP

donc E;’s = Er(B.;Hs(fF*")) .

. ’ o 3 > 4 . by
2¢9, La différentielle dl de la suite spectrale est la différentielle d @ 1 3 on-a

3.10. Théoreme: la suite spectrale associée & la filtration de l'algébre A (f.)

converge vers H (A (Ee)) et on a

Ei’s = A (B C‘S.O) E:I’s = Ar(B.;ES( ?*'.)) E;’s = HI(.B.;HS( ?*’.))

Si f+ 3 Ee —» Be est une fibration de Kan ( L 31 ) alors H*(?*") est un systime
de coefficients localement trivial, .

Si de plus Be est l-connexe et si Fe est la fibre de f. elors H*( ?*") est trivial
etona E'S = H(B.) @ E(F.) . |

Tous ces résultats sont naturels par rapport aux morphismes de changement de base
L ]
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4o Applications.

4,1e La plupart des applications de ce théoréme sont du type suivant.

Soit E -—f—>- B une fibration de fibre F dont la base est l-connexe (pour simplifier
on suppose aussi que la fibre ou la base ont une cohomologie de dimension finie

en chaque degré).

Soit @ une algebre différentielle.

Désignons par A*(B) 1t'algébre A*(S(B)) ol S : Top —» AQEns est le foncteur singulier,
Considérons une algébre A*(B) ga munie d'une différentielle & qui en fait une

*
A (B)-algébre différentielle et qui vérifie la condition

d(b2 &) = db@a + bRda + Zbiﬁai avec degréb, y 2.

*
On filtre cette algébre en convenant qu'un élément de A (B) g & est de filtration k
8'il appartient & 1'idéal engendré par les éléments de la forme b 1 avec degb ) k.

I d - - * *
La suite spectrale associée & cette filtration converge vers H (A (B) @8 (A ) et
T

on a E, = HEA(B)) @B (@) .

Supposons que l'on a construit un morphisme
* E
$ :2(B)eR —> 2 (E)

de A" (B)-algdbre différentielle.

‘ *
Dans ces conditions @ envoie la suite spectrale de A (B) %a dans celle de A‘(f).

442+ Supposons que 4\ induitsun isomorphisme en cohomologie; donc é induit un iso-
morphisme sur les aboutissements des suites spectrales et sur la cohomologie des
bases. Alors, par un théoréme de comparaison, ¢ induit un isomorphisme sur la
cohomologie des fibres,

Cette situation se rencontre par exemple quand on étudie le modele de l'espace des

sections d'un fibré (L81) .

4.3« Pour donner une autre application suprosons que ¢ induise un isomorphisme
sur la cohomologie des bases et sur celle des fibres. Alors per un théoréme de
compareaison on en déduit que §> induit un isomorphisme sur la cohomologie de
l'espace total,

Cette situation se rencontre par exemple quand on étudie la cohomologie de le

réalisation spatiale d'une algébre minimale ([ 5)) .
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