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Introduction é. 

Dans cet exposé on se propose premièrement de montrer comment, à tout espace topolo-

gique X, on peut associer une algèbre différentielle graduée commutative A (X) de 

formes différentielles de façon que la cohomologie de cette algèbre soit isomorphe à 

la cohomologie singulière rationnelle de X« De plus si ï c X on a A CX) —> A (Y) 

Cette construction est faite à partir du complexe singulier de X« Lfidée de 

définir des formes différentielles sur des complexes simpliciaux se trouve déjà dans 

D# Sullivan (r4l)« Une démonstration de ce résultat a aussi été donnée par 

R«G» Swan ([6J). 

Dans la deuxième partie,on construit une suite spectrale pour une fibrationf analogue 

à celle de Serre, mais en filtrant une algèbre de formes différentielles* L'idée 

essentielle de la construction est d'utiliser lfensemble des bisimplexes d'une 

application* Cette notion avait été définie dans un très court papier de A« Dress (123) 

dont l'existence nous a été signalée par M. Zisman# 

Remarquons que notre construction apporte une solution au double problème de R» Thom 

(£73)• De plus notre théorème de suite spectrale permet de donner des démonstrations 

simples des théorèmes de D. Sullivan ([5])« Nous terminons l'exposé en signalant très 

brièvement deux telles applications• 

Le détail de la construction et les démonstrations des théorèmes, ainsi que des 

généralisations et un plus grand nombre d'applications figureront dans la thèse 

de l'auteur. 

O» Préliminaires« 

Oml. Ord est la catégorie dont les objets sont les suites d'entiers n = (Ofl;«««;n) 

et les flèches sont les applications croissantes C p 3 >î q 3 • 

0»2# Un objet simplicial dans une catégorie C est un foncteur X« t Ord° — C • 

On note ̂  C la catégorie des objets simpliciaux dans C. 
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En particulier, pour tout entier p ^ 0f Z\ CpJ désigne l
fensemble simplicial 

(i»e. I1objet de /± Ens) dont \B. composante de dimension n est l'ensemble 

Hom 0 r d (Cn3 ; Tp3 ). 

0.3« Pour la définition de la cohomologie d'un ensemble simplicial voir C l ] » 

0.4» Un objet bisimplicial dans une catégorie C est un foncteur 

X.. : Ord°xOrd 0^ G • 

On note A C la catégorie des objets bisimpliciaux de C • 

0.5« Soit X.« un ensemble bisimplicial* 

Les applications à i t [ n i — > Cn+ll 9 i » 0,••• fn+l f définies par 

( k si k< i 

J.(k) = / } induisent des applications d p q s X X 1 » OSiSi 
1 [k+1 sik^i 1 M ^ t q 

Soit C (X#.) le groupe abélien libre engendré par les simplexes de X et posons 
Pq P^ 

d! - ¿1 C-l) 4*** , d 2 = 22 C-l)^ Pd^ q . On vérifie que « dgdg « ' 
i=o j=o 

Soit encore C p q(X . . j ia ) » Hom CC p q(X . . ) jQ) et notons (resp 5~2) les applicatiarsî 

duales de d^ (resp d 2 ) . Alors, par définition, H (X».;Q) est la cohomologie du 

complexe simple C (X.#jiR) associé au complexe double C (X»»;Ci) • 

1« Formes différentielles sur un ensemble simplicjalë 

1 . 1 . Soit ^ P = | C t Q ; . . . f t )€ E P + 1 I \>, 0 , t m 1 ̂  le p-simplexe 

géométrique standard. 

Nous désignerons par j fT Cz4 P) ^algèbre différentielle graduée des formes diffère** 

tielles sur ̂  P dont.les coefficients sont des polynômes sur dì, autrement dit 

J l * ( Z Ì p ) = ( Q C t Q ; . . # ; t p l fi A CdtQ;...;dtp))/j 0Ù J est l'idéal différentiel 

engendré par la relation t Q + ... + t = 1 • 
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Toute application croissante << t ГрЭ —*> Cq] induit un morphisme de DGA 

c<* :_f2-*(Z)q) —b>~£li(A P ) • On peut donc considérer l'algèbre différentielle 

graduée simpliciale A # ) dont la composante de dimension p est la DGA «fl^(Zl p)# 

1*2# Une forme différentielle de degré к sur un ensemble simplicial X# est une 

application simpliciale s X# —*ч_0- (^ #) • 

On pose A*tX.) = Hom^^tX.; Jlfc^i #)) • 

A*(X#) est d*une façon évidente ипеф-DGA* 

De plus A* est un foncteur de A Ens° dans DGA» tel que pour tout sous-ensemble 

sinplicigl Y* с Xi on a A*(X#) — > A*(Y#) — * О • 

1#5# On peut regarder A (X») comme une limite deespaces vectoriels de dimension finie. 

%л effet soit I une partie finie de Ieensemble des simplexes de X* et notons X. 1 le 

sous-ensemble simplicial de X« engendré par I» H ne contient qu*un nombre fini de 

simplexes non-dégénérés et on a X. = li^ X«* • 

Soit Jf2 k( ̂  P ) Ieespace vectoriel des k-formes différentielles swcj^^ dont les 

coefficients sont des polynômes de degré 4 r et posons A^CX.1) = H o a ^ E n s ^ ' ^ r ^ * ^ * 

Ainsi A k U # I ) CL 1 li7 kl^ P) t donc A k(X# I) est de dimension finie, г ^ \ r r 
X С I 
p 

On a alors Ak(X«) = lim lim Ак(хЛ . 

1 #4# Théorème: Inapplication ^ t A*CX*) — ^ C*(X#jQ) définie par ̂  (60)(x) * 1 ^(x) 

induit un isomorphisme H (A (X#)) H (X.jft) • 

2» Formes différentielles sur un ensemble bisimplicial» 

2*1* Soit JTL {A P x A q ) l'algèbre différentielle graduée des formes différentielles 

sur le produit A? x A^ • Comme on ne considère que des formes dont les coefficients 

sont des polynômes on a _f£( A* * A Q ) « -CLLAP) fi SfiA4)-

Hous considérerons Iealgèbre différentielle bigraduée bisimpliciale Sl^iA *)bSh^A*) 
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dont la composante de bidimension (pfq) est jTL (/S
 E ) fi ̂ Ti (¿4 q ) • 

2*2* Une formes différentielle de bidegré (hyk) sur un ensemble bisimplicial X*» est 

une application bisimpliciale oo s X.. —•-̂ jQ. (¿3 *) & SX {¿4 *) • 

On pose A**(X..) « Hom tX.. ; SlLKA ') « -T l* (^ *)). 
A Bns 

A {X..) est d'une façon évidente un bicomplexej on note A (X»#) le complexe sispie 

associé* 

2*3* Théorèmes lfapplication *\f s A*(X..) — s * C*(X.#ift) définie par 

^ iU))(x) = l 6j(x) tpour x £ X ) induit un isomorphisme 
p q 

H*(A*(X..)) R*(tf..?Q) • 

• I 
2#4# Soient X. et !• deux ensembles simpliciaux. D f après 1#3« on a A (X«) « lim A U* 

I 

Cresp A (!•) « lim A (Y# )) où I (resp J) est une partie finie de l'ensemble des 

simplexes de X. (resp Y«) • 

On définit le produit tensoriel complété de ces deux algèbres en posant 

A*(X.) fi A*tï.) = lim (A^CX.1) fi A*(Y.J)). 
I,J 

D'autre part on peut considérer un produit X. m Y#/dans la catégorie des ensembles 

bisimpliciaux; la composante de bidimension (p,q) de X» X Y# est l'ensemble X ? x • 

Théorèmes A*(X. X I.) = A*(X.) fi A*(Y.) 

Corollaires l'application diagonale X. —*> X. x X» induit un morphisme d'algèbre 

A*(X.) fi A*(X.) ^ A*(X.) • 

2«5» Remarque s le fait de regarder A (x«) comme une limite d'espaces vectoriels de 

dimension finie met sur A (X#) une structure supplémentaire qui permet de défini**»* 
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notion de formes linéaires continues sur A (X») • 

0 * I 
Considérons Q avec la topologie discrète et notonA A (X# )• le dual de l'espace 

r 

* I 
rec-toriel de dimension finie A (X# )• 

r 

On pose C^(X.) = lig ̂ im A*(X #

1) 1 • 
I r r 

Zn élément de C^(X.) est vin courant à support compact sur l'ensemble simplicial X» • 

(te notera que C#(X.) est un quotient de JT£(A^)% • 

2n dualisant le corollaire précédent on obtient unmorphisme C^(X#) a^C^ÇX») fi C^iX*) 

qui permet de considérer sur C^OU) une structure de coalgèbre» 

Dfautre part en munissant C^(X#) de la topologie limite directe de la topologie limite 

inverse de la topologie discrète de A^X»1)», on peut définir le dual C #(X«)
f de C #(X #) 

et montrer que C #(X #)' = A*(XO « 

3# La suite spectrale d'une fibration* 

3«L* Soit f• : £• — v B» une application simpliciale surjective. 

On introduit la notion de bisimplexe de f# (. C 23 )• 

Gn (p#q)-simplexe de f# est un couple ( w

p q5
up) d'applications simpliciales telles que 

le diagramme suivant soit commutatif 

w 
ZK~p3x4Cq3 — — * E. 

pr I i 
Aevi > B. 

Sotons S^(f #) l'ensemble des (pfq)-simplexes de f# ; on définit ainsi un ensemble 

bisimplicial S*.(f«) et on considère l'algèbre A*(f«) des formes différentielles sur 

3#2« On a un isomorphisme canonique S^Q(f») = E# • 

Remarquons qu'atout ensemble simplicial X» est associé un ensemble bisimplicial pX* ; 
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la composante de bidimension (p,q) de pX# est lfensemble X p pour tout q • 

On a alors deux applications bisimpliciales 

E« S«*Cf*) 

v i—» (v o(idx e);fov ) 
P P P 

où £ i A Cql — * A CO] . 

S» • ( f • ) ^ B* 

(w ;u } i e> u 
pq* P P 

* * * 
Ces applications induisent des morphismes df algèbre qui vérifient a o p * t , 

-*- * * 
De plus p fait de A if.) uneA (B.)-algèbre différentielle. 

3#3* Théorèmes le morphisme Cl induit un isomorphisms H*(A*CE«)) H*(A*(f%)) 

3 #4. On filtre lfalgèbre A (B«) par le degré des formes* 

Un élément to 6. A^tf») est de filtration k si pour tout bisimplexe ^ Wpqî Up) an * 

co(wpq;up) £ 0 Jflr(^p) fi -C±\A*) • 

Enfin les éléments de filtration k de A (E.) sont ceux de l'idéal engendré par 

* * 
par f des éléments de filtration k de A (B«) • 

* * * 
Les morphismes p . f , ÛL préservent ces filtrations. 

3 # 5 # La filtration de A (f.) conduit à une suite spectrale; on a 

e ^ s = Ar's(f.) C 1 ~ R j i r ^ p ) f i - / 2 S C ^ * ) 
S q Î U p > Ê S - ( f . ) 
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Regardons comme une catégorie et considérons le foncteur P# * B« —>• A Sns 

défini par F q(u p) = { w p q | U p q;u p) € S p q(f.) } • 

On peut alors écrire 

< » 3

C T~T 1 T t i i r ( z i p ) fi_A8C^Q» «T~T CRFUP) î TT_r2 s(^ q)) 

V * W PQ t ï # C V V B * *Pq F , C U P ) 

5.6* Considérons maintenant le foncteur différentiel î"*' 1 » A* o Pi : B* — ^ DGA f 

la différentielle d s r , t —-* * > r + 1 , # provenant de la différentielle de A* • 

On peut alors considérer les foncteurs dérivés de 5^* f # ; ce sont les foncteurs 

sur B« définis par H 8 ^ * ' * ) ^ ) = H^A^F.^))) • 

3#7# Une forme différentielle sur B» à valeur dans 7" *'* consiste à attacher à chaque 
aimplexe upé.B« un élément de SC{ZK P ) fi ̂ * , # C u ? ) «J^(J^*(*d E ) fi A*(P.(up))) 

de façon que le diagramme suivant commute pour tout morphisme t [ p ] — £ q " } 

dans Ord 

* * 
o< • id 

On note A ( 3 » i j - '*) 1*algèbre de ces formes sur laquelle on définit deux différen­

tielles dfil $ A R(B . ; 3 " S » ' ) > A ^ U . ; ^ 8 » * ) 

lfid t A'CB.ifF8") — • AR(B.; 5 r S + 1") 

On vérifie alors que E£' S « A R(B.;y S " ) • 

3*8# La différentielle d Q de la suite spectrale est la différentielle 1 fi d • 

On montre que la suite 

A r(B.i^-l»-) _ ^ A R ( B . î ^ s ' * ) — * A R(B.;H a (3 r* .« ) ) ._^ o 

est exacte. 
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On en déduit alors que E^ , S = Ar(B. ;HS(^T*• • ) ) • 

3«?• La différentielle d^ de la suite spectrale est la différentielle d fi 1 ; on a 

donc s£ f S - H r(B.;E sc5 f* , #)) • 

3«10« Théorèmes la suite spectrale associée à la filtration de l'algèbre A*(£«) 

converge vers H {k (E.)) et on a 

E£' 5 = Ar(B.j y 3»') i£' S = kr{E.^{ T*")) s£'s = ifCB.jH3! Y**')) 

Si f. s E. — * B. est une fibration de Kan ( L31 ) alors H*(T*'#) est un system 

de coefficients localement trivial. 

Si de plus B. est 1-connexe et si F. est la fibre de f. alors H*( J"*1*) est t r i v i a l 

et on a E£ , s = H^B.) fi H S(P.) . 

Tous ces résultats sont naturels par rapport aux morphismes de changement de base 
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4« Applications. 

4«1* Lg. plupart des applications de ce théorème sont du type suivant. 

Soit E >» B une fibration de fibre F dont la base est 1-connexe (pour simplifier 

on suppose aussi que la fibre ou la base ont une cohomologie de dimension finie 

en chaque degré). 

Soit G- une algèbre différentielle. 

Désignons par A (B) l'algèbre A (S(B)) où S : Top — > ABns est le foncteur singulier. 

Considérons une algèbre A (B) fi (JL munie d'une différentielle d qui en fait une 

A (B)-algèbre différentielle et qui vérifie la condition 

d(b fia) = db fi a + b fi da + X ^ fi a i avec degréb i> 2. 

On filtre cette algèbre en convenant qu'un élément de A CB) fi est de filtration k 

s'il appartient à l'idéal engendré par les éléments de la forme b fi 1 avec degb% k. 

La suite spectrale associée à cette filtration converge vers H (A (B) fi @L ) et 

o n a E j r H*CA*(B)) fi H*((3* ) • 

Supposons que l'on a construit un morphisme 

§ s A*CB) fi#. *-A*(E) 

de A*(B)-algèbre différentielle. 

Dans ces conditions <|5 envoie la suite spectrale de A*(B) Q& dans celle de A*(f). 

4.2. Supposons que ç£ induit*un isomorphisme en cohomologie; donc ^ induit un iso-

rsorphisme sur les aboutissements des suites spectrales et sur la cohomologie des 

bases. Alors, par un théorème de comparaison, $ induit un isomorphisme sur la 

cohomologie des fibres. 

Cette situation se rencontre par exemple quand on étudie le modèle de l'espace des 

sections d'un fibre C C 8 1 ) • 

4»3* Pour donner une autre application supposons que c£> induise un isomorphisme 

sur la cohomologie des bases et sur celle des fibres. Alors par un théorème de 

comparaison on en déduit que £ induit un isomorphisme sur la cohomologie de 

l'espace total. 

Cette situation se rencontre par exemple quand on étudie la cohomologie de la 

réalisation spatiale d'une algèbre minimale ( L 5] ) • 
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