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EXTENSIONS UNIFORMES DES OPERATEURS POSITIFS

par Sami ALAME

INTRODUCTION,

En se basant sur les propriétés des extensions uniformes (P.E.U.)
des formes linéaires positives continues d'un sous—espace fermé M d'un
espace de Banach ordonné V 4 1'espace V tout entier, introduites par
H. FAKHOURY dans [5] », et sur la théorie de dualité des espaces de Banach
ordonnés Dﬂ , nous étendons 1'extension uniforme aux espaces de Fréchet
ondonnés et a la dualité de 1'ordre a 1'espace AE,F) des opérateunrs
entrhe espaces de Fréchet ondonnés ; nous étudions aussi 1'extension
uniforme des opZratours positifs continus (resp. compacts) de M, a valeurs

dans un espace de Banach ordomné W, 3 1'espace V tout entier.
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Extensions uniformes des opérateurs positifs

1. NOTATIONS - ADAPTATION DE L’EXTENSION UNIFORME AU CAS DES ESPACES DE
FRECHET ORDONNES.

Soit E un espace localement convexe (e.l.c.) ordonné par un cdne
. . ot . -~
convexe, salllant et fermé E (dans tout ce travail, les cOnes des
éléments positifs eront supposés convexes, saillants et fermés). Le
. . - F . - +
dual E' de E sera ordonné par le cOne E polaire du cdone E . Autrement

] + “ . . ..
dit, E' est le cdne des formes linéaires continues sur E et positives

+
sur E .

(1.1) THEOREME. - Sott E un espace de Fréchet ordonné, positivement
engendré par un cdne E'. Alors toute forme linéaire positive sur E
est continue et, par suite, le cdne 'Y est faiblement complet

(pour O(E',E)).

DEMONSTRATION. - La premiére partie de ce théoréme se trouve dans
. . +
[}S i Do 22%] . Soit #un filtre o(E',E)-Cauchy dans E' . La forme linéaire

. . + .
£ : x > lim _f(x) est positive sur E , donc continue, Donc % converge
¥

+
vers 2€E' pour o(E',E).

(1.2) PROPOSITION. - Soilent E un espace de Fréchet ordonné, (pn)n une
suite fondamentale de semi-normes sur E, M un sous—-espace fermé de

E et f une forme linéaire sur M. Les assertions suivantes sont

équivalentes :
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(a) La forme lindaire f se prolonge en une forme linéaire positive
continue f sur E telle qu'il existe noeN auec pgo(g) = sup{|f(x)|;
P, (¥) =1 } = 1[2, prop. 23.14, page 78].

(b) Il existe noeN tel que f soit majorée par 1 sur le convexe
(Bno(E)—E+)nM , o B (E) est la P -bouls unité fermée de E.

DEMONSTRATION. - C'est une conséquence immédiate du théoréme de Namioka

[lﬂ , en prenant S = B °(E).

DEFINITION. - Sott M wun sous-espace fermé d'un espace de Fréchet ordonné
E. On dira que le couple (M,E) posséde la propriété de l'extension
uniforme (P.E.U.) si et seulement si toute forme lindaire positive
continue f sur M se prolonge en une forme lindaire positive continue
f sur E vérifiant la propriété suivante : pour tout n.€N , il existe
1‘4an°<:oo tel que f e(Bno(M))° implique f eano(Bno(E))° H

Les polaires étant pris respectivement dans M' et E'.
De cette définition découle le corollaire suivant
(1.4) COROLLAIRE. - 57 le couple (M,E) posséde la P.E.U. avec le coef-

ficient a alors tout compact faible (pour oc(M',M)) de MY oest

L'image d'un compact faible (pour G(E',E)) de g7,
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DEMONSTRATION. - Soit K un compact faible de M. L'application de res-
triction R : E't~a M'+ étant faiblement continue, alors R = {fel?‘}f eK}

est faiblement fermé. D'autre part, il existe no € N tel que K°> Bno(M)'

Pour toute ge i, R(E) = f €K, donc f € (Bno(M))° ; et par suite feano(Bno(E))°_
Donc les ge K sont uniformément bornées sur Bno(E)' et par suite K est

faiblement relativement compact, ce qui suffit.

(1.5) THEOREME. - Avec les notations précédentes, les assertions suivantes
sont équivalentes :
(a) Le couple (M,E) posséde la P.E.U.
(b) Pour tout ne. €N, 7l existe léAnoé © tels que :

+ +
(Bno (E)-E )N M Cano(Bno M-M).

DEMONSTRATION., -
(b) == (a) : soit f une forme linéaire positive continue sur M. Pour tout
+ .
XeMN (B (E)-E ) il existe alors yeB_ (M) tel que x¢a VY, et comme
No No No
f est lindaire positive, il vient que f(x)¢a_ (f(y)ea p' (f) ; et
No No DNo

d'aprés le théoréme (1.11) et la proposition (1.18), f admet alors une

extension linéaire positive f majorée par a_ p' (f) sur B_ (E), ce qui
No  No No

suffit.

(a)==(b) : si le couple (M,E) posséde la P.E.U. , pour tout noe N, il

. . .. +
existe | € an ¢ ® tel que toute forme lindaire f dans M' telle que
o

p'! (£) =1 soit majorée par a sur le convexe (B (E)—E+)f\ M.
No n No

o
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Un raisonnement analogue 3 celui de Fakhoury ( Eﬂ , 2.3) implique que
+ + 7,
B, ' c —ano[M (8, (B)-ED]° .

En prenant les polaires des deux membres, nous avons l'inclusion :

(B, (B)-E)NMc -a [B '] = -a (3 ()

[+

(Théoréme des bipolaires).

Nous avons finalement

(B_ E)-EDNMCc a (B M)-M") pour

. s T F
I1 reste 3 démontrer que Bn M) -M c,a(Bn (M)-M+) pour tout Q1.
] o

Nous démontrons alors le lemme suivant

(1.6) LEMME. - Soit M un espace de Fréchet ordonné par un cdne fermé

+ . v . .
M ; avec les notations précédentes, les assertions suivantes sont
vérifides :
—_—
(a) B MM C OL(Bn an-mh) pour tout asl.
o <

(b) 51 M est positivement engendré, on a :

—
B, (1)-Mca(s_ MY -M") powr tout asl.
[+ (o]

DEMONSTRATION. - En fait ce lemme a &té démontré par Fakhoury dans le cadre

des espaces de Banach M, nous 1'adaptons maintenant au cas de Fréchet.
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+ .
Soient 0> et x un point de Bn M)-M . I1 suffit de trouver yeM, zeM'
tels que x = y-z avec P, (y)$ a. Posons o = I+ . Il existe Yy eBn M),
© o

z, ¢ M* et t,€ M tels que x = y,-z,+t, avec p_ (t]) £ €/2. D'oli, en
o

décomposant tl/pn (t]) 4 son tour et en répétant cette décomposition on
[+]

obtient ;r01s suites (yn), (zn) et (tn) telles que : th St (yn_zn)

n-1 _+
et x = - (yi—zi) + tn ; avec )%1e€/2 Bno(M) 3z € £/2 M et

i=1

n-—1

n
e/,
pno(tn) s e/
. + ~ P P
Puisque M est complet et M est fermé, la série de terme général Ya
converge vers y dans M et la série de terme général z  converge vers

+
dans M . Comme tn — 0, on a

n—)w
n
— - = ye
X = 'Z (yi 2,3+t =y-z
1=1
(o]
- e e < <
Il reste 3 vérifier que pno(y) £ a. Or pno(y) < nElpno(yn)
o o)
£1 + Z €/2n-] = 14+ = o,
n»2

La deuxiéme partie de ce lemme s'obtient par les mémes techniques.

(1.7) COROLLAIRE. - Si M et E sont positivement engendrés, le couple
(M,E) posséde la P.E.U. si et seulement s'il existe no €N,

+ + + +
tels que : (Bno(E )-E )f\MC.ano(Bna(M =M ).

DEMONSTRATION. - C'est une conséquence du théoréme 1.5 et du lemme 1.6.
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On va maintenant caractériser la P.E.U. & l1'aide des opérateurs

compacts positifs & valeurs dans Co(N) en utilisant le théoréme suivant

de Terzioglu :

(1.8) THEOREME. - Pour que l'opérateur faiblement continu T : M + W
(M espace loaalement convexe, W espace de Banach) soit compact
(1'image d'un voisinage de O est relativement compacte), 11 faut
et 11 suffit qu'il existe une suite (fn) dans M' bornologiquement
convergente vers zéro (pour la bornologie équicontinue) vérifiant :
[[T(x)|] < Sup |fn(x)l pour tout x dans M.

n

Pour ce théoréme on peut se reporter & fld ,[lﬂ . Si p est une

semi-norme continue sur M, la "“p-norme' de T sera définie par
s p

IlTHp = sup {||T(x)|] 5 p(x) = 1}.

(1.9) THEOREME. - Soit M un sous-espace fermé d'un espace de Fréchet
ordonné E. Les assertions suivantes sont équivalentes
(a) le couple (M,E) posséde la P.E.U. (resp. avec un coefficient
a_ pour chaque no).
No
(b) Tout opérateur compact positif T de M dans Co(N) se prolonge en

un opérateur compact positif T de E dans Co(N) (resp. avec

Tl < e Tl .

o o
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(¢c) Tout opérateur compact posttif T de M dans Co(N) se prolonge

en un opérateur continu positif T de E dans Co(N) (resp. avec

~

]|

< a Il

pno No

DEMONSTRATION. - La démonstration repose sur la représentation d'un
opérateur compact positif T de M dans Co(N) (resp. de E dans Co) comme
une suite (fn) Mt (resp. E'+) qui converge fortement vers zéro avec
llT(x)" < Suplfn(x)l pour tout x dans M (resp. E). En effet, en
utilisant lenraisonnement de FAKHOURY ([5], 2.7), on trouve que, si T'
est le transposé de T et si (5n)n est l'ensemble des points extrémaux
positifs de la boule unité de 1'espace ll(N) muni de la topologie
O(Ql,Co), fn est alors la suite (T’(én))n quil converge fortement vers
zéro dans M''.

(a) == (b) : soit (fn) une suite de E'" qui reléve la suite (T'(Gn))n.
1'hypothése implique que péo (fn) < anop'no(T'(Gn)) donc (fn) converge
fortement vers zéro dans E' , et T est alors l'opérateur x v (fn(x))n

de E dans Co(N).
b) == (c) : Triviale.
(¢) == (a) : Supposons que (M,E) ne posséde pas la P.E.U., il existe
. +
alors une suite (fn) C M' et noeN tels que pa (fn) < 1/2%, alors
-]

que toute suite qui reléve la suite (fn) est non fortement bornée.

30



Extensions uniformes des opérateurs positifs

La suite (fn) converge fortement vers zé&ro, et est alors canoniquement
associée 3 un opérateur compact positif T de M dans Co. Soit T une
extension linéaire positive continue de T. Si t, est 1'application
de Co dans R telle que t [(a )] =a , alors £ =t oT est une suite de
n- n n n n

+ . . . . . -
E' qui reléve la suite (fn) et qui est faiblement convergente vers z&éro ;
et comme E est tonnelé&, le théoréme de Banach-Steinhauss assure que (fn)

est fortement bornée, d'ol la contradiction.

2. ESPACE DES OPERATEURS LINEAIRES CONTINUS ENTRE DEUX ESPACES DE FRECHET
ORDONNES.,

Soient E et F deux espaces de Fréchet ordonnés. Nous allons étendre
certaines propriétés de la dualité des espaces de Fréchet ordonnés
[15 ; ch. V, § 3] 3 1'espace £(E,F) des opérateurs continus de E dans
F. En particulier, nous allons voir les conditions d'ordre sur E et F
pour que (E,F) soit normal, positivement engendré, posséde la prcpriété

de décomposition de Riesz, (o,n)-additif, (a,n)-filtrant...
= . . + +
Un opérateur T de E dans F est positif si T(E )« F .
(2.1) PROPOSITION. - Soient E un espace de Fréchet positivement engendré

A . ot <
par un cone convexe fermé E et F un espace de Fréchet normal

[15 ch. v, § 3] . Alors tout opérateur positif T de E dans F est

continu.
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DEMONSTRATION. - I1 suffit de démontrer que pour toute f dans F', 1la
forme linédaire £oT est continue (p. 158, de [15]). Mais F est normal,
donc F' est positivement engendré& d'aprés [15 ; ch. V, § 3] ,» et 1l'on
dans F'". Alors les formes linéaires

peut écrire f = f]-f2 avec f. ,f

1’72

fl o1 et fon sur E sont positives, donc continues d'aprés [15 ; ch. V,

ol — £,oT est continue.

§ 3] et par suite f.T = f] )

(2.2) THEOREME. - Sous les hypothéses de la proposition précédente,
. + .
le cdne des opérateurs positifs ¥ (E,F) est simplement fermé, et

1 'espace jg(E,F) ordonné par ce cdne est simplement normal.

DEMONSTRATION. - Pour tout x dans E, la fonction fx : T T(x) est
- + . o -
simplement continue, donc fxl(F ) est simplement fermé, d'oi £f+(E,F) =

-1 + . . .
N + fx (F) est simplement fermé. D'autre part, pour toute partie

x€ E
finie A de E, 11 existe une partie finie A, dans E' telle que AC A A,

car E est positivement engendré. Donc les ensembles {A(\E+ - AnE"} , ol
A décrit 1'ensemble des parties finies de E, forment une sous-famille
fondamentale de parties finies de E. Comme F est normal, il existe une f
famille fondamentale (pu)acl de semi-normes sur F croissantes sur le c8ne
positif [15 ; 3.1 page 2]5] . Alors les applications

T Sup {pa(T(x)) 3 ch(\E+, o eI}

forment une famille fondamentale de semi-normes sur &%(E,F) croissantes

sur £f+(E,F), et on applique & nouveau [15 5 3.1 page 215].
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La réciproque est aussi vraie

(2.3) THEOREME. - Soient E et F deux espaces de Fréchet tels que l'espace
L(E,F) soit simplement normal, alors E est positivement engendré et

F est o(F,F')~normal.

DEMONSTRATION. - Puisque ¥(E,F) est simplement normal, on vérifie faci-
lement que E' est O(E',E)-normal (c'est le cas oi F = R) et d'aprés

DS ; ch. V, §3] E est positivement engendré.

D'autre part, soient x, # O dans Y et y dans F. Comme E' est saillant
et fermé, il existe f eEf+'te11e que f(xo) = 1 (théoréme de séparation de
Hahn-Banach). Alors 1'opérateur T : x » f(x).y de E dans F appartient 3
% (E,F), et comme ce dernier est simplement normal et que y = T(x.), alors

F est faiblement normal pour o(F,F').

Pour établir la normalité de 1'espace ,Sé(E,F), muni de la topologie

de la convergence bornée, nous avons besoin du lemme suivant

(2.4) LEMME. - Soient E un ele réticulé tel que l'application
+
x> x = Sup(x,0) soit continue a l'origine, et ZB l'ensemble des
. , +
parties bornées de E. Alors les ensembles {BNE -~ BNE' ; Be B}

forment une sous-famille fondamentale de .
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DEMONSTRATION. - Soient Be# et U un voisinage de zéro dams E ; il

. .. . . +
existe un voisinage V de z&ro tel que pour tout x eV, on ait x et x

appartiennent 3 U. D'autre part, il existe A >0 tel que ABc¢cV. On a

+
’

+ + + -
alors : AB = A{x ; x€eB}lcU ; donc B et B sont bornées et B¢ B+ - B

ce qui suffit.

(2.5) THEOREME. - Soient E un espace de Fréchet réticulé tel que x v x
soit continue & lL'origine, et F un espace de Fréchet normal. Alors

1'espace ‘2%(E,F)est normal.

DEMONSTRATION. - Si (pa) est une famille fondamentale de semi-normes

ael
sur F croissantes sur F+, alors le lemme précédent assure que les appli-
cations

T~ Sup {p (T(x)) ; x¢B E ; ael)
forment une famille fondamentale de semi)normes sur % (E,F), croissantes

B
+
sur le cdne positif ¥ (E,F).

(2.6) THEOREME. - Sotent V et W deux espaces de Banach ordonnés. Les
assertions suivantes sont équivalentes :
(a) L'espace LI(V,W) est (a,n)-additif. [6; 2.13].
(b) V est approximativement (B,n)-filtrant ;[6; 2.12] et W est

(v, n)-additif.
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DEMONSTRATION. -
(a)===9(b) : L'espace V' est alors (a,n)-additif (c'est le cas de W=R),
donc V est approximativement (g,n)-filtrant d'aprés [};2.131.

Pour démontrer la deuxiéme partie de (b), on consid&re une suite

+ . + .
(y.) . dans W . Soit xo # O dans V . Comme V" est saillant et
171 €1 &
. . + - ~ - .
fermé, il existe foe V' telle que fo(xo) = | (théoréme de séparation de
Hahn-Banach). La suite des opérateurs Ti DX e fo(x).yi pour 1 = |,...,n

+ e, . .
appartient a2 % (V,W), et comme ce dernier est (g,n)-additif il vient que

ol n
T < all 2
=1 1=

1

A NI ININTAICE

n n

Lyl <o ] 2 yyll s
=1 1=1

1

et 1'espace W est (g,n)-additif.

(b) == (a) : Soit (Ti)i .

. _ +
une suite d'opérateurs dans & (V,W).
<ign

Soit ¢>»0. Pour i=1,...,n , il existe X4 €B(V) tels que llTi]] < [lTi(xi)ll + ¢

Puisque V est approximativement (R,n)-filtrant, il existe alors y eV tel
que ¥ > xi(i=1,...,n) et ]!yl! & B+e. Soit y'i.eV tel que X, = y—y'i , alors
y'; 2 0 et [1y";|] ¢ g+l+e. On a

T O < [Ty ]+ [T;60) )] 5 dlon
n n n
Z][ITl(Xl)H < . ]l]Tl(y)ll + Z]llTl(yvl)H
. .

1=

1
n n

Sy | H-El T,MI] + HE] T, ")
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n n
sylllcz towmll+ ez e ol ]
i=1 * i=1
n n
<y [T 10l ey + [T 1) (Brive)]
i=1 i=1
n n
DT ) H s v(@eseie2e) ] T Ty
i=1 =1
n n
or DIl < T lT eIl +ne 3 dlou :
i=1 i=1
n n
z ][TiH < Y(2B+1+2¢) || = ’TiH + ne
i=1 i=1
et comme £>0 est arbitraire, on a
n n
z [lTil[ < v(2B+1) |] ¢ Ti]] et par suite 1'espace 2(V,W) est
i=1 i=1

a-additif avec a = Y(2B+1).

(2.7) THEOREME. - Soient E et F deux espaces de Fréchet tels que ¥(E,F)
solt positivement engendré, alors E est normal et F est posttivement

engendré.

DEMONSTRATION. - Pour démontrer que E est normal il suffit de démontrer que
E' est positivement engendré []5 ; ch. 5n §3J . Si feE" et yo # O dans F'
1l'opérateur T : x+ £(x).yo appartient 3 Z(E,F) ; 1l existe alors un

opérateur TI > T,0 dans §f+(E,F). Comme F' est saillant et fermé, il existe

fle Y telle que fl(y°) = 1. AOn a alors f]oT] > F,0 dans E'+.
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Démontrens que F est positivement engendré. Soit yeF et soit
Xo#0 dans E+ ; 11 existe alors fo € E'+ telle que fo(Xe) = 1
T : x v fo(x).y appartient 3 ¥ (E,F) ; il existe donc T, » T,0 dans
YL(E,F). On a alors TI(Xo) 2 T(Xo) = fo(%Xe).y =y , donc Tl(Xo) > v¥,0

dans F.

Pour démontrer la réciproque, on a besoin du lemme suivant

(2.8) LEMME. - Soit F un espace vectoriel de dimension finie (dim F

. L'opérateur

n)

o ., . .+ . .
positivement engendré par un cdne convexe fermé ¥ . Alors 1l existe

%

~ . + + . B +
wun clne convexe fermé Fl C F qui engendre F et tel que F = Fl -

soit réticulé.

DEMONSTRATION. - Puisque dim F = n < @ et F+ est fermé, ce cOne admet

base compacte B qul contient (n+l) points affinement indépendants.

. . +
L'enveloppe convexe de ces (n+l) points est un simplexe B, et F  est

1 ]

alors le cOne de base Bl'

(2.9) THEOREME. - S7 E est normal et F est positivement engendré, de

dimension finie mn, alors L(E,F) est positiverent engendré.

37
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DEMONSTRATION. - D'aprés le lemme précédent, l'espace F ordonné par le c8ne
+
Fl est réticulé. Soit T e ¥(E,F). Pour tout x dans E, on a T(x)

T(x) = (a ...,un)c R" et fi(x) = 0 i=l,...,n, sont les n composantes

I b
de T(x). Alors fie E' pour i=l,...,n. Mais E est normal, donc E' est
positivement engendré [15. ch. VvV, § 3] , 11 existe donc g; » fi’ 0 dans

E' pour i=I,...,n. Alors l'opérateur T] P X H»(g](x),...,gn(x)) appartient

+ + +
; et comme F. CF

a¥(E,F) et 1'on a aussi T : | ,

|2 T,0 pour 1l'ordre de F

+
on a Tl 2 T,0 pour l'ordre de F .

(2.10) DEFINITION. - SZ E et F sont deux espaces topologiques, une
application multivoque © de E dans P(F) \ {@} est dite semi-continue
inférieurement (s.c.7.) st pour tout owvert w de F, l'ensemble
U={xeE ; 9(x)nw # @} est lui-méme owvert dans E.

S7 K est un convexe d'un e.v.t. E, alors l'application
8 : K =>2P(F)\ {8} est affine s pour tout 0 & A € 1 ; XX dans

2
Kon z : Ae(x1)+(l-X)8(x2) C 6[Xx1+(]-k)xz].

(2,11) LEMME. - Soit V un espace de Banach ordonné tel que V = V+—V+.
Alors i1 existe a » 1 tel que pour tout e>o il existe une application

+ o epe
T€ : V>V qui vérifie :

(1) Tg(x) = x pour tout x ¢V+;

(2) Tg(kx) = ATe(x) pour tout A>o, x €V

(3) T_(x) » x,0, et 1l existe a>o tel que llTe(x)ll < (a+e)||x|].
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DEMONSTRATION. - Puisque V est positivement engendré, il existe g 2 |

tel que V soit O—engendré E); 2.1] . Soit © 1'application de V dans a
définie par @ 6(x) = {y »x,0 ; llyll < (u+g)‘1x||} avec 8(x) = {x} pour
xevV . Puisque V est a-engendré, il vient que 6(x) # {@}. On vérifie que
6(x) est un convexe, non vide, et 6 est s.c.l1. ; donc 8 1 X 5?§3

est s.c.1. [12 ; 2.3] et d'aprés le théoréme de MICHAEL [12] , 8 admet

. . + e e e
une sélection continue TE : V>V qui vérifie alors (1), (2), et (3).

(2.12) THEOREME. - Soient V un Banach ordonné, a—normal, et X wrn espace

compact. L'espace Q%(V,C(X)) des opérateurs compacts de V dans C(X)

est positivement engendré.

DEMONSTRATION. - Soit T € & (V,C(X)). Il existe [4] une application

@ : X > V' continue pour la norme et telle que I]Tll = Sup{\|¢(xﬂ\;x€:x}.
Puisque V est o-normal, l'espace V' est g-engendré. Pour tout g>o, 1l

existe T' : V' > AN continue pour la norme, qui coincide avec 1'identité
sur V't et telle que Té(f) 2 £,0 (lemme 2.11). On pose y = T; o 1 X > vt

Alors 1'opérateur T1 de V dans C(X) associé 3 1l'application positive

TﬁVHX) Px)(v) 3 veV , xeX et

par

11 = sup{] v 1] 5 xex)

o« . +
est compact positif [ﬂ . D'autre part, pour tout ve¢V , xX , on a
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T, (V) (x) = ¥(x)(v) = T (PG (V) ;5

mais Té(¢(x)) 2 ¢(x) (lemme 2.11, (3)), d'ot

Tl(v)(x) 2 o (x) (V) T(v)(x) d'ot T1 > T,0 ce qui achéve la démonstration.
(2.13) COROLLAIRE. - Sotent S un compact stonien et W une bande fermée
de C(S). Alors pour tout espace de Banach normal V, 1'espace ﬁ%(V,W)

des cpérateurs compacts de V dans W est positivement engendré.

DEMONSTRATION. - Puisque W est une bande (fermée) de C(S), alors C(S) =V @ yw+
est une somme directe ordonnée []5]. Le projecteur P sur W est linéaire,
positif et continu. Soit T € ﬁ%(v,W). On peut regarder T comme un élément

de (SZ(V,C(S)), et 11 existe alors T] € ﬁg(V,C(s)) tel que tT, > T,0

]
(théoréme précédent) . Soit T2 = P°T1'

Pour tout x > O dans V, Tz(x) = PoT](x) 2 0 d'aprés la somme directe

ordonnée. Donc T2 > 0. D'autre part, Tz(x) = P(T](x)) > P(T(x)) = T(x)

.
3

done il existe T, € £f;(V,w) tel que T, T,0 ce qui achéve la démonstration.

Dans le cas ou l'espace V est o-additif, on a une démonstration trés
différente : Soit T E‘SZ(V,C(X)), alors T[B(V)] est relativement compacte
dans C(X). D'aprés le théoréme d'Ascoli, T[B(V)J est équicontinue et
simplement bornée dans C(X), et par suite fo = Sup {f ; f eT[B(V)l} existe

dans C(X) et on applique alors le théoréme 1 de [18] .
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(2.14) THEOREME. - Sotent V et W deux espaces de Banach ordonnés tels
que l'espace ¥ (V,W) soit (Q,n)~filtrant ; alors V est (a,n)-additif

et W est (o,n)-fIltrant.

DEMONSTRATION. - Soient £ ,...,f € B(V'). Soit yoeW tel que ||yo|l = 1.
Alors les opérateurs Ti (i=1,...,n) de V dans W définis par : Ti(x) = fi(x).yo
appartiennent & B(#(V,W)) ; il existe donc T > Ti (i=1,...,n) tel que

||T|| < a. D'autre part, ii existe ge:w'+ telle que g(yo) = 1 (théoréme de

Hahn-Banach) ; alors 1l'application f : x> g(T(x)) est une forme linéaire

continue sur V telle que f » fi (i=1,...,n) et ;lf]l £ o. Donc V' est

(a,n)-filtrant et d'aprés (1.10) V est (a,n)-additif. Soient (yi)?=lC B(W)
+
et Xxo€V tel que leoll = 1. Soit f.e€ V'Y telle que fo(xo) = 1. Les

n e . -
opérateurs (Ti)i=1 définis par : Ti(x) = fo(x).yi appartiennent i

B(ZF(V,W)) ; il existe donc Te £(V,W) tel que T 2 Ti(i=l,...,n) et

HTH € a. Alors z = T(x.) > Ti(XO) pour i=l,...,n. Mais Ti(XO) = yi9

donc z >y, pour i=l,...,n et on a ||z|] < ||T]] € . Donec W est

(a,n)-filtrant.

(2.15) THEOREME. - SZ V est (a,n)-additif et W est positivement engendré,

de dimension finie n, alors l'espace F(V,W) est (8,n)-filtrant.
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+

1

et quil est réticulé. Soit T],...,Tne B(Z(V,W)) pour tout x dans V on

DEMONSTRATION. - On ordonne 1'espace W par le cOne W, du lemme (2.8)

pose

T.(x) = (., ,...,0. )C&{n,i = ]l,...,0.
1 i i

Un pose fij(x) =y j=l,.v.yn 3 i = 1,...,n. Alors fije B(V'). Puisque
V est (a,n)-additif 1'espace V' est (qg,n)-filtrant ; il existe dounc

1] 1=
(8i)l <i<na dans V' telle que 8y 2 fij pour j=1,...,n, et telle que

& o pour i=l,...,n. On pose alors S(x) = (gl(x),...,gn(x)). I1

xigi

I
. + .

est clair que, pour l'ordre de wl, S > Ti pour i=1l,...,n et que

|| ! - + + . ' +

[1S; g B(x) ; et comme chXJ il vient que S > Ti pour l'ordre de W .

(2.16) THEOREME. - Soient E un espace de Fréchet positivement engendrd,

rorma., et F un espace de Fréchet normal qui est complétement réticuls.

Alcre “es assertions suivantes sont équivalentes :

(a) ¥ (E,F) posséde la P.D.R.

(6) E posséde la P.D.R. [6 ;s 1.2, 1.3]

DEMONSTRATION. - (b) —= (a) : Soient T],T2 <€ GI’GZ dans 2(E,F). Pour
+
tout x dans E , on a : T](x), Tz(x) < G](x), Gz(x), et comme F est compla-~
tement réticulé, Sup{T](x),Tz(x)} existe pour tout x dans E+. On définit
+
alors sur E un opérateur T : x v Xup{T](x), Tz(x)}. Alors T est positivemeng

+
homogéne sur E , et comme E posséde la P.D.R. , T est additif sur E+.
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+ _+ N . B ~
Mais E = E -E donc T se prolonge d'une maniére unique en un opérateur T

de E dans F, et il est clair que T = T]v TZ' Montrons que T est continu.

Comme F est normal, on peut se limiter i T] et T2 positifs. Alors

T = T]'VT7 2 0 donc continu, d'aprés (2.1). On a finalement T],Tz < T GI’GZ’
donc £ (E,F) posséde la P.D.R.

. 3 1 + -
(a) —p (b) : Soient fl’f2 S 818, dans E' et yo # 0 dans F . Les opérateurs
T](X) = f](X)-yo, Tz(x) = fz(X)-YQ,G](X) = gl(X)-}’o, et G2<X) = gz(X).yo

appartiennent & ¥ (E,F) et vérifient T]’TZ < GI’G et comme 2 (E,F)

2’
posséde la P.D.R., il existe T € ¥ (E,F) tel que TI’TZ < T g GI’G2' Comme
F~  est saillant et fermé, il existe f. €F'" telle que fo(ve) = 1.

Alors la forme linéaire fo o TE€E' et vérifie fl,f2 € fo 0T £ 889>

donc E' posséde la P.D.R., et d'aprés le théoréme de GOULLET DE RUGY [91

E posséde la P.D.R.

3. EXTENSIONS UNIFORMES DES OPERATEURS POSITIFS ENTRE ESPACES DE BANACH
ORDONNES:

Dans ce chapitre, on généralise la notion de la P.E.U. sur les formes
linéaires positives continues introduite par FAKHOURY dans [ﬂ , en

considérant le cas des opérateurs (linaires) positifs entre deux espaces

de Banach ordonnés.

43



Extensions uniformes des opérateurs positifs

Soient V et W deux espaces de Banach ordonnés et M un sous-espace
fermé de V. Il s'agit de regarder des propriétés sur les espaces M, V
et W pour qu'il existe ! £ a < « tel que tout opérateur positif continu

T de M dans W se prolonge en un opérateur positif continu T de V dans W

vérifiant f;ff < al|T]]. on dira alors que (M,V ; W) posséde la P.E.U.
Le probléme est alors évident s'il existe une projection (linéaire)

positive P de E sur M telle que ||P]| « a ; il suffit de prendre T = 1,7,

(3.1) PROPOSITION. - Soit V un espace de Banach ordonné et soit M un
scus—2space fermé de V. Les assertions suivantes sont équivalentes
(o) I extete 1 & a < =, tel que pour tout espace dual W et tout
cpérateur positif continu T de M dans W 71 extste wn prolongement
- e ’ . . * A . ~ ’ - > ~
[inéaire positif continu T de V dans W vérifiant ||T|| < al|T|];
Sy e . . . . .. . ~
(z) I z2xieze 1 & a < o, 11 extste un opérateur positif continue iy
de V dans M" qui prolonge 1'injection canonique jM:: Mo M" et

VPt P amt H}M!I < a.

DEMONSTRATION. - (a) =% (b) : Evidente en prenant W = M".

Y

(b) =y (a) : Soient W =F', et jF' l'injection canonique de F' dans F''',
Si j; est le transposé de 1'injection canonique jF de F dans F", et T**
le bitransposé de T, alors l'opérateur T = j; o T™ o jM est positif,

continu, prolonge T 3 1l'espace entier V et vérifie :

T < 50 - ™) < allTl] s
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(3.2) DEFINITION . - Sotent V un espace vectoriel réel et W un capacs
vectoriel réel ordonné. Une applicatior P définie sur V, d valeurse
dans W sera dite sous-1linéaire si elle vérifie les conditicne
sutvantes
(a) P(Ax) = P(X) pour tous xeV ; A > 0 ;

{b) P(x+y) € P(x) + P(y) pour tous x,veV.
Ceci nous permet d'établir le théoréme suivant, sur lequel est
basée l'extension uniforme des opérateurs positifs :

(3.3) THEOREME. - SoZent M un sous—espace d'wn espace vectoriel cracnné

V, et W wn espace complétement réticulé auarnt wie unité d'crdre e.

ST T est un opérateur de M dans W, les assertions suivantes sont

gurvac.entes

O
[\

~
(a) L'opérateur T se prolonge en wn crérateur positif T de V dans W.
(b) Il existe un convexe absorbant S dans V tel que T sott majoré

+
par e sur le convexe MN (S-V ).

DEMONSTRATION. - (a) —= (b) : Il suffit de prendre : S = {xeV ; T(x) € el}.
(b)=>(a) : Soient p la jauge de s-v" , et P 1'application de V dans W

définie par P(x) = p(x).e ; on vérifie que P est sous-lindaire sur V et

majore T sur M. Le théoréme de Hahn-Banach généralisé assure l'existence
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d'un opérateur T de V dans W qui prolonge T &8 V et tel que 1l'on ait :
T(x) < P(x) pour tout x dans V.

D'autre part, pour tout x dans -V+ on a : p(x) ¢!, et par suite
P(x) € e, d'ol }(x) & P(x) < e. T est alors majoré sur -yt , 11 est donc

positif.

(3.4) COROLLAIRE. - Sotent V un espace vectoriel ordonné et W un
espace complétement réticulé (avec une unité d'ordre e). ST M est wn
sous—espace cofinal dans V, c'est—-d-dire V = M-V+, alors tout opérateur
positif T de M dans W se prolonge en un opérateur positif T de v dans W,
(3.5) COROLLAIRE. - Soient M un sous—espace fermé d'un espace de Banach
ordonné V, et W un espace complétement réticulé ayant une unité
d'ordre e. St T est un opérateur continu de M dans W, les assertions
sutvantes sont équivalentes :
(a) T se prolonge en un opérateur positif continu de norme 1.

(b) T est majoré par e sur le convexe M/\(B(V)—V+).

DEMONSTRATION. - (a) ==(b) : Soit x dans MA (B(V)-V') ; il existe alors

y dans B(V) tel que x € y. La norme canonique sur W, associé 3 1'unité

d'ordre e étant : ||z|| = inf {A>0 ; -Ae € z < Ae}, on a alors :

T(x) = T(x) < %(y) < ||E(y)|] . ege car Il;|[ =1 et ||y|| ¢ 1.
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~

(b) = (a) : D'aprés le théoréme (3.5), il existe un opérateur T de V

dans W qui prolonge T et qui est majoré par e sur B(V), ce qui suffit.

(3.6) THEOREME DE L'EXTENSION UNIFORME. - Soient V un espace de Banach
ordonné, M un sous—espace fermé de V, et W un espace complétement
réticulé ayant une unité d'ordre e. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(a) M,V ; W) posséde la P.E.U.
(b) Il existe 1< a <, tel que : MAB(V)-V') ¢ a(B(M)M").
Autrement dit, (M,V ; W) posséde la P.E.U. si et seulement st le

couple (M,V) posséde la P.E.U. au sens de FAKHOURY.

DEMONSTRATION. - (a)==(b) I1 suffit de démontrer que le couple (M,V)

posséde la P.E.U. [5]. Soit feM'” ; 1'opérateur T : x r» f(x).e, (xeM),
est positif et continu de M dans W ; il existe alors 1 £ a < = tel que tout

~
opérateur T positif, continu, qui prolonge T & V est tel que

lTl] < allTl].
Soit T un tel prolongement.

. + . P PR - .
Puisque W est saillant et fermé, le théoréme de séparation de Hahn-

| PR e o e .
Banach assure l'existence d'une forme linéaire positive continue g sur W

tel que g(e) =1 et IIgI] = 1 puisque ||e|l = 1, Alors l'application
£

x+ g(T(x)), (xeV), est une forme linéaire positive continue qui

prolonge f 3 V, et 1'on a :
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[EL] = sup {JeTGOY | 5 ||x|] < 1} < |l2]]]1F]]5
a'ou ¢ [El] < [IT]] < a||t|| s mais ||T]| = |]£]], domc ||£]}cal|£]]

et le couple (M,V) posséde alors la P.E.U., ce qui suffit.

(b)==(a) : Il suffit de démontrer, d'aprés le corollaire (3.5), que
tout opérateur T de M dans W est majoré par a||T||.e sur le convexe
Mf\(B(V)—V+). Soit donc x dans M/\(B(V)—V+) ; il existe alors y dans B(M)
tel que x g ay par hypothése. D'ol :

T(x) < al|TN|] < al|T(|].e 3
W étant muni de la norme canonique associde i 1'unité d'ordre e. Et
comme y € B(M), il vient que T(x) < a||T||.e et le corollaire (3.5)
implique 1'existence d'un prolongement linéaire positif T qui vérifie

1IT]| < af]T]]-

4, EXTENSIONS UNIFORMES DES OPERATELURS COMPACTS POSITIFS ENTRE ESPACES
DE BANACH ORDONNES.

Dans cette partie, on va &tudier des propriétés portant sur un couple
d'espaces de Banach ordonnés VDM, (resp. sur W), pour qu'il existe
1 ¢ a < «» tel que tout opérateur compact positif T de M dans W se prolonge
en un opérateur compact positif T de V dans W vérifiant ]]f]] < al|T]|.
On rappelle que T est compact si et seulement si T[B(M)] est relativement

compacte dans W.
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I1 est 3 remarquer que s'il existe une projection linéaire positive
P de V sur M telle que ||Pl| < a. alors tout opérateur compact positif
T de M dans W se prolonge en un opérateur compact positif T de V dans W
avec I]%|] < aIITl] ; 11 suffit de poser T = T,P.

Un premier résultat est le suivant

(4.1) PROPOSITION. - SoZent V wn espace de Banach ordonné, positivement
engendré, M un sous-espace complétement réticulé pour son ordre
propre et qui est cofinal dans V, et W wn espace de Banach ordonné.
Alors tout opérateur compact positif T de M dans W se prolonge en un

opérateur compact positif T de V dans W tel que ||T|| « a||T|!.

DEMONSTRATION. - Le corollaire (3.4) implique que 1'identité L, sur M
se prolonge en un opérateur iM positif de V dans M, et la proposition

(2.1) assure la continuité de iM‘ Alors % = ToiM .

(4.2) PROPOSITION. - S'71 extste un opérateur positif continu EM de V
dans M" qui prolonge 1'injection canonique jM : M+ M" et tel que
l]jM]l < a, alors tout opérateur compact positif T de M dans W se
prolonge en un opérateur compact positif T de V dans W tel que

17|} < a]]T]].
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DEMONSTRATION. - Puisque T : M > W est compact, son bitransposé T*"

~

est compact de M" dans W, et 1l'on a alors T =1 o Jy-

(4.3) COROLLAIRE. - Les espaces (M,V ; W) vérifient 1'extension uniforme

des opérateurs compacts dés que les espaces (M,V ; M") posséde la

P.E.U.

(4.4) THEOREME. - Soit M un espace simplicial [6] tel que le couple
(M,V) posséde la P.E.U. avec le coefficient a. Alors tout opérateur

compact positif T de M dans W se prolonge en un opérateur compact

posttif T de V dans W vérifiant ||T|| < a||T|].

DEMONSTRATION. - D'apré&s le théoréme de KAKUTANI ([6], 3.10), M' est alors
un L-espace [6] , et par suite M'" est un M-espace [6] avec unité qui est
compl§tement réticulé. Alors (M,V) posséde la P.E.U. si et seulement si
(M,V ; M") posséde la P.E.U. (Théoréme .3.6) et on applique ce qui précéde.

(4.5) THEOREME. - SoZent M un espace simplicial, et V un espace de Banach

ordonné contenant M. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) Le couple (M,V) posséde la P.E.U. avec le coefficient a.
(b) Tout opératewr compact positif T de M dans ZI(N) se prolonge

en wn opérateur compact positif T de V dans 21(N) tel que ll;ll < alT |-
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(e) Tout opérateur compact positif T de M dans QI(N) se preclonge en

un opérateur continu positif‘% de V dans ZIGN) tel que l]?]] < al|Tl]

DEMONSTRATION. - (a)==3(b) : Puisque M est simplicial, on applique le

théoréme (4.4).

(b) = (¢) : Triviale.

(c) =(a) : S8i le couple (M,V) ne posséde pas la P.E.U., il existerait

une suite (fn) dans M'+ telle que Ilfn]] < ln , alors que tcute suite de

AN qui releve (fn) est non bornée. Soit T : M ~ Q] 1'opérateur défini

par T(x) = £ fn(x)en ol (en) est le vecteur unité de base de 21. Alors
n

en posant

Tn(x) =
i

[ e I

f.(x)e. , on peut écrire
;1 i

T(x) = limite T _(x) pour tout x dans M.
n > ® n

Pour tout ||x|| <1, on a

INT-tH ] = || fwells = |l ¢ L =1,
n i=n+1 * N i=n+l i=n+1 28 2"

Donc ||T-Tn|]_—-_—_q O, et T est alors limite uniforme d'opérateurs Tn de
n—)(x)
~

rang fini, et par suite T est compact. Soit T un prolongement linéaire
positif continu de T a V tel que |]%l] < al|T]]. soit 6n 1'application de
1 . _
2" dans R définies par Gn((an)) = o pour toute suite (an)nc QI. Alors
- b . + . . .
(fn)n = (GnoT)n est une suite de V' qui reléve la suite (fn) et qui est

bornée, ce qui n'est pas.
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(4.6) DEFINITIONS. = On dira qu'une série (x) dans un espace de Banach
n
V converge si la suitte ( L xi) des sommes partielles converge. Une
i=]
Série (xn) est inconditionnellement convergente (ou commutativement
convergente) si pour tout suilte positive bornée (an) dans 2%, 1la
série (anxn) converge.

Une série (fn) dans V' est faiblement inconditionnellement comvergente

pour o(V',V) s7 Z|fn(x)| < © pour tout x dans V.

On a alors le lemme suivant :

(4.7) LEMME. - Un opérateur T de V dans QI(N) est compact positif si et
seulement s'il existe wne sutte (Xn) positive dans Co(N) et une série
(fn) dans v'" normiquement inconditionnellement convergente telles que

pour tout x dans V on att : T(x) =L )\nfn(x)en > oi (e ) est le

n
oy 1
vecteur unité de base de L.
DEMONSTRATION. - Soit T : V > ll un opérateur compact positif. Son
[e+]
transposé T' : £ > V' est aussi compact positif et sa restriction & C,

est compacte positive. D'aprés la proposition 2 de [l&] il existe une suite
A= (An) dans Co et une série (fn) dans V' normiquement inconditionnelle-
ment convergente telles que pour toute U = (un) dans Co on ait

T'(u) = 2 Xn unfn’ et pour tout x dans V on ait
n
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H(T(x)) = T'(w)(x)

glnunfn(x)

U(gxnfn(x)en).

D'old : T(x) = gknfn(x)en.

D'autre part, l'opérateur T est positif si et seulement si pour tout
+ .
x dans V , toutes les coordonnées Anfn(x) de la série {ann(x)}n sont
. s . + +
positives. Si kn 2 0, alors fn(x) 2> 0 pour tout x dans V , donc fne v,

+
Si An < 0, alors fn(x) 0 pour tout x dans V et l'on prend alors

' - = v L . - _ ;
A n An et £ 1 fn, ce qul achéve la démonstration.

Réciproquement, si sous les hypothéses précédentes T se représente
sous la forme T(x) = gknfr(x)en pour otout x dans V, alors il est clair
1

L - . . |
que T est positif. Démontrons qu'il est compact. Soient P : V » £ défini

par P(x) = {fn(x)}n et Q : 21 - 2] défini par Q[(un)] = %Xn nn’ Alors

n
T = QoP et P(x) = limite Pn(x) pour tout x dans V avec pn(x) = g fi(x)ei'
n > © =

Donc P est continu (thdoréme de Banach-Steinhauss). D'autre part, pour toute

. 1 . -
suite a = (un) dans £ on a Q(a) = limite Qn(a) avec Qn(a) = iZ]Aiaiei.
n—)w =
Donc Q est continu, et pour tout |laj| < 1, 1](Q-Q)@)]] ¢« Sup A
n k
k » n+l

qui converge alors vers O quand n > o . Donc Q est limite uniforme d'opé-

rateurs de rang fini, il est donc compact, et par suite T = Qo0 est compact.

Ce lemme nous permet alors d'établir le théoréme suivant
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(4.8) THEOREME. - Soit M un sous-espace fermé 1l-approximativement filtrant
(1.8.d) d'un espace de Banach ordonné V. St le couple (M,V) posséde
la P.E.U., alors tout opérateur compact positif T de M dans 21 se

prolonge en un opérateur compact positif T de V dans 2,.

DEMONSTRATION. - Soit T : M = 21 un opérateur compact positif. D'aprés 1le
lemme précédent, on a pour tout x dans M

T(x) = L ann(x)en.
n

- 3 - - . ~ +
La série (fn) se reléve alors en une série (fn) dans V' telle que

||2n|l < alifnll pour tout n.

[}

Pour tout x dans V on pose %(x) z Anfn(x)en. Alors 1'opérateur
T:v-~ 8! est positif et prolonge T & V. Pour démontrer que T est compact
il suffit de démontrer que la série (%n) est normiquement inconditionnel-
lement convergente.

Comme M est l-approximativement filtrant, la norme duale est alors

.. - .. +
additive sur le cOne positif M' [6 3 2.]3] , et 1'on a pour toute suite

positive (an) dans &
q

)| Tatll<azllat]l-allZac]l
P P P

et comme (fn) est inconditionnellement convergente, il en est de méme de

L d
(fn) qui converge alors par sous-séries.
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(4.9) COROLLAIRE. - Soit M un sous-espace ferme l-approximativement

filtrant d'un espace de Banach 1-normal V. Alors tout cpérateur

.. 1 .
compact positif de M dans & se prolonge en un opérateur ccrpact

positif de V dans gt

DEMONSTRATION. - D'aprés la proposition 4.13 de [6], le couple (M,V)

posséde alors la P.E.U. avec le coefficient 1.

(4.10) COROLLAIRE. - 5% toute série (fn) inconditionnellement convergerte
+ 0 ~ 3 . .
dans M' se reléve en une série (fn) ineonditionnellement convergente
+ . g
dans V' , alors tout opérateur compact positif T de M dans 2! e

prolonge en un opérateur compact positif T de V dans 2.

Connaissant maintenant 1l'extension uniforme des opérateurs compacts
. ] -
positifs de M dans Co(N), [S] s [resp. dans £ (N), (A.Sﬂ a 1'espace
entier V, on peut alors &tudier 1l'extension uniforme des opérateurs compacts

positifs de M dans un espace de Banach ordonné W en utilisant une factori-

. . - 1
sation compacte de l'opérateur T : M > W 3 travers 1'espace C, (resp. 2 ),

c'est-d-dire l'existence de deux opérateurs compacts positifs T : M - C,

1
(resp. L) et Q : Co (resp. 2]) + W tels que T = QoP.
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(4.11) THEOREME. - Sotent V et W deux espaces de Banach ordonnés, et M
wn sous-espace fermé de V. St le couple (M,V) posséde la P.E.U.,
alors tout opérateur compact de M dans W de la forme
T(x) = gknfn(x)yn , OU (An) est wne suite positive de Co , (fn) une
suilte équicontinue de M'+, et (yn) une sutte inconditionnellemmnt
sommable de w+, se prolonge en un opérateur compact positif T de v

dans W.

D MONSTRATION. - L'opérateur P : M + C, défini par P(x) = {Anfn(x)} est
compact ([8], 2,3, p. 85) positif, et l'opérateur Q : Co - W défini par

Q(u) = L unyn est positif continu et T = QoP.
n

Puisque (M,V) posséde la P.E.U. (avec le coefficient a), le théoréme
2.7 de [5) assure l'existence d'un opérateur compact positif P de V dans
Co qui prolonge P 3 V et tel que ||P|]| < alIP]]. Alors T = Q°§ est une

extension compacte positive de T.

(4.12) THEOREME. - Soit M un sous-espace fermé d'un espace de Banach
ordonné V. Les deuxr assertions suivantes sont équivalentes :
(a) Le couple (MV) posséde la P.E.U.
(b) Tout opérateur compact positif T de M dans 21 se prolonge en un

opérateur compact positif T de V dans gl
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DEMONSTRATION. - (a) = (b) c'est une conséquence de 4.7 et 4.11.

Pour (b)Y = (a) on reprend la démonstration du (c) =y (a) du

théoréme (4.5).

(4.13) LEMME. - Soit T un opérateur ccrpact de M dans LIQD. Il existe
une suite (kn) dans Co, une sutte (fn) ineonditionnellement covver—
gente dans M', et une suite (hn) bormée dans L‘(u) telleg que pour
tout X dans M on aitt : T(x) = L ann(x)hn.

n

DEMONSTRATION. -~ La démonstration est due en partie & W.B. JOHNSON. Tl

suffit de la vérifier pour un opérateur de rang fini n puisque T est

limite uniforme d'opérateurs de rang fini. Soit ¢ un isomorphisme de T(M)

. n B ) n
dans 1'espace Lln(ei)i=] engendré par les n premiers vecteurs (ei)i—

]

de la base usuelle de 21. Soit P la projection naturelle de 21 sur
1in(ei)?=] . Alors T = SoR avec R = ¢,T et S = ¢_]°P. D'aprés le lemme
(4.7) il existe une suite (Xn) dans Co, et une série (fn) incondition-
nellement convergente dans M' telles que pour tout x dans M on ait

R(x) = Eknfn(x)en- Alors T(x) = iknfn(x)S(en) ; on pose hn = S(en)'

(4.14) THEOREME. - 57 le couple (M,V) posséde la P.E.U., alors tout

opératewur compact positif T de M dans Ll(u), tel que An % 0,

£,2 0, et h >0 powr tout n (du lemme précédent), se prolonge
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en wn opérateur compact positif de V dans Ll(u) avee la méme

représentation.

DEMONSTRATION. - L'opérateur R : X & Zfinfn(x)en est alors compact
positif de M dans 2]. D'aprés le théorgme (4.12), 1'opérateur R se pro-
longe en un opérateur compact positif R de V dans 21. Si S est l'opérateur
de 21 dans Ll(U) défini par S[(an)] = ZVinanhn, alors S est compact
positif et 1l'opérateur T = SoR est une :xtension positive de T a V.
D'autre part, on peut écrire : ﬁ(x) = Zungn(x)en (lemme 4.7), et par

n
suite T(x) = gungn(x)s(en).

Pour un espace de Banach ordonné W on a le lemme suivant

(4.15) LEMME. - Soit T un opérateur positif entre deux espaces de Banach
ordonrés M et W, T : M > W. Alors les assertions suivantes sont
écuivalentes .

(a) Il existe une suilte postitive (An) dans Co, une série (fn)
tneonditionnellement convergente dans mt , et une sutte (yn) bornéde
de w+, tels que pour tout x dans M on ait : T(x) = ZAnfn(x)yn.

(b) Comme dans (a) mais (fn) est faiblement inconditgonnellement

convergente.
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(c) Il existe deux opérateurs compacts positifs R : M - i) oot
1
S : 2 ‘*WteZSqueT=SoR.

(d) La méme chose que dans (c) mais S est seulement contiru.

DEMONSTRATION., - (a)=9 (b) : Triviale.
(b)=—=(c¢c) : Les opérateurs R : M ~» Q] et S : 21 + W définis par
R(x) = {ﬁnfn(x) et S(a) = I ﬂnunyn sont compacts positifs et T = SoR.

(c)==(d) : I1 n'y a rien 3 démontrer.

(¢c) = (a) : L'opérateur R : M-—aRl étant compact positif, il s'écrit

alors R(x) = % )\nfn(x)en (lemme 4.7), et T(x) = E)\nfn(x)s(en) ; on pose
Y, = S(en).
(4.16) THEOREME. - Si le couple (M,V) posséde la P.E.U., alors tout

opérateur compact positif T de M dans W, qui a une représentation
de la forme T(x) = Z)\nfn(x)yn du lemme précédent, avec An > 0,
fn 20, et ¥, > 0, se prolonge en un cpérateur compact positif T de

V dans W et de la méme forme.

DEMONSTRATION. = On procéde comme dans le théoréme (4.14).
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