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Publications du 

Département de 

Mathématiques 

Lyon 1976 1.13-1 

EXTENSIONS UNIFORMES DES OPERATEURS POSITIFS 

par Sami ALAME 

I N T R O D U C T I O N . 

En se basant sur les propriétés des extensions uniformes (P.E.U.) 

des formes linéaires positives continues d'un sous-espace fermé M d'un 

espace de Banach ordonné V à l'espace V tout entier, introduites par 

H. FAKHOURY dans [ 5 ] , et sur la théorie de dualité des espaces de Banach 

ordonnés [6] , nous étendons l'extension uniforme aux espaces de ¥h£chct 

Ordonné* et à la dualité de l'ordre à 1'espace J^(E,F) deô opeAdtcu/U 

cnt/ic C&paceJ> de F/iëc/ie£ o>idonn&> ; nous étudions aussi l'extension 

uniforme des opyuJUt£UJU> pot»LtLfa continua (resp. compacta) de M, à valeurs 

dans un espace de Banach ordonné W, à l'espace V tout entier. 
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1 . N O T A T I O N S - A D A P T A T I O N D E L ' E X T E N S I O N U N I F O R M E A U C A S D E S E S P A C E S D E 

F R E C H E T O R D O N N E S . 

Soit E un espace localement convexe (e.l.c.) ordonné par un cone 

convexe, saillant et fermé E + (dans tout ce travail, les cônes des 

éléments positifs œront supposés convexes, saillants et fermés). Le 

dual E ! de E sera ordonné par le cone E l + polaire du cone E +. Autrement 

dit, E ! + est le cone des formes linéaires continues sur E et positives 

+ 
sur E . 

(1.1) THEOREME. - Soit E un espace de Frêchet ordonne, positivement 

engendré par un cône E +. Alors toute forme linéaire positive sur E 

est continue et, par suite, le cône E ! + est faiblement complet 

(pour a(E!,E) J. 

DEMONSTRATION. - La première partie de ce théorème se trouve dans 

Q 5 ; p. 228] . Soit J^un filtre a(E!,E)-Cauchy dans E f + . La forme linéaire 

i : x lim f(x) est positive sur E , donc continue, Donc converge 

vers JUE T + pour a(Ef,EV. 

(1.2) PROPOSITION. - Soient E un espace de Frêchet ordonné, (P n) une 

suite fondamentale de semi-normes sur E, M un sous-espace fermé de 

E et f une forme linéaire sur M. Les assertions suivantes sont 

équivalentes : 
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(a) La forme linéaire f se prolonge en une forme linéaire positive 

continue f sur E telle qu'il existe n© e N avec p f (f) = Sup{|f(x)|; 
tl o 

p (x) = 1 } = 1 [lj prop. 23.143 page 78]. 

(b) Il existe n 0 c N tel que f soit majorée par 1 sur le convexe 

(B (E)-E +)HM 3 où B (E) est la P -boule unité fermée de E. 

DEMONSTRATION. - C Test une conséquence immédiate du théorème de Namioka 

flil , en prenant S = B (E) . 
L J no 

DEFINITION. - Soit M un sous-espace fermé d'un espace de Frêchet ordonné 

E. On dira que le couple (M,E) possède la propriété de l'extension 

uniforme (P.E.U.) si et seulement si toute forme linéaire positive 

continue f sur M se prolonge en une forme linéaire positive continue 

f sur E vérifiant la propriété suivante : pour tout n 0*N , il existe 

U a n tel que î e(K (M)) 0 implique f ca (B (E))° ; 

"o n 0 no Ho 

Les polaires étant pris respectivement dans M f et E 1. 

De cette définition découle le corollaire suivant : 

(1.4) COROLLAIRE. - Si le couple (M,E) possède la P.E.U. avec le coef­

ficient a 3 alors tout compact faible (pour a(Mf,M)J de M f + est 
Ll O 

l'image d'un compact faible (pour a(Ef,E)J de E l + . 
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DEMONSTRATION. - Soit K un compact faible de M î + . L'application de res-

triction R : E' —» M f étant faiblement continue, alors K = {f € E' ;f e KJ 

est faiblement fermé. D'autre part, il existe n 0 € N tel que K ° D B (M). 
n 0 

Pour toute ?€. K, R(f) = f€K, donc f € (B (M)) 0 ; et par suite fea (B (E))° 
n 0 n 0 n 0 

Donc les f e K sont uniformément bornées sur B (E) . et par suite K est 
no 

faiblement relativement compact, ce qui suffit. 

( 1 . 5 ) THEOREME. - Avec les notations précédentes> les assertions suivantes 

sont équivalentes : 

(a) Le oowple (M,E) -possède la P.E.U. 

(b) Pour tout n 0 € N. il existe \ £ k c <*> tels que : 
n© 

(B (E)-E +)OMCa (B (M)-M+) . 
no n 0 no 

DEMONSTRATION. -

(b) — > (a) : soit f une forme linéaire positive continue sur M. Pour tout 

x c M H ( B (E)-E+) il existe alors y e B (M) tel que x 4a y, et comme 

no no no 
f est linéaire positive, il vient que f (x) ̂. a (f(y)^a p f (f) ; et 

no no no 

d'après le théorème (1.11) et la proposition (1.18), f admet alors une 

extension linéaire positive f majorée par a p' (f) sur B (E), ce qui 
n 0 n 0 n 0 

suffit. 

(a)=^(b) : si le couple (M,E) possède la P.E.U. , pour tout n 0 £ N , il 

existe l^a < 0 0 tel que toute forme linéaire f dans M t + telle que 
n o 

p' (f) = 1 soit majorée par a sur le convexe (B (E)-E +)A M. 
no n Q n o 
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Un raisonnement analogue à celui de Fakhoury ( [5] , 2 . 3 ) implique que : 

B (M f +)C -a [M (B (E)-E+)l 0 . 
n 0 n 0

 L n 0 

En prenant les polaires des deux membres, nous avons l'inclusion : 

(B (E)-E +)HMC - a [B (M'+)l° = - a (B (M)+M+) 
n 0 n 0

 L n 0

 J n 0 n 0 

(Théorème des bipolaires). 

Nous avons finalement : 

(B (E)-E +)OMCa (B (M)-M+) pour 
no no n 0 

Il reste à démontrer que B (M)-M +c Ct(B (M)-M*) pour tout a>l. 
n 0 no 

Nous démontrons alors le lemme suivant : 

(1.6) LEMME. - Soit M un espace de Frêchet ordonné par un cône ferme 

M + ; avec les notations précédentes y les assertions suivantes sont 

vérifiées : 

(a) B (M)-M+Ca(B (M)-M+) pour tout ot>l . 

n 0 n 0 

(b) Si M est positivement engendré3 on a : 

B (M +)-M +C a(B (M +)-M +) pour tout a>l . 
no n o 

DEMONSTRATION. - En fait ce lemme a été démontré par Fakhoury dans le cadre 

des espaces de Banach M, nous l'adaptons maintenant au cas de Frêchet. 
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Soient a>] et x un point de B (M)-M+. Il suffit de trouver ycM, z e M + 

no 

tels que x = y-z avec p (y)^ a. Posons a = 1+e . Il existe y, € B (M) f 

H 0 I no 

z, e M + et t e M tels que x = y.-z.+t. avec p (t.)^e/2.D ?où, en 
1 1 1 1 1 n o 1 

décomposant t./p (t.) à son tour et en répétant cette décomposition on 
1 n© 1 

obtient trois suites (y ), (z ) et (t ) telles que : t = t , - (y -z ) 
n n n n n-1 y n n 

n , 
et x » l (y.-z.) + t ; avec y ce/2n B (M) ; z c e/2 n M et 

. . l i n n n 0 n 
1=1 

p (t) < e/2 n. 

Puisque M est complet et M + est fermé, la série de terme général y^ 

converge vers y dans M et la série de terme général converge vers 

dans M +. Comme t —-—* 0, on a : 
n n 0 0 

n 
x = Z ( y ^ i ) + t n = y-z. 

1=1 
00 

Il reste à vérifier que p (y) ̂  a. Or p (y) < Z p (y ) 
Ho no , no tl 

n=l 

00 

< 1 + Z e/2n~] = i+e = a. 
n>/2 

La deuxième partie de ce lemme s'obtient par les mêmes techniques. 

(1.7) COROLLAIRE. - Si M et E sont positivement engendrés> le couple 

(M,E) possède la P.E.U. si et seulement s'il existe n 0 cN, 

tels que : (B (E +)-E +)HMCa (B (M +)-M +) . 

no n o Ho 

DEMONSTRATION. - C'est une conséquence du théorème 1.5 et du lemme 1.6. 
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On va maintenant caractériser la P.E.U. à l!aide des opérateurs 

compacts positifs à valeurs dans C 0(N) en utilisant le théorème suivant 

de Terzioglu : 

(1.8) THEOREME. - Pour que l'opérateur faiblement continu T : M -+ W 

CM espace loaalement convexe^ W espace de Banach) soit compact 

(l'image d'un voisinage de 0 est relativement compacte)3 il faut 

et il suffit qu'il existe une suite (f^) dans M 1 bornologiquement 

convergente vers zéro (pour la bornologie équicontinue) vérifiant : 

||T(x)|| ^ Sup |f (x)| pour tout x dans M. 
n 

Pour ce théorème on peut se reporter à [16j , [l 7] . Si p est une 

semi-norme continue sur M, la "p-norme" de T sera définie par 

||T|| p - Sup {||T(x)|| ; p(x) - 1). 

(1.9) THEOREME. - Soit M un sous-espace fermé d'un espace de Fréchet 

ordonné E. Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(a) le couple (M,E) possède la P.E.U. (resp. avec un coefficient 

a pour chaque n<J. 
no 

(b) Tout opérateur compact positif T de M dans C o ( N ) se prolonge en 

un opérateur compact positif T de E dans C 0 ( N ) (resp. avec 

I |T|I « a | | T | I ) . 
' 1 1 1 p n 0

 1 1 M p 
n© r n G 
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(c) Tout operateur compact positif T de M dans C 0(N) se prolonge 

en un operateur continu positif T de E dans C 0(N) (resp. avec 

I 1*1 "p. * - n J I ' l l p >• 
n 0 n 0 

DEMONSTRATION. - La démonstration repose sur la représentation d'un 

opérateur compact positif T de M dans C 0(N) (resp. de E dans Co) comme 

une suite (f^) M T + (resp. E ! + ) qui converge fortement vers zéro avec 

||T(X)|| Sup|f (x)| pour tout x dans M (resp. E) . En effet, en 
n 

utilisant le raisonnement de FAKHOURY ( [ 5 ] , 2 . 7 ) , on trouve que, si T' 

est le transposé de T et si (6 ) est l'ensemble des points extrémaux 
n n 

positifs de la boule unité de l'espace £*(N) muni de la topologie 

o ( £ ' , C o ) , f n est alors la suite (̂ '(6̂ )) qui converge fortement vers 

zéro dans M' +. 

(a)=^(b) : soit (f ) une suite de E l + qui relève la suite (T'(6 )) . 
n n n 

l'hypothèse implique que p' (f ) < a p' (T'(6 )) donc (f ) converge 
no n no no n n 

fortement vers zéro dans E' + , et T est alors l'opérateur x (f (x)) 
n n 

de E dans Co(N). 

b) —>(c) : Triviale. 

(c)=>(a) : Supposons que (M,E) ne possède pas la P.E.U., il existe 
alors une suite (f ) C M' + et n 0 e N tels que p

1 (f ) ̂  l / 2 n , alors 
n n Q n 

que toute suite qui relève la suite (f ) est non fortement bornée. 
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La suite (fn) converge fortement vers zéro, et est alors caaoniquement 

associée à un opérateur compact positif T de M dans C 0. Soit T une 

extension linéaire positive continue de T. Si t^ est l'application 

de C 0 dans R telle que t [(a )] = a , alors f = t 0T est une suite de 

n L n J n' n n 
E' + qui relève la suite (f ) et qui est faiblement convergente vers zéro ; 

n 

et comme E est tonnelé, le théorème de Banach-Steinhauss assure que (f^) 

est fortement bornée, d'où la contradiction. 

2. E S P A C E D E S O P E R A T E U R S L I N E A I R E S C O N T I N U S E N T R E D E U X E S P A C E S D E F R E C H E T 

O R D O N N E S . 

Soient E et F deux espaces de Fréchet ordonnés. Nous allons étendre 

certaines propriétés de la dualité des espaces de Fréchet ordonnés 

[\5 ; ch. V, § 3] à l'espace jSf(E,F) des opérateurs continus de E dans 

F. En particulier, nous allons voir les conditions d'ordre sur E et F 

pour que ^(EjF) soit normal, positivement engendré, possède la propriété 

de décomposition de Riesz, (a,n)-additif, (a,n)-filtrant... 

Un opérateur T de E dans F est positif si T(E +) c F +. 

(2.1) PROPOSITION. - Soient E un espace de Fréchet positivement engendré 

par un cône convexe fermé E + et F un espace de Fréchet normal 

[lS ch. V3 § 3] . Alors tout opérateur positif T de E dans F est 

continu. 
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DEMONSTRATION. - Il suffit de démontrer que pour toute f dans F', la 

forme linéaire f 0T est continue (p. 158, de [15]). Mais F est normal, 

donc F' est positivement engendré d'après [)5 ; ch. V, § 3~] , et l'on 

peut écrire f = f j " ^ a v e c ^]>^2 ^ a n s ^' * Alors les formes linéaires 

f j 0T et f^oT sur E sont positives, donc continues d'après (j 5 ; ch. V, 

§ 3j et par suite f QT = f 0T - f 2 oT est continue. 

(2.2) THEOREME. - Sous les hypothèses de la proposition précédente> 

le cône des opérateurs positifs S£ (E,F) est simplement fermé; et 

l'espace j^(E,F) ordonné par ce cône est simplement normal* 

DEMONSTRATION. - Pour tout x dans E, la fonction f : T ̂  T(x) est 

simplement continue, donc (F ) est simplement fermé, d'où o£f+(E,F) = 

C\ f ^(F ) est simplement fermé. D'autre part, pour toute partie 
x £ E + X

 + 

finie A de E, il existe une partie finie A 0 dans E telle que A C A 0 - A 0 

car E est positivement engendré. Donc les ensembles ( A H E + - A H E * } , où 

A décrit 1!ensemble des parties finies de E, forment une sous-famille 

fondamentale de parties finies de E. Comme F est normal, il existe une f 

famille fondamentale ( P ^ Q ^ J de semi-normes sur F croissantes sur le cône 

positif [\ 5 ; 3.1 page 215] . Alors les applications : 

T ̂  Sup (p a (T(x)) ; x c A O E + , a e i} 

forment une famille fondamentale de semi-normes sur ^ ( E , F ) croissantes 

sur ,if+(E,F), et on applique à nouveau [ l 5 ; 3.1 page 215]. 
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La réciproque est aussi vraie : 

(2.3) THEOREME. - Soient E et F deux espaces de Fréchet tels que l'espace 

J^(E,F) soit simplement normal, alors E est positivement engendré et 

F est a(F,F')-normal. 

DEMONSTRATION. - Puisque if(E,F) est simplement normal, on vérifie faci­

lement que E' est a(E',E)-normal (c!est le cas où F = R) et d'après 

[\ 5 ; ch. V, §3̂ J E est positivement engendré. 

DTautre part, soient x 0 £ 0 dans E + et y dans F. Comme E + est saillant 

et fermé, il existe f eE' + telle que f(x 0) = 1 (théorème de séparation de 

Hahn-Banach) . Alors l'opérateur T : x f(x).y de E dans F appartient à 

j^(E,F), et comme ce dernier est simplement normal et que y = T(x 0), alors 

F est faiblement normal pour a(F,F'). 

Pour établir la normalité de l'espace ^ ( E j F ) , muni de la topologie 

de la convergence bornée, nous avons besoin du lemme suivant : 

(2.4) LEMME. - Soient E un elc réticulé tel que l'application 

x x = Sup(x,0) soit continue à l'origine, et l'ensemble des 

parties bornées de E. Alors les ensembles {BAE + - B H E + ; B £ ^ } 

forment une sous-famille fondamentale de ¿¡8. 
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DEMONSTRATION. - Soient B e ^ et U un voisinage de zéro dans E ; il 

+ -

existe un voisinage V de zéro tel que pour tout xdV, on ait x et x 

appartiennent à U. D'autre part, il existe À > 0 tel que ÀBcV. On a 

alors : ÀB + = X{x + ; xcB}cU ; donc B + et B sont bornées et B c B + - B +, 

ce qui suffit. 

(2.5) THEOREME. - Soient E un espace de Frêchet réticulé tel que x x + 

soit continue à l'origine, et F un espace de Frêchet normal. Alors 

l'espace -£fg(E,F)est normal. 

DEMONSTRATION. - Si (p ) T est une famille fondamentale de semi-normes 
a ot 6 i 

sur F croissantes sur F , alors le lemme précédent assure que les appli­

cations : 

T Sup {pa(T(x)) ; x c B E + ; a d } 

forment une famille fondamentale de semi)normes sur -S^(E,F), croissantes 
P 

sur le cône positif if (E,F). 

(2.6) THEOREME. - Soient V et W deux espaces de Banach ordonnés. Les 

assertions suivantes sont équivalentes : 

(a) L'espace if(V,W) est {a,n)-additif. [6; 2.13]. 

(b) V est approximativement (S,n)-filtrant ; [5; 2.12] et W est 

(y, n)-additif. 
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DEMONSTRATION. -

(a)=^(b) : L'espace V T est alors (a,n)-additif (c'est le cas de W=R) , 

donc V est approximativement (a,n)-f iltrant d'après jj6 ; 2 . 1 3 j • 

Pour démontrer la deuxième partie de (b) , on considère une suite 

+ + + 
(y.), . dans W . Soit x 0 T 0 dans V . Comme V est saillant et 
w i 1 î £ n 

fermé, il existe f o £ V ' + telle que f 0(x 0) = 1 (théorème de séparation de 

Hahn-Banach). La suite des opérateurs T^ : x h- fo(x).y^ pour i = l,...,n 

appartient à J2?+(V,W), et comme ce dernier est (a,n)-additif il vient que : 

n n 
l H T . | | « a | | l T . | | . Mais | | T . | | = | | f o | | . | | y . | | , d'où : 

i=l i=l 

n n 

s Mbill < a || z y . | | ; 

i=l i=l 

et l'espace W est (a,n)-additif. 

(b)=*(a) : Soit ( T i ) i < i < ^ une suite d'opérateurs dans ¥ +(V,W) . 

Soit £>o. Pour i=l , . . . ,n , il existe x i € B(V) tels que | |T^ | | < | (T^x^) | | + e 

Puisque V est approximativement (g,n)-filtrant, il existe alors yeV tel 

que y > Xj , (i=l , . . . ,n) et | | y | | ̂  g+£. Soit y ' . cV tel que x^ = y-y' ̂  , alors 

y'j % 0 et \ \ y \ \ | <: B+l+c- On a : 

j l I V V M 4 . n | | T . ( y ) | | + l MV^VM 
i=i 1=1 1 i=i 

< ï | M Ê T ( y ) | | + || E T < y ' . ) | | | 
i=l i=l 
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< Y [ I I ( ? T ) ( y ) | | + ||( Z T )(y\)|| ] . 
i=l 1 i=l 

< Y [ || Z T. | | (B+e) + | | Z T | | (B+l+e)] 
i=l 1 i=l 

n n 
Z | |T.(x.)! I « y ( 2 B + l + 2 e ) || E T i | | 
i=î 1 i = I 

n n 
or Z | | T . | I < Z | | T . ( X . ) I | + ne ; d foÙ : 

i=l i=l 
n n 
Z | | T . I | < Y(2B+1+2g) I I Z T. I I + ne 

i=l 1 i=l 1 

et comme e>o est arbitraire, on a : 
N n 
Z j | T . | | >< Y ( 2 B + D M Z T . | | et par suite l'espace i?(V,W) est 
i=l 1 i=l 1 

a-additif avec a = Y ( 2 B+1). 

(2.7) THEOREME. - Soient E et F deux espaces de Frêchet tels que JS?(E,F) 

soit positivement engendré^ alors E est normal et F est positivement 

engendré. 

DEMONSTRATION. - Pour démontrer que E est normal il suffit de démontrer que 

E f est positivement engendré [j5 ; ch. 5n §3] . Si f £ E f et y 0 ^ 0 dans F* 

l'opérateur T : x f(x).y0 appartient à ^(EjF) ; il existe alors un 

opérateur Tj > T,0 dans Jïf+(E,F). Comme F + est saillant et fermé, il existe 

fj£F' + telle que fj(y0) = 1. AOn a alors f j o T > F,0 dans E' + . 
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Démontrens que F est positivement engendré. Soit y e F et soit 

X o/0 dans E ; il existe alors f o c E 1 * telle que f 0(x 0) = 1. L'opérateur 

T : x ̂  fo(x).y appartient à J2?(E,F) ; il existe donc T ^ T,0 dans 

i?(E,F). On a alors Tj(x 0) > T(x 0) = f 0(x 0).y = y , donc T.(x0) > y,0 

dans F. 

Pour démontrer la réciproque, on a besoin du lemme suivant : 

(2.8) LEMME. - Soit F un espace vectoriel de dimension finie (dim F = n) 

positivement engendré par un cône convexe fermé F +. Alors il existe 

un cône convexe fermé F | C F + qui engendre Y et tel que F = F* - F* 

soit réticulé. 

DEMONSTRATION. - Puisque dim F = n < 0 0 et F + est fermé, ce cone admet une 

base compacte B qui contient (n+1) points affinement indépendants. 

L'enveloppe convexe de ces (n+1) points est un simplexe B^ et F* est 

alors le cone de base B^. 

(2.9) THEOREME. - Si E est normal et F est positivement engendré, de 

dimension finie n 3 alors if(E,F) est positivement engendré. 
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DEMONSTRATION. - D'après le lemme précédent, l'espace F ordonné par le cone 

F* est réticulé. Soit Te i?(E,F). Pour tout x dans E, on a T(x) 

T(x) = ( a, ,. . ., a ) 5 R n et f. (x) = a. , i=l, . . . ,n, sont les n composantes 
I n 1 1 

de T(x). Alors f\ÇE' pour i=l,...,n. Mais E est normal, donc E' est 

positivement engendré [l 5. ch. V, § 3*] , il existe donc >f^> 0 dans 

E' pour i=l,...,n. Alors l'opérateur T^ : x (gj(x),...,g^(x)) appartient 

à^(E,F) et l'on a aussi Tj } T,0 pour l'ordre de F* ; et comme F* С F +, 
+ 

on a Tj ^ T,0 pour l'ordre de F . 

(2.10) DEFINITION. - Si E et F sont deux espaces topologiques, une 

application rmltivoque 0 de E dans 0>(E) \ {0} est dite semi-continue 

inférieurement (s. ci.) si pour tout ouvert со de Ел l'ensemble 

U = {xeE ; 9(х)Лсо ^ 0} est lui-même ouvert dans E. 

Si К est un convexe drun e.v.t. E, alors l'application 

0 : К + 0>(F) \ {0} est affine si pour tout О £ X * 1 ; X | , x 2 dans 

К on a : Хв(х1)+(1-Х)9(х2) С б[Хх ]+(1-Х)х 2]. 

(2.11) LEMME. - Soit V un espace de Banach ordonné tel que V = V +-V +. 

Alors il existe a > 1 tel que pour tout e>o il existe une application 

T £ : V + V + qui vérifie : 

(1) T

£(x) = x poiœ tout x cV +; 

(2) T (Xx) = XT (x) pour tout X>o, xeV ; 

(3) T^(x) > x,0, et il existe a>o tel que | |т (x) | | * (a+e) | |x| | . 
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DEMONSTRATION. - Puisque V est positivement engendré, il existe a ^ 1 

tel que V soit a-engendré ¡J3 ; 2.lJ . Soit 6 l'application de V dans V 

définie par : 9(x) = {y >x,0 ; | |y ] ] < (a+e)||x||} avec 6(x) = {x} pour 

x € V + . Puisque V est a-engendré, il vient que 6(x) í {0}. On vérifie que 

0(x) est un convexe, non vide, et 6 est s.c.i. ; donc 6 : x 6(x) 

est s.c.i. [l2 ; 2.3] et d'après le théorème de MICHAEL []2] , 6 admet 

une sélection continue T : V -> V + qui vérifie alors (1), (2), et (3). 

(2.12) THEOREME. - Soient V un Banach ordonné, arnormal, et X un espace 

compact. L'espace ,C(X)) des opérateurs compacts de V dans C(X) 

est positivement engendre. 

DEMONSTRATION. - Soit T € i£(V,C(X)). Il existe [4] une application 

$ : X V continue pour la norme et telle que ||T|| = Sup{ | |<J>(x)| |;x € X}. 

Puisque V est a-normal, l'espace V est a-engendré. Pour tout e>o, il 

existe T' : V V continue pour la norme, qui coïncide avec l'identité 

sur V' + et telle que T^(f) ^ f,0 (lemme 2.11). On pose = T^ 0 (f> : X -> V *. 

Alors l'opérateur T^ de V dans C(X) associé à l'application positive 

T,(v)(x) = \p(x)(v) ; vcV , x c X e t 

par i 

[ I |Tj| I = Sup{] |i|;(x)| j ; x€X} . 

est compact positif [4] . D'autre part, pour tout v g V + , x c X , on a : 
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Tj(v)(x) = *(x)(v) = (*(x))(v) ; 

mais T̂ (<J>(x)) > *(x) (lemme 2.11, (3)), d foù : 

T](v)(x) ^ <Kx)(v) = T(v)(x) d'où T] ^ T,0 ce qui achève la démonstration. 

(2.13) COROLLAIRE. - Soient S un compact stonien et W une bande fermée 

de C(S). Alors pour tout espace de Banach normal V 3 l'espace <£ (V,W) 

des operateurs compacts de V dans W est positivement engendré. 

DEMONSTRATION. - Puisque W est une bande (fermée) de C(S), alors C(S) = V $ y x 

est une somme directe ordonnée [ j 5] . Le projecteur P sur W est linéaire, 

positif et continu. Soit T € (v,W). On peut regarder T comme un élément 

de ^ (V,C(S)) , et il existe alors Tj £ i£(V,C(s)) tel que t T j > T,0 

(théorème précédent) . Soit T^ = P o T ^ . 

Pour tout x > 0 dans V, T^(x) = P0Tj(x) > 0 d'après la somme directe 

ordonnée. Donc T 2 > 0. D'autre part, T (x) = P(T (x)) > P(T(x)) = T(x) ; 

donc il existe T^ € i^(V,W) tel que T^ > T,0 ce qui achève la démonstration. 

Dans le cas où l'espace V est a-additif, on a une démonstration très 

différente : Soit T € S£^ (V,C(X)), alors T[B(V)] est relativement compacte 

dans C(X). D'après le théorème d'Ascoli, T[B(V)] est équicontinue et 

simplement bornée dans C(X), et par suite f 0 = Sup {f ; f CT[B(V)]} existe 

dans C(X) et on applique alors le théorème 1 de [l8] . 
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(2.14) THEOREME. - Soient V et W deux espaces de Banach ordonnés tels 

que l'espace i?(V,W) soit (CL 9n)-filtrant ; alors V est (a,n)-additif 

et W est (a,n)-filtrant. 

DEMONSTRATION. - Soient f , . . . , f n € B(V ' ) . Soit y Q £ W + tel que ] |y0 ] | = 1. 

Alors les opérateurs T_̂  (i=l,...,n) de V dans W définis par : T^(x) = f. (x) . y o 

appartiennent à B(i?(V,W)) ; il existe donc T > (i=l,...,n) tel que 

||T|| ^ a. D'autre part, il existe g€W' + telle que g(y<>) = 1 (théorème de 

Hahn-Banach) ; alors l'application f : x g(T(x)) est une forme linéaire 

continue sur V telle que f > f^ (i=l,...,n) et ||f|| < a. Donc V 1 est 

(a,n)-filtrant et d'après (1.10) V est (a,n)-additif. Soient ( y p ^ C B f W ) 

et x 0 e V
+ tel que ||x 0|| = 1. Soit f 0 € V

, + telle que f 0(x 0) - 1. Les 

opérateurs (T^)? = J définis par : T_̂ (x) = fG(x).y^ appartiennent à 

B(JSf(V,W)) ; il existe donc TcjSf(V.W) tel que T » 1 ^ ( 1 = 1 , n ) et 

| |T| | 4 a. Alors z = T(x 0) ^ T i ( X o ) pour i=l , . . . ,n. Mais T ^ X o ) = y^ 

donc z > y^ pour i=l,...,n et on a ||z|] ̂  ||T|| < a. Donc W est 

(a,n)-filtrant. 

(2.15) THEOREME. - Si V est (a,n)-additif et W est positivement engendré, 

de dimension finie n, alors l'espace i?(V,W) est (6,n)-filtrant. 
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DEMONSTRATION. - On ordonne l'espace W par le cone W* du lemme (2.8) 

et qui est réticulé. Soit T , . . . ,Tn€. BiJfiVyV)) pour tout x dans V on 

pose : 

T.(x) = (a. ,...,a. )CR n,i = l,...,n. 

On pose f ij (x) = cxij , j=l,...,n ; i = 1 , . . . ,n. Alors f ̂  e B(V? ) . Puisque 

V est (a,n)-additif l'espace V est (a,n)-filtrant ; il existe donc 

(g.). . . . dans V telle que g. > f.. pour j=l,...,n, et telle que 
î i - ^ i ^ n i 1J 

!|g^| i ^ a pour i=l,...,n. On pose alors S(x) = (gj(x),...,g (X)). Il 

+ 

est clair que, pour l'ordre de , S > T^ pour i=l,...,n et que 

I J S J \ ^ 6(a) ; et comme W*C W + il vient que S ^ T^ pour l'ordre de W +. 

(2.16) THEOREME. - Soient E un espace de Frêchet positivement engendré, 

normal, et F un espace de Frêchet normal qui est complètement réticule. 

Alors les assertions suivantes sont équivalentes : 

(a) ££ (E,F) possède la P.D.R. 

(b) E possède la P.D.R. [6 ; 1.2 , 1.3] . 

DEMONSTRATION. - (b) = 4 (a) : Soient T} ,T £ ^ G ,G 2 dans i?(E,F) . Pour 

tout x dans E , on a : Tj(x), T^(x) < Gj(x), G^(x), et comme F est complè­

tement réticulé, Sup{Tj (x) ,T^ (x)} existe pour tout x dans E +. On définit 

alors sur E + un opérateur T : x ^ Xup{Tj(x), T (x)}. Alors T est positivement 

+ + 
homogène sur E , et comme E possède la P.D.R. , T est additif sur E . 
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Mais E = E -E donc T se prolonge d une manière unique en un opérateur T 

de E dans F, et il est clair que T = T^v . Montrons que T est continu. 

Comme F est normal, on peut se limiter à et positifs. Alors 

T = Tj v T ? ^ 0 donc continu, d f après (2.1). On a finalement Tj , T 2 ^ T G],G2> 

donc if(E,F) possède la P.D.R. 

( a ) —y (b) : Soient f j , f ̂  ̂  gj»g 2

 d a n s E* et y 0 ^ 0 dans F +. Les opérateurs 

T (x) = fj(x ) . y 0 , T 2(x) = f 2(x).yo.Gj(x) = gj(x ) . y o , et G 2(x) = g 2(x).y 0 

appartiennent à if(E,F) et vérifient T >T 2 < G ^ G ^ et comme i?(E,F) 

possède la P.D.R. , il existe TÇi?(E,F) tel que T ,T T ^ G

1 »
G

2 "
 C o m m e 

F + est saillant et fermé, il existe f 0 C F , + telle que f 0 ( v o ) = 1 . 

Alors la forme linéaire f 0 o T € E f et vérifie f ̂  ,f 2 f o o T ^ g] >g2» 

donc E ! possède la P.D.R., et d'après le théorème de GOULLET DE RUGY [9] 

E possède la P.D.R. 

3 . E X T E N S I O N S U N I F O R M E S D E S O P E R A T E U R S P O S I T I F S E N T R E E S P A C E S D E B A N A C H 

O R D O N N E S ; 

Dans ce chapitre, on généralise la notion de la P.E.U. sur les formes 

linéaires positives continues introduite par FAKHOURY dans |5| , en 

considérant le cas des opérateurs (linéaires) positifs entre deux espaces 

de Banach ordonnés. 



44 

Extensions uniformes des opérateurs positifs 

Soient V et W deux espaces de Banach ordonnés et M un sous-espace 

fermé de V. Il sTagit de regarder des propriétés sur les espaces M, V 

et W pour qu'il existe 1 ̂  a < °° tel que tout opérateur positif continu 

T de M dans W se prolonge en un opérateur positif continu T de V dans W 

vérifiant : ; JT ; ' ^ A ! ] T I I •
 0 n dira alors que (M,V ; W) possède la P.E.U. 

Le problème est alors évident s'il existe une projection (linéaire) 

positive P de E sur M telle que | |P| | <: a ; il suffit de prendre T = T 0P. 

(3.1) PROPOSITION. - Soit V un espace de Banach ordonné et soit M un 

sous-espace fermé de V. Les assertions suivantes sont équivalentes ; 

(a) II existe 1 ̂  a < tel que pour tout espace dual W et tout 

opérateur positif continu T de H dans W il existe un prolongement 

linéaire positif continu T de V dans W vérifiant | |T| | ̂  a| |T| | ; 

(b) II existe 1 a < <*>3 il existe un opérateur vositif continue 7 
M 

de V dans M" qui prolonge l 'injection canonique J M « « M" et 

vérifiant | | JMI | £ a. 

DEMONSTRATION. - (a) ==> (b) : Evidente en prenant W = M", 

(b) — ^ (a) : Soient W = F ' , et j , l'injection canonique de F' dans F'''. 

Si j* est le transposé de l'injection canonique jp de F dans F", et T** 

le bitransposé de T, alors l'opérateur T = j^. 0 T 0 j^ est positif, 

continu, prolonge T à l'espace entier V et vérifie : 

I|T|| < | | j M | | • ||T**|| < a||T| | ; 
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(3.2) DEFINITION . - Soient V un espace vectoriel réel et W un espace 

vectoriel réel ordonné. Une application P définie sur V_, à valeurs 

dans W sera dite sous-linéaire si elle vérifie les conditions 

suivantes : 

(a) P(AX) = P(x) pour tous xtV ; X > 0 ; 

(b) P(x+y) P(x) + P(y) pour tous x,yeV. 

Ceci nous permet d'établir le théorème suivant, sur lequel est 

basée l'extension uniforme des opérateurs positifs : 

(3.3) THEOREME. - Soient M un sous-espace d'un espace vectoriel ordonné 

V_, et W un espace complètement réticulé ayant une unité d'cr>dre e. 

Si T est un opérateur de M dans les assertions suivantes sont 

équivalentes : 

(a) L'opérateur T se prolonge en un opérateur positif T de V dans W. 

(b) Il existe un convexe absorbant S dans V tel que T soit majoré 

par e sur le convexe MO (S-V+) . 

DEMONSTRATION. - (a) (b) : Il suffit de prendre : S = (xcV ; T(x) ̂  e} . 

(b)=^(a) : Soient p la jauge de S-V+ , et P l'application de V dans W 

définie par P(x) = p(x).e ; on vérifie que P est sous-linéaire sur V et 

majore T sur M. Le théorème de Hahn-Banach généralisé assure l'existence 
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«y 

d'un opérateur T de V dans W qui prolonge T à V et tel que l'on ait : 

T(x) P(x) pour tout x dans V. 

D'autre part, pour tout x dans -V on a : p(x) ̂: 1 , et par suite 

P(x) < e, d Toù T(x) < P(x) <: e. T est alors majoré sur -V , il est donc 

positif. 

(3.4) COROLLAIRE. - Soient V un espace Vectoriel ordonné et W un 

espace complètement réticulé (avec une unité d'ordre e)• Si M est un 

sous-espace cofinal dans V, c'est-à-dire V = M-V*, alors tout opérateur 

positif T de M dans W se prolonge en un opérateur positif T de V dans W . 

(3.5) COROLLAIRE. - Soient M un sous-espace fermé d'un espace de Banach 

ordonné V, et W un espace complètement réticulé ayant une unité 

d'ordre e. Si T est un opérateur continu de M dans les assertions 

suivantes sont équivalentes : 

(a) T se prolonge en un opérateur positif continu de norme 1. 

(b) T est majoré par e sur le convexe M n ( B ( V ) V ) . 

DEMONSTRATION. - (a)=^(b) : Soit x dans MA(B(V)-V+) ; il existe alors 

y dans B(V) tel que x < y. La norme canonique sur W, associé à l'unité 

d'ordre e étant : ||z| j = inf {X>0 ; -Ae £ z 4 Xe}, on a alors : 

T(x) = T(x) <: T(y) ̂  | |T(y)| | . e<e car | | Ï | | - 1 et | |y| | <: 1 . 
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(b) *f(a) : D'après le théorème ( 3 . 5 ) , il existe un opérateur T de V 

dans W qui prolonge T et qui est majoré par e sur B(V), ce qui suffit. 

( 3 . 6 ) THEOREME DE L'EXTENSION UNIFORME. - Soient V un espace de Banach 

ordonné, M un sous-espace fermé de V, et W un espace complètement 

réticulé ayant une unité d'ordre e. Les assertions suivantes sont 

équivalentes : 

(a) (M,V ; W) possède la P.E.U. 

(b) Il existe 1 <: a <», tel que : MOB(V)-V +) C a(B(M)-M +). 

Autrement dit, (M,V ; W) possède la P.E.U. si et seulement si le 

couple (M,V) possède la P.E.U. au sens de FAKHOURY. 

DEMONSTRATION. - (a) >(b) : Il suffit de démontrer que le couple (M,V) 

possède la P.E.U. [ 5 ] . Soit f € M t + ; l'opérateur T : x h- f(x).e, (xeM), 

est positif et continu de M dans W ; il existe alors 1 ̂  a < 0 0 tel que tout 

opérateur T positif, continu, qui prolonge T à V est tel que : 

l | T | U a||T||. 

Soit T un tel prolongement. 

+ 

Puisque W est saillant et fermé, le théorème de séparation de Hahn-

Banach assure l'existence d'une forme linéaire positive continue g sur W 

tel que g(e) = 1 et ||g|j = 1 puisque ||e|| = 1. Alors l'application 

f : x g(T(x)), (xcV), est une forme linéaire positive continue qui 

prolonge f à V, et l'on a : 
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||f || = Sup {|g(T(x))| ; ||x|| « 1 } < ||g||||T||, 

d'où : | |f | | < | | ï | | «: a | |T | | ; mais | |T | | = | |f | |, donc | |f | | |f | | 

et le couple (M,V) possède alors la P.E.U., ce qui suffit. 

(b) > (a) : Il suffit de démontrer, d'après le corollaire (3.5), que 

tout opérateur T de M dans W est majoré par a||T||.e sur le convexe 

M H (B(V)-V+) . Soit donc x dans M O (B(V)-V+) ; il existe alors y dans B(M) 

tel que x < ay par hypothèse. D'où : 

T(x) <c a||T(y)|| < a||T(y)||.e ; 

W étant muni de la norme canonique associée à l'unité d'ordre e. Et 

comme y cB(M), il vient que T(x) 4: a||T||.e et le corollaire (3.5) 

implique l'existence d'un prolongement linéaire positif T qui vérifie 

l|T|| < a||T||. 

4 . E X T E N S I O N S U N I F O R M E S D E S O P E R A T E U R S C O M P A C T S P O S I T I F S E N T R E E S P A C E S 

D E B A N A C H O R D O N N E S , 

Dans cette partie, on va étudier des propriétés portant sur un couple 

d'espaces de Banach ordonnés V D M , (resp. sur W) , pour qu'il existe 

1 ̂  a < Œ tel que tout opérateur compact positif T de M dans W se prolonge 

en un opérateur compact positif T de V dans W vérifiant ||T|] ̂  a||T||. 

On rappelle que T est compact si et seulement si T[B(M)J est relativement 

compacte dans W. 
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Il est à remarquer que s'il existe une projection linéaire positive 

P de V sur M telle que ||P|| 4 a. alors tout opérateur compact positif 

T de M dans W se prolonge en un opérateur compact positif T de V dans W 

avec ||Ï|| < a||T| i ; il suffit de poser T = T C P . 

Un premier résultat est le suivant : 

(4.1) PROPOSITION. - Soient V un espace de Banach ordonné, positivement 

engendré, M un sous-espace complètement réticulé pour son ordre 

propre et qui est cofinal dans V, et W un espace de Banach ordonné. 

Alors tout opérateur compact positif T è M dans W se prolonge en un 

opérateur compact positif T de V dans W tel que \ | T | | a| | T | | . 

DEMONSTRATION. - Le corollaire (3.4) implique que l'identité 1^ sur M 

se prolonge en un opérateur 1^ positif de V dans M, et la proposition 

(2.1) assure la continuité de 1^. Alors T = T O I M • 

(4.2) PROPOSITION. - Sfil existe un opérateur positif continu j de V 

dans M" qui prolonge lfinjection canonique J m : M -> M" et tel que 

I I J M I I ^
 AJ alors tout opérateur compact positif T de H dans W se 

prolonge en un opérateur compact positif T de V dans W tel que 

11*11 « a||T||. 
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DEMONSTRATION. - Puisque T : M W est compact, son bitransposé T** 

est compact de M 1 1 dans W, et l'on a alors T = T 0 j^. 

(4.3) COROLLAIRE. - Les espaces (M,V ; W) vérifient l'extension uniforme 

des opérateurs compacts dès que les espaces (M,V ; M M) possède la 

P.E. U. 

(4.4) THEOREME. - Soit M un espace simplicial [f] tel que le couple 

(M,V) possède la P.E.U. avec le coefficient a. Alors tout opérateur 

compact positif T de M dans W se prolonge en un opérateur compact 

positif T de V dans W vérifiant ||T|| a | ] T | ] . 

DEMONSTRATION. - D'après le théorème de KAKUTANI ([6], 3.10), M' est alors 

un L-espace [ô] , et par suite M" est un M-espace [6] avec unité qui est 

compl§tement réticulé. Alors (M,V) possède la P.E.U. si et seulement si 

(M,V ; M") possède la P.E.U. (Théorème .3.6) et on applique ce qui précède. 

(4.5) THEOREME. - Soient M un espace simplicial, et V un espace de Banach 

ordonné contenant M. Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(a) Le couple (M,V) possède la P.E.U. avec le coefficient a. 

(b) Tout opérateur compact positif T de M dans A 1 ( N ) se prolonge 

en un opérateur compact positif T de V dans l ( N ) tel que | ]T| | 4 : A | | T j|. 
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(c) Tout operateur compact positif T de M dans ^((N) se prolonge en 

"V 1 ii'*',. M i l 
un operateur continu positif T de V dans l (IN) tel que | |T| ] ̂  a| |T| | 

DEMONSTRATION. - (a)==^(b) : Puisque M est simplicial, on applique le 

théorème (4.4). 

(b) = $ (c) : Triviale. 

(c) =^(a) : Si le couple (M,V) ne possède pas la P.E.U., il existerait 

une suite (f ) dans M T + telle que I If I I — , alors que toute suite de 
n 1 1 n 1 ' 2 n 

V ' + qui relève (f ) est non bornée. Soit T : M l'opérateur défini 

par T(x) = E f (x)e où (e ) est le vecteur unité de base de . Alors r n n n 
n 

en posant 
n 

T (x) = Z f.(x)e. , on peut écrire : 
i-I 1 1 

T(x) = limite T (x) pour tout x dans M. 
n -> oo n 

Pour tout ||x|| 1, on a : 

0 0 oo oo 

||(T-T ) (x) | | = M E f (x)e.|U< Z | | f . |U< l ! = I . 
i=n+l i=n+l i-n+l 2 2 

Donc | |T—T |1 T 0, et T est alors limite uniforme d'opérateurs T de 
n -> oo n 

rang fini, et par suite T est compact. Soit T un prolongement linéaire 

positif continu de T à V tel que | | ï | | < a||l||. Soit ô l'application de 

i ] dans R définies par 6 ((a )) = a pour toute suite (a ) C I 1 . Alors 

n n n n n 

( f n ) n = ( ^ n

o T ) n

 e s t u n e suite de V qui relève la suite (f ) et qui est 

bornée, ce qui n'est pas. 
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(4.6) DEFINITIONS. - On dira qu'une série (x n) dans un espace de Banach 
n 

V converge si la suite ( E x.) des sommes partielles converge. Une 
i=l 1 

Série (x ) est inconditionnellement convergente (ou commutativement 
n 

convergente) si pour tout suite positive bornée (a^) dans 1°, la 

série (a nx n) converge. 

Une série (f n) dans V
1 est faiblement inconditionnellement convergente 

pour a(V f,V) si Z|f (x)| < 0 0 pour tout x dans V. 

On a alors le lemme suivant : 

(4.7) LEMME. - Un opérateur T de V dans ^(N) est compact positif si et 

seulement s'il existe une suite (X^) positive dans C 0(N) et une série 

(f^) dans V ! + normiquement inconditionnellement convergente telles que 

pour tout x dans V on ait : T(x) = E X f (x)e (e ) est 

n n n n 
1 n 

s e c t e u r unité de base de l . 

DEMONSTRATION. - Soit T : V + un opérateur compact positif. Son 

transposé T ! : l V ! est aussi compact positif et sa restriction à C 0 

est compacte positive. D'après la proposition 2 de [l4J il existe une suite 

X = (X^) dans C 0 et une série (f^) dans V
T normiquement inconditionnelle­

ment convergente telles que pour toute y = (y ) dans Co on ait : 
n 

Tf(u) = E X^ U nf n> et pour tout x dans V on ait : 
n 
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U(T(x)) = T ' (y)(x) 

= EX u f (x) 
n n n n 

= y ( S X f (x)e ). 
n N n v

 N 

D !où : T(x) = ZX f (x)e . 
n n N N 

D'autre part, l'opérateur T est positif si et seulement si pour tout 

x dans V +, toutes les coordonnées X f (x) de la série {X f (x)} sont 
n n n N n 

positives. Si X^ ^ 0, alors f n(
x) ^ 0 pour tout x dans V , donc f^c V r . 

Si X^ < 0, alors f n(
x) 0 pour tout x dans V**" et l'on prend alors 

X' = - A ^ et f = -f , ce qui achève la démonstration, n n n n 5 n 

Réciproquement, si sous les hypothèses précédentes T se représente 

sous la forme T(x) = EA f (x)e pour otout x dans V, alors il est clair 
n n n v n r 

que T est positif. Démontrons qu'il est compact. Soient P : V £^ défini 

par P(x) = {f (x)} et Q : lX -> i] défini par Q[(a )] = ZA e . Alors r n n L n J n n n n 
n 

T = QoP et P(x) = limite P (x) pour tout x dans V avec p (x) = Z f.(x)e.. 
^ n r *n . . î î 

n ^ oo i= 1 

Donc P est continu (théorème de Banach-Steinhauss). D'autre part, pour toute 

1 N 

suite a = ( a ^ ) dans l on a Q(a) = limite Q (a ) avec Q^oO = Z A .a.e^. 
n 0 0 i=l 

Donc Q est continu, et pour tout ||a'|| < 1, | | (Q-Q )(a)|) 4 Sup X 
n k>n+l k 

qui converge alors vers 0 quand n •> «> . Donc Q est limite uniforme d'opé­

rateurs de rang fini, il est donc compact, et par suite T = Q o0 est compact. 

Ce lemme nous permet alors d'établir le théorème suivant : 
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(4.8) THEOREME. - Soit M un sous-espace ferme 1-approximativement filtrant 

(1.8.d) d'un espace de Banach ordonne V. Si le couple (M,V) possède 

la P.E.U., alors tout opérateur compact positif T de M dans i} se 

prolonge en un opérateur compact positif T de V dans . 

DEMONSTRATION. - Soit T : M un opérateur compact positif. D'après le 

lemme précédent, on a pour tout x dans M 

T(x) = Z X f (x)e . 
n n v 7 n 

n 
La série (f ) se relève alors en une série (f ) dans V f telle que 

n n 

| | f | | ̂  a| |f | | pour tout n. 

Pour tout x dans V on pose T(x) = Z X t (x)e . Alors l'opérateur 
n n n 

i n 

T : V Z est positif et prolonge T à V. Pour démontrer que T est compact 

il suffit de démontrer que la série (f ) est normiquement inconditionnel­

lement convergente. 

Comme M est 1-approximativement filtrant, la norme duale est alors 

additive sur le cone positif M' [6 ; 2.13] , et l'on a pour toute suite 
00 

positive (a ) dans x : 

q q q 
I l Z a f I I < a Z|la f I]= al|Z a f I I 
Il n n J J 1 1 n n 1 J J 1 n n 1 1 

p p p 

et comme ^st inconditionnellement convergente, il en est de même de 

^ / 

(f ) qui converge alors par sous-séries, 
n 
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(4.9) COROLLAIRE. - Soit M un sous-espace ferme 1-approximativement 

filtrant d'un espace de Banach 1-normal V. Alors tout opérateur 

compact positif de M dans se prolonge en un opérateur compact 

positif de V dans . 

DEMONSTRATION. - D'après la proposition 4.13 de [ô], le couple (M,V) 

possède alors la P.E.U. avec le coefficient 1. 

(4.10) COROLLAIRE. - Si toute série (f^) inconditionnellement convergente 

+ 
dans M' se relève en une série (f ) inconditionnellement convergente 

n 

dans V,+_, alors tout opérateur compact positif T dé? M dans se 

prolonge en un opérateur compact positif T de V dans l ] . 

Connaissant maintenant l'extension uniforme des opérateurs compacts 

positifs de M dans C C(N), [s] , [resp. dans 2,
1 (N) , (4.8)] à l'espace 

entier V, on peut alors étudier l'extension uniforme des opérateurs compacts 

positifs de M dans un espace de Banach ordonné W en utilisant une factori­

sation compacte de l'opérateur T : M + W à travers l'espace C G (resp. £ 1 ) , 

c'est-à-dire l'existence de deux opérateurs compacts positifs T : M C 0 

(resp. £*) et Q : Co (resp. il1) + W tels que T = Q GP. 
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(4.11) THEOREME. - Soient V et W deux espaces de Banach ordonnés, et M 

un sous-espace fermé de V. Si le couple (M,V) possède la P.E.U., 

alors tout opérateur compact de M dans W de la forme 

T(x) = EX f (x)y , où (X ) est une suite positive de C Q , (f ) une 
n n n n n n 

suite équicontinue de M'*', et (y^) une suite inconditionnellement 

sorrmable de M , se prolonge en un opérateur compact positif T de V 

dans W. 

D MON ST RAT ION. - L'opérateur P : M C c défini par P(x) = {X f (x) } est 
n n 

compact ( [8] , 2,3, p. 85) positif, et l'opérateur Q : Co W défini par 

Q(U) = E y y est positif continu et T = Q 0P. 
n 

Puisque (M,V) possède la P.E.U. (avec le coefficient a), le théorème 

2.7 de [5] assure l'existence d'un opérateur compact positif P de V dans 

C 0 qui prolonge P à V et tel que ||?|| 4 a||P||. Alors T = Q CP est une 

extension compacte positive de T. 

(4.12) THEOREME. - Soit M un sous-espace fermé d'un espace de Banach 

ordonné V. Les deux assertions suivantes sont équivalentes : 

(a) Le couple (HV) possède la P.E.U. 

(b) Tout opérateur compact positif T de M dans l1 se prolonge en un 

opérateur compact positif T de V dans i\ 
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DEMONSTRATION. - (a) > (b) : c'est une conséquence de 4.7 et 4.11. 

Pour (b) — } (a) on reprend la démonstration du (c) = ^ (a) du 

théorème (4.5). 

(4.13) LEMME. - Soit T un opérateur compact de M dans L 1 ^ ) . Il existe 

une suite (X^) dans CQ, une suite (f ) inconditionnellement conver­

gente dans M'., et une suite (h ) bornée dans L l(y) telleq que pour 

tout x dans M on ait : T(x) = Z X f (x)h . 
v n n n 

n 

DEMONSTRATION. - La démonstration est due en partie à W.B. JOHNSON. Il 

suffit de la vérifier pour un opérateur de rang fini n puisque T est 

limite uniforme d'opérateurs de rang fini. Soit cj) un isomorphisme de T(M) 

dans l'espace Lin(e^)^_j engendré par les n premiers vecteurs (e^)^__^ 

de la base usuelle de Ji* . Soit P la projection naturelle de sur 

lin(e i)^ = ] • Alors T = S 0R avec R « <|>oT et S = <j> ̂ P . D'après le lemme 

(4.7) il existe une suite (X ) dans C o , et une série (f ) incondition-
n n 

nellement convergente dans M' telles que pour tout x dans M on ait : 

R(x) = ZX f (x)e . Alors T(x) = ZX f (x)S(e ) ; on pose h = S(e ). 
_ n n n n n n n n 
n n 

(4.14) THEOREME. - Si le couple (M,V) possède la P.E.U., alors tout 

opérateur compact positif T de M dans L 1 (y) 3 tel que \^ >, 03 

f R > 0, et h^ > 0 pour tout n (du lemme précédent), se prolonge 



58 

Extensions uniformes des opérateurs positifs 

en un opérateur compact positif de V dans L*(u) avec la même 

représentation. 

DEMONSTRATION. - L'opérateur R : X Z>fk f (x)e est alors compact 
n n n 

1 n 

positif de M dans £ . D'après le théorème (4.12), l'opérateur R se pro­

longe en un opérateur compact positif R de V dans $} . Si S est l'opérateur 
de dans L* (y) défini par S [(a ) 1 = Z\/À a h , alors S est compact r L n J n n n' ^ 

n 
positif et l'opérateur T = S 0R est une extension positive de T à V. 

D'autre part, on peut écrire : R(x) = Zy g (x)e (lemme 4.7), et par 
n n n r 

n 
suite T(x) = lu g (x)S(e). 

n n n n 

Pour un espace de Banach ordonné W on a le lemme suivant : 

(4.15) LEMME. - Soit T un opérateur positif entre deux espaces de Banach 

ordonnés M et T : M W. Alors les assertions suivantes sont 

équivalentes : 

(a) Il existe une suite positive (À ) dans CQ> une série (f ) 
n n 

inconditionnellement convergente dans M ? + , et une suite (y ) bornée 

de W +

3 tels que pour tout x dans M on ait : T(x) = ZÀ f (x)y . 
n n n 

n 
(b) Comme dans (a) mais (f ) est faiblement inconditionnellement 

n 
convergente. 
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(c) II existe deux opérateurs compacts positifs R : M + et 

S : W tels que T = SQR. 

(d j La même chose que dans (c) mais S est seulement continu. 

DEMONSTRATION. - (a) = ^ (b) : Triviale. 

(b)=^(c) : Les opérateurs R : M et S : $} -+ W définis par 

R(x) = {/X f (x) et S(a) = I /X a y sont compacts positifs et T = SQR. n n n n n 

(c)=^(d) : Il n Ty a rien à démontrer. 

(c) (a) : L'opérateur R : M — é t a n t compact positif, il s'écrit 

alors R(x) = I X f (x)e (lemme 4.7), et T(x) = ZX f (x)S(e ) ; on pose 
n n n n n n 

n 

J n n 

(4.16) THEOREME. - Si le couple (M,V) possède la P.E.U., alors tout 

opérateur compact positif T de M dans W 3 qui a une représentation 

de la forme T(x) = IX f (x)y du lemme précédent, avec X > 0_, 

n n n n 

f ^ 0, et y^ ^ 0 3 se? prolonge en un opérateur compact positif T de 

V dans W e t de la même forme. 

DEMONSTRATION. - On procède comme dans le théorème (4.14). 
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