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ESPACES UNIFORMES ET ESPACES DE MESURES

par Ali DEAIBES (%)

Ce travail consacré aux espaces uniformes, notés (X,u), n'utilise
pratiquement que des espaces uniformes séparés. Cependant dans cer-
tains cas, et en général 3 l'intérieur de démonstrations, on rencontre-

ra des espaces uniformes non séparés, la plupart du temps &écartisables.

Notations usuelles. - On désigne par R l'espace uniforme des nombres
réels, muni de sa structure uniforme habituelle de groupe topologique
abélien. L'espace vectoriel R™ est muni de la structure uniforme pro-
duit. Pour tout espace uniforme (X,u), on désigne par Y (X,u) ou U(X)
1'espace vectoriel des fonctions uniformément continues sur (X,u) 3
valeurs dans R, et par ﬂm(x,u) ou u“(X) 1'algébre des fonctions bor-
nées de € (X). L'ensemble des noyaux Z(f) = f_l(O) associés aux fonc-
tions £ € U(X) est noté Z(X,u) ou Z(X) et 1'ensemble des comoyaux
Coz(f) = X\ Z(f) est noté Coz(X,u) ou Coz(X). On désigne par X l'es-

pace topologique associé 3 (X,u).

A la structure uniforme |y sur X, considérée comme fixée, on asso-
cie plusieurs autres structures uniformes : la structure uniforme pu
définie par les recouvrements finis de p ; la structure uniforme ey

de Shirota définie par les recouvrements dénombrables de py ; la struc-—

() Ce mémoir est la th¥se de doctorat 2s-sciences mathématiques présentée par 1’auteur.
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ture uniforme faible op définie par 4 (X). L'espace 0X = (X,0u) est
appelé 1'affaibli de (X,u) et (X,u) est dit espace faible lorsque

L = op. La plus fine structure uniforme sur 1'espaée topologique
(complétement régulier) X, compatible avec sa topologie, est notée

6y et son affaiblie OOL notée VU ; on dit parfois que VU est la
structure uniforme de replétion. L'espace uniforme (X,U) est dit

fin si 4 = 64 ; un exemple en est donné avec un espace topologique
complétement régulier T que 1'on considére comme espace uniforme

fin quand on le munit de sa structure uniforme universelle 6, A

coté de U(X) et ilw(x), on introduit 1'algébre des fonctions conti=-
nues sur X 3 valeurs dans R, notée ¥ (X) = Y (X,01), ainsi que sa
sous-algébre des fonctions bornées %ﬂ%X) = qzw(x,eu). On note encore
Bu la structure uniforme p6u. En désignant comme d'habitude par (i:ﬁ)
ou quelquefois (i,u), le complété de (X,W), on voit que ﬁi = (i,pu)
est le compactifié de Samuel de (X,M) et BX = (X,BL) est le compac-
tifié de stone-Cech de (X,H). On a d'ailleurs les inclusions topolo-

-~ ”~ ~
giques X C X C oX C pX.

Du point de vue compactologique on désigne par # (X,u) ou ¥
la compactologie uniformément &quicontinue formée des parties
H C U(X,u) qui sont simplement bornées, uniformément équicontinues
et simplement fermées. De méme dans l'algébre th(x,u) on désigne
par ﬂ?(x,u) ou # 1a famille des parties H € # qui sont uniformé-
ment bornées. Il convient alors de rappeler que la structure uniforme

U est celie de la #-convergence sur U(X) ; c'est aussi celle de la
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ﬂr-convergence sur ?1w(X) [7]. Cela met clairement en &vidence le rdle

d'"objet dual de X" de chacun des espaces U (X) et Qtw(X).

Résumé du travail. - Le chapitre 1 a pour but de préciser le rdle de
la pseudo-dualité (X, U(X)), en caractérisant l'ensemble a(X) des sous-
espaces vectoriels A de RY tels qu'il existe une structure uniforme
séparée U sur X pour laquelle % (X,u) = A. Le théoréme est obtenu en
(1.2.9). Si A est élément de a(X) on identifie le couple (X,A) & 1l'es-

ace uniforme (X,0,), oll 0, est la structure uniforme définie par A.
P A A

Le chapitre 2 est consacré d@ l'exposition de classes variées d'es-

paces uniformes qui vont intervenir dans la suite.

Le chapitre 3 est relatif au "probléme de Mackey". On fixe 1'es-
pace uniforme (X,u) et on désigne par H (resp. A ) 1'ensemble des
structures uniformes v sur X telles que YU(X,v) = 9 (X) [resp.
qi”(x,v) = %7 (X)]. L'ensemble X (resp. X)) est muni de 1'ordre na-
turel défini par la relation de finesse. Le probléme de Mackey dans
les espaces uniformes, posé par R. PUPIER, consiste a savoir si 1l'en-
gemble £ (resp. H) posséde un élément maximum. En fait la réponse
3 cette question est négative ; toutefois X (resp. Jf”m) est un en-
gemble ordonné inductif. Lorsque JY'(resp..X’m) posséde un élément

maximum TH (resp. Twu), nous dirons que (X,u) est un m-espace (resp.

(- -]
m -espace).

Le chapitre 4 se préoccupe de mesures sur les espaces uniformes.
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L'espace uniforme (X,u) &tant fixé, on désigne par E(X) l'espace vecto-
riel libre engendré par X, que 1'on peut considérer comme l'espace des
mesures 3 support fini sur X (mesures moléculaires de [2]). On cons-
truit ainsi canoniquement des dualités séparantes (E(X), U(X)) et
(E(X), QLm(x)), permettant de placer sur E(X) les topologies locale-
ment convexes de la #f-convergence et de la Jen-convergence. On note
(E(X), #) ou méme seulement E(X), et (E(X), #*) ou Em(X), les elec
obtenus. On introduit alors les complétés respectifs M(X) = M(X,u) et
M (X) = ﬁm(x,u) des espaces E(X) et E (X). D'aprés le théoréme de
complétion de Banach-Grothendieck, on reconnait en M(X) et ﬁ”(X) les
duals compactologiques (% (X), )% et (U”(x), #)* des espaces

compactologiques (% (X), %) et w” X, #%y.

En suivant [7] on introduit 1'ensemble Mod(X) = Mod(X,u) des
formes linéaires modulaires (ou caractéres) compactologiques sur
14”(X), c'est-d-dire 1l'ensemble des éléments m € Mé(X) tels que
m(l) =1 et m(|f|) = |m(f)| pour toute f € Q&m(x). On note
Modé(x) - Moda(x,u) 1'ensemble des m € Mod(X) tels que m(f) € £(X)

pour toute f € ©U”(X).

On désigne alors par MG(X) 1'espace vectoriel des formes liné=-
aires o-réguliéres m sur ?tw(x), c'est-3-dire telles que m(fn) +0
pour toute suite (fn) de QL&(X) telle que f V 0. En remplagant la
suite (fn) par une suite généralisée (fi) on obtient 1l'espace MT(X)

. - m »
des formes linéaires tT-régulidres sur U (X). Enfin 1l'espace des
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(+o]
formes linéaires m sur % (X), dont la restriction & la boule unité de
(- . .
9 (X) est continue pour la topologie de la convergence compacte sur X,

est noté Mt(X) ; c'est 1l'espace des formes linéaires t-réguliéres.

Les espaces M(X), ¥ (X), M_(X), M_(X) et M, (X) ainsi définis
g'identifient tous 3 des sous-espaces de 1l'espace Rad(éi) des mesures
de Radon sur le compactifié de Samuel 5& de X, et leurs éléments sont

parfois appelés mesures sur X. On a les inclusions
X CM(X) C M_(X)CM_(X) C Rad(®X)

X C Modg (X) C Mod(X) C M(X) € M (X) C Rad(®X)

L'espace (X,u) est un sous—espace uniforme de chacun des espaces
M(X) et ﬁ”(x) dont 1'adhérence est précisément Mod(X) et la GG-adhé-
rence Modg(X). On en déduit que Mod(X) est le complété de (X,u), tan-
dis que Modg(X) s'identifie & son §-complété ([7] et [14]). D'ailleurs
le 8-complété ModG(X) de (X,H) définit exactement l'ensemble des ca-
ractéres compactologiques o-réguliers de it“(X), autrement dit

Mod (X) = Mod(X) N M_(X).

L'ensemble des recouvrements dénombrables de X extraits de la
famille Coz(X,u) des conoyaux de X, définit une base d'une structure
uniforme U, sur X telle que ﬁ”(x,uo) = MU(X,uo) = MU(X,u) (théoréme
(4.1.10)). Une conséquence directe de cette égalité est que toute

mesure m € M°°(x) est uniformément approchée sur les H € ) (X,u,) par
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des mesures moléculaires.

Lorsque l'espace (X,u) est métrisable et complet, on reconnait em
M (X) 1'espace Mt(X) qui coincide aussi avec 1'espace M (X,6u). Ceci
permet de dégager une notion de support, utile dans 1'&tude de 1l'espace

M(X) .

On désigne ainsi par ﬁ(x) = ﬁ(X,u) 1'espace des mesures de Radon
sur éi dont le support est contenu dans le complété X de X. L'étude
des espaces X tels que M(X) = ﬁ(x), dits espaces de type (B), et qui
comprennent tous les espaces fins, se fait en utilisant les systémes
projectifs d'espaces métrisables complets introduits en (4.3). De;x
autres espaces sont en rapport &troit avec ﬁ(x) ; 4 savoir le dual
de Riesz MF§X) du treillis vectoriel U (X) et l'espace MU(X) des

formes linéaires o-réguliéres sur U (X).

Plusieurs auteurs ont &évidemment d&jd travaillé sur ces espaces

‘ »

en étudiant leurs liaisons respectives. Citons [3 Jet [8] pour le casg
des espaces complétement réguliers, identifiés aux espaces uniformes

fins, et [1] et [35] pour le cas général.

Il est clair que les problémes examinés aux chapitres 3 et 4, qui
aménent 3 dégager des classes particuliéres d'espaces (m-espaces, es-
paces de type (B)), nécessitent une &tude préliminaire systématique»
des espaces uniformes. Ce qui nous raméne au chapitre 2. Cette &tude
est faite en prenant en premiére considération la notion de séparatiom

normale, déjd intéressante dans le cas topologique. Il apparaft ainsgi
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que les espaces uniformes pour lesquels les suites réguliéres sont uni-
formément régulidres (1.2.3), et qui sont de plus tels que 9 (X) sépare
Z(X,u), sont les mieux adaptés & notre &tude : il s'agit 13 des espaces
de type (A) introduits en (2.3.3). Par exemple, tous les exemplaires de

m-espaces que l'on donne sont de type (A).

A chaque espace uniforme (X,u),on peut associer un espace uni-
forme aX de type (A), qui vérifie 1l'égalité topologique

Moda(x,u) = Mod(aX).

Lorsque (X,u) est lui-méme de type (A), alors la structure uni-
forme |, est élément de X et on a M‘§x) = Mu(x) = ﬁ(x,u,). De plus
\4
M(X,v) = M(X,V) pour toute structure uniforme v € X plus fine que U,

(4.5.10).

En appliquant ces résultats au cas d'un espace mesurable (X,X),
oti T est une tribu sur X que 1l'on peut supposer séparant les points
de X, on trouve que l'espace A des fonctions mesurables partout dé-
finies sur X est un élément de l'emnsemble a(X). De plus ﬁn(X,OA)
s'identifie 3 1'espace ca(X,X) des mesures signées sur (X,X), tandis
que 1'espace commun M(X,GA) = M‘§X) = MU(X) = ﬁ(x) s'identifie & l'es-
pace A(X,Z) des mesures signées sur (X,Z) qui intdgrent toutes les

fonctions de A.

Une autre application est faite avec les espaces précompacts de

type (A). On montre qu'on obtient 13 la "bonne" gé&néralisation au cas
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uniforme des espaces complétement réguliers pseudocompacts.

Enfin 1'égalité M(X) = ﬁ(x), qui définit la classe des espaces
de type (B), permet d'aborder dans cette classe le probléme délicat
des mesures produits, probléme que l'on formule ainsi : Etant donnés
deux espaces (X,A) et (Y,u) de type (B) et une structure uniforme v
de type (B) sur le produit XxY, plus fine que la structure uniforme
produit Axu (qui peut ne pas &tre de type (B)), sous quelles condi~-
tions existe-t-il, pour tout couple m, € M(X) et m, € M(Y), une seule

mesure m € M(XXY,v) telle que

lim ml f(k) ® g(k)] = m](f) m, (g)
kK + 4o

pour toutes £ € U(X) et g € U(Y) (avec pour £ () et g(k) les fonc-
tions tronquées 3 la hauteur k de f et g) ? On obtient la caractéri-
sation suivante : il faut et il suffit que les compacts-supports soienmt
les mémes dans les deux complétés (XXY, ) et (XXY, \))“’ ce qui sous-
entend déja 1'égalité ensembliste (en un sens & préciser, voir (4.7.1))
des complétés précédents. Une application est donnée dans le cadre to-
pologique : le probléme de commutation topologique V(SXT) = uS X yT

(qui rappelons-le n'est pas résolu dans le cas général) posséde ume
réponse positive chaque fois que 1'espace € (SXT) est 1l'algbre sur

SXT, au sens de (2.3.1), engendrée par l'espace %(S5) ® €(T).
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CHAPITRE 1

LA PSEUDO-DUALITE (X,A)

INTRODUCTION. - L'&tude des espaces topologiques T au moyen de 1l'espace
&(T) des fonctions continues réelles (ou complexes) sur T a donné des ré-
gultats intéressants. Nombreux sont ceux qui ont travaillé dans ce sens ;
dans ce domaine on est amené naturellement 3 utiliser une classe d'es-
paces topologiques : celle des espaces complétement réguliers. Or il est
bien connu que ce sont les espaces uniformisables, i.e. dont la topolo-
gie est définie par une structure uniforme. Cela nous améne 3 franchir
un pas de plus et 3 faire une &tude systématique des espaces uniformes
(X,u) au moyen de 1l'espace #(X,u) des fonctions réelles uniformément
continues définies sur X. Naturellement on s'inspire des résultats et
des techniques déja &laborés pour les espaces topologiques complétement
régulier ; mais nous verrons que l'écart est grand entre les deux caté-

gories ; nous identifierons les espaces complétement réguliers aux es-

paces uniformes fins.

8i (X,u) est un espace uniforme, il est possible de construire plu-
gieurs structures uniformes v sur X de telle fagon que %(X,V) =YX,u).
On sait par contre que €(X) caractérise une topologie complétement ré-
guliére. Cette situation n'est pas la moindre des différences entre les

deux théories et elle suggére une autre analogie avec les espaces vec-
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toriels topologiques localement convexes, pour lesquels on peut trouver
plusieurs topologies localement convexes fournisssant le méme dual

topologique.

On étudie les relations entre les espaces uniformes (X,u) et les
espaces vectoriels % (X,u) sous le nom de pseudo-dualité ; celle-ci est
plus généralement définie par la donnée d'un ensemble X, d'un espace vec-
toriel réel A et d'une application ¢ : X X A -+ R tels que ¢ soit 1li-
néaire par rapport & la deuxime variable, le tout assorti d'une comdi-
tion de séparation pour une pseudo-dualité séparante (cf. 1.1). On idem-
tifie A & une famille de fonctions sur X par la formule f(x) = ¢ (x,f£),
pour x € X ; de méme on identifie X & une famille de formes linéaires
sur A par la formule x(f) = @ (x,f), pour £ € A. Généralement il n'exig-
te pas de structure uniforme v sur X telle que A = % (X,v), ce qui

rompt le parallélisme avec les espaces vectoriels topologiques.

On se propose donc de caract@riser les sous-espaces vectoriels A de
mx pour lesquels il existe une structure uniforme séparée vV sur X telle
que % (X,v) = A. On désigne par a(X) l'ensemble de ces espaces vectoriels.
On fixe un élément A dans a(X) et on s'inté&resse ensuite aux structures
uniformes v sur X telles que #(X,v) = A ; autrement dit on &tudie 1'ep-
semble J'(X,A) (en abrégé X') des structures uniformes sur X compatibles
avec la pseudo-dualité (X,A). On munit X d'un ordre naturel (<), & sa-
voir l'ordre défini par la relation de finesse sur l'ensemble des struc-
tures uniformes sur X ; et ) muni de cet ordre est inductif, mais §1
ne posséde pas en général de plus grand &lément, ce qui serait 1'anale-

gue du théoréme de Mackey pour les elc. Cela nous conduit & faire une

10
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classification des espaces uniformes afin de dégager certaines classes
d'espaces pour lesquels ) posséde effectivement un plus grand &lément.
Cette classification est obtenue par une &tude des propriétés de
QY(X,V) et des propriétés wniformément locales qui donne des résultats
convenables sur les problémes ainsi posés et &claire également d'autres

situations étudiées & ce jour par 1l'@cole américaine ou 1l'école tché-

coslovaque (nsl, [24h.

1.0 NOTIONS DE BASE ET TERMINOLOGIE.

Nous allons utiliser systématiquement les trois méthodes classiques
de définition des structures uniformes ; aussi convient-il de rappeler

briévement leurs liaisons.

si¥ = (U,), et ¥'= (V.), sont deux recouvrements d'un en-
ijer i'jeq
semble X, Ao ¥ est le recouvrement (U, M V.) . Pour toute
i 73,5 € xJ
partie Y C X, 1'étotle de Y relativement 3 un recouvrement % est 1l'en-

semble St(Y, ) = U U.. On désigne par U™ le recouvrement
U.NY#9 1

(St(Ui.%))i e On connait la définition d'un raffinement de # ; on
dira que ¥ est un *-raffinement de % si¥™ est un raffinement de %.
On utilisera constamment les propriétés des graphes (ou relations) sur
X, i.e. des parties de X X X ; en particulier les notions de graphe
symétrique, graphe composé, coupes, etc... Enfin les &carts sur X per-
mettront d'aborder la troisiéme définition des structures uniformes.
Si d est un tel &cart, pour tout réel a>o on considére le graphe

B(d,a) = {(x,y) € X x X/d(x,y) <al}. La coupe de B(d) pour x € X est

11
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la boule (ouverte) relative & d, de centre x et de rayon &, notée B(d,x,a).
Enfin, si d et d' sont deux écarts, d v d' désigne 1'écart

(x,y) + Max(d(x,y),d'(x,y)), et on dira que d' est dominé par d si pour
tout €>0 il existe a>o tel que d(x,y) <o implique d'(x,y) < & Plus g&~
néralement, si &2 est un ensemble d'écarts sur X, on dit qu'un &cart 4"

est dominé par &, si quel que soit le réel £>0, il existe un réel @ >o et

un écart d € @, tel que d(x,y) <o implique d'(x,y) < €.

La premiére définition des espaces uniformes, chére & J.R. ISBELL,
est fournie par un ensemble U de recouvrements de X, tel que U soit
stable par intersection finie, contienne un recouvrement % dés qu'il
contient un raffinement de %, et vérifie la propriété (%) : si ¥ € u
il existe un #*-raffinement ¥ de % tel que ¥ € U. Un tel ensemble u
s'appelle une structure uniforme sur X au sens T ([41]). La deuxiame dé-
finition consiste & utiliser un filtre u sur XxX dont les &léments com-
tiennent la diagonale AX’ stable par symétrie, et vérifiant la Propriété
(°) : pour tout B € u il existe B' € u tel que B'oB' CB. Un tel filtre
U est une structure uniforme sur X au sens B ([Bl]). Enfin la troisiéme

-~

définition consiste & considérer une famille y d'écarts sur X telle que

-~

si d et d' appartiennent & U, l'&cart d v d' appartient a | ; et sji d°

-~

est un &écart dominé par U, alors d' appartient 3 M. Un tel ensemble y
est une structure uniforme au sens W ([43]). L'équivalence de ces trois

définitions se montre au moyen d'une base de la structure uniforme

une sous-base au sens T est un ensemble N de recouvrements tels que
tout 8lément de N posséde un *-raffinement appartenant a n ; une base
vérifie de plus : l'intersection de deux recouvrements appartenant a

n posséde un raffinement appartenant & n. Une base au sens B est uge

12
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base de filtre, stable par symétrie et vérifiant la propriété (°). Enfin
gi P est une famille d'écarts sur X il existe une moins fine structure
uniforme p sur X contenant &2 (au sens W) et & s'appelle une sous-base

de p ; on dit que 2 est une base si tout &cart de y est dominé par Z.

Si y est une structure uniforme au sens T, 1'ensemble des parties

B(¥) = U VxVgquand ¥ décrit u est une base d'une structure uni-
vey

forme B(p) sur X au sens B. Si p est une structure uniforme sur X au
4

gens B, l'ensemble des recouvrements T(B) = (B(x)) B € u, est une

x € X?

base de structure uniforme T(u) sur X au sens T. On a de plus

T(B(Q)) = u et B(T()) = u.

Si y est une structure uniforme au sens W, l'ensemble des parties
B(d,a) € X x X, quand d décrit u et a décrit IR: est une base B{u) au
gens B. Réciproquement, &tant donné une structure uniforme py au sens B,
on munit X X X d'une structure uniforme produit ; 1l'ensemble W(u) des
écarts uniformément continus sur X X X est une structure uniforme au

gens W sur X, On a W(B(u)) = et B(W()) = p.

Désormais le symbole u désignera indifféremment 1l'ensemble des
recouvrements uniformes, le filtre des entourages, ou l'ensemble des

écarts uniformément continus sur X x X, qui définissent la structure

uniforme &tudiée.

(1.0.1) PROPOSITION. - Soit (X,u) un espace uniforme et soit (dn) en
n

une sutte d'écarts appartenant & u. Il existe un écart d € u tel

que tous les écarts d_ appartiennent a la structure wniforme yu d

sur X définie par l'unique écart d.
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Preuve. - La structure uniforme V sur X définie par les écarts d est
n
écartisable, et elle est moins fine que U ; elle est donc définie par un

seul &cart d qui appartient & U ; de plus tous les écarts d, sont domi-

nés par d.

On exprimera encore ce résultat en disant que l'ensemble des &carts
définissant une structure uniforme est dénombrablement filtrant croig-

sant pour la relation de domination entre é&carts.

1.1 LA PSEUDO-DUALITE (X,A).

(1.1.1) DEFINITION. - On appelle pseudo-dualité séparante (X,A) la
donnée d'un ensemble X, d'un espace vectoriel A sur R, et d'une
application @ de X X A dans R vérifiant les axiomes suivants
(L) L'application £ —> ¢ (x,f) est linéaire pour tout x € X 3
(Sl) Quels que soient x et y deux éléments distincts de X, 21

existe € A tel que © (x,£) # P (y,f) ;
(82) Quels que sotent f et g deux éléments distincts de A, 11

existe x € X tel que Y(x,f) # ¢ (x,g).

En posant £(x) = @ (x,f) on identifie A 3 un ensemble de fonctions
réelles définies sur X et 1'axiome (L) assure que A est alors um sous-

espace vectoriel de Rx.

De la méme fagon on identifie X 2 un ensemble de formes linaires

sur A, en posant x(f) = P (x,f).

Dans la pratique on se donnera donc un espace vectoriel de fonctions
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réelles sur X, et 1l'application @ sera 1l'évaluation de la fonction f au

point x ; le seul axiome 3 postuler sera alors l'axiome de séparation (Sl)'

On munit A de la topologie de convergence simple sur X et X de la
topologie de la convergence simple sur A. Toute partie de A (resp. de X)

sera munie de la topologie induite correspondante.

Une partie H de A est simplement fermée (resp. simplement compacte)
gi elle est fermée (resp. compacte) pour la topologie de convergence
gimple sur X. Elle est simplement bornée, si pour tout x € X, on a
x(H) borné (i.e. relativement compact) dans R ; elle est untformément
bormée si la réunion des x(H), pour x € X, est bornée dans R. Toute par-

tie H simplement bornée de A définit un écart fini dH par la formule :

dy(x,y) = Sup |h(x)-h(y)|.
he H

En particulier dH est noté dh quand H est réduite & une seule fonction
h. Soit ¥ un ensemble de parties simplement bornées de A. On désigne

par ;7ela structure uniforme définie par les écarts dH quand H décrit
4 . On notera My lorsque # est réduit & une seule partie H, et O

A

lorsque H est l'ensemble des parties finies de A ; dans ce dernier cas,

i1 suffit de considérer les écarts df pour f € A.

Soit £ € A ; son noyau est 1l'ensemble Z(f) = f_](O) C X et son
conoyau est le complémentaire Coz(f) = X \ Z(f) de Z(f). L'ensemble

de tous les noyaux (resp. conoyaux) des fonctions f € A est noté Z(A)

(resp. Coz(A)).

15
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Les parties simplement bornées de X sont appelées les bornés de X,

ou les bornés de X relativement a A, s'il y a une confusion a craindre.

Un espace uniforme séparé (X,u) définit une pseudo-dualité (X,A),
ol A est 1'espace vectoriel % (X,u) des fonctions uniformément conti-
nues sur (X,u). La réciproque est généralement fausse ; autrement dit
pour une pseudo-dualité (X,A) il n'existe pas nécessairement de struc-
ture uniforme U telle que A = % (X,u). Pour qu'il en soit ainsi il faut
et il suffit que QV(X,OA) = A, L'étude des espaces vectoriels A véri-
fiant cette relation permettra de caractériser les &léments de 1'en-

semble a(X).

1.2 L'ENSEMBLE a(X).

Toute partie Y d'un espace uniforme (X,u) est munie de la struc-
ture uniforme induite uIY. Le corps des réels R (resp. l'espace vecto-
riel R") est muni de la structure uniforme habituelle. En particulier
dans R™ on utilisera souvent la distance § définie par :

8(s,t) = Sup Is.—t.l.
1 €1<n 1ot

On considére l'ensemble £ (resp. 2 ) réunion de tous les espaces
vectoriels #(Y) (resp. € (Y)) quand Y parcourt les parties (resp. les
. P *
parties ouvertes) de R" et n décrit ', et 1'ensemble ¥ C 2, réuniom

des algébres ‘f(Rn) quand n décrit N

Soit A une famille de fonctions réelles sur un ensemble X ; pour

toute famille finie ordonnée {fl""’fn} d'éléments de A, on désigne

16
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par Yy 1'application canonique de X dans R" définie par

- ‘s . . e e e
‘yu(x) (fl(x),...,fn(x)). S'il est besoin de spécifier Yy on 1'écrira

[fl,...,fn].

On désigne alors par L (A) (resp. Z (A), $(A)) l'ensemble des appli-
cations de la forme goY o ol H est une famille finie ordonnée de A, et
g un élément de £ (resp. 2, ). La condition de composition exige
bien entendu que g soit définie sur une partie Y de &" (ot n est le

nombre d'éléments de H) telle que Yr(X) C Y.

Remarque. — Si Y est une partie quelconque de Rn, comme Y est le
complété de Y pour la structure uniforme induite par Rn, on peut pro-
longer les g € #(Y) 3 Y ; on peut alors définir £ ou £L(A) au moyen

. . n
des seules parties fermées des R .

(1.2.1) PROPOSITION. - Pour tout ensemble A de fonctions sur X on a :

LE@)) =L@), 2(2() = 2(A) et L(L(A) = L(A).

Preuve. — Montrons~le pour £ : soit H une famille finie ordonnée de
L(A) ; il existe des familles finies ordonnées H,,...,H de A et des

1 n
fonctions 8y»:++»8, appartenant 3 L telles que H = (gloYHl....,gnoYHn).

On peut écrire, en désignant par K la famille concaténée des I—Ii :

oYy = Bo [gl°YH1""’gn°YHn1

=g lghnglo [YHI.--o,YHn]

= go [gl""’gn] ° YK H

et bien entendu 8°[81""’8n] € L. Ainsi £(L(A)) CL(A) ; comme par
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ailleurs A C £ (A), le résultat est acquis.

(1.2.2) DEFINITION. - On dit qu'un ensemble A de fonetions sur X est
stable par composition avec L (resp. 2, &) si A =L (A) (resp.
2(A) = A, £(A) =A).

(1.2.3) DEFINITION., - On dit qu'une suite (wn) de parties d'un eg-

n€eWN
pace uniforme (X,u) est réguliére (resp. uniformément réguliére)

st :
a) la sutite (wn) est croissante pour l'inclusion et U w =X
b) 11 existe une suite (f )

0'n
équicontinue) telle que 0 < £S1 £ () = {0} et

N dans U(X) (resp. uniformément

£ X\ ) = {1}, pour tout n € N,
n n+]

La suite (uh) n'est pas forcément strictement croissante.

(1.2.4) LEMME. - Sotent (wn) une suite réguliére dans (X,u) et 6§ wun
nombre réel strictement positif. Alors il existe une fonction §
positive sur X, telle que :

a) £(x) = 0 8¢ x appartient d W, ;

nd € £f(x) < (n+1)S 87 x appartient 4 oy \ Uy

f(x) = nd &7 x appartient Q W, \ Wp-ys POUr 0 3> 1,
b) pour tout nombre réel positif t la fonction f(t) définie par
£(t) (x) = Inf(£(x),t) appartient & % (X). De plus et (u:n) esat

wni formément réguliére, £ peut Etre choisie dans Y (X).

Preuve. - Soit (fn) une suite de % (X) vérifiant les conditions de la

définition (1.2.3). On définit la fonction f par : f(x) = f, (x)i si
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- . . -
xEW, f(x) 6f2n(x) + 0 six€ Wyl \ Wy -1 POUr n = 1. Supposons

que 1l'on ait Sup |fn(x)—fn(y)| < €, avec €¢1, et soient p le plus petit
ne N

entier tel que x € wp et q le plus petit entier tel que y € u)q ; on peut
supposer p< q. Si p+1 < q, on a fp(x) =0 et fp(y) = 1, donc
|fp(x)—fp(y)| = 1 ce qui contredit 1'hypothése ; donc p € q < p+l. On vé-
rifie alors que si p est pair on a f(x) = 6fp(x) +p % et

£(y) = fp(y) + p% et si p est impair, £(x) = Gfp_l(x) + (P‘l)% et
f(y) = fp-l(Y) + (p-l)éz— , et dans tous les cas | £(x)-f(y)]| <e6, ce qui
montre que si la suite (fn) est uniformément &quicontinue, alors f appar-
tient 3 % (X), de méme que les fonctioms f(t). Dans le cas général, soit

t un réel positif ; il existe un plus petit entier m tel que t < 2m.

Supposons que l'on ait Sup lf (x)-f (y)l < €, avec €<! ; une démons-
_ n<2m ©° n

tration analogue 3 la précédente montre que si X € wp \ u.-p_l

y € wq \ wq-l avec p < q, on a nécessairement p < q < p+l ou 2m < p.

et

Dans ces conditions, si p < 2m, on a If(t) (x) - f(t) (y)l < € et si

2m < p, on a f(t) (x) = f(t) (y) = t, ce qui montre que f(t) est élément

de #(X).

Dans la suite, on dira que f est de pas § sur la suite (wn).

(1.2.5) PROPOSITION. ~ Soit (t.cn)n en ¥e sutte croigsante de parties
d'un espace uniforme (X,u) qui recouvre X. S'il existe wun écart

d de 1 et un nombre réel a > 0, tels que
d(uw ,X \ wn_._]) = Inf(d(x,y)/x € W,y €EX \ un_”) #a pour tout

n € N, alors la sutte (wn) est uniformément réguliére.

Preuve. - Soit fn la fonction sur X définie par fn(x) = d(wn,x), pour
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nE N ; la suite (hn), o h =q”! Inf(fnpt) est uniformément continue
puisque |hn(x)-hn(Y)| <o d(x,y). De plus hnaun) = {0} et

hn(x\ “’n+1) = {1}.

(1.2.6) PROPOSITION. - Sotent (X,u) un espace uniforme et f une fomotiom
positive sur X ; les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) £ appartient @ U (X,u) ;
b) pour tout réel 0.>0, la suite des parties
w = {x € X/f(x) < m}, w, # 0, et n €N, est uniformément régu~

liére.

Preuve. - Dans un sens, 1'écart df appartient 3 U, et on a

df(“h’ X\ wnﬂ) 2 a, ce qui montre b) d'aprés la proposition précédente.

Réciproquement, on peut supposer Inf f£{x) = O ; fixons a>0 et soit
xe X

g € U(X) de pas v satisfaisant aux conditions du lemme (1.2.4) ; om

vérifie immédiatement que Sup |f(x)-g(x)| < 20 ; ce qui montre que £
x € X

appartient 3 % (X,u).

Etant donné un ensemble A de fonctions réelles sur un ensemble X,
on désigne par A" son adhérence dans tRx pour la topologie de convergence
uniforme sur X. L'ensemble A est dit uniformément fermé, ou stable par

P . . -=u
limites uniformes, si A = A",

(1.2.7) PROPOSITION. ~ Soit A un ensemble de fonctione réelles gup l'en-

semble X, stable par compogition avee L. Alors ‘II(X,OA) = 3V

Preuve. - Il suffit de prouver que toute fonction positive non constante
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f appartenant & QY(X,OA) est dans A". Soit un nombre réel €>o0 ; il existe
une suite finie ordonnée H = {fl""’fn} de A et un nombre réel a>o, tels

que dH(x,y) <o implique df(x,y) < €. On peut encore supposer que

Inf f(x) = O ; la suite w = {xe X/f(x) < ne}, n € N, est uniformément
x € X

- >~ . . : ]
réguliére, car pour tout n, on a dH(uh,X‘\ uh+l) 2a, Si 1'on pose
Y =v.(X) C R™ et «' = Y. (0 ), la suite (W') est uniformément réguliére
H n H' n n
dans Y, car pour s et t appartenant 3 Y, il existe x et y dans X tels
que § = YH(x) et t = YH(y) et 8(s,t) = dp(x,y) d'aprés la définition de

. n .
1a distance § sur R ; par suite

] R —
B(wn,Y \ un_H) = dH(wn,X\ “

~
+l) = 0.

Soit alors g € U(Y) de pas 2€¢ sur la suite (u;) et vérifiant les condi-

tions du lemme (1.2.4) ; on a g,Y; € A et Sup IgoyH(x)-f(x)l <2¢;

. xe X
ceci montre que f € Y,

Plus généralement, si on remarque que pour un ensemble A, on a

L) C QV(X,GA), on obtient :
(1.2.8) COROLLAIRE. - Soit A un engerble de fonctions réelles sur un
ensemble X ; alors OZl(x,oA) =I@°".

. - , . .
En effet, Oy 0£(A) d'aprés la remarque précédente.

Il en résulte alors immédiatement le résultat essentiel :

(1.2.9) THEOREME. - Soit A un ensemble de fonctions réelles définies sur
X ; les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) il existe une structure uniforme U sur X telle que WU (X,u) = A ;

b) A est stable par composition avee £ et par limites wniformes.
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En ce qui concerne la propriété de séparation, on sait qu'une struc-
ture uniforme U est séparée si et seulement si son affaiblie Ou est
elle-méme séparée, c'est-d-dire si et seulement si 1'espace vectoriel
A (X) sépare les points de X. On vient de voir que si A est un ensemble
de fonctions réelles, @(X,GA) = f(_A)u. On vérifie aisément que m“
sépare les points de X d&s que £(A) les sépare, ce qui a lieu dés que A
sépare les points de X. Ainsi une structure uniforme U sur X telle que
YUX,u) = mTu est séparée si et seulement si 1l'ensemble A sépare les

points de X.

On désignera par a(X) l'ensemble des parties A de R qui séparent X
et qui vérifient A = £(A)  ; ce sont &videmment des espaces vectoriels
sur R. Cet ensemble a(X) est exactement l'ensemble des espaces vecto-

riels % (X,u) ol Y est une structure uniforme séparée sur X.

(1.2.10) PROPOSITION. - Soit A un ensemble de fonctions réelles suw X,

stable par composition avee ¥. Alors %(X,OA) = A"

Preuve. - Si Y est une partie d'un espace uniforme (X,u), toute fonction
f € % (Y) posséde un prolongement f appartenant & € (X). Ainsi £ C Y et
la stabilité par composition avec . implique la stabilité par composi-

tion avec L.

De la méme fagon la stabilité avec 2 implique la stabilité avee £,

car 2 O ¥DO L.

Les ensembles séparants de fonctions réelles définies sur X, uni-

formément fermés et stables soit avec &, soit avec 2, sont donc deg
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éléments de a(X). Néanmoins les propriétés élémentaires différent pour

les diverses stabilit&s : ainsi, alors que 13(£(A)u) =.E(A)d, en géné-

ral on a
(T # TAEY et L(FAYH ¢ A

La premiére &galité est une conséquence du corollaire (1.2.8). Des
contre-exemples pour les autres affirmations sont donnés dans [ 271,

Ex. 1.8.

Soit maintenant A un ensemble de fonctions qui sépare les points de
X ; l'espace uniforme (X,oA) est séparé ; désignons par A° 1'ensemble
des prolongées au complété (i,oA) de (X,oA) des fonctions f appartenant
3 A. On vérifie aisément que ITZ?T“ = TITKT“]O = QY(i,GA) et qu'ainsi

A9 sépare les points de X.

Supposons que les fonctions f appartenant 3 A soient bornées ;
1'espace uniforme (X,oA) est alors précompact et le complété (X,OA)
est compact. Une application du théoréme de Stone-Weierstrass permet

d'écrire :

(1.2.11) PROPOSITION. - Soit A un ensemble de fonctions réelles bormées

sur un ensemble X, séparant les points de X, contenant les cons-—
tantes et stable par limites uniformes sur X. Alors les propriétés
suitvantes sont équivalentes :

a) A est un treillis ;

b) A est un anneau ;

ec) A est stable par composition avee ¥ ;

d) A est stable par composition avec L ;

e) A appartient d a(X).
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Preuve. - La seule implication non triviale est e) => ¢). Or si
g e@(u{n), alors g est uniformément continue sur toute partie bornée Y
de R" et les f € A &tant bornées, pour toute famille finie ordonnée

HCA, vy a son image bornée dans R" ; alors BoY, € ”?I(X.OA) = A,

Dans un espace uniforme (X,U) on sait que pour toute partie H appar-
tenant & l'ensemble #(X,u) des parties uniformément &quicontinues et
simplement bornées de % (X,u), l'adhérence simple E® dans IRX est conte-
nue dans % (X,u) et appartient i #(X,u). Si A appartient 3 a(X), les

parties H de %(x,oA) appartenant i ?f(X,oA) sont donc contenues dans A.

Ceci permet de caractériser les é€léments de a(X).

(1.2.12) PROPOSITION. - Soit A un treillis de fonctions sur un ensemble
X, contenant les constantes et séparant les points de X. Alors
les assertions suivantes sont équivalentes :

a) A appartient d a(X) ;
b) toute partie H de A appartenant & ¥H(X,0 A) a son adhérence

simple B® contenue dans A.

Preuwve. - Il suffit de prouver b) => a), autrement dit que A est uni for-
mément fermé et stable par composition avec L. Soit f la limite uniforws
d'une suite (£f) d'éléments de A. La partie H = {fn} appartient a Jf(x.o‘)
=8 . .

et f €EH, donc £ € A. Soient maintenant K = {fl""’fn} une famille

. - n \
finie ordonnée de A, Y CR une partie contenant YK(X) et g € % (Y). Pour

tout entier k = |, posons

() (k)
K(k) {fl seees £ }
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ou f].(_k) = (-k) v (fi A k) (tronquée de fi par k). Alors K(k) est une fa-

mille finie ordonnée de 1'ensemble A des fonctions bornées appartenant
a A, et A°° est un treillis stable par limites uniformes. La fonction
g°YK(k) appartient donc 3 A d'aprés (1.2.11). Si 1'ensemble

H= {hk}k > avec hk = g°YK(k)’ appartient i JP(X,OA) alors oYy €A
car g, Yy € . Or, si s = YK(x) et t = ‘YK(y), on a déja vu que

d(s,t) = dK(x,y). Soit a>0 tel que 6(s,t) <a implique Ig(s)-—g(t)| < g
alors dK(X.Y) <o implique |g°YK(x)—g°YK(y)| < € Si on remarque que
|f§k)(x)—f§k)(y)| <§|fi(x)-fi(y)|, on a pour tout k = 1, dK(x,y)< o

implique lg°YK(k) (x) - g°YK(k) (y)l < g, ce qui montre que H € J(’(X,OA).

Remarque. - Il est clair que dans la condition b) on peut se bornmer

aux parties H dénombrables.

(1.2.13) COROLLAIRE (CSASZAR). - Sous les mémes hypothéses, A appar-
tient d a(X) si et seulement si A contient toute fonction £ limite

simple d'une suite (f) d'élémente de A, telle que {fn}n ap-

EN
partienne d M(X,OA).

(1.2.14) COROLLAIRE (HAGER). - Soit A un treillis vectoriel de fonc-
tions sur un ensemble X, contenant les constantes et stable par
limites uniformes. Pour que A appartienne 4 a(X) il faut et 71
suffit que la condition (F) suivante soit vérifiée :

Pour toute suite (fn) de A telle que H = {fn} € mKX,oA)
(F) et telle que la sutite (Coz(fn)) soit *-finte, la fone-

tion £ = Sup fn est élément de A.
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Preuve. - Il suffit de prouver que la condition (F) implique l'é&galité
A =L(A). Soient H = {fl,...,fn} une famille finie ordonnée de A, g une
fonction de L, telle que BoYy ait un sens, et un réel €>o0. La fonction
identité sur R, notée id, vérifie la propriété suivante : pour tout £>o

il existe une suite de fonctions h_ € % (R), avec {h_} € #R) et
n DneN

(CoZ(hn))n cn

est ¥-fini, telle [id-Sup hn" < eg. Alors :

lgayy = (Sup h ) o goyyl <
n

et par comséquent

Hg,YH - Sup (hn ° 8oYH)“ < e
n

Or h_ o gY, appartient & AT (1.2.11) et Sup(h_ o g,Y,) appartient a A.

Comme € est arbitraire, 8oy appartient 3 A, et A = L(A),

Remarque. — Avec les hypothéses de (1.2.14), il est clair que la coundi-
tion sur la suite (Coz(fn)) peut &tre remplace par une autre; par

. . + ~ 0
exemple : (fn) est une suite croissante de A ou méme de (A )+.

On dira par la suite que (X,A) est une pseudo-dualité uniforme si

A appartient 3 a(X).
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CHAPITRE 2

CERTAINES CLASSES D'ESPACES UNIFORMES

La résolution des problémes posés dans ce travail nécessite l'uti-
i1isation d'espaces uniformes ayant des propriétés particuliéres en ce
qui concerne U (X,u) ou Qym(x,u). Dans la plupart des cas nous aurons
besoin de "théorémes d'approximation" pour les fonctions uniformément
continues. Ces théorémes ont généralement &té &tablis sans le souci
particulier des espaces uniformes, et c'est a posteriori qu'ils sont
utilisables dans notre cadre restreint ; cependant certains d'entre
eux peuvent Etre montrés en travaillant d'abord dans les espaces uni-
formes (§ 2 et 3). Une premi&re utilisation en rapport avec les espaces
uniformes a été faite par J. ISBELL ([27]), qui montre en particulier
que les algébres A de fonctions sur un ensemble X, stables par compo-
sition avec ¥, sont telles que leur adhérence A% dans RX appartient

a a(X) ; il &tudie alors 1l'espace (X,OA).

Dans ce chapitre nous faisons une étude systématique des divers
types d'espaces conduisant 3 des propriétés d'approximation sur les

w -
espaces ¥ (X,u) et ¥ (X,u). Les espaces réguliers (§ 1), les espaces
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de type (Ab)(§ 2), (A) (§ 3) et (C)(§ 6) sont les plus importants.

Les propriétés uniformément locales fournissent un autre groupe

d'espaces uniformes :

1. Les espaces localement fins ([19]) qui permettent de généraliser
certains résultats sur les espaces métriques et le théoréme de
SHIROTA sur la replétion d'un espace topologique complétement

régulier.

2. Les espaces simplement fins ou 8-localement fins ([35]) qui per-
mettent d'obtenir 1'analogue des théorémes de NACHBIN-SHIROTA pour
les espaces complétement réguliers et des théorémes sur les me-

sures ([11]).

A. HAGER a introduit récemment ([21]) les espaces M-fins (ou métri-
quement fins) et étudié leurs propriétés danms [24]. D'autres travaux sur

les espaces M-fins ont été faits par Z. FORLIK ([ 18]) et M.D. RICE ({38]).

Enfin la notion de % -plongement fournit les espaces (UP) (espaces
(RE) de H.H. CORSON et J. ISBELL ([11])),et celle de bornés d'un espace
uniforme ([30]) fournit les espaces (BP) dont tous les bornés sont pré-

compacts ([1], [35]).

On éclaircit les rapports entre ces différents types d'espaces ce
qui donne une classification des espaces uniformes de type (C). On trou-
vera dans les tableaux I et II qui suivent les liaisons é&tablies : les

implications sont indiquées par des fléches (— ) ; les fléches barrées

(A -#— B) indiquent que la classe B ne contient pas la classe A, ce qui
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est généralement obtenu par un contre—exemple. Certains problémes res-
tent posés : un espace localement fin est-il subfin ([19]) ? Un espace

régulier est-il de type (A) ?

Nous étudions plus en détail les espaces de type (A) 3 1l'aide de
plusieurs caractérisations. En particulier ils jouent, par rapport &
l1a structure uniforme de replétion d'un espace métrique, le méme rdle
que les espaces M-fins par rapport & la structure uniforme univer-
selle de ces mémes espaces métriques : toute application uniformément
continue de (X,u) dans un espace métrique M reste uniformément conti-
nue quand on munit M de la structure uniforme faible définie par € (M)

(5 5).

29



Espaces uniformes et espaces de mesures

I M-fins ‘

|

, Ms-flns ‘

TABLEAU 1

Fins

i
——

1

Subfins l

Localement
fins

ya

8-localement >
fins «#

Simplement
fins

O-simplement

fins

type (C) =

//'

00

S -fin
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TABLEAU II

type (A) 44 Simplement

fins

| Réguliers

.

l Ebl

| Type (Ab) l BP

type (C) l . o

-— s -fins
P

TR

Ou est UP

8-localement
fins

Remarque. - Une conséquence des résultats démontrés plus loin est

que tout espace régulier est de type (A).

Preuve. — Soient (X,u) un espace régulier et f une fonction de I (X), la for-

2
wte (5™ = (D

pour tout n 2 | prouve que f2 est dans ¢/ (X). La for-
2 2 2 .
mule (f+g)" = £ + g" + 2f.g prouve alors que U (X) est une R-algébre. Si
= Z(f) et Z, = Z(g) sont deux noyaux disjoints de Z(X,u), la fonction
Z1 2

h = T?+§+ET est dans U (X) et vaut O sur Zl et | sur ZZ‘ Alors (X,u) est de
type (A) (2.3.2.1),
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2.1 LES ESPACES UNIFORMES REGULIERS.

Soit f une fonction réelle définie sur un ensemble X ; on appelle

tronquée de f par l'entier n=> 1, la fonction :
f(n) (x) = Max(-n, Min(f(x),n)).

(2.1.1) PROPOSITION. - Soit A un treillis vectoriel de fonctions sur wn
ensemble X, stable par limites uniformes, et contenant les cong=-
tantes. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) 81 f est une fonction appartenant d A, strictement positive,
aZors'% appartient d A ;
b) une fonction f appartient d A si et seulement si ses tronquées

f(n), n = 1, appartiemnent & A.

Preuve :

a) => b). La condition nécessaire de b) est toujours vérifiée car A esgt
un treillis contenant les constantes. Il suffit de montrer la conditiom
suffisante pour les fonctions positives car f = £ -5 ; de plus f appar-

. . ot - .
tient & A si et seulement si f et f y appartiennent, et (f(n))"'

(f+) (n). Si f est positive la fonction f(n)+ | appartient i A” = U (X,0 )
A
(prop. 1.2.11) et elle est minorée par ! ; son inverse h_= f(“)+| appar-
[ <]
. . : = 1 .
tient donc 8 A . La suite (hn)n > converge uniformément vers T qui

. s 1 . e
appartient & A ; comme Fi7 °©st strictement positive, la condition a)

montre que f+l, et donc f, appartient 3 A.

b) => a). Soit f une fonction strictement positive appartenant 3 A ; sim

et n sont deux entiers non nuls, la fonction Sup(Inf(f,n), %9 appartient
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a A? et son inverse h__ appartient également i A°° (1.2.11). La suite

nm
(hmn)n > converge uniformément sur fm;ers la fonction hm = Inf(%auo
qui appartient donc & A”. or hm = (%9 , donc %-appartient 3 A.

Remarque. - Si dans la proposition précédente on remplace la condition de
o}
treillis par la condition plus faible "A est un anneau', on a seulement :

a) implique la condition suffisante de b).

(2.1.2) THEOREME. - Soit (X,u) un espace wniforme ; les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :
a) toute suite réguliére de.(x,u) est uniformément réguliére (cf.
1.2.3) ;
b) st £ appartient 4@ % (X,u) et est strictement positive, la fonc-
tion %-est uni formément continue ;
c) une fonetion £ est uniformément continue 8t et seulement 8t ses

tronquées f(n) le sont.

On vient de montrer 1'équivalence de b) et c) car #(X,u) posséde

toutes les propriétés requises.

a) => ¢) : 13 encore il suffit de montrer la condition suffisante de c).
On peut supposer f positive et de borne inférieure nulle. Pour tout réel
a>0, la suite c% = {x € X/f(x) < m} est réguliére ; en effet, si m est

un entier supérieur i (n+l)x, la fonction :

Min {Max(f™ (x), no), (a+1)a} - m]

g,(x) = Olt

appartient 3 % (X,u), vaut O sur w et 1 sur X \ W

. La suite (%9

n= 1
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est donc uniformément réguliére et f appartient 3 % (X,u) d'aprés(1.2.6

c) => a) : soit f la fonction de pas | associée, par le lemme (1.2.4),

3 une suite réguliére (wn) S0 De méme, soit g la fonction de pas 1

n =
associée 3 la suite (w__.) ., La condition b) du lemme (.2.4)montre
n+l n} 0
que les tronquées f(m) et g(m) appartiennent 3 % (X,l), donc f et g

appartiennent & % (X,u). L'écart d = df Y} dg appartient 3 U et on a

d(u_, X \ wnﬂ) 2 1, donc (wn)n> o est uniformément régulidre (1.2.5).

(2.1.3) DEFINITION. - On dit qu'un espace wniforme (X,u) est régulienr
g'il vérifie 1'une des trois conditions équivalentes du théoréme

(2.1.2

I1 est clair que les espaces uniformes ne sont pas en général ré&-
guliers. Les propriétés de (2.1.2) seront surtout intéressantes dans 1'&tu-
de des espaces de type (A). Remarquons simplement que si 1l'espace topo-
logique associé est conmnexe, la condition b) de(2.1.2) implique que toute
fonction f uniformément continue telle que Z(f) = @ a son inverse dans

U (X)) .

2.2 LES ESPACES UNIFORMES DE TYPE (Ab).

Rappelons que deux parties S et T d'un espace uniforme (X,u) sont
dites normalement séparées s'il existe une fonction f appartenant a
#(X,u) telle que £(S) = {1} et £(T) = {0} ; on peut d'ailleurs supposer

0<f <1, L'ensemble vide est normalement séparé de toute partie § C X.

(2.2.1) LEMME. - Deux parties S et T de (X,1) sont normalement sépardes

8t et seulement si le recowvrement P = {X\ §,X\ T} est wniforme.
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Si S et T sont normalement séparées par £f € #(X,W) (0 < £ < 1), le

recouvrement {B(df,x,-;-)} est uniforme et c'est un raffinement de 2.
XxX€E X

Réciproquement si £ est un recouvrement uniforme, il existe un écart
d €y tel que {B(d,x,1)} c x soit un raffinement de 2. Alors la fonction
X

f définie par f(x) = d(x,S) A | appartient & #(X,u) et sépare normalement

S et T.

(2.2.2) PROPOSITION. - Les recouvrements de X de la forme 2 = {X\ 8,Xx\ T}
ou S et T sont deux parties normalement séparées défintssent une

sous-base n de la structure wuniforme pu.

Soit 2 = (W un recouvrement uniforme de u. Il existe un

)
kK1 <k<n

écart d appartenant i3 pu tel que le recouvrement {B(d,x,l)}x c X soit un

raffinement de 2. Posons Wk =y B(d,x,-;-), pour les x € X tels que

B(d,x,1) C 4o On a d(Wk.X \ 01‘() >% et W et X\ w, sont normalement

séparés ; alors Wk = {ulk,X \ Wk} est un recouvrement uniforme de pu et

n
N ?k est un raffinement de 2.
k=1

Deux parties S et T sont normalement séparées par une fonction f
appartenant & % (X,u) si et seulement si elles sont contenues dans deux
noyaux disjoints, eux-mémes normalement séparés. Ainsi les recouvrements
appartenant 3 n extraits de Coz(X,u) forment eux aussi une sous-base de
pu. Mais un recouvrement 2 = {wl,wz} extrait de Coz(X,u) n'appartient pas
nécessairement 3 pu. Autrement dit 1l'espace #(X,u) ne sépare pas néces-
sairement les &léments disjoints de Z(X,u). Un exemple est fourni dans R

n n
= z -l-— 3 -—l—- .
par S {k=l " 0> et T {kzl TS| }n > les ensembles S et T
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sont deux fermés, donc deux noyaux, disjoints, qui ne sont pas normalement

séparés.

On dit que % (X,u) sépare Z(X,u) si l'on peut séparer normalement
deux noyaux disjoints quelconques. Cette propriété concerne essentiel-
lement 1'algébre @lm(X,u), car comme on vient de le voir (2.2.2), c'est

une propriété de pu.

(2.2.3) LEMME. - Soit (X,u) un espace uniforme tel que U(X,u) sépare

Z(X,u). Soit ¥ = (Vn) un recouvrement dénombrable de X,

n =1
d'ordre fini ou *-fini, extrait de Coz(X,u). Il existe un recou-

extrait de Z(X,U) et un recouvrement (Wn)

vrement (Zn)n >

nl

extrait de Coz(X,u) tels que w CZ CV_ pour tout n 21,

On fait une démonstration par récurrence classique : soient

31 = X\ vl et A] =X\ ( U Vn) ; ce sont deux noyaux disjoints et il
n>1
existe f €UX,u) telle que f(Al) = {0} et f(B]) = {1}. On pose

W, = T ([0,1/3[) et z

Wl et les Vn’ n > 1, forment un recouvrement de X. Si wn-l et zn—l sont

construits, on pose de meme Bn =X\ Vn et An =X\ (u Wk U U Vk)
k<n k>n

=1
; = £(0,2/3]), et onaa CW Cz CV,, done

et on construit comme précédemment W et Z par une fonction f qui sépare
1 ' s . .
normalement A et B . S5i 1'ensemble {Vn}n > | est fini, il est &vident que

(Wn) est un recouvrement de X ; sinon, on peut toujours supposer que

n=1 ’
les Vn sont deux & deux distincts. Supposons alors que x € X n'appartienne

pasd U W.Pour toutn=>lona x€ U W U U V , donc x€UY
n=1 1 k<n ¥ ion X th.

et il existe un k= n tel que x € an ; ainsl il existe une suite extraite
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w, ) telle que x€ NV

contredisant le fait que (V)
kn'n> ) n=1 e Uy

=1

est d'ordre fini (resp. *~fini).

(2.2.4) DEFINITION. - Une fonection f sur un espace uniforme (X,u) est
dite dénombrablement localement uniformément continue (en abrégé,

DLUC) 8'il existe un recouvrement dénombrable (V) de X,

nz |
extrait de Coz(X,u) tel que f|Vn appartienne d QY(Vn,u|Vn)pour

tout n = 1.

(2.2.5) DEFINITION. - Soit A un ensemble de fonctions bormées sur wn
ensemble X. On dit que A est ume algébre bornée sur X st c'est
une R-algébre telle que :

a) A contient les constantes ;
b) A est stable par limites uniformes ;
e) quelles que soient les fonetions f et g appartenant 4 A, telles

que 2(g) = @ et é-soit bornée, alors é-appartient d A.

Si nous utilisons cette définition pour un espace uniforme (X,u)
- @ . - . - .
et son algébre % (X,u) de fonctions bornées uniformément continues, nous

obtenons un premier théoréme fondamental :

(2.2.6) THEOREME. - Soit (X,u) un espace uniforme ; les assertions sut-

vantes sont équivalentes :
a) U (X,n) sépare Z(X,n) ;

b) tout recouvrement fini de X extrait de Coz(X,u) est un recouvre-

ment de pu ;
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¢) une fonction bornée f sur X appartient d Qym(x,u) 8l et seulement
81, pour tout ouvert Q de R, 1'image réciproque F3N)) appartient

d Coz(X,H) ;

d) pour tout écart d € Y on a (gw(x,ud) C %w(x,u) 3

e) les fonetions DLUC bormées sur (X,u) sont uniformément continues ;
f) %“(x,u) est stable par composition avec l'enserble 9% des
fonetions bornées de 2 (ef. 1.2.2) ;

g) U (X,1) est wre algébre bornée sur X.

Preuve :

a) =>b) : si ¥ = (Vk)l<k<n

Coz(X,u), il existe, d'aprés(2.2.3), un recouvrement (Zk)

est un recouvrement de X extrait de

| <k<n X

trait de Z(X,H) tel que Zk C Vk' Le recouvrement @k = {Vk,X \ Zk}
appartient 3 pu puisque Zk et X\ Vk sont normalement séparés, et

P. est un raffinement de V.
k=1 K

b) => ¢) : il suffit de montrer la condition suffisante de c). Pour tout
recouvrement uniforme ¥ de R, il existe un recouvrement uniforme ouvert
% de R, fini sur chaque partie bornée de R ; si f est une fonction bornée
vérifiant la condition de c), {-f-]'(W) }W G‘IVeSt un recouvrement fini de X

extrait de Coz(X,u) ; il appartient donc aplU et f € %m(x,u),

c) => d) : dans un espace &cartisable (X,ud), tout ouvert appartient a
: - - -]
Coz(X,ud). Soit alors d un écart appartenant 3 H et £ € € (x.ud) ; pour
=1
tout ouvert 0 de Ron a £ (Q) € Coz(X,ud) C Coz(X,u), et f appartient &

«4%(x,u) d'aprés c).

d) => e) : soit f une fonction DLUC bornée sur (X,u), relativement au
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recouvrement ¥ = (V) s soit (f)
' n n

une suite dans ¥ (X,u) telle
Z 0

n=0
4
que Vn = Coz(fn). Pour tout entier n, il existe un écart dn de y tel que

fane %w(vn,ud |Vn). Soit alors d un écart de u qui domine 1'ensemble
n
des écarts cln et df ;3 la fonction f appartient clairement a %w(x,ud)

qui est contenu dans %“(x,u) d'aprés d).

eyr-> f) : soient H = (fl""’fn) une famille finie ordonnée dans %m(x,u),
Q un ouvert de R” contenant YH(X) et g € ‘6’00(9) . I1 existe un recouvrement

z - \ya . s @
ouvert dénombrable W (wn)n >0 de Q tel que g,kn appartienne a ¥ (Wn).

1 .
Alors (‘YH(Wn))n est un recouvrement extrait de Coz(X,u) et oYy est

=0

-

DLUC relativement & ce recouvrement.

£) => g) : il suffit de vérifier que ée %m(x,u) si Z(g) =@ et h = é-

est bornée ; posons Yg = [f,g] et soit Q un ouvert relativement compact
de R tel que h(X) CQ ; 1'image réciproque de Q par 1'application continue
g o (xy) -;—: de R¥R" dans R est un ouvert Q' de RXR" donc de R2 tel
que Y,(X) CQ'. En définitive, $|Q' € €7 (Q") et VoY, = h appartient 3

& (X, .

g) => a) : soient Z(f) et Z(g) deux noyaux disjoints de X ; alors
| £]
|£] + el

d'aprés la condition c) des algébres bornées.

sépare normalement Z(f) et Z(g) et appartient 3 " (X,u)

(2.2.7) DEFINITION. - On appelle espace uniforme de type (Ab) tout es-

pace uniforme (X,u) vérifiant les conditions équivalentes du

théoréme (2.2.6),
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En appliquant le théoréme (2.2.6) &3 une pseudo~dualité (X,A) ol A est
une algébre bornée sur X on retrouve certains résultats d'approximatiom

et particuliérement :

(2.2.8) PROPOSITION (MROWKA, [32], 2.2). - Soit A un ensemble de fone-
tions bormées sur X, stable par limites uniformes, contenant les
congtantes. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) A est une algébre bornée sur X ;

b) A est stable par composition avec 27 3

e) A est stable par composition quec les fonctions bornées comti-
nues sur les ouverts de Rz.

L'une quelconque des trois conditioms a), b) ou c) implique que

(X,A) est une pseudo-dualité uniforme et on peut appliquer(2.2.6)a (X,0,)
A -

(2.2.9) PROPOSITION (MROWKA, [32], 2.9). - Soit A une algébre bormée gun
X. Alors pour toute fonction bornée f sur X les assertions sui-
vantes sont équivalentes :
al £f €A ;

b) 8% a<B sont deux nombres réels, il existe une fonction gE€EA

telle que :

g (J=a1)) N g [B+=D) = g A-=a1)) N g ((B,%d)) = ¢ ;

e) pour tout nombre réel a, on a 'fl Q=0 ]) € 2(A) et

T da ,+9[) € Z(a).
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Preuve :
a) => b) : L'espace uniforme (X,GA) est de type (Ab) et par comséquent

A= QY(X,GA) sépare normalement Z(A), ce qui donne en particulier b).

b) => c¢) : En tenant compte du fait que Z(A) est stable par intersec-
tion dénombrable, on voit que b) implique f-l(]“”,(ﬂ) € Z(A) et

£ (B, 4 ) € z(a).

¢) = a) : La condition ¢) implique f-l(I) € Coz(A) pour tout inter-
valle ouvert I de R et par suite f_l(w) € Coz(A) pour tout ouvert

de R ; alors f appartient 3 A = QV(X,GA).

Remarque. - Dans 1l'article [32] MROWKA n'exige pas que A contienne les

constantes.

(2.2.10) PROPOSITION. - Sott T un espace de LindelSf (compléterent régu-
lier) ; le seul élément A = A de a(T) pour lequel O est conmpatitle

avec la topologie de T et tel que A sépare Z(T,OA) est € (T).

Preuve. - Soit W un conoyau de fonction continue sur T ; W est un FO et
par conséquent, muni de la topologie induite, est un espace de Lindelof ;
1'espace W est alors réunion dénombrable de conoyaux appartenant 3

Coz(A), et comme A est une algébre bornée sur T, toute fonction continue

et bornée f appartient 3 A (2.2.6.¢).

(2.2.11) COROLLAIRE. - Soit (M,d) un espace métrique 8éparable ; il exis-

te un seul élément A de a(M) tel que A = A°°, et tel cue N sott
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compatible avee la topologie de M et A sépare normalement les fer—~

még de M : c'est €°(M).

2.3 LES ESPACES UNIFORMES DE TYPE (A).

(2.3.1) DEFINITION. - Soit A un ensemble de fonctions sur un ensemble
X ; on dit que A est une algébre sur X st :
a) A contient les constantes ;
b) A est une R-glgébre pour les opératione habituelles de &% 3
e) A est stable par limites uniformes ;
d) A est stable par inverse ; t.e. st £ € A et Z(f) = P, alors
1

?-E A.

Comme pour les algébres bornZes on obtient un certain nombre de pro-

priétés équivalentes au fait, pour #(X,u), d'@tre une algébre sur X :

(2.3.2) THEOREME. - Sott (X,u) un espace uniforme ; les assertions sui-
vantes sont équivalentes :
a) U (X,u) est une algébre sur X ;
b) (X,u) est un espace uniforme régulier de type (Ab) ;
b') (X,u) est un espace uniforme régulier tel que % (X,u) sépare
Z(X,u) ;
e) une fonetion f sur X appartient @ U (X,u) si et seulement 8T,
pour tout ouvert Q de R, on a ?l () € Coz(X,u) ;
d) pour tout écart d € u, on a %(X.ud) C U X, ;

e) st (£)_ est une suite de U (X,1) et 87 g € €(Q), on Q

=0
N
est un ouwvert de R contenant IIf (X), alors h : x r— g((fn(x))

42



Espaces uniformes et espaces de mesures

est une fonction uniformément contnue 3
f) A (X,u) est stable par composition avec 2 ;

g) les fonctions DLUC sur (X,W) sont wriformément continues.

Preuve :

a) => b) : la stabilité par inverse implique la stabilité par inverse po-
sitif et (X,u) est régulier (2.1.3) ; d'autre part si g€ "th(x,u) et
2(g) =9, alorsé €U (X,u) ; si de plus f € U (X,0) et-z— est bornée

e‘lfo(x,u).

£ 1
alors-g—=f><-§

b) <> b') : Evident.

b) => c) : soit f une fonction telle que fl (1) € Coz(X,u) pour tout
ouvert Q de R. L'examen des différentes positions relatives des inter-

valles [-n,n], ol n est un entier supérieur 3 1, avec un ouvert { de R,

(n)-1

montre que dans tous les cas f

(n)

() est un conoyau de (X,H) et donc
. [ o]
que £ appartient 3 U (X,u) pour tout n =1 (2.2.6) ; d'aprés(2.1.2),

£ € UFE,W.

¢) => d) : méme démonstration que dans la preuve de (2.2.6)

d) => e) : soit d un &cart appartenant i p dominant tous les df ; alors

h appartient 3 € (X,ud) C UX,p).

e) => f) : si H= (fl""'fn) est une famille finie ordonnée de

QL (X,u) on peut considérer la suite stationnaire (gk) S définie par
t
. . . n
g - fk 8i 1 <k <n, et g = fn si k > n. Si flest un ouvert de R conte-
N\ {0,1,...,n}

nant YH(X), 1'ouvert Q' = QR contient Hgk(X). Soit
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g€ € @) ; on pose g'((tk)g"> 1) = g(t],...,tn) pour toute suite

(t), 5 de @' ;5 alors goy(x) = g'((g (x)) et goyy appartient a U(X,n).

L'implication f) => a) est triviale.

b) => g) : en effet les tronquées d'une fonction DLUC sont également

DLUC donc appartiennent 3 U™ (X,1) (2.2.6).

g) => b) : l'espace (X,u) est de type (Ab) (2.2.6) ; d'autre part si les
tronquées f(n) de f appartiennent 3 Ql,oo(x,u), f est &videmment DLUC, donc

(X,u) est régulier si g) est vérifiée.

(2.3.3) DEFINITION. - On dit qu'un espace uniforme (X,u) est de type (A)

8'il vérifie les propriétés équivalentes de (2.3.2)

La propriété b) de(2.3.2) souligne la parenté des espaces uniformes
réguliers et des espaces de type (A). Il ne semble pas que la seule
condition de régularité implique la propriété, pour un espace uniforme
d'étre de type (A), bien que nous n'ayons pu construire un contre-

exemple.

Remarque. - La stabilité par composition avec les applications continues
sur les ouverts de IR2 est équivalente & la stabilité par compositionm avec
2. D'autre part un espace régulier tel que U (X,p) soit une R-algebre

est de type (A).

(2.3.4) PROPOSITION. —~ Soit A une algébre sur un ensemble X ; alors

‘U(x,cA) = A et 87 A sépare les points, on a A € q(X).
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C'est une conséquence immédiate de (1.2.10).

Comme dans le cas des algébres bornées, le théoréme (2.3.2) permet

de retrouver certains résultats d'approximation de S. MROWKA :

(2.3.5) PROPOSITION (MROWKA, [32], 3.5). - Soit A un ensemble de fone-
tions sur un ensemble X, contenant les constantes, stable par li-
mites uniformes. Les assertions suivantes sont équivalentes :
a) A est une algébre sur X ;

b) A est stable par composition avec 2 ;

e) A est stable par composition avec les fonctions comtinues sur
2

les ouverts de R”.
L'une quelconque des trois conditions a), b) ou ¢) implique 1'éga-
1lité QI(X,CA) = A (voir remarque ci-dessus) et les &quivalences résultent

encore de(2.3.2).

(2.3.6) PROPOSITION (MROWKA, [32], 3.3). - Soit A une algébre sur un
engemble X. Pour wune fonction f sur X les propriétés suivantes
gont équivalentes :
a) £f€A;
b) st a et B sont dewx réels, a<B, il existe une fonction g € A tel-

le que :

(' (1==,a1)) N g@F (8, +[)) = g (J=oix 1)) N g(F ([8,4=[)) = ¢

e) pour tout nombre réel o, on a ?4(]~»;x]) € 2(A) et

T h,+d) € z(a).
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2.4 ESPACES UNIFORMES DE TYPE (A) ET DE TYPE (Ab) ASSOCIES.

A tout espace uniforme (X,u) on associe un espace uniforme (X,au)
(resp. (X,a 1)) de type (A) (resp. de type (Ab)). On définit ainsi une
coréflection de la catégorie des espaces uniformes (séparés) dans celle

des espaces de type (A) (resp. de type (Ab)).

(2.4.1) LEMME. - Soit (X,u) un espace uniforme. On considére

W= (W)

2.0 un recouvrement dénombrable de X extrait de Coz(X,u)

et ¥ un recouvrement uniforme de (X,n) ; il existe un raffinement
wntforme U = (UA))\ c1 de ¥ tel que pour toute partie K C NXL on

att :

v W N UJ\ € Coz(X,u)
(n,A) €K
Preuve. - On prend pour U un raffinement de ¥ de la forme

(B(d,x,1) X’ old d est un écart appartenant 3 U ; soit K une partie de
X €

N xX : on note K' la projection de K sur N, et K(n) la coupe de K suivant

n € K'. La réunion Wy = V) B(d,x,1) est un ouvert de (X,u,) done
X € K(n) d
un élément de Coz(X,u). Alors U Wn NBd,x,1) = U W AW
(n,x) €K n € X' n n

appartient & Coz(X,u).

(2.4.2) THEOREME. - Sotent (X,u) un espace uniforme et A l'ensemble des

fonctions £ sur X pour lesquelles 7! () € Coz(X,u) pour tout ouvert

R de R. Alors U (X,uv 0,) = A et U (X,u v 0 =) = 2”

Preuve. - A est évidemment contenu dans U (X,u v cA). Réciproquement:, &tant

donnés une fonction f € U (X,u v OA) et un ouvert  de R, pour tout entijer
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k 2 1 il existe un recouvrement uniforme ¥ = (Vi)i €1 extrait de
Coz(X,Uu) et un recouvrement ¥ = (W )n >0 extrait de Coz(X,u) tels que
f varie au plus de %- sur chaque élément de ¥ 4 W. Soit Uk la réunion
des Vi n Wn tels que f(Vi o Wn) C ; c'est un conoyau de (X,u) d'aprés
le lemme et ?4(9) = . E : U, appartient & Coz(X,u) donc f appartient a A.

-~ [o o] [ o]
On montre de la méme fagon que A = U (X,u v O ).

(2.4.3) COROLLAIRE. - La structure \u v N est la moins fine structure

wuniforme de type (A) plus fine que \u.

Remarquons d'abord que Coz(X,u v CA) = Coz(X,u) ; par suite 1'espace
(X,u v 0,) est de type (A) d'apr&s(2.3.2.9. Si v est une structure de
type (A) plus fine que p, l'espace U (X,v) contient A et v est plus

fine que Oy» ce qui suffit.

(2.4.4) COROLLAIRE. - Lag structure u v O _ est la moins fine structure

S

wniforme de type (Ab) plus fine que \W.

C'est la méme démonstration que ci-dessus en utilisant (2.2.6.¢).

Il est évident qu'une intersection d'algébres sur un ensemble X
est une algébre sur X. Si (X,u) est un espace uniforme, ¥ (X,u) est
une algébre sur X et l'intersection des algébres sur X contenant 4 (X,u)
est contenue dans ¥ (X,u) ; c'est 1'algébre sur X engendrée par 4 (X,u)

L ™ 4
qu'on note U (X,u). Le méme raisonnement tient pour les algébres bornées

sur X et € “(X,0).
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(2.4.5) COROLLAIRE. - L'algébre A est l'algélre sur X engendrée par
U (X,u) et l'algébre A~ est l'algébre bornée sur X engendrée par
U X,

Si B est une algébre sur X contenant % (X,u), la structure UB est

plus fine que ou donc Coz(X,u) C Coz(X,GB) et A C B.

En liaison avec la régularité, désignons par B l'ensemble des

fonctions f € Rx dont les tronquées f(n) appartiennent a un ensemble B.

Alors :

(2.4.6) PROPOSITION (MROWKA). - Soit X un ensemble. Alore :
a) les algébres sur X sont les B des algébres bornées B sur X ;

b) les algebres bornées sur X sont les A" des algébres A sur X.

La démonstration est immédiate en ayant recours aux différents

théorémes sur les espaces uniformes :(2.1.2), (2.3.6), et (2.4.5),

(2.4.7) COROLLAIRE. - Soit (X,u) un espace uniforme de type (Ab). Alore

pour toute structure uniforme v teZZe'que sz(x,v) = sz(x,u), on a

S ——

UXWV) C UEW) = UEK, U v oA)

On note désormais au (resp. a p) la structure uniforme u v g, (resp.
0
TR °A°°)' Les espaces (X,au) et (X,a H) en abrégé (aX et a°°X) sont reg-
pectivement les espaces de type (A) et de type (Ab) associés 3 1'espace

uniforme (X,u).
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(2.4.8) THEOREME. - Soit f wune application uniformément contirue de (X,u)
dans (Y,v). Alors f est uniformément contirue de (X,au) dans

(Y,av) et de (X,a 1) dans (Y,a V).

Preuve. - Posons A = 9 (X,u) et B = % (Y,v). Soit g € B : pour tout ou-
vert  de R, on a -g-l (Q) € Coz(Y,v), donc 7! (E] (Q)) € Coz(X,u). Ainsi
gof appartient 3 A et comme Og est une structure initiale, f est uni-
formément continue de (X,OA) dans (Y,OB), et donc de (X,qu) dans (Y,OB).

Comme d'autre part elle est uniformément continue de (X,qu) dans (Y,v),

- [ -~ - . o« w
le résultat est acquis. On fera la méme démonstration pour g X et ¢ Y.

(2.4.9) COROLLAIRE. - Le foncteur X —» aX (resp. X —s c X) de la caté-
gorie U des espaces uniformes séparés dans la catégorie U des
espaces de type (A) (resp. “Usfb des espaces de type (Ab)) est

wne coréflection ; i.e. pour tout espace wniforme (X,u) de type

(A) (resp. (Ab)), on a :
AU (X,Y) = U (X,a¥) (resp. U (X,Y) = U (X,a Y)).

Cela résulte immédiatement de (2.4.8)et du fait que, si (X,u) est

de type (A) (resp. (Ab)), on a aX = X (resp. X = X).

2.5 LES ESPACES UNIFORMES METRIQUEMENT FINS (M-FINS).

Les raisons de notre intérét pour les espaces M-fins dé&ja bien étu-
diés dans les travaux de A. HAGER, Z. FROLIK et M.D. RICE sont triples :
d'une part un résultat de M.D. RICE sur le §-complété d'un espace uni-

P

forme et les espaces M-fins, avait été &tabli indépendamment par nous
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pour les espaces de type (A), plus généraux ; il convenait donc de pré-
ciser les liens qui unissent ces deux types d'espaces, liens qui onmt
déja été esquissés par A. HAGER ([2@ » § 6). D'autre part les espaces
M-fins apparaissent dans la ré&solution du probléme de Mackey pour les
espaces uniformes (cf. Ch. 3). Enfin, une propriété des espaces de

type (A) permet de les définir dans les mémes termes que les espaces
M-fins au moyen des espaces métriques. C'est ce que nous allons &ta~

blir maintenant.

Rappelons que pour toute structure uniforme U on désigne par 6y
la structure uniforme universelle associée & la topologie de U, et on
pose vy = 06u ; la structure vy est parfois appelée structure de re-
plétion. De méme Bu = pbu désigne la structure uniforme liée au.

v
compactifié de Stone-Cech.

(2.5.1) PROPOSITION. = Soit (X,u) un espace uniforme métrisable ;

alors la structure au (resp. a W) est plus fine que Vu (resp.pn).

En effet, tout ouvert de (X,u) appartient a Coz(X,u) donc € (X)

est 1'algébre sur X associée i % (X,u).

(2.5.2) PROPOSITION. - Un espace untforme (X,u) est de type (A) si et
seulement ei toute fonction uniformément continue de (X,u) dans
un espace métrisable (M,d) reste uniformément continue quand on

mmnit M de la structure Ly,

Preuve. - Si (X,u) est de type (A) et f € Y (X,M), alors f € U (aX,aM)

et comme aud est plus fine que VHy la condition nécessaire est acquisge.
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Réciproquement, soit H = { f,g,h } € Y(X) ; on désigne par (i,ﬁH) 1'espace
métrisable associé 3 1'espace écartisable (X;JH). On sait que la surjec-
tion canonique p : X~ i établit une bijection entre ‘6().() et € (X) car
toute fonction continue sur (XJJH) se factorise 3 travers p. Soit alors
j= poidx qui est uniformément continue de (X,u) dans (i,ﬁH), donc de

(X,u) dans ()'(,uﬁH). Comme Exée € ()'{,ﬁH) = ‘Ll().(,\)ﬁﬁ). on a

fxg = (£8) o j €9 (X,u) ; de plus si Z(h) = @, alors z(h) = @ et

3 € Rl = Ukul et =5 o j€ UM,

Sl —

1
h

Ceci nous améne naturellement & la définition de A. HAGER [21].
Précisons au préalable qu'un espace uniforme est séparable si on a
el = u. Un espace écartisable est séparable si et seulement si 1'espace
topologique sous-jacent est séparable. Ainsi, si (X,ud) est séparable,

il en est de méme de (x,ed), autrement dit pour cet espace eed = ed.

(2.5.3) DEFINITION (A. HAGER, [21]). - On dit qu'un espace wniforme (X,u)
est métriquement fin (ou M-fin) (resp. Ms-fin) st tcute fonction
uniformément continue de (X,u) dans un espace métricue (resp.
métrique séparable) (M,d) reste wniformémert continue quand on

mmnit M de la structure uniforme universelle 04

Les auteurs déja cités ont démontré que la sous-catégorie UM des
espaces M-fins est coréflective dans 4/ ; autrement dit il existe un
foncteur m de YU dans ‘UM qui vérifie pour tout espace M-fin (X,u) et

tout espace (Y,v) :

</ X,Y) = U X,mY).
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Ce foncteur m est obtenu au moyen de la moins fine structure uni-
forme M-fine mu plus fine que u. Nous aurons l'occasion de revenir sur

cette construction.

On obtient le méme résultat pour la catégorie %.#s des espaces M -
3

fins et on note mg le foncteur correspondant ([24], [ 38]).

Comme on rencontre naturellement des espaces écartisables non s&-
parés, il convient, pour éviter des démonstrations analogues 3 celle
de (2.5.2), de préciser une fois pour toute la comstruction et les pro-
priétés de la structure uniforme universelle ou de la structure de

"replétion" associées & un espace é&cartisable.

Soit (X,d) un espace &écartisable ; l'espace séparé associé (i,a)
est obtenu par passage au quotient par la relation d'équivalence
x vy <> d(x,y) = O. Désignons comme précédemment par p la surjectiom
canonique de X dans X. Soit § un &cart continu sur 1'espace topologique
(X,d) ; comme x> §(x,y) est continue pour tout y € X, on a
§(x,y) = 6(x',y) dé&s que d(x,x') = O et en choisissant y = x, on a
§(x,x") = 0. Ainsi § définit un écart continu § sur (i,é). La structure
uniforme universelle sur (X,d) &tant définie par tous les é&carts conti-
nus sur (X,d) on voit qu'elle se déduit de la structure uniforme unj-

verselle de (i,&) de la fagon suivante :

(2.5.4) LEMME. - Sotent (X,d) un espace uniforme écartisable, ed sa

structure uniforme universelle, (X,d) son espace séparé assocté,
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et 63 la structure uniforme wuniverselle de celui-ci ; alors Sd

est la structure initiale associde d p : X + X et 83.

En effet, si £ : (Y,u) > X est une application telle que pof soit
uniformément continue de (Y,u) dans (i,eé), et si § est un écart conti-

nu sur (X,d), il existe un écart § continu sur (i,&) tel que

§ = so(PXP) et par suite §o (fxf) = So (pxp) o fxf = § o (pofxpof) est

un écart appartenant 3 U, ce qui suffit.

De la méme fagon :

(2.5.5) LEMME. - Soient (X,d) un espace wniforme écartisatle, U, sa

d
structure uniforme de replétiom, (X,d) son espace séparé asso-
cié, et vg la structure uniforme de repléticn de celui-cti ; clors

Yy est la structure initiale associde ¢ p : X > X et vy

»
Ceci résulte immédiatement du fait que si f € € (X,d) on a df = df-

®
avec fop = f.

Compte tenu de ces lemmes, les caractérisations des espaces de

type (A), des espaces M-fins et des espaces Ms-fins pourront se faire

au moyen des espaces écartisables :

(2.5.6) PROPOSITION. - Soit (X,u) un espace uniforme.

a) C'est un espace de type (A) si et seulement si tcute fonetion
unt formément continue de (X,u) dans un espace écartisable (M,d)

reste uniformément continue pour la structure v, sur M.

d
b) C'est un espace M-fin (resp. Mé—fin) st et seulerment 81 toute
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fonetion £ uniformément continue de (X,U) dans un espace écartisable
(resp. et eéparable) (M,d) reste uniformément continue powur la

structure ed sur M.

Ceci va nous permettre de construire les coréflections mX, msx et

aX par des procédés analogues.

(2.5.7) LEMME. - Soit (M,d) un espace écartisable. Ona Y 0 = gb_.
-_— e d
pE eud

Soit § un &cart de b ;. Alors 6 est défini par une suite ¥°, n> o,
de recouvrements ouverts dénombrables de M. Il existe un &cart ¢ de ‘ed
pour lequel chaque ¥ " est un recouvrement uniforme de (M) et & appar—

tient a esp = ep. Alors e®, C U 6 . L'inclusion inverse est &vidente.
PE en
d

(2.5.8) PROPOSITION. - Soit (M,d) un espace wniforme écartisable. Om a :

-

msud =Uy v eed.

Preuve. — En utilisant le lemme précédent il est facile de vérifier que
my est plus fine que LI eBd. I1 suffit alors de montrer que My \,.ed
est une structure Ms-fine. Soit f une fonction uniformément continue de
(M,ud v eed) dans un espace &cartisable séparable (M',d'). On a wvu que
ed, est séparable, donc f est uniformément continue de M, muni de la
structure ee(ud v eed) = 8, dans M' muni de la structure eed, = ed"

et tout est dit.

(2.5.9) PROPOSITION. - Un espace uniforme (X,u) est M ~fin sl et seule-

ment 8t toute fonction uniformément continue f de (X,u) dans wn
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espace écartisable (M,d) est uniformément continue de (X,u) dans
(M,eed).

Preuve. — La condition suffisante est évidente. Par ailleurs, si (X,u)
est Ms-fin, toute fonction uniformément continue de (X,u) dans (M,d)

le reste de (X,u) dans (M,msud), donc a fortiori, d'aprés (2.5.8),

dans (M.eed) .

(2.5.10) PROPOSITION. - Soit (X,u) un espace uniforme ; alors les trois

ensembles d'écarts sur X ¢+ U Bd, U (ud v eed) et
deyu d€y

U (u q VvV d) sont trois structures uniformes sur X.
deEy

Preuve. - Montrons-le pour le second de ces ensembles : soit p un écart

dominé par U (ud v eed) ; pour tout k & 1 il existe un écart dk de u
deu

tel que l'entourage B(p,lo appartienne i la structure Uy Vv eed . Soit
k k

d un écart de p dominant tous les d, 3 1'écart  appartient alors a

Mg ¥ eed, ce qui montre le résultat. La démonstration est identique

dans les deux autres cas.
Remarque. — On vérifie aisément que e( U (ud v eed)) = U eed.
deu deyu

(2.5.11) THEOREME. - Pour tout espace uniforme (X,u) on a :

a) mi= U 64 s

deyu
‘b)mu= U (u. v eb,) ;
s d ey d a7 »°
e) au= U (u,vv).
dey 4 d
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Preuve. - Le raisonnement se fait simplement en utilisant les foncteurs
6, €6 et V. Donnons un exemple : soit f une fonction uniformément comti-
nue de (X, U (ud v Ud)) dans un espace &cartisable (M,d') ; 1'&cart
d'o (£Xx£f) agpfr‘tlient a v (ud v Ud) et il existe d € u tel que

f: (X,ud v Ud) + (M,d?)eggit uniformément continue ; il en est de meme
pour les structures U(ud v Ud) = Uy sur X et Ugr sur M, et a fortiori,
f: (X, U (ud v ud)) - (M,ud.) est uniformément continue. Ceci montre
que lesdtf;gs structures précédentes sont respectivement M-fine, Ms-
fine et de type (A). Réciproquement considérons, par exemple, 1'appli-
cation identique de (X,mu) sur (X,u). Par hypothése elle est uniformé-
ment continue, pour tout &cart d € yu, de (X,mu) dans (X,ud), donc dans

(X,ud). Par définition de la borne supérieure, muy est plus fine que

v 0.,
dE€ d

(2.5.12) COROLLAIRE 1. - aqu S m < mi.

(2.5.13) COROLLAIRE 2 :

dEV
b)J?’(X,msu) = . LEJ u;f(x,ud vedy s
e)#(X,au) = U HEu v v,
deyp

(2.5.14) COROLLAIRE 3. - Pour tout espace uniforme (X,u) on q :

‘ur(xoaU) = %(x’mSU) = "u(xymu)-

Preuve. - Si £ €U(X,mu), on a df Ed : ued, et il existe d € H tel que
d; € 6, ; autrement dit f € Qt(x,ed) = €(X,uy) CUX,au). L'sgalits
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est alors conséquence de (2.5.12).

(2.5.15) COROLLAIRE 4. - Soit (X,U) un espace uniforme ; tout recouvre-

ment dénombrable de X extrait de Coz(X,U) est un recouvrement de

m\ et en particulier de mi.

Preuve. - Soient Vn = Coz(fn) les éléments d'un tel recouvrement ; on

peut trouver un &cart d appartenant a4 U qui domine tous les df ; alors
o3

le recouvrement (Vn) est uniforme pour la structure eed, ce qui
n

=0
suffit.

Pour donner toute sa valeur au corollaire (2.5.14) qui exprime

que les espaces M-fins ou Ms-fins sont des espaces de type (A), donnons

1'exemple suivant :

(2.5.16) EXEMPLE. - Soit T un espace compact de dimension infinie, i.e.

pour tout entier k 2 1 il existe un recouvrement ouvert fini

Y, = (Vg) . de T n'admettant aucun raffinement ouvert d'ordre
k 11 €41 < 0,

jnférieur a k. La normalité de T permet de supposer que les VL sont
extraits de Coz(T). Soit X la somme topologique de la suite (Tk)k >0
d'espaces compacts tous &gaux 4 T ; on munit X de la structure uniforme
de replétion. Alors 1'espace uniforme X est un espace de type (A) ;

mais le recouvrement ¥ de X dont les traces sur les espaces Tk sont les
recouvrements VL n'a pas de raffinement d'ordre fini, et n'est pas uni-

forme sur X ; par contre il 1l'est sur msx d'aprés (2.5.15).

2.5.17) EXEMPLE. - Soit (M,d) un espace métrique non séparable ; l'es-
( EXEMPLE ’ p q p :

pace (M,eed v ud) est Ms-fin mais n'est pas M-fin.
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2.6 LES ESPACES UNIFORMES DE TYPE (C).

Un espace‘uniforme de type (A) se caractérise par une propriété
"dénombrablement locale" (th. 2.3.2.g) ; il convient donc de le compa-
rer aux espaces définis par des propriétés "uniformément localesg" déja
étudiés : les espaces localement fins de J. ISBELL ([I]), les espaces
simplement fins ou §-localement fins ([35]). Il se trouve que tous les
espaces mentionnés ci-dessus vérifient la propriété (C) : % (X,u) est
stable par composition avec . Or les sous-algébres A de RX séparant
les points de X et stables par composition avec & sont considérées
par J. ISBELL ([27]) ; 1'étude de 1l'espace (X,0,) y est faite comple-
tement. Il s'avére que l'espace QY(X,OA) = A" n'est pas forcément sta-
ble par composition avec &, et l'on perd ainsi tout renseignement sur
les structures v sur X telles que % (X,v) = A", autres que la struc-
ture faible. Nous appellerons donc espaces uniformes de type (C) tout
espace uniforme (X,u) tel que % (X,u) soit stable par composition

avec <.

On va voir que ces espaces se caractérisent par une propriété
uniformément locale. Nous allons rappeler quelques définitions sur ce

2o

type de propriétés.

(2.6.1) DEFINITION. - Sott (X,u) un espace uniforme.
a) Un recouvrement ¥ = (Vi)i c1 de X est dit uniformément lo-
calement uniforme (en abrégé ULU) &'il existe un recouvrement

tel que la trace de ¥ sur chaque W

uniforme W = (wk)x c N

L
soit wniforme pour la structure u|W,.
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b) Une fonection f est dite wuniformément localement uniformément
continue (resp. et bornée) s'il existe un recouvrement wuniforme
W = (WX)A L tel que f‘WA € Q[(Wk,ulwx) (resp.
flwx eu”(wx,ulwk)) pour tout A € L, On dira en abrégé que £
est ULUC (resp. ULUCB).

e) Une partie B de U (X,u) est dite wniformément localement wni-—
formément équicontinue (en abrégé ULUE) g'il existe um recouvre-
ment uniforme W = (WA))\ €1 tel que H[W, € (v yul W) pour

tout A € L.

Si tous les recouvrements ULU sont uniformes l'espace (X,u) est
localement fin ([1]). Si les fonctions ULUC sont uniformément conti-
nues l'espace (X,u) est simplement fin ; si les parties dénombrables
ULUE sont uniformément &quicontinues 1'espace (X,u) est 6-localement
fin (135] ). Enfin si les fonctions ULUCB sont uniformément continues

1'espace (X,u) est dit Sm-fin.

Nous donnons d'abord un résultat caractérisant les espaces de

type (C) ; démontré par R. PUPIER il n'a pas été publié.

(2.6.2) PROPOSITION. - Soit (X,u) un espace wuniforme ; les propriétés

sutvantes sont équivalentes :
a) (X,u) est un espace de type (C) ;

b) (X,0u) est un espace Salfin.

Preuve. — Soit f une fonction ULUCB sur (X,0u). Il existe un recouvre-
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ment dénombrable opu-uniforme ¥ = (Wn) (d'ordre k) tel que
0
flwn X (Wn,oulwn), pour tout n € N. Soit (hn)n S une partition umi-

formément équicontinue de l'unité subordonnée au recouvrement W ([1]) :

pour tout n € N, la fonction g, = hn.f appartient 3 Qtw(x,u) et la suite

(gn)n >0 est Cm-:niformément localement finie. D'aprés [1], th. (1.3.9),
la fonction f = Z hn'f appartient a 4 (X,u).

n=0

Réciproquement, pour toutefamille finie H = (fl""’fn) dans
QU(X,u) et tout g € fg(Rn), la fonction goYy est ULUCB pour la strue-

ture Oy, ce qui suffit.

0
Les espaces simplement fins sont S -fins ; d'autre part les espaces
8-localement fins sont simplement fins pour la structure affaiblie

((2.6.6) et (2.6.7)). On a ainsi facilement :

(2.6.3) COROLLAIRE. - Les espaces simplement fins, 6-localement fins,

localement fins sont de type (C).

D'autre part la liaison entre les espaces de type (A) ou les espaces

M-fins (resp. Ms-fins) et les espaces simplement fins est assurée par :

(2.6.4) PROPOSITION. - Les espaces de type (A), et en particulier leg

espaces M-fins et M_-fins sont simplement fins pour la structure

de Shirota assoctée.

Prewve. - En effet toute fonction ULUC sur un espace (X,eu) est DLUC

et le résultat provient de (2.3.2.g).
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(2.6.5) REMARQUE 1. - Un espace uniforme simplement fin ou §-localement
fin n'est pas nécessairement de type (A). Il suffit de considérer

un espace précompact non de type (A).

(2.6.6) REMARQUE 2. - Un espace uniforme simplement fin n'est pas néces-
sairement §-localement fin. Exemple : reprenons l'espace construit
dans l'exemple (2.5.16). L'espace X est un espace faible de type
(A) et il est simplement fin. D'aprés (2.2.3) il existe, pour
chaque entier k, un recouvrement (Zli()l << o, extrait de Z(T)
tel que Z? - V? pour tout i ; considérons des fonctions f:,
continues sur T, telles que f?(z?) = {1} et fi(T \ VE) = {0},
avec 0 < fli( < |. On définit alors les fonctions hli‘ : X+ R de
la fagon suivante : h?(x) =0 sixé¢ Tk et hg(x) = f:(x) + 2k
8l x € Tk’ pour tous kEN et 1 € [l,nd . On obtient ainsi une
partie ULUE dénombrable sur X, car les restrictions 3 chaque Tk
forment une suite stationnaire ; or cette partie n'est pas uni-
formément équicontinue sur X, car la condition

k . » I3 -~
Sup ‘hi(x) - hi(y)l < € implique que x et y appartiennent au méme
i,k

€lément de ¥, et alors ¥ serait un recouvrement uniforme de X,

ce qui n'est pas.

(2.6.7) REMARQUE 3. - Un espace §-localement fin n'est pas nécessaire-
ment simplemené fin. Exemple : soit (X,u) un espace uniforme tel
que U soit stable par intersections dénombrables (P-espace) et

simplement bor-

el
née et non uniformément &quicontinue. On considére l'ensemble

tel que %(X,u) contienne une partie H = (fi)'
i

somme Z des X:.L avec Xi = X pour tout i € I, et 1l'ensemble n des
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recouvrements ¥ = ¥; de Z, ot ¥ = {Xi} sauf pour une

U
ie1l
partie dénombrable de I pour laquelle V} est un recouvrement

uniforme de Xi pour la structure Y. C'est une base d'une struc-
ture uniforme v sur Z et 1l'espace (Z,v) est un P-espace uniforme,

donc toute suite (fn) de % (Z,v) est uniformément équiconti-

n=
nue. Soit £ : Z =+ R la fonction définie par f(x) = fi(x) s8i x € x.

f est une fonction ULUC relativement au recouvrement

V- (xi)i el

terait une partie dénombrable J C I telle que f soit constante sur

et n'est pas uniformément continue ; sinon il exis~

chaque Xi, i¢J, et la famille H serait uniformément continue sur

X puisque X est un P-espace.

(2.6.8) REMARQUE 4. - Un espace uniforme de type (A) n'est pas nécessai-
rement simplement fin. L'espace Z précédent nous fournit un exem—
ple puisque tout P-espace uniforme (X,u) est de type (A) : en
effet, si deux fonctions f et g appartiennent 3 % (X,u), les pro-

. (n) (n) . . .
duits £ ' 'g des tronquées de f et g forment une suite unifor-
mément Equicontinue qui converge simplement vers f g, qui est
donc uniformément continue. D'autre part la condition ¢) de

(2.1.2) montre que (X,u) est régulier, ce qui suffit.

2.7 U-PLONGEMENT ET ESPACES UNIFORMES (UP).

(2.7.1) DEFINITION. - Une partie Y d'un espace wuniforme (X,u) est dite
4l -plongée si toute fonction f appartemant d % (Y,u|Y) est la
restriction d Y d'une fonetion g de U (X,u). Un espace unz forme

(X,u) est dit de type (UP) 81 toute partie Y de X est U -plongée.
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Les espaces (UP) ont &té étudiés par H.H. CORSON et J.R. ISBELL ([11])
gous le nom d'espaces uniformes (RE). Parmi les résultats qui nous inté-

ressent dans cet article, figure :

(2.7.2) PROPOSITION. - Soit (X,u) un espace de type (UP) ; alors tout re-

couvrement dénombrable d'ordre fini de u est wn recouvrement de ou.

Ceci va nous permettre de trouver une nouvelle propriété caracté-
ristique des espaces de type (A). Auparavant vérifions que ceux-ci sont

des espaces (UP)

(2.7.3) PROPOSITION. - Tout espace uniforme de type (A) est un espace
(UP).

Soient Y une partie de X et £ E%(Y,u|Y) ; i1 existe un écart d € v
tel que f € QL(Y,udIY) et f est prolongeable en une fonction

g € € Xy C UK.

Dans [35]'R. PUPIER annongait que tout espace uniforme (X,u) tel
que la structure ey soit simplement fine, est un espace (UP) (th. 2.4).
Ainsi la proposition précédente n'est qu'un cas particulier de ce ré-
gultat, d'apré&s(2.6.3). Cependant la démonstration trés simple qui pré-
céde montre l'intérét d'une preuve indépendante. (Rappelons que la
preuve du ré@sultat général est une adaptation de celle de S. GINSBURG
et J. ISBELL ([19], th. 4.12) qui montre en fait que toute fonction
uniformément continue sur une partie Y d'un espace uniforme quelcon-
que (X,u) peut se prolonger a X en une fonction ULUC pour la structure

eu).
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On déduit de @.7.3)1la caractérisation cherchée des espaces de type

a)

(2.7.4) THEOREME. - Sott (X,u) un espace uniforme. Les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :
al) (X,u) es;t de type (A) ;
b) tout recouvrement dénombrable d'ordre fini de X extrait de

Coz(X,u) est uniforme.

Preuve :
a) => b) : D'aprés (2.5.15), un recouvrement dénombrable de (X,u)
d'ordre fini, extrait de Coz(X,u) appartient & m M donc & Gmsu. Si

(X,u) est de type (A), on a ‘u(x,msu) = U(X,u) et cmsu = Ou, ce qui

suffit.

b) => a) : Sous 1'hypothése b), (X,u) est un espace de type (Ab)
d'aprés (2.2.6.b). D'autre part, soient ¥ un recouvrement ouvert uni-
forme dénombrable, d'ordre fini de R, dont tous les &léments sont bor-
nés, et £f : X > R une fonction telle que les tronquées f(n) appartien-
nent & 4 (X,u). Pour tout VE ¥, il existe un entier n = 1 tel que

?l w) = f(n)-l(V) et (?1 (V))V ¢y~ €st un recouvrement de X, dénombra-
ble, d'ordre fini, extrait de Coz(X,u) ; il est donc uniforme et (X,n)

est régulier.

Pour en terminer avec les propriétés €lémentaires des espaces

(UP), citons :
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(2.7.5) PROPOSITION. - Tout sous—espace d'un espace (UP) est un espace
(UP). De plus si Y est une partie de l'espace wuniforme (X,u) on a :

oulY = ou|Y).

2.8 LES ESPACES UNIFORMES (BP).

Les parties bornées (ou plus simplement les bornés), de l'espace uni-
forme (X,u) sont les parties bornées relativement 3 U(X,u) (cf. 1.1,
p. 6). On sait qu'une partie est bornée dans (X,u) si et seulement si
c'est une partie précompacte pour l'espace (X,0u). Ainsi les bornés
coincident avec les précompacts dans les espaces faibles. Il n'en est

malheureusement pas toujours ainsi.

(2.8.1) DEFINITION. - On appelle espace (BP) tout espace uniforme dans

lequel les parties bornées sont précompactes pour la structure

induite.

L'exemple B, p. 155 de [19]) donne un espace uniforme borné dans lui-

méme et non précompact.

Une partie D d'un espace uniforme (X,U) est dite discréte si u|D
est la structure uniforme discréte sur D. Pour qu'il en soit ainsi, il
faut et il suffit qu'il existe un &cart d € U et un réel a>0 tels que,

pour tous X et y distincts de D, on ait d(x,y) =a.

(2.8.2) PROPOSITION. - Soit (X,u)un espace uniforme. Les propriétés

sutvantes sont équivalentes :
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a) (X,u) est (BP) ;

b) toute suite S = (xn) de points de X, bornée et discréte
n [o]

=

est finie.

Si (X,u) est un espace (BP) toute partie dénombrable bornée est
précompacte ; si elle est discréte, elle est donc finie. Réciproquement,
soit B une partie non précompacte ; elle contient une partie discréte

infinie, donc B n'est pas bornée.
(2.8.3) PROPOSITION. - Tout espace (UP) est un espace (BP).

Soit B une partie infinie dénombrable et discréte d'un espace (up) ;
en écrivant B = {xn}n S 5 la fonction f : X > R définie par f(xn) =n
appartient 3 9 (B) et est prolongeable en une fonction uniformément
continue sur l'espace tout entier, qui n'est pas bornée sur B ; la par-

tie B n'est pas bornée.

Dans cette démonstration la condition (UP) est bien trop forte,
puisqu'il suffit que toute partie discréte dénombrable de 1'espace

soit 9/-plongée. Nous obtenons les corollaires suivants :

(2.8.4) COROLLAIRE 1. - Les espaces de type (A), les espaces locale-

ment fins, les espaces simplement fins sont des espaces (EP).

(2.8.5) COROLLAIRE 2. - Les espaces $-localement fins et S -fins sont

des espaces (BP).
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Dans un espace 6-localement fin les parties dénombrables discrétes
sont U -plongées ([1], cor. 1.2.3). Considérons maintenant une partie
S = {xn}n,>=o infinie d'un espace §m-fin (X,u) ; si S est discréte,
soit d un écart de U et soit & un réel strictement positif tels que

d(xn,xt? =0 si m# n. Considérons des fonctionshn appartenant i

QLw(X,u) telles que Coz(hn) C B(d,xn,alé) et hn(xn) = n., La fonction

o

g= X hn est ULUCB car chaque boule B(d,x,a/4) ne rencontre au plus
k=1

qu'une boule B(d,xnxx/é) ; par suite g est uniformément continue, ce qui

montre que S n'est pas bornée.

Les espaces uniformes (BP) possédent des propriétés de stabilité

remarquables :

(2.8.6) PROPOSITION :
a) Un gous-espace d'un espace (BP) est un espace (EP).
b) Un produit d'espaces (BP) est un espace (EP).

e) Une somme directe wniforme d'espaces (BP) est un espace (BP).

Les deux premiéres assertions sont des propriétés catégoriques
qui pourraient se déduire du fait que la sous-catégorie des espaces
(BP) est réflective dans la cat@gorie des espaces uniformes. On cons-
truirait aisément 1'espace (BP) associé 3 un espace uniforme donné,
en remarquant que la borne supérieure des structures uniformes (BP)
moins fines qu'une structure uniforme y est encore une structure uni-

forme (BP) (n'oublioms pas que Ou est une structure (BP)). Mais les
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démonstrations directes sont assez élémentaires :

a) Soient Y une partie d'un espace uniforme (X,U) de type (BP) et
2 une partie de Y. Si Z est bornée dans (Y,ulY), elle est a for-
tiori bornée dans (X,!) donc uIZ est une structure précompacte ;

mais, par transitivité, on a ulZ = (uIYﬂZ et Z est précompacte

dans (Y,u|Y).

b) Soient (Xi,ui) une famille d'espaces (BP), et (X,u) leur

i€l
produit direct (uniforme) ; soit B un borné de (X,u) : les pro-
jections Bi = pri(B) sont des bornés dans les espaces Xi, car
1'image directe d'un borné par une application uniformément

continue est encore un borné. Ainsi les B. sont des précompacts

dans chacun des Xi et B C IIBi est un précompact dans (X,u).

¢) Soient ((Xi,ui)x €1 une famille d'espaces (BP) et (Y,v) leur
i

somme directe (uniforme). Une partie B de (Y,v) est bornée si

et seulement si B N X, = @, sauf pour une partie finie J de I,

pour laquelle B N xi est borné. Alors B N xi est précompact dans

Xi et B est précompact dans (Y,v).

(2.8.7) REMARQUE 1. - Un espace (BP) n'est pas nécessairement (UP) :
les espaces (BP) sont stables par produit uniforme et les eg-

paces (UP) ne le sont pas ([11]).

(2.8.8) REMARQUE 2. - Un espace uniforme de type (C) n'est pas (BP)
et par conséquent n'est pas nécessairement (UP) : 1la encore om
pourra prendre l'exemple des espaces uniformes bornés dansg eux-

mémes (pseudo-précompacts) non précompacts.

68



Espaces uniformes et espaces de mesures

2.9 STABILITE DES ESPACES DE TYPE (A).

(2.9.1) PROPOSITION. - Sotent (X,u) un espace uniforme de type (A) et Y
wne partie de X. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) Y est de type (A) pour la structure uniforme induite ;

b) Y est normalement séparé par AU (X)de tout noyau Z qui lui est

disjoint.

Supposons (Y,ulY) de type (A) et soit Z = Z(f) un noyau de Z(X,U)
disjoint de Y ; la fonction h = f£|Y appartient 3 U (Y) et elle est in-
versible dans YU (Y) ; son inverse g = %- admet un prolongement k € U (X)

et on a k.£f(Z) = {0} et k.£(Y) = {1}.

Comme Y est %U-plongée dans X, l'espace vectoriel U (Y,u|Y) est
en fait une R-algébre. Il suffit donc de montrer que (Y,p|Y) est un
espace régulier. Soit f une fonction strictement positive appartenant
a U®) : on peuf la prolonger en une fonction g € ¥ (X) et le noyau
Z(g) est disjoint de Y ; il existe donc une fonction h € YU (X) telle
que h(Y) = {0} et h(Z(g)) = {1}, 0 < h < 1. Coonme g peut &tre choisie

i . . . ]
positive, la fonction g+h est inversible dans %U(X) et L | Y=+ .

g+h f

Ceci montre que les espaces de type (A) ne sont généralement pas
stables par les sous-espaces. Cependant tout noyau d'un espace de

type (A) est un espace de type (A) pour la structure induite.

(2.9.2) PROPOSITION. - Un produit d'espacee de type (A) n'est généra-

lement pas un espace de type (A).
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Soit X un espace de Lindelof non pseudocompact ; muni de la structure
universelle, c'est un espace de type (A) ; d'aprés [36], prop. (3.4.8),
(XxX, 0%8) ne contient pas %’w(xxx) et par conséquent n'est pas une al-

gébre sur XxX.
Par contre la coréflection X +—> aX nous fournit :

(2.9.3) PROPOSITION. - Toute somme directe uniforme d'espaces de type

(A) est un espace de type (A).

2.10 APPLICATION AU ¥ -PLONGEMENT.

(2.10.1) PROPOSITION. - Soit Y un sous-espace topologique d'un espace
complétement régulier X. Les propriétés suivantes sont équiva—
lentes :

a) Y est € -plongé dans X ;
b) Y est normalement séparé de tout noyau Z qui iui est disjoint

et les noyaux de l'espace Y sont les traces sur Y des noyaux de X.

Si Y est €-plongé dans X, la structure de replétion de Y est 1la
structure induite par la structure de replétion de X, donc Y est norma-
lement séparé de toutnoyau disjoint de X (2.9.1) ; par ailleurs on a
évidemment la deuxi®me partie de l'assertion b). Réciproquement, si
on munit X de la structure universelle 6, 1'espace uniforme (Y,8|Y) est
de type (A) et comme les conoyaux de l'espace topologique Y sont des

conoyaux pour la structure 8|Y, on a € (Y) CUY,8]Y) et Y est %€ -plongé.
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2.10.2) COROLLAIRE 1. - Soit Y un sous-espace de Lindelof d'un eepace
( P &p

complétement régulier X. Les propriétés suivantes sont équiva-

lentes :
a) Y est € -plongé dans X ;

b) Y est normalement séparé de tout noyau 2 qui lui est disjoint.

(2.10.3) COROLLAIRE 2. - Tout noyau de Lindelgf d'un espace compléte-

ment régulier est € -plongé.

(2.10.4) COROLLAIRE 3. - Tout fermé d'un espace métrique est € -plongé.
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CHAPITRE 3

PROBLEME DE MACKEY DANS LES ESPACES UNIFORMES

INTRODUCTION. - On considére une pseudo-dualité uniforme (X,A) qui

peut €tre la pseudo-dualité (X,W(X)) associée & un espace uniforme
séparé (X,u). Une structure uniforme pu sur X est dite compatible avec

la pseudo-dualité (X,A) si U (X,u) = A ; lorsque QLQ(X,u) = A? on dit
qu'elle est »-compatible avec (X,A). On désigne respectivement par
H(X,A) et me(X,A) (en abrégé X et er) les ensembles de structures
uniformes sur X compatibles, ou ®-compatibles, avec la pseudo-dualité
(X,A). En d'autres termes X (X,A) (resp. .1’“(X,A)) est 1l'ensemble de
structures uniformes sur X qui ont la méme structure affaiblie Ou (resp.
la méme structure précompacte associée GA? = pA). La relation de finesse
" v est plus fine que i, U S V" sur l'ensemble des structures uniformes
sur X induit une relation d'ordre sur X et X . Les deux ensembles
ordonnés Jf'et.x’w sont inductifs (3.1.9) et, en général, ne possédent
pas de plus grand &lément (3.1.8). Toute structure uniforme u sur X
peut se définir, comme on sait, comme structure de J(X,u)-convergence
sur €9 (X,u), et aussi comme structure de Jfakx,u)-convergence sur
itw(x.u) (cf. [7], [36]). Cela nous conduit 3 appeler compactologie

compatible avec la pseudo-dualité (X,A) toute compactologie vectorielle
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N sur A formée de disques simplement compacts, telle que la structure
uniforme “3? sur X de la ) -convergence sur A appartiemne & . L'en-
semble des compactologies sur A compatibles avec la pseudo-dualité (X,A)
sera désigné par I'(X,A) (en abrégé I'). De la méme fagon on considérera
1'ensemble Fm(x,A) des compactologies J¥ sur A" formées de disques
simplement compacts et uniformément bornés de Aw telles que u)( appar-
tienne 3 X . La relation d'inclusion définit sur T et I des relations

d'ordre. Les deux ensembles ordonnés Jf et I' sont liés par les appli-

cations :

h : X+ T, telle que h(u) = HF(X,u)
k : T+ X, telle que k() = u__.
;4

Il est clair que koh est 1'identité de X', mais que hok différe
de l'identité sur I' : il suffit de considérer 1l'ensemble des entiers
naturels N, la compactologie vectorielle J sur RN engendrée par les

parties finies et )¢ # P WN,u _ ).

> 4

Les deux applications h et k sont croissantes et hok est 1'identité

sur les €léments maximaux de I'. On a le méme résultat pour les deux en-

sembles ordonnés H° et 7.

Les m—espaces (resp. les mm-espaces) sont les espaces uniformes
(X,u) pour lesquels X (resp. o) posséde un plus grand &lément, noté

o0
Ty (resp. T H). Les T-espaces (resp. Tm—espaces) sont les m—espaces

(resp. dw-espaces) ol U = TU (resp. U= Tuh).

La classification des espaces uniformes dans le chapitre précédent
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nous permet de dégager certaines classes de mespaces (resp. ﬁn-espacea).

Un espace uniforme (X,u) est dit pg-espace si toute fonction f sur
X est uniformément continue d&s que ses restrictions f|B aux précompacts
B de (X,u) sont uniformément continues ([37]). Un Pg-espace de type (A)
est un m-espace et aussi un ﬁm-espace, tel que Tu = Tmu est la plus
fine structure uniforme Vv sur X compatible avec la précompactologie
naturelle de (X,u). De plus les bornés sont les mémes (&galité uniforme)
pour toutes les structures uniformes de f : ce sont les précompacts de

(X,u).

Pour les divers foncteurs 0, p, e, ..., utilisés dans ce chapitre

on pourra se reporter d l'introduction générale.

3.1 PROBLEME DE MACKEY DANS LES ESPACES UNIFORMES.

On donne tout d'abord une réponse négative au "probléme de Mackey" :
existe-t-il une plus fine structure uniforme compatible (resp. o~compa~-

tible) avec la pseudo-dualité uniforme (X,A) ?

(3.1.1) PROPOSITION. - Soient y et Vv dewr structures uniformes swur wn
ensemble X, ol vV est une structure précompacte. On a alors

puv v) = (pu) v v.

Preuve. — Soit 4 = (Ui)i €1 un recouvrement fini de p(u v V). Il exig-

te un recouvrement ¥ = (vt)t e appartenant & U et un recouvrement fini

W = (Wk) appartenant 3 v, tels que Y A # sgoit un ¥-raffine-

1€k gm
ment de €. Pour tout couple (t,k) on note I(t,k) l'ensemble des indices
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i € 1 tels que Vt n Wk C Ui et J(t,k) l'ensemble des i tels que

st(Vt NW, ¥YaW)C ;. L'ensemble J(t,k) n'est pas vide et

J(t,k) C I(t,k). Pour toute famille finie s de la forme

{(II’JI)’ ver (Im,Jm)}, oi I et J, sont des parties de I telles que
1k D Jk’ on pose Qs =U Vt, ol t est tel que I(t,k) = Ik et

J(t,k) = Jk pour tout k € [1, m}]. Alors 0 = G?s)s est un recouvrement
fini appartenant 3 u et 0 A W est un raffinement de U, ce qui montre

que p(l v V) est moins fine que (pu) v Vv et suffit pour établir la

proposition.

On va maintenant considérer un ensemble déja utilisé dans [18]
comme contre-exemple (ex. B) : X est l'ensemble des suites x = (xn)n >0
de réels dont tous les termes sont nuls sauf un qu plus qui appartient
a [0,1]. On définit sur X la distance d(x,y) = Z ‘xn—ynl. On désigne
par e, la suite (Gnk)n >0 ol Gnk est le symbole de Kronecker, par X,
1'ensemble formé des suites pour lesquelles x, € ]0,1] et de la suite
nulle, par Xk 1l'ensemble des suites pour lesquelles X € Jo,1], k=21.

On considére la somme ensembliste de deux copies de X et dans cette

somme on identifie chaque &lément e, appartenant 3 1'une des copies

avec son homologue dans 1'autre copie. On appelle Xl et X2 les deux

images de X par les injections canoniques de X dans cet ensemble qu'on

notera Y. Si A est une partie quelconque de X on notera ' son image

dans X1 et A2 son image dans Xz. Ainsi, pour x € X, on écrit B(x,a)

pour la boule ouverte de centre x et de rayon a, Bl(xgl) pour son image
1

dans X, BZ(XJI) pour son image dans X2 ; on notera qu'il n'y a géné-

ralement pas d'ambiguité pour un élément x de Y sauf si x = e -
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Soit .@r le recouvrement de Y défini par les boules Bl(x,2_r), pour
l - -~
x # e X € Xl et les ensembles B (ek,2 r) U X.i De méme on désigne par
93; le recouvrement de Y "symétrique" du précédent.

ren (resp. ' ={P}

est une base de recouvrements pour une structure uniforme M, (resp.

(3.1.2) PROPRIETE 1. - L'ensemble m = { Q’r}

uz) sur Y.

. A - 3
gr*-s est un raffinement de 91_ 98 et g’l»r est un *-raffinement
de 97’1,. Ceci se vérifie aisément en remarquant que lorsque x parcourt

la boule B(ek,Z-r) et y la boule B(ek, ,2-r), k #k', on a d(x,y) = 1.

On mote U = U, v pU, et v = (pu]) v V,. Les structures uniformes y

et v sont séparées (ce qui n'était pas le cas de u, et uz).

(3.1.3) PROPRIETE 2. - U “(Y,u) = UZ(Y,v).

On a d'une part, d'aprés (3.1.1), pu = pv, et d'autre part

UC(T,) = UX,pp) = L(L,pv) = L7(T,V).

(3.1.4) PROPRIETE 3. - Tout recouvrement ¥-fini ¥ = (Vi)-

1€1 P te=
nant 4 u eet fint.
Commengons par rappeler le résultat général suivant :
(3.1.5) LEMME. - Soit ¥ = (vi)i g 1 W recowvrement *-fini d'un ensemble

E. S*l existe un sous-recouvrement fini ¥ ' = (V. g
d ¢ 11’31 <k<pgp % %

alors ¥ est un recouvrement fini.
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Preuve. — Chaque Vi rencontre au moins un Vi . Posons alors
k

@) =Min(k / V, NV, ¢0) ;
1 lk

comme ¥ est %*-fini 1'ensemble des indices i tels que Vi N Vi ¥ @ est un

k
ensemble fini de cardinal n ;a fortiori Card(¢ ](k)) < n, et

m
card(l) < X .
k=1

Preuwve de (3.1.4). - Soit rEN et W = (W un recouvrement

)
K1 <k<n
appartenant a PH, tels que 'Qr A W soit un raffinement de ¥ . Il existe

un raffinement 9’; de W et on peut supposer s=r. Désignons par Q: 1'ensem

ble des éléments de 91': contenus dans Wk, qui ne sont pas contenus dans wi,

pour i < k. {Qk} est une partition de #'. Posons
T 1<k < m r

U, " U{w; we Qlt(_} ; 1'ensemble U, est de la forme :

G- U Fe2Hu U e U X))
X € Fk pE Nk
oil (Fk) est une partition de Y\ x! et (N

| <k <m ) <k g m °5F UBe PATT

tition de N (notons que certains Fk ou Nk peuvent &tre vides). On peut

obtenir un raffinement fini Q = (Q en réindexant les F, non vides

P <<t k
par les entiers £, 1 < ¢ < El et les N, non vides par les entiers £,
g,l+l < L €L, avec 2,1 Smet L <2m:

Q= U  B(x,27%) . 1<i<g
xer

Q, = U Bz(ep,z‘r) U x;, 141 <2 <L
P E Nl

Le recouvrement .9’1_ A  est un raffinement de ¥. Soit & fixe,
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L e ]RI,L] ; 11 existe un indice iz de I tel que Ui contienne
2
1 - - .
B (0,2 r) N QL = B](o,2 r) Nn U X;. Par ailleurs, on peut recouvrir
ke N
|

chaque X;, k € N, avec le méme nombre t fini de boules B;, de rayon 2",

telles que Bl N B1(0,2-r) soit non vide, que B! N B;+] # 0 et e

1 ] k

chaque B! n v X; est contenu dans un Vi’ et ¥ &tant *-fini, on
k €N
L

€B

1
t »

- ] -~
peut montrer par récurrence sur t, que U Xk peut etre recouvert par

k € Nl

un nombre fini de Vi' Par suite on peut également recouvrir Xl par un
nombre fini de parties Vi' En ce qui concerne la partie Xz, les él&-
ments de 9% A £ qui nous intéressent sont de la forme

U Bz(x,z") N xi ; un raisonnement analogue montre que X2 peut etre

X € Fh

recouvert par un nombre fini d'éléments de ¥  ; la propriété 3 résulte

alors du lemme (3.1.5).
(3.1.6) PROPRIETE 4. - % (Y,u) = U (Y,v) = € (Y,u).

L3 - - » - m
On a déja montré 1l'égalité U (Y,n) = @Lw(Y,v). Le résultat pré-
cédent montre que toute fonction réelle uniformément continue sur (Y,n)

est bornée.
(3.1.7) PROPRIETE 5. - U (Y,u v V) # U (Y,u v V).

Il est aisé de voir que le recouvrement 9r A 9; qui appartient
- . o s 1 2
a pyv v est un raffinement de la partition (Xk 0] xk)k c de Y ; par
. . . 1
suite la fonction £(x) = k si x € Xk U Xi est uniformément continue et

non bornée.
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On considére maintenant 1'ensemble X des points x = (s,t) de Rz

ot 0<s8<1, 0<t< 1, On définit sur X les deux distances e et &

par les formules :
e(xx')=|s—s'| +|l—l| 'G(xx')=ll-l| +[t-t'|
’ t t'! o s s s! .

On note d la distance e v §, n la structure uniforme PHg vV U, et A

la structure uniforme Hs V PH,.
(3.1.8) PROPOSITION. - U™ (X, nv A) # U (X,n) = U (X,\).

Preuve. - L'égalité U (X,n) = 4 (X,)\) résulte de (3.1.1). Soient
. . 1 1
(xn)n >1 la suite des points X (F’ ;) de X et ¥ = (S,T) le re

couvrement de X oi S = U B(d,x _,4) et T =X\ U B(d,x ,2). Le
n n
n = | n=l
recouvrement ¥ est dans pHg= p(N v A)(évident). Le recouvrement ' 4

n'appartient pas & pA = pn car sinon il existerait W = (W.) .
11 €1<€p

de pug et U = (Uj)l <j<gq de pu_ ol # U est un raffinement

de 7. Il existe 0<a <1, ot (B(G,x,a))x c x st un raffinement de

W et (B(e,x,m))x c x o5t un raffinement de 4. Il existe i, et

j, ol W, NU, contient une sous-suite infinie (x de (x .

Jo 1, Jo ¢ ( nk)k 20 ( “)n

Soit k, un entier tel que L <%— . Pour tout k>k,, le point

Y = ( ! , l—) est &lément ;e B(6,x_ ,a) N B(e,x ,&). La suite
a5 Mk e Me+s

(yk)k>k est donc une suite de S. Or pour tout entier m on a
[

1 .
d[(jli,;li). (uk .]—)] = 5, ce qui fournit la contradiction. Autrement
+5

dit (yk)k>k n'est pas contenue dans S et par conséquent ¥ n'appar-
°
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tient pas & pA =pn = pue vV ps- Alors Qtw(X, nwv ) # le(x,n) = QL“(X'A)_

Conclusion. — Les deux structures uniformes séparées u et v sur Y sont
compatibles avec la pseudo-dualité (Y, (Y,U)) ; leur borne supérieure
HvVv n'est pas compatible. Les deux structures uniformes séparées n et
A sont »-compatibles avec la pseudo-dualité (X, % (X,n)) ; leur borne
supérieureuvin'est pas ©-compatible. Il n'existe donc pas en général
de plus fine structure uniforme compatible [resp. w-compatible] avec

une pseudo-dualité uniforme (X,A).

Cependant les ensembles ordonnés X et X" possédent des &léments

maximaux (d'aprés ZORN) :
(3.1.9) PROPOSITION. - L'ensemble ordonné A (resp. K') est inductif.

Preuve. - Soit (ui)i une famille totalement ordonnée de X °. Soit

€1

Vv la borne supérieure des My Etant donnés une fonction positive f ap-

-~ © - . . .
partenant 3 4 (X,v) et un réel a>o, il existe des indices il""’i
n

de I, des écarts dk € uik et un réel 6>o0, tels que |f(x)—f(y)| < a

das que d(x,y) < 6, ol d = Sup d, . Soit M; une structure de la famille
plus fine que les pik i la suite u ={x€ X/ f(x) <m}, est unifor-
mément régulire dams (X,u;) car d(w, X\ w__,) =6 pour tout neN
(1.2.5). Il existe une fonction g dans A, de pas 2u , vérifiant les
conditions du lemme (1.2.4). Alors Sup |£(x)-g(x)| < 4, et o &tanmt

xeX
arbitraire, f appartient i A.
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(3.1.10) COROLLAIRE. - Soit (X,u) un espace wniforme (séparé) ; il existe
une structure uniforme maximale Vv plus fine que U et telle que
UEN) = UX,u). Il existe également une structure wiiforme N

maximale plus fine que u et telle que A7 (xX,n) = ﬁm(X.u).

. . oo o0
Les liaisons entre )X et I' d'une part, et X et d'autre part,

o0
montrent que I' et I' ont également des éléments maximaux.

3.2 m-ESPACES ET m -ESPACES.

On est amené 3 essayer de caractériser les espaces uniformes (X,u)
pour lesquels l'ensemble Jf'(resp..x’m) posséde un élément maximum. On
00 . .
appellera m-espace (resp. m —espace) un tel espace uniforme. Bien que

nous n'ayons pas réussi 3 les caractériser, nous en décrivons certaines

classes.

Etant donné un espace uniforme (X,u) on désigne par yu (resp. ywu)

la borne supérieure des structures uniformes appartenant 3 J(X,H)

(resp. X'w(X,u)). Soit # (resp. /Im) la réunion des éléments ¥ € T
(resp. H € ).

(3.2.1) PROPOSITION. - Soient (X,A) wne pseudo-dualité wniforme et R
wne partie simplement bormée (resp. uniformément bornée) de A ;
les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) HE M (resp. #*) ;
b) B vérifie la propriété (Y) (resp. (Y)) ¢ UK, My Vv OA) = A

(resp. U (X,uuv GA°°) =A ).
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Preuve. :

a) => b) : il existe # € T contenant H ; on a les relations de finesse :

0A<0A v uH< Ko donc u(x,oA) C UK, My v OA) C U, Hf) = A (néme

argument pour M),

b) => a) résulte clairement de H € # (X, My v OA).

(3.2.2) PROPOSITION. - Soit (X,A) une pseudo-dualité uniforme ; les ag-
sertions suivantes sont équivalentes :
a) X posséde wn plus grand élément Tu ;

b) M est stable par réunion finie.

Preuve :

a) => b) : Soit HE A ; la structure uniforme By v O, appartient a
X ; elle est donc moins fine que TU et H € #(X,TH). Si maintenant
H € #(X,TH), on a U, By v GA) = A donc H € A. Ainsi la condition

a) implique A = H#(X,TH), et cet ensemble est bien entendu stable par

réunion finie.

b) =>a) : soient f € ‘u+(X,Yu) et @ un réel strictement positif ; i}

existe une famille finie (Hl""’Hn) d'éléments de .#, et un réel 8>o,
tels que S;p dak(x,y) <8 implique |£(x)-f(y)| < a. Comme .4 est sta-
ble par réunion finie, posons H = ;JH.k € #A ; alors dH(x,y) < § impli-
que |f(x)-—f(y)| <o ; ainsi la suite w, = {xex/ £(x) < m} est uni-
formément réguliére dans (X, My v OA). Soit g € QU(X, My v oA) = A une
fonction satisfaisant aux conditionms du lemme (1.2.4), de pas 2. On &
xSépx [f(x)—g(x)l < 4o et f € A, car 0. est arbitraire ; en définitive
4 (X,Yu) = A, Comme Yu est plus fine que toute structure appartenant
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3 X, le résultat est acquis.

(-]

On obtient évidemment le méme résultat pour X" et M

Remarque. - La structure uniforme yu (resp. Ymu) sur X est définie par

les écarts dH’ He #A (resp. HE .l(w).

(3.2.3) COROLLAIRE. - Un espace uniforme (X,u) est un m—espace 8t et

seulement si .# est wie compactologie vectorielle sur U(X,u).

Il est clair que . est stable par passage & l'enveloppe disquée

simplement fermée. Le reste est garanti par (3.2.2).

(3.2.4) COROLLAIRE. - Un espace untforme (X,u) est wn mm-espace 8t et

seulement si M est une compactologie vectorielle sur U (X,u).

I1 est généralement difficile de prouver qu'une partie H de A vé-
rifie la propriété (Y) (resp. (Ym)), ce qui réduit l'intérét de ces
propriétés. Cependant elles paraissent plus maniables dans les espaces

uniformes de type (A) ou de type (Ab).

(3.2.5) LEMME. - Soit (X,U) un espace uniforme ; on considére un écart
d sur X tel que, pour toute partie F C X, la fonction
he t x> d(F,x) appartiemne 4@ 4 (X,u), et wne partition de l'unité
(fi)i c1 supposée | ~—wniformément équicontinue ; soit enfin
(8n)n cn ¥° partition de l'unité u-wniformément équicontinue ;

alors pour toute partie K C IXN, on a :
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G = U (coz(fi) N coz(gn)) € Coz(X,u).
(i,n) € K
Preuve. — On sait que Coz(X,M) est stable par réunion dénombrable et

intersection finie. Soit K] = pr'N(K) et K(n) la coupe de K pour n€ Kl'
On peut écrire :

G= U [ v (coz(f,) N coz(g ))]
n€ K, i€ K(n) t n

= U (coz(gn) N U.( : coz(fi)).
i€ K(n

Or . U coz(fi) est un ouvert de (X,ud) donc appartient 3 Coz(x,ud)
i € K(n)

puisque By est écartisable ; enfin Coz(X,ud) C Coz(X,u) d'aprés la con~

dition sur l'acart d. L'ensemble G est donc réunion dénombrable de

conoyaux de (X,u), ce qui suffit.

(3.2.6) PROPOSITION. - Soit (X,u)un espace uniforme de type (A) (resp.
de type (Ab)). Pour toute partie H gimplement bornée (resp. uni-
formément bormnée) de U(X,u), les propriétés suivantes sont équi-
valentes :

a) H vérifie (y) (rvesp. (Y )) ;
b) UK CUEW [(resp. U™ Kup ¢ U “(X,u))] ;
e) pour toute partie F C X, la fonetion hp : x 4 (F,x) appar-

tient & U (X,u) [(resp. u”(x,u))].

- . => = . .
Preuve. - Il est clair que a) b) c). Soit alors f € Y X1, v AR
avec A = 4 (X,u), et soit  un ouvert de R. Pour tout entier k € N' il

existe un recouvrement‘//k = (Vi)i €1 € My et un recouvrement
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w* = )

nnGNec

A tels que f varie au plus de % sur chaque &l&ment

de Vk,\ Wk, Il existe une partition de 1'unité (fi)i €1 qui est uu..
uniformément &quicontinue et subordonnée au recouvrement ‘Vk, et une
partition de 1l'unité (gi‘l)n e qui est GA-uniformément €quicontinue et
subordonnée 3 WX, Considérons la réunion U, des parties

coz(fi) N coz(gn) telles que f[coz(fi) N coz(gn)] C ; alors U, ap-
partient & Coz(X,u) d'aprés le lemme, et ?1 Q)= U Uy » donc

ke

?l (Q) € Coz(X,u). D'apreés la proposition (2.3.2), £ € 2U(X,u).

On va donner un premier exemple, trivial, de m-espace. Pour cela
nous dirons qu'un espace uniforme (séparé) est de type (U.C) si
U (X,u) = € (X). Ces espaces se rencontrent essentiellement dans
les travaux portant sur la replétion d'un espace coﬁxplétement régulier
'et sur la complétion topologique. Rappelons, que si X est un espace
topologique complétement régulier la structure uniforme faible asgo-
ciée & toutes les fonctions réelles continues définies sur X, fournit,
par complétion, un espace topologique appelé replété de X et not& uX.
De méme si 1'on considére toutes les parties &quicontinues de € (X),
simplement bornées, elles définissent une compactologie sur ¢ (X)et
la structure uniforme associ&e 3 cette compactologie est la structure

uniforme universelle pour la topologie de X (cf. [7], [36]).

Pour un espace (X,u) de type (U.C) il est évident que 1'ensemble
M congidéré plus haut n'est autre que 1l'ensemble de toutes les parties
équicontinues et simplement bornées de ¥ (X). La remarque préc&dente

nous montre que 1'espace uniforme (X,0y) défini par 4 a pour espace
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9((X) l'algébre ¥ (X) elle-méme. Ainsi :

(3.2.7) PROPOSITION. - Tout espace wuniforme de type (U.C) est wn m—eg~-
pace. De plus la structure uniforme maximum de 1'engemble N

est la structure universelle associée & la topologie de 1'espace.

Pour trouver d'autres exemples de m—espaces, il faut utiliser la
propriété (Y) ; or celle-ci est une propriété "uniforme" et dans le

cas général elle ne se laisse pas ramener & une propriété '"topologique".

Dans le cas des espaces de type (A) ou de type (Ab) la propriété (Y)

ou (Ym) équivaut 3 une propriété topologique.

(3.2.8) PROPOSITION. - Un espace uniforme (X,u) de type (A) (resp. de
type (Ab)) est un m-espace (resp. un mw-espace) 81 et seulement
st, quels que soient les parties Hl et H, appartenant d M (resp.
M), il existe HE M (resp. M") tel que la topologie de (X,uy)

sott plus fine que les topologies de (X,uH ) et (X,uH ).
. 1 2

Preuve. — Il suffit de montrer que la condition topologique implique
que # est stable par réunion finie. Soient donc Hl € A, H2 € N et
H € A vérifiant notre hypothése ; on a ‘U(X,un) C ‘UX,u) d'aprés
(3.2.6), et OUV(X,uH) = Coz(X,uH) est contenu dans Coz(X,u) ; d'aprés
(2.3.2), € (X,uH) C % (X,u). Par ailleurs H, et H, sont des parties
équicontinues de ‘K(X.UH) et T = Hl U H2 galement. En définitive,

U Xup) C €Xup) CUX,W) et TE A

On peut remarquer que la condition " (X,u) est de type (A)" est
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utilisée plusieurs fois par l'intermédiaire de (3.2.6) et (2.3.2). La-
démonstration est identique pour les espaces de type (Ab) au moyen de

(2.2.6).

(3.2.9) PROPOSITION. - Soit (X,u) un espace uniforme de type (A) ; les

éléments maximaux de K (X,u) sont des espaces M-fins.

Preuve. - Soit V une structure maximale dans X ; on a # (X, v) =

-

U X, ) = % (X,u) et v appartient & X ; donc v 2V implique mw = v.

(3.2.10) PROPOSITION. - Soit (X,U) un espace uniforme de type (Ab) ;

les éléments maximaux de X w(X.u) sont des espaces M-fins.

Preyve. -~ D'aprés (2.4.6) 1'algébre sur X engendrée par % (X,v) est
aussi celle engendrée par %/ (X,u) donc qv appartient a fm(x,u) et
av = v. Comme X' (X,v)C X (X,v) = X (X,u), V est maximal dans

X (X,v) et comme il est de type (A), c'est un espace M-fin.

La structure uniforme Ymu est toujours plus fine que YU et elle
est en général strictement plus fine ; il suffit de considérer um es-
pace uniforme de type (Ab), non de type (A), et précompact. Par contre
si 1'espace (X,u) est de type (A), la démonstration précédente montre
que pour tout &lément maximal v de J(’W(X.U), on a Z(X,v) = U (X,u) et

par suite JX'(X,u) est cofinal dans J(’w(x,u). On obtient ainsi :

(3.2.11) PROPOSITION. - St (X,u) est un espace uniforme de type (A)ﬁ

onavyus= Ywu-
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(3.2.12) COROLLAIRE. - Un espace (X,u) de type (A) est un m—espace 8t et

N o0 [~
seulement 87 c’est un m -espace. On a alors T4 = T .

(3.2.13) THEOREME. - Soit (X,u) un espace uniforme de type (A) (resp.
(Ab)) ; 8i quels que soient la structure uniforme v appartenant d
XN (X,u) (resp. X (X,u)) et le recouvrement uniforme ¥ appartenant
d v, tl existe un raffinement dénombrable de ¥ , non nécessairement

wniforme, alors (X,u) est un m—espace (resp. un dw-espace).

Preuve. - Soit vV un élément maximal de JH(X,u) ; v est M-fin, donc sépa-

rable d'aprés (2.5.16)., Alors, d'aprés A. HAGER [24], th. 6.1, c'est le

geul élément maximal de X' (X,u).

On peut remarquer que la condition du théoréme n'implique pas la sé-
parabilité (uniforme) des structures v appartenant & X (X,u). Par ailleurs
on ne peut affaiblir cette condition, car si (X,u) est un m-espace de
type (A) et si Tu est séparable (c'est nécessairement un espace M-fin

d'aprés (3.2.9), la condition du théoréme est vérifiée.

(3.2.14) COROLLAIRE. - Soit (X,u) un espace uniforme de type (A) qui vé-
rifie l'wne des conditions sutvantee :
a) e(yw) = yu ;
b) e(bu) = 6u ;
e) pour tout H de M 1'espace topologique (X,uy) est séparable.

Alore (X,u) est un mespace.

g5



Espaces uniformes et espaces de mesures

Preuve. — Chacune des trois conditions a), b) ou c¢) implique la conditionm

du théoréme (3.2.13).

(3.2.15) PROPOSITION. - Soit (X,u) un espace uniforme précompact de type

(A) ; alors (X,u) est un m-espace et d”—espace. De plus

X=X = {u}.

Preuve. - En effet, si v est une structure appartenant & X, (X,v) est
borné dans lui-méme et de type (A). Dans un tel espace tous les bornés
sont précompacts, avec la structure des précompacts de ov ; ainsi

V =gV = y. On a donc )X = {u}. Le reste provient de (3.2.12).

Cette proposition généralise le fait bien connu des espaces topolo-

giques pseudocompacts : BT = uT = OT.

(3.2.16) PROPOSITION. - Soit X un espace topologique pseudocompact nom
presque-compact. Il existe des algébres A sur X strictement conte-
nues dans € (X) et définissant la topologie de X. L'espace wn? for—
me (X,cA) est un m—espace non (U.C.).

Prewve. - X n'est ni de Lindeldf ni presque compact ; il existe donc unme

algébre A sur X définissant la topologie de X et strictement contenue

dans ¥ (X) (cf. [25]). L'espace (X,OA) est alors un précompact de type

(A), et c'est un m-espace. Par ailleurs ce n'est pas un espace de type

(u.c.).

(3.2.17) DEFINITION. - On dit qu'un espace uniforme (X,u) est un PR~
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espace, 81 toute fonetion réelle f sur X dont lee restrictions
aux précompacts de (X,U) sont untiformément continues, est elle-

méme wniformément continue (137]1).

On rappelle qu'une précompactologie ([37]) sur un ensemble X est

une famille £ de parties de X vérifiant les axiomes suivants :

(Pl) P est héréditaire a gauche pour l'inclusion.
(®,) P est filtrant a droite.
(P3) Chaque P € 2 est muni d'une structure uniforme séparée pré-

compacte Hps telle que si P' C P, on ait uP, = uPlP'.

L'ensemble Ty des parties précompactes d'un espace uniforme séparé
(X,u) est évidemment une précompactologie sur X ; on l'appelle la pré-
compactologie canonique de (X,up). On dit qu'une précompactologie est
uniformisable s8'il existe une structure uniforme séparée U telle que
pour tout P € ?on ait Mp = u|P. Pour toute précompactologie umiformi-
sable il existe une structure uniforme universelle qui est la plus fine
structure uniforme sur X possédant la propriété précédente ; si

&P (X ; P) désigne l'ensemble des fonctions réelles précompactologi-
ques, cette structure uniforme universelle £ vérifie 1'égalité
QUX,E) = EP(X,P). D'aprés la définition précédente un pp-espace

uniforme (X,u) vérifie 1'égalité U (X,u) = &P (X,mu).

(3.2.18) PROPOSITION (PUPIER, [37]). ~ SZ (X,u) est wn pg-espace, son

complété X est (U.C.) et l'espace topologique X est wn kR-espace.
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Preuve. - Soit f unme fonction sur X dont les restrictions aux compacts

~ ~

—
de X sont continues ; soit P un précompact de X, P est un compact de X
et £| T est continue, donc f|P est uniformément continue et

£]X € ¢(X,1). Ainsi % est un kp-espace et ¢ X = UX).

(3.2.19) THEOREME. - Soit (X,U) wn pR-espace tel que toute structure v
appartenant d A ait les mémes précompacts que u (égalité uni-
forme). Alors (X,u) est un w-espace ; de plus Tu est la etruc—

ture wniforme universelle de la précompactologie canonique mu.

Preuve. - Soit £ la structure universelle de la précompactologie my.
On a UX,E) = &P (X,mu) = U (X,u), donc £ € X ; par ailleurs toute v

appartenant 3 J &tant compatible avec TH on a £ = v,

(3.2.20) COROLLAIRE. - Soit (X,U) un pg-espace de type (A) ; alore
(X,u) est un m—espace et TU est la structure uniforme universelle

de la précompactologie canonique TH.

Preuve. — Dans un espace uniforme de type (A) il y a &quivalence entre
partie bornée et partie précompacte. Ainsi les structures appartemant

i X ont la méme précompactologie canonique.

Toujours dans [37], R. PUPIER montre que la structure uniforme upj-
verselle associée & une précompactologie 2 s'obtient comme structure
de T-convergence sur €2 (X,2), ol G est l'ensemble des parties .

HC &P (X, P) telles que H|P € .#(P,up), pour tout P € £,
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(3.2.21) COROLLAIRE. - Sous les hypothéses de (3.2.19), on a M = G.

(3.2.22) Autre exemple de m—espace qui n'est pas (U.C.). - Un premier

exemple est donné par la proposition (3.2.16). Considérons un es-
pace topologique X discret non dénombrable, et l'ensemble A des
fonctions réelles sur X, constantes en dehors d'une partie dénom-
brable de X. L'ensemble A est une algébre sur X, et (X,OA) est
un espace uniforme de type (A). Soit H un élément de .# et soit §
un nombre réel strictement positif. Il existe une suite (xn)n cn

de points de X telle que X = U B(d,,x ,8). Sinom il exis-
neEN B n

terait une partie infinie non dénombrable Y telle que si x et y
sont distincts dans Y, on a B(dy, X, %9 N B(dy, v, %9 =@
en effet, 1'ensemble % des parties Y de X vérifiant cette pro-
priété n'est pas vide, et, ordonné par inclusion, il est induc-

tif ; il poss&de donc un é&lément maximal Z. Si Z est fini ou

dénombrable, U B(dy,y,8) # X ; soit z€ U B(d,,y,8) ;
H
yei yE€ 2z

on a évidemment B(dH’y’ %& N B(dﬂ,z, %) = ¢, pour tout y € Z,
et ZU {z} €, ce qui contredit la maximalité de Z. Soient

alors Y un élément de % de cardinal Nl et f : Y- R une in-
jection. pour tout y € Y il existe une fonction hy € QI(X.UH)
telle que hy(y) =] et coz(hy) - B(du,y,-f-). Alors la fonction

h= Z £(y).h_appartient 3 & (X,U,) qui est contenu dans A
vyeEY y H

d'aprés (2.3.2). Or h n'est pas constante sur le complémentaire

d'une partie dénombrable, contrairement 3 la définition de A.
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En définitive (X,OA) satisfait aux hypothéses de (3.2.13) et c'est
3 la fois un m-espace et un mw-espace ; de plus

X
As‘u(x;cA) g %(X,OA) =R".

3.3 T-ESPACES ET T -ESPACES.

On dit que (X,u) est un T-espace (resp. Tw-espace) sl c'est un

m-espace (resp. un m?-espace) et si TH = u (resp. Tmu = 1),

(3.3.1) PROPOSITION. - Soit (X,u) un m—espace (resp. mw-espace) 3 les
propriétés suivantes sont équivalentes :
a) (X,u) est un t-espace (resp. un Tco—espace) 3

b) On a M = H(X,u) (resp. M> =3 (X,1) ).

Parmi les T-espaces on peut signaler les espaces fins, les pges-
paces de type (A) pour lesquels T (X,mu) = #(X,u) (espaces uniformes
de Kelley au sens de [37]), et en particulier les espaces précompacts

de type (A).

(3.3.2) PROPOSITION. - Soit (X,u) un espace uniforme ; il existe un T-
espace (X,Tu), ol Tu est la moins fine des structures wt formee

sur X, plus fines que u et telles que (X,v) soit un T-espace.

Preuve. - Si (X,u) est un m-espace TH = TU. Sinon, on pose YM =,
Yyep = Y(qu), pour tout ordinal A et si £ est un ordinal limite,

YEU = Sup YyM ; comme la topologie associée 3 YU est la méme que celle

A<g
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de U, on conserve la méme topologie sur X pour toutes les structures uni-
formes YA“ 3 si 1'on suppose les structures uniformes définies par des
écarts, chaque ensemble qu est contenu dans l'ensemble des &carts conti-
nus sur (X,u). Ainsi il existe un plus petit ordinal o tel que

Y

a+lu = XIU ; alors (X,Xxu) est évidemment un T-espace : c'est le T-es-

pace associ& a (X,u) et on pose Ty = xuu.

. 3 3 - I3 3 . o
On obtiendrait bien entendu un résultat similaire pour les T -

espaces.

Avant de conclure ce chapitre, considérons 1'ensemble e des struc-
tures uniformes appartenant 3 X et telles que ev = Vv (structures sé-

parables au sens de A.W. HAGER, [24]).

(3.3.3) PROPOSITION. - S7 (X,u) est un espace uniforme de type (A),
l'ensemble Xe posséde un plus grand élément, noté TH G c'est

la structure uniforme M-fine associée & Ou.

Preuve. - D'abord, 9 (X,mou) = (X ; ap) = U (X ;u) et mou appar-
tient 3 X ; comme emou = mou, on a mOu € Ne ; de plus d'aprés
A.W. HAGER, [24], tout recouvrement dénombrable de X dont les éléments

appartiennent 3 Coz(X ;u) appartient @ mopu. Alors mop est plus fine

que toute structure vV appartenant i Jfe.

3.4 CONCLUSION.

Etant donné un espace uniforme séparé (X,u), l'ensemble des struc-
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tures uniformes sur X qui possé@dent le méme espace de fonctions réelles
uniformément continues que (X,U) contient un plus petit &lément pour la
relation de finesse : c'est la structure affaiblie ou. Par contre, il
n'existe pas en général de plus grand élément, mais seulement des &1&-

ments maximaux.

Les bornés de tels espaces uniformes sont les mémes puisque ce sonmt
les parties précompactes de (X,0u) ; cependant les structures uniformes
de ces bornés ne sont pas en général les mémes : un exemple est donnd
par un espace uniforme non précompact tel que ¢ (X) = th(x). De plus
les précompactologies canoniques de ces espaces uniformes sont en géné-
ral distinctes. Cependant il existe une classe d'espaces uniformes,

pour lesquels on a & la fois les deux résultats suivants :

- il existe une structure uniforme Tu avec ¢ (X,Tu) = ¢ (X,u) et

Tu est la plus fine des structures uniformes ayant cette propriété :

- les bornés de toutes les structures uniformes comprises entre
oM et Ty sont les mémes avec la méme structure uniforme, d'ailleurs

précompacte.

Cette classe contient les m—espaces de type (A), dont nous avons

donné divers exemples.

96



Espaces uniformes et espaces de mesures

CHAPITRE 4

ESPACES DE MESURES ASSOCIES A UN ESPACE UNIFORME

On définit plusieurs espaces de formes linéaires sur itw(x) ou
sur U (X), en s'intéressant principalement 3 1l'espace WJ(X) des formes

. - [ oo .
linéaires o-réguliéres sur ¥ (X) et aux duals compactologiques res-

pectifs M(X) et ﬁ”(x) des espaces (U (X), ) et (ilw(X),JfP).

4.0 NOTIONS DE BASE ET TERMINOLOGIE.

On fixe l'espace uniforme séparé (X,u). On rappelle que dans 1l'espace
U (X,u) = U (X) des fonctions uniformément continues sur X, on désigne
par S (X,1), ou ,#(X), (ou méme seulement ) la compactologie uni-
formément équicontinue formée des parties H qui sont simplement bornées
et uniformément &quicontinues. De méme dans 1'algdbre iLw(X,u) = QLQ(X).

- . 0 oo . .
on désigne par ) (X,u), ou me(x), ou JH la famille des parties

H € S qui sont uniformément bornées.

Désignons par E(X) l'espace vectoriel libre engendré par X, que
1'on peut considérer comme 1'espace des mesures & support fini sur X
(mesures moléculaires de [2] ). Il est clair que l'on obtient canoni-
quement des dualit@s séparantes (E(X), % (X)) et (E(X), U”(X)), per-

mettant de placer sur E(X) les structures uniformes de la Jf-convergence
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et de la )fm-convergence. Les topologieslocalement convexes associées don-
nent des elc notés E(X,)et E(X,.)?p) ou plus simplement encore E(X) et

E (X).

On introduit alors les complétés M(X) = M(X,u) et Mw(X) = Mw(x,u)
des espaces respectifs E(X) et Ew(x). D'aprés le théoréme de complétion
de Grothendieck on reconnait en M(X) et M°°(x) les duals compactologiques
(Y (X),.}t’)“E et (U °°(X) ,)fw)"i des espaces compactologiques (% (X), )
et (‘u“’(x), H#T). Autrement dit M(X) s'identifie 2 1'espace des formes
linéaires sur 9 (X) qui sont simplement continues sur chaque H € J¥,
muni de la topologie de la J#’-convergence ; et de méme pour M (X).

Avec [4] on obtient alors les formules
EX)' =MX)' =Y X)) et E@X'=MX'=UL7X

les compactologies équicontinues des duals M(X)' et Mm(x)' (au sens

. . . o . N ©
vectoriel) s'identifiant respectivement 3 J et ¥ .

On peut facilement identifier (algébriquement seulement et non topo-
logiquement) 1'espace M(X) & un sous-espace vectoriel de M (X). I1 suf-
fit d'associer i chaque m € M(X) sa restriction m a ¥ (X) ; on a alors,

pour toute £ € ¢ (X)
m(f) = 1lim @[ (-n) v (f A n)]

n > «@

Réciproquement un &lément m de Mm(x) provient d'un &lément m de M(X)
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(autrement dit mE M(X)) si la limite précédente existe pour toute
fe UX). Ce résultat démontré tout d'abord par BERRUYER-IVOL [ 3] dans

le cas topologique, a &té é&tendu au cas uniforme par PACHL [34] (voir

aussi [2]).

L'espace ﬁ”(x) s'identifie & un sous-espace vectoriel de 1'espace
Rad(ﬁi) des mesures de Radon sur le compactifié de Samuel 6§ de (X,u).
L'identification se fait en associant 3 chaque m € M”(X) la mesure m
définie par E(fp) = m(f) pour toute f € Qlw(x), en désignant par £P
1'unique prolongement (uniformément) continu de f 3 ﬁi. Le fait que ™
appartienne i Rad(éi) se vérifie en constatant qu'une suite (fn) de
QL“(X) tend uniformément vers zéro sur X si et seulement si la suite
(fg) tend uniformément vers zéro sur ﬁi ; et une telle suite (fn) est

e o]
un élément de # .

On aura besoin d'introduire, en suivant [7], 1'ensemble
Mod (X,1) = Mod(X) des formes linéaires modulaires compactologiques sur
qu‘”(x) ; c'est-d~-dire 1'ensemble des m € M“(x) telles que m(1) = 1 et
w(|£]) = |m(£) | pour toute £ € 9/ (X). On sait avec [7] que Mod(X)
g'identifie au complété X de X. A cBté de Mod(X) il faut encore intro-
duire le sous-ensemble ModG(X) (attention aux notations trés peu dif-
férentes) des m € Mod(X) telles que m(f) € £(X) pour toute f € ZLQ(X).

Pour les relations existant entre X, ModG(X) et Mod(X), nous renvoyons

a 4.2,

En suivant les analogies avec le cas topologique, introduisons
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1'espace MO(X) des formes linéaires m 0-réguliéres sur %Lm(x), c'est-a-

dire telles que
(£) C U™ 5 £ 40 ==> m(£)~ 0.

Il n'est pas &vident que 1l'on obtienne un sous-espace de l'espace
Rad(ﬁi). C'est toutefois vrai comme on peut le voir en adaptant un rai-
sonnement de BERRUYER-IVOL (3], p. 19) : si m n'était pas bornée sur
la boule unité A(l) de le(x) on construirait facilement une suite

(gn) C ra°°(x) telle que 0 < g, <2™% et Im(gn)l = 2% ; posons

n [+ ]
h = kflgk et h = 1:1 g, 5 alors £ = h-h_ est &lément de U (X) et

fn { 0 ; on a donc m(hn) + m(h) ; or on a aussi

) n-1
mh )| =2%1 - T @) =n
k=1

d'oti la contradiction.

En remplagant la suite (fn) par une suite généralisée (f.) dams
i
2% (X), on obtient 1'espace MT(X) des formes linéaires T-réguliéres

sur 11“(X)
() c4”(®, £ 40 => m(f) >0

Enfin on introduit encore l'espace Mt(X) des formes linéaires sur
97 (X) dont la restriction 3 A(l) est continue pour la topologie de la

convergence compacte sur X
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1 fill <1, fi + 0 compactement => m(fi) + 0
I1 est clair (théoréme de Dini) que l'on a
~
Mt(X) C MT(X) C %J(X) C Rad(pX)

Tous ces espaces sont évidemment munis d'une structure d'ordre

canonique définie de fagon évidente par le cdne positif de th(x)‘

4.1 LES ESPACES MO(X), M‘t (X) et Mt(X).

Introduisons 1l'algébre de Baire ﬁ: (X,u) = Bz (X), dite algébre
de Baire sur X, et définie comme la plus petite classe de fonctions
(bornées) sur X, contenant QLw(X), et stable par passage 3 la limite
gimple des suites. Elle permet 1l'introduction de la tribu Z(X) asso-
ciée, définie par la condition A € T(X) si et seulement si la fonction
caractéristique de A est élément de Bz(x). On désigne par S(X,u) = S(X)

le sous-treillis vectoriel de Bz(x) formé des fonctions étagées sur Z(X).

Toute m € MU(X) est une intégrale de Daniell sur th(x). On peut
donc la prolonger de fagon unique en une intégrale de Daniell sur B:(x),
notée encore m. D'aprés le théoréme de représentation (2], m est déter-
minée par sa restriction Am a3 2Z(X), qui est une mesure bornée sur la
tribu Z(X). Réciproquement toute mesure bornée sur Z(X) définit, par

1'intégrale de Lebesgue-Stieltjes associée, une intégrale de Daniell

dont elle est la restriction.

L'application m + km identifie donc MU(X) 3 l'espace des mesures
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(signées bornées) sur la tribu I(X). Il résulte de l& que pour toute
meE MO(X), les formes linéaires m+ et m sont des éléments de P%(X)
(autrement dit MO(X) est engendré par son cOne positif) et le théoréme
de Hahn-Jordan garantit méme 1'existence d'une partie A€ I (X) telle

que l'on ait, pour toute f € B:(X)
+ -
m(f) = m(flA) et m (f) = m(flAc).

On en déduit aisément, avec ([3], p. 9) que les espaces M (X)
et Mt(x) sont aussi engendrés par leur cdne positif, c'est-id-dire

. + - o . .
contiennent m , m et |m| dés qu'ils contiennent m.

Lorsque T est un espace topologique complétement régulier (que
1'on peut identifier & un espace uniforme fin), l'espace QL°°(X) est
1'algébre ‘€°°(T) et 1l'on sait que 1l'espace M;(T) est largement &tudié&
(l42}, {3], [20],...). On peut se demander si la considération des

espaces uniformes apporte des points de vue et des résultats nouveaux.

On va voir qu'il n'en est rien pour le cas des espaces MT(X) et Mt(x).

(4.1.1) THEOREME. - Soit (X,u) un espace uniforme. Toute m € M (X)
poeséde un prolongement unique m & L'espace € X qut est une
forme linéaive T-réguliére. Si m € M _(X) alors m est méme

t-réguliére.

Preuve. - On se raméne aussitdt 3 supposer m 2 O. Soit f une fonction
positive, élément de €”(X). On sait que f est l'enveloppe sup&rieure

Sup fi d'une suite généralisée croissante (fi) de fonctions positives,
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éléments de Qtw(X). De plus 1lim m(fi) = Sup m(fi) existe et ne dépend
i i

pas de la suite généralisée (fi) pourvu que 1l'on ait fi t f. La formule

m(£f) = Sup m(fi) définit donc une application m' sur ‘€°°(X)+, que 1l'on
i

prolonge aisément en une forme linéaire m sur ‘gm(}(). La restriction
dema ﬂ“(X) est évidemment m et 1'on vérifie (raisonnement classique)
que m est T-réguliére sur %“’(X). Si m est de plus supposée dans Mt(x),
alors E(fi) =+ 0 pour toute suite généralisée (fi) de ‘€°°(x), telle que
lfiﬂ < 1, et qui converge compactement vers O : en effet on peut sup-
poser f. = 0, et pour tout £>0, construire une suite généralisée (81)

dans %" (X) telle que 0 < g; < fi et E(fi-gi) < £ il reste seulement

-

a constater que g; € A(l) et que g; * O compactement.

Il peut €tre utile de remarquer que la boule unité A(1) de U (%)
est partout dense dans la boule unité de € (X) pour la topologie de

la convergence compacte sur X.

(4.1.2) COROLLAIRE. - Les espaces MT(X) et Mt(x) gont les mémes powr

toutes les structures uniformes sur X compatibles avec la to-

pologie de X.

Le théoréme et son corollaire raménent donc 1'étude des espaces

M_(X) et M (X) au cas topologique [42].

Pour 1'espace Mo(x) la situation est toute différente et plus digne

d'intérét. Elle ne se raméne pas au cas topologique. Donnons un exemple :
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soit T un espace complétement régulier pseudocompact et non presque-
compact ; il existe, (voir (3.2.16)), une algébre A contenue stricte-
ment dans €(T) = %M(T), définissant la topologie de T et telle que
A= Qt(T,cA) ; alors ¢

P
dont le complété OAT est le compact obtenu en prenant le quotient de

A @st une structure uniforme précompacte sur T,
RT modulo la relation d'équivalence u~ v <= f(u) = f(v) pour toute
fE€ A ; alors T est G.-dense & la fois dans RT et dans 0,T et tout

§ A

u € BT est une forme linéaire g-réguliére sur ‘6“(1‘), donc sur A ;

fixons maintenant u et v dans BT, différents mais équivalents ; la

forme linéaire w = u-v appartient i MC(T,B) et s'annule sur

A= Qz(r,oA).

Un autre exemple montre que la tribu Z(X,u) est différente de
la tribu 2(X, 6u)dans le cas général. Prenons pour X un ensemble
infini non dénombrable et soit X la tribu sur X engendrée par les
parties finies, et dont les &léments sont les parties M qui sont
dénombrables ou de complémentaire dénombrable ; on prend pour A
1'algébre des fonctions Z-mesurables, qui sont les fonctions f sur X
constantes en dehors d'une partie dénombrable de X ; on a alors (voir
(3.2.22)) : %(X,0,) = A, Z(X,0,) =T et la tribu Z(X,80,) est la

tribu ?(x) de toutes les parties de X,

si 1'espace M (X) n'est pas en général le méme pour toutes les
structures uniformes sur X compatibles avec sa topologie, il est au
moins le méme pour toutes les structures uniformes compatibles avec

la pseudo-dualité (X, 9 (X)) (par définition ! ). Mais on peut aller
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plus loin : soit (X,au), en abrégé aX, 1l'espace uniforme de type (A)
associé a (X,u) (voir (2.4)) ; alors 9U(aX) est 1'algébre engendrée
par U (X,1) et Coz(X,u) = Coz(X,au) ; cela prouve, avec l'identifica-
tion de MO(X) comme espace de mesures sur la tribu de Baire Z(X,u),
que MO(X) = Mo(ax). Par exemple si (X,U) est un espace uniforme mé-

trisable, alors ¥« (aX) = € (X) et par suite MO(X) = MO(X,GU).

L'un des problémes importants est de savoir si MO(X) coincide
avec Mw(X,ul) pour une structure uniforme convenable u, sur X ; car
cela a l'avantage de permettre l'approximation des &léments m de
MO(X) par des mesures moléculaires (3 support fini dans X) uniformé-
ment sur les parties H e#m(x,u]). Une question analogue est dévelop-
pée par BERRUYER-IVOL [3], dans le cas topologique, lorsqu'ils cons-
truisent une compactologie o sur €~ (T) (compactologie engendrée
par les suites &quicontinues convergeant simplement vers zéro) donmant
pour dual (‘gm(T).éfo)* 1'espace MO(T) ; alors MO(T), muni de la topo-
logie de la J#,-convergence, est un elc complet, dont le dual est pré-
cisément ‘gm(T), de sorte que T est total dans MO(T) ; ce qui fournit
1a propriété d'approximation uniforme sur les H € J, de toute

mE MU(T) par des mesures moléculaires.

On se propose donc maintenant, en revenant au cas général, d'asso-
cier a@ la structure uniforme Uy une autre structure uniforme u, sur X

telle que M_(X,1) = M (X,1,).

(4.1.3) PROPOSITION. - Soit n la famille des recouvrements dénombrables
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de X construits avec des éléments de Coz(X,u). Alors N est wne base

d'une structure uniforme U, sur X.

Preuve. - Il est clair que n est stable par intersection finie des re-
couvrements. Soit ¥ = (Vn) un recouvrement de N. Il existe une suite
(fn) de % (X) telle que Vn = Coz(fn), et un écart d € Y tel que

fn € ﬂ(X,ud) pour tout n. Puisque ¥ est un recouvrement ouvert de
(X,ud), il existe un recouvrement ouvert dénombrable W = (wn) de
(X,ud) qui est un *-raffinement de ¥. Or W est formé d'éléments de
Coz(X,ud), donc d'éléments de Coz(X,U), et ainsi W appartient i n.

On voit donc que N est une base (au sens T de la définition de Isbell)

d'une structure uniforme sur X.

(4.1.4) PROPOSITION (HAGER, [24])). - u, est la structure wniforme M-

fine associée A la structure wniforme ou (ou eu).

Preuve. - Montrons d'abord que n, est M-fine. Soit g une fonction unji-
formément continue de (X,u,) dans un espace métrique (M,d). Dé&ja 1'image
g(X) est un sous-espace séparable de M, puisque, pour tout a>0, il existe
une suite (tn) dans g(X) telle que g(X) C U Bd(tn,cx). Alors g est uni-
formément continue de ((X,u,) dans (M,Gud), car tout recouvrement ouvert
(wi) de M posséde un sous-recouvrement dénombrable (wl'l) de g(X) tel que
Y = (g_l(w;l)) appartienne 3 n. Enfin u, est la structure uniforme M-
fine associée & ou, car d'une part elle est plus fine que oy, et d'autre
part elle est moins fine que toute structure uniforme M-fine v plus fine

que OM, puisque tout recouvrement ¥ = (Vn) €lément de n est un recouvre-
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ment ouvert de (X,ud) pour un &cart convenable d € oM.

(4.1.5) COROLLAIRE. - On a les égalités :

U X, an) U (x,m(oun)) = U (X,u,)

H(Xu,) = U #XBuy) = U H(X,Eu )
d €y, d € ou

Introduisons une définition qui généralise les fonctions DLUC.

(4.1.6) DEFINITION. - Soit (X,u) un espace uniforme et soit n la famille
des recouvrements dénombrables de X formée d'éléments de Coz(X,u).
On dit qu'une partie H C € (X,u) est (DLUE) (dénombrablement loca-
lement wniformément équicontinue), 6'il existe ¥ = (Vn) €en tel

que les parties H|Vn soient éléments de #(Vn,ulvn) pour tout n.
L'application & la structure uniforme u_, = m(ou) est immédiate :

(4.1.7) PROPOSITION. - Toute partie (DLUE) H de € (X,W,) appartient a
x’(x’uo) hd

Prewve. — Il existe une suite d'écarts dn € |, telle que, pour tout n,

|V, soit &lément de ”(vn’udnlvn)' Notons V_ = Coz(f ) et fixons un

-

écart d € Y équivalent 3 l'ensemble des &carts (dn+df ). Alors H est
n
#lément deX’(X,eud), donc élément de H#'(X,u,) d'aprés (4.1.5).

(4.1.8) COROLLAIRE. - L'espace (X,u,) est un espace uniforme de type

(A) suffisamment fin [35].
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(4.1.9) PROPOSITION. - Soit (fn) une suite de Y (X,u), décroissante vers

2éro. Alors la partie H = {fn}n est élément de H(X,u,).

Preuve. - Donnons une preuve directe, indépendante de la caractérisa-
tion obtenue en (4.1.7). Fixons donc €>0 et considérons les suites de

conoyaux définies par

wn={x/fn(x)<€} n=0

U= {x/ @DF<£® <@g} ku>o.

[}
Soit S = I N" 1'ensemble dénombrable somme ensembliste (disjointe)

n=o
des ensembles Nn, n 2 0., Pour tout élément s = (ml,mz,...,mn) € 8, posons
v =y nuz1 N.vee NnU? nw,,
s 1 ) m n

On obtient 13 un recouvrement dénombrable de X formé de conoyaux, domc

un élément ¥ = (vs) cs qui appartient 3 la famille n ; et sur cha-
8

cun des ensembles Vs chaque fonction fk’ k 2 0, a une oscillation ma-

jorée par €.

A titre de remarque signalons que (4.1.9) généralise le fait bien
connu que toute suite fn ! 0 de fonctions continues sur un espace topo-

logique est &quicontinue.

En rassemblant tout ce qu'on vient de prouver depuis (4.1.3), om

obtient le thdoréme qui justifie 1'introduction de la structure uniforme u_.
L ]
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(4.1.10) THEOREME. - Pour tout espace uniforme (X,u) on a

Mc(X) =M (X,u,).

Preuwve. - On a déja M°°(x,u°) C Mc (X) comme conséquence immédiate de la

proposition précédente. Réciproquement soit m un élément de Mo (X), qu'on
peut supposer positif et tel que m(1) = 1. Fixons un disque H ex“(x,u,)
et une suite généralisée {fi} C H, convergeant simplement vers z&ro. Alors

la suite généralisée g; = Sup Ifj| est encore élément de )fw(X,uo) et
i=zi

de plus gii 0 ; on peut d'ailleurs supposer el & 1 pour tout i. Pour
tout €>0 fixé, il existe un recouvrement ¥ = (Vn) € n tel que l'oscil-
lation de chaque g; sur chaque Vn soit majorée par €. Posons

w = U Vk ; alors Wn 1t X, de sorte qu'il existe un entier N tel que

b g<n

m(X \ WN) <e. Il existe aussi un indice i, tel que gi, < 2e sur WN, ce

qui implique facilement m(gi ) < 3€ et par ‘suite Im(fi)l < 3¢ pour tout

i=2i,. On a donc m e Mm(X,uo), ce qui termine tout.

4.2 LES ESPACES Mod(X) ET MOdd (X).

On sait que la structure uniforme p de (X,u) est celle de la J!‘m-
convergence sur u“(x,u) et que toute forme modulaire compactologique
m sur UT(X) est uniformément approchée, sur chaque H € fm, par des
points de X [{7]. La conséquence immédiate est que Mod(X), muni de la
structure uniforme de la wa-convergence est 1'un des modéles du com-

plété X de (X,u) [7).

Il est donc bon d'expliciter le passage naturel entre Mod(X) et
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le modéle, noté i,défini par les filtres de Cauchy minimaux [Bl] sur
(X,u). Etablissons la correspondance en associant i tout F € X la

forme linéaire u sur u°°<x> définie par u_(f) = lim f ; et &

F F F
tout u € Mod(X) le filtre fu défini par la base de filtre .@u formée

des parties

A (£,0) = {x€ X/ |u()-£(x)] < %}

w -
assocides aux f € U (X) et aux entiers n= 1.

(4.2.1) THEOREME ([141). - L'application U : & + ug, de X dans
Mod(X), est une bijection bi-uniformément continue, dont la bi=-

Jjeetion réeiproque est l'application & : u -~ .9"“.

Preuve. - Il est clair que ug'. est une forme modulaire sur ‘uw(x).
Reste 3 voir qu'elle est compactologique. Fixons H G)fm(x) et (fi)
une suite généralisée convergeant simplement vers zéro dans H (on
peut d'ailleurs supposer H disquée). Il existe, pour tout €0, une
partie A€ ¥ de diamétre au plus &gal 3 ¢ relativement a l'écaft dH :
en fixant un point x, € A on obtient aisément 1l'inégalité limite

|u (fi)-fi(xo)l < ¢ pour chaque i, ce qui suffit pour montrer que

&
(fi) »> 0.

u
k4
Réciproquement montrons que .?"u est filtre de Cauchy minimal.

Fixons H ¢ #” et ©0 et définissons la fonction g par

g(x) = Sup |u(f)—f(x)|. Alors g € ‘U.‘Q(X) et u(g) = 0, de sorte qu'il
fel
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[--]
existe un point x, € X tel que g(x,) < € (sinon -;- €U (X) et

u(g) > 0).

On en déduit facilement que 1'ensemble Au(g,n) est non vide et de
diamétre au plus &gal 3 € pour 1l'écart dH’ dés que n€ > 2. Ainsi Qu
est tien la base d'un filtre de Cauchy fu ; et fu est minimal car
tout filtre de Cauchy sur X moins fin que 9’u contient la base Qu'
On peut aussi remarquer que 'g:u est la trace sur X du filtre des voi-

sinages du point u dans 1'espace Mod(X).

On vérifie enfin sans difficulté que les applications U : # * uy

et & : u~ gu sont uniformément continues et réciproques l'une de

1'autre [l 4_] .

Il est clair que cette démonstration reste valable lorsqu'on
remplace x" par # et U (X) par % (X) ; de telle sorte que Mod(X)
est contenu dans l'espace M(X). Autrement dit tout u de Mod(X) est
1a restriction & ‘U,m(x) d'un unique &lément u' € M(X) défini d'ail-

teurs par u'(f) = lim u [(f A n) v (-n)].
n-> o

Lorsqu'on fixe un élément u € Mod(X), on voit que 1'on a

u(f) € £(X) pour toute f € ‘u°°(X). En remplagant cette condition par
la condition plus restrictive u(f) € £(X) pour toute f € u‘”(X), on
définit une partie de Mod(X), notée Modd (X), qui contient &videmment
X. On va voir, avec le théor&me qui suit, que l'on obtient ainsi le

§-complété de X, défini par MORITA [31] et repris dans [14].
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(4.2.2) TEEOREME ([14]). -~ Soit (X,u) wn espace uniforme. Pour tout
u € Mod(X) les assertions suivantes sont équivalentes :
a) le filtre associé 37u posgéde la propriété suivante :
(ID) Pour toute suite (B) de F on a NB_ $ 0.
b) u posséde la propriété
(D) Pour toute suite (fn) de U (X) et pour tout €>0, 7l exis-
te un point x € X tel que Sup |u(fn)—fn(x)| <e,.
e) u posséde la propriété :
(D*) Pour toute suite (fn) de U(X) , 71 existe un point x € X
tel que u(fn) = fn(x) pour tout n.
d) on a u(f) € £(X) pour toute f € U X ;

e) on a u(f) € £(X) pour toute £ € U (X).

Preuve :

a) => c) : Les ensembles Bn n" Au(fn,m) appartiennent tous 3 la base

Qu. Donc tout point X € N Bn n vérifie la condition (D*).
n,m °’

c) => b) : Evident.

b) => a) : Si (Bn) est une suite de fu, il existe pour chaque n, une
w »

fonction fn € U (X) et un entier m = 1 tels que B D Au(fn'mn)' En

posant g = fn/mn et en utilisant b), pour e=l, on obtient un point

= L IPRE
Xx €X tel x € Au(gn,l) Au(fn’mn) pour tout n, d'ol x € an.
c) => e) => d) : Evident.

d) => c) : On se raméne & supposer f =0 et u(fn) = 0, en remplagant

. -n
chaque f par |fn u(fn) |. Alors la fonction f = T 2 fn/(l+fn) est
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élément de ibw(x) et vérifie u(f) = 0. Il existe donc x € X tel que

f(x) = 0, d'ot fn(x) = 0 pour tout n.

Ce théoréme signifie donc que Modé(x), muni de la structure uni-
forme de la s -convergence, est 1'un des modéles du S-complété de (X,u),
défini dans [31] par 1'ensemble des filtres de Cauchy minimaux vérifiant
la condition d'intersection dénombrable. La caractérisation de ce §-com-
plété, noté X, en termes de Gg—densité f14] , prouve encore que Mod 5 (X)
est exactement &gal 3 1l'ensemble des intégrales de Daniell sur u” (X)

parmi les &léments de X = Mod(X). Plus précisément :

(4.2.3) PROPOSITION. - Soit u € Mod(X). Pour que u appartienne 4

MOdﬁ(X)’ 1l faut et 11 suffit que u(fn) + 0 pour toute suite (fn)
de UT(X) telle que £ 40,

Prewve. - La condition est nécessaire d'aprés (4.2.2.c). Supposons
qu'elle soit vérifide et prouvons alors la condition d) de (4.2.2).
Si d) n'était pas vérifiée, il existerait une fonction f € ilm(X),
telle que f(x) > 0 pour tout x, et telle aussi que u(f) = 0. Alors la
suite g, = n(f A %9 est croissante et tend vers 1 ; de plus on a

u(gn) = 0, ce qui est absurde.

(4.2.4) COROLLAIRE. - Pour tout espace uniforme (X,u) désignons par
aX l'espace uniforme de type (A) assocté d (X,u) et par oX

l'affaiblt (X,ou) de (X,u). On a alors

Mod(0X) = Modg [6(aX)] = Mod [o(aX)|
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Preuve. - Pour tout X, Moqs«ix) est 1'ensemble des formes modulaires (non
nécessairement compactologiques) vérifiant les conditions (4.2.2) ; d'a-
prés (4.2.3) c'est aussi l'ensemble des intégrales de Daniell modulaires
(ou multiplicatives et unitaires [7 ] sur U4~ ) c U” (aX). Par ailleurs
on sait que U(aX) est stable par inverse, d'ol 1l'on tire facilement
1'égalité Mod(S [oc(aX)] = Mod [0 (aX)]. Comparons maintenant i[n(X) et

U’ (aX). On a imnmédiatement U@ c U” (@x) ; réciproquement toute
fonction f =2 0, &lément de ’um(aX), est limite simple d'une suite
croissante (fn) de Qt”(x) d'aprés [21], puisque Coz(aX) = Coz(X). Il
suit de 13 que les intégrales de Daniell sur Q[”(x) ou an(ax) sont

les mémes ; ce qui est donc vrai pour les intégrales de Daniell mo-

dulaires, d'oi 1'égalité ModGGJX) = Moda fo(ax)] .

Le théoréme suivant fournit une caractérisation intéressante du

§-complété §X de X en terme de complété.

(4.2.5) THEOREME. - Pour tout espace uniforme (X,u) on a les égalités
engemblistes

~

~
8X = gX = mX

ou mX est l'espace uniforme M-fin (X,mu) associé a (X,u).

Preuve. — D'aprés (2.5.14) on a U(aX) = U(mX) = A, ol A est 1'al-

[+ o]
gébre [au sens de (2.3.1)] engendrée par U (X) ; et

H(X,my) = s U ;r(x,eud). Il en résulte déja que mX est de type (A) ;
€y

. ‘ . ~~ Py
la structure uniforme mu est donc plus fine que au et mX C qX. Par
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ailleurs é§ = §(aX) C 86X, donc en résumé mX C éi C 6X. Pour terminer,
montrons 1l'inclusion X C mX ; pour cela il suffit de prouver que pour
u€E ModGX, le prolongé canonique u sur A = 9 (X,mu) est compactologi-
que sur YU(X,m). Fixons donc H € af(X,Gud) pour un d € U quelconque. Si
v est la restriction de u & ZL(X,ud) C UX,u), alors le prolongement

de 1'intégrale de Daniell v 3 1'espace ?L(X,aud)'=‘¥(x,ud) coincide
avec la restriction v de u au sous-espace QL(X,aud) de U (X,au) = A.
Comme tout espace métrique est §-complet, il existe un point x € X

tel que v = X, c'est-a-dire tel que Vv(f) = £(x) pour toute f € QL(X,aud)-
I1 en résulte qué u est continu sur H et par suite u appartient 3

”~~
Mod (mX) = mX.

On en déduit plusieurs corollaires :

(4.2.6) COROLLAIRE 1 ([38], th. 5.1). - Pour tout espace wniforme (X,u)
les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) (X,mu) est complet ;
b) (X,u) est S-complet ;
c) chaque filtre de Cauchy sur (X,u) vérifiant la condition (ID)

d'intersection dénombrable est convergent.

(4.2.7) COROLLAIRE 2. - Pour tout espace wuniforme (X,u) de type (A),

-~ ”~
on a oX = eX, ou eX = (X,ey) est l'espace uniforme cde Shkirota

associé d (X,u).

Preuve. — On sait que ey est moins fine que u, = m(ou).
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A ~ A~ .
Alors 0X = eX = p _X. Ce corollaire est comparable au théoréme classique

de SHIROTA ([I}, p. 130).

(4.2.8) COROLLAIRE 3. - Pour tout espace topologique complétement régu-

. P
lter T on a VT = e6T.

Dans la suite on considérera le replété VT comme étant le complété
A~
e8T de (T,ef), 1'égalité étant prise au sens topologique. C'est d'ail-
leurs aussi ce qui arrive dans (4.2.5) ol les égalités ensemblistes

~ ~~ . - PP .
8X = gX = mX sont en fait des égalités topologiques puisque

Coz(X,u) = Coz(aX) = Coz(mX).

4,3 SUR CERTAINES LIMITES PROJECTIVES.

Les structures uniformes étant définies par des familles d'écarts,
il est raisonnable de penser que les espaces métriques vont intervenir.

C'est cette question un peu vague qu'il s'agit maintenant de préciser.

Fixons 1'espace uniforme séparé (X,u) et rappelons que sur 1'en-
semble des &carts d € p existe une relation de préordre, qui est la
relation de domination :

d <=> d domi Coma> i i
e 4 omine e M, est moins fine que Mg
Cette relation de préordre est d'ailleurs dénombrablement filtrante

croissante.

Désignons, pour tout d € u, par Xd 1'espace métrique associé i q et

par h, la surjection canonique X =+ X4+ Pour e,d € u tels que e 4 d, on
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définit la fonction hed : Xd > Xe par le diagramme commutatif

On obtient ainsi des applications uniformément continues hd et hed’
de sorte que le systéme (xd’hed) est un systéme projectif d'es-
ed d
paces métriques. Et il va nous falloir comparer (X,u) & lim proj Xd’

ol la limite projective est prise dans la catégorie des espaces unifor-

mes séparés.

Pour chaque d € u, on a les égalités Zl(X,ud) = %C(Xd) et
%Lw(x,ud) = Qtw(xd) qui traduisent des factorisations évidentes. Comme
les applications hed sont des surjections, on en déduit, par transpo-

sition, des diagrammes commutatifs

UK e—— UX) U@ e—— W)

U (Xy) U™ (x,)

oi le premier (avec #) est formé d'injections linéaires et le second
[}
(avec U ) est formé de morphismes isométriques d'algébres de Banach

unitaires. De plus on a &videmment dans cette optique les formules
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U= VU ux) et w®= VU UTx)
deu deu
Si 1'on rappelle que l'espace de Banach Rad(ﬁi) des mesures de
Radon sur le compactifié de Samuel 6% de X n'est autre que le dual
QLw(X)' (avec sa norme), on voit qu'en transposant de nouveau on
obtient un autre systéme projectif, mais cette fois dans la catégorie

Ban des espaces de Banach (avec morphismes de contraction)

ot Bog Rad(éiﬁ) > Rad(6§;) est définie par ged(m)(f) = m(fohed)
pour toute m € Rad(ﬁih) et toute f € ?Lw(xe). On remarquera que, mo-
dulo la transformation de Dirac qui permet de plonger ensemblistement
chaque espace uniforme séparé X dans 1'espace de Banach Rad(sk), les

morphismes 8ed prolongent les applications hed'

S
En faisant intervenir 1'espace Rad(pX), on obtient de méme un

diagramme commutatif

g
Rad(ﬁk) —_— Rad(ﬁié)
&
€ed
Fas
Rad(pxd)

I1 existe donc un morphisme g : Rad(ﬁi) + lim proj Rad(ﬁid).

”~
Rappelons encore que lim proj Rad(pxd), dans la catégorie Ban, est
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1'espace de Banach des sytémes cohérents m = (md) tels que

o = Sup lmgl < + =, On a alors :
d

(4.3.1) THEOREME. - Pour tout espace uniforme séparé (X,u) on a

P ~~
Rad(pX) = lim proj Rad(de)
Ban

autrement dit g est une isométrie surjective.

Preuve., — Pour toute m € Rad(ﬁ), 1'image g(m) est le systéme cohé-
rent (md) = m, ol m, = gd(m). Puisque gq est transposée de 1'isométrie
u”(xd) + U (X), on voit aussitdt que Hgdl <1 et lml <lnml ; réci-

proquement pour toute £ € U (X), telle que Ifl <1, on a m(f) = my (£,
f

ol d; est 1'écart associé a f, de sorte que |m(f)| < |ml et Iml < Iml ;

ainsi fml = llml et g est une isométrie. Montrons que g est surjective ;
. — o

pour cela soit m = (md) ; pour toute f € Y (X) la valeur md(f) est la

méme, pour raison de cohérence, pour tous les d € U tels que de 44d;

en posant ainsi m(f) = m, (f), on définit ainsi une forme linéaire m
£

sur %Q(X) telle que |m(f)| < Jmll£fl, donc un élément m € Rad(;ﬁ().

On remarquera que la condition Sup Ilmdll < + © jmposée aux élé-
ments cohérents m = (md) est superflutel. Cela tient en effet au carac-
tére dénombrablement filtrant croissant de 1l'ensemble préordonné U :
car pour toute suite (dn) de U on a lmd I < Ide pour tout &cart d

n
tel que d_ 4 d pour tout n.

Donnons immédiatement quelques cons&quences du théoréme.
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(4.3.2) PROPOSITION. - Soit m = (md) une mesure de Radon sur p’i. On a
alors :
a) m est modulaire si et seulement si toutes les m,; le sont.
b) m est élément de Mo_d(s (X) s7 et seulement si chaque m; est
élément de MOdG(Xd)'

e¢) m est compactologique sur U™ (X) [resp. sur U (X)) s et seu-

lement si chaque m; est compactologique sur U™ (x ) [ resp. sur

U],

Preuve. - Elle découle directement des définitions sachant pour b) que

Modé(xd) = Xd puisque Xd est espace métrique.

(4.3.3) PROPOSITION. - En désignant encore par Bed les restrictions de
Boq QX espaces qui interviennent, on a les systémes projectifs
sutvants : (Mod(Xd),ged) 3 (MOdG(Xd)’ged) 3 (M(xd),ged) 3

-] -~ o~

(M (xd)’ged) s (Mo(xd)’ged) 5 (pxd’ged) et (depged)- Les Zimites

projectives correspondantes sont respectivement Mod X, ModgX,

M(K), ¥7(X), M _(X), pX et OX.

Preuve. — On a MU(X) = lim proj Mc(xd) : si m appartient 3 Mo(x) alors
chaque my appartient 3 Mc(xd) ; la réciproque provient du caractére
dénombrablement filtrant croissant de la famille d'écarts p. Les deux
derniéres limites projectives s'obtiennent avec 13( = Mod(X,pu) et

6;( = Mod(X,0u). Le reste est trivial.

(4.3.4) COROLLAIRE. - On g 6X = lim proj X,.
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Preuve. - Car MOdG(Xd) = Xd. On retrouve ainsi la définition du 8-com-
\

plété donnée par MORITA [31].

(4.3.5) PROPOSITION. - Pour toute mesure de Radon m € Rad(pX) désignons
par K le suport de m et par Ky le support de chaque L dans 5§d'

Alors (Ki,g ) est un systéme projectif de compacts dont la li-

mite est K.

4.4 LES ESPACES M(X) ET M (X).

On rappelle que M(X) et M”(X) sont définis comme elc complets
duals respectifs des espaces compactologiques U(X,u) et th(X,u)-
Ce sont donc les espaces de formes 1inéairgs continues sur les élé-

ments H € #(X,u), ou B € a?“(x,u), pour la topologie de la conver-

gence simple sur X.

On peut alors essayer de modifier ces définitions et les rappro-
cher de celles des espaces MO(X) et MT(X). Nous allons voir que c'est
possible pour 1l'espace M“(x) mais non en général pour 1l'espace M(X).

Tout d'abord :

(4.4.1) PROPOSITION. - Soit m une mesure de Radon sur pX vérifiant

la propriété suivante :

Pour toute suite généralisée (fi) élément

(P) 1€ 1

de #” telle que f; {0, ona m(fi)-» 0.

Alors la mesure m' vérifie aussi la propriété (F).
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+ . c e - .
Preuve. — Démontrons que m vérifie la propriéfé (P). Fixons €>0 et un
indice i, € I, puis une fonction gOE‘ILOC’(X) telle que 0 < g < f, et

[

m+(fi ) < m(g,) + €. Considérons la suite généralisée (fi A 8,) pour

(-]

i=21i_. Il est facile de vérifier 1'inégalité (fi Ag)S fi -f;, d'od

-]
1'on tire :

+ + +
m(ga--fi Ag)Sm (g,-£; A g,) <m (fio) -m (fi)
ce qui conduit aussitdt &

m+(fi) < e+ m(fi A B,) : i=i

°

On remarque enfin que (fi N g°)i > ; est Elément de H#° et que
L]

fi A g ¥ 0. Domc m(fi[\ g,) > 0 et par conséquent lim sup m+(fi) < g ce

qui suffit,

Remarque. - En remplagant la propriété (P) par la propriété 1 qui dé-
finit MT(X), ou la propriété t qui définit Mt(X), on retrouve le fait,

vu en (4.1), que MT(X) et Mt(X) sont engendrés par leur cOne positif.
L'application & l'espace Mw(x) est immédiate.

(4.4.2) THEOREME. - Pour qu'une mesure de Radon m sur p/)\( soit élément
de l'espace M(X) £l faut et 21 suffit qu'elle vérifie lq pro-
priété (P). En particulier M (X) est engendré par son céne

postitif.
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Preuve. - Il suffit de vérifier que toute mesure de Radon positive m
- . - - oo - 13 - - . -
vérifiant (P) est élément de M (X). Or si (gi) est une suite généralisée

o0
élément de J# telle que g * 0, la suite généralisée fi = Sup Igj| est
j=i

- - - - L4 0
décroissante vers zéro et élément aussi de /¥ . On a donc m(fi) + 0, et

tout est dit puisque Im(gi)l < m(fi).

0 . .
On remarquera que dire que M (X) est engendré par son cOne positif

équivaut a dire que m € ﬁ”(X) —> Iuﬂ (= Mé(x) ; car sim = m -m,, avec

1

m, = 0 et m, € M°°(x), alors |m| < m +m donc |m| € Mw(X).

2’

Le théoréme (4.4.2) ne posséde pas d'analogue concernant 1'espace
M(X) car précisément M(X) n'est pas engendré, en général, par son cdne
positif, comme 1'a montré tout récemment PACHL dans [34], méme pour le
cas X = R. Pour caractériser l'espace M(X)+ - M(X)+ engendré par le
cone positif de M(X), il faut introduire le dual de Riesz MC(X) de
U(X), c'est-ad-dire l'espace des formes linéaires sur %U(X) qui sont

bornées sur les parties A(f), f € U (X).
(4.4.3) PROPOSITION. - On a L'égalité M(X)'-M(X)" = M(X) N M (%) .

Preuve. - Il suffit de montrer que, pour toute m € M(X) N Mf(x), 1'élé-
+ . . s
ment m , a priori dans Mm(X), est en réalité dans M(X). Or o € Mp(X)
. + .. .
et par sulte m 1intégre toutes les fonctions f € ¢ (X). On peut alors

reprendre les preuves de (4.4.1) et (4.4.2), ce qui suffit.
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On sait que l'espace X est total dans chacun des espaces M(X) et
M (X), ce qui provient du théoréme de Hahn-Banach et de la connaissance
des duals M(X)' = ¢(X) et ¥ (X)' = 2" (X). Autrement dit 1'espace E(X)
des mesures moléculaires est dense dans M(X) et dans ﬁw(x). Le théoréme

de Hahn-Banach fournit de méme :

(4.4.4) PROPOSITION. - Le cdne positif E(X)+ de E(X) est dense dans

chacun des cdnes positifs M(X)+ et M (X)7.

A plus forte raison 1l'ensemble des mesures de Radon positives sur
7~
pX, 3 support (compact) contenu dans X, est dense dans chacun des cOnes

.. + + - .
positifs M(X) et ﬁ”(x) . Et 2 ce sujet on a :

(4.4.5) LEMME. - Soit (mi)i c1 une suite généralisée de Cauchy dems
l'espace Mm(x)+, formée de mesures de Radon sur si, a supports
compacts Ki C X. Alors, pour tout €>0, tout 6>0 et tout dcart
d € u, 11 existe un indice i, tel que mi[X \ Bd(Kio,S)] < € powr

tout i =1 .

Preuve. - En posant f. = S A d("Ki) on obtient une suite généralisée

(£.) = H, élément de # . Il existe donc i, €I tel que
1

|(mi_mj)(fk)| < §epour tous i,j & i, et tout indice k. Avec

:

j=k =1, on obtient mj(fk) = 0, d'oli mi(fi ) < 8c. On termine en

o

remarquant que fi (x) = § pour tout x & Bd(Ki s8) .

° °

(4.4.6) THEOREME. - Soit (X,U) un espace uniforme métrisable. Poup qu'une
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forme linéaire positive m sur U (X) soit élément de M (X)* i1

faut et il suffit qu'elle vérifie la condition suivante :

Pour tout €>0, il existe une partie précompacte et
fermée P de X telle que l'on ait |m(f)| < elfl pour

toute £ € U (X) qui 8'annule sur P.

Preuve. — La condition est suffisante : montrons d'abord qu'elle en-

traine la condition suivante :

*) |m(£)| <elfh + mQ1) | £l pour toute £ € U" (X)

En effet soit k = [fll, et soit g =k v |£]. Alors |f]| < g <1 et

0<g-k<g<1 ; et g-k s'annule sur P de sorte que

|m(£) | < m(|£]) <m(g) <elg-kl + km(1) < clfl + m(1) bel,

Alors si (fi) =HeH#" et si ufill <1 et fi + 0, on voit que la pré-

compacité de P implique IlfillP + 0, d'ol lim sup ]m(fi)l < € et tout

est dit.

La condition est nécessaire : c'est une question plus difficile
3 traiter. D'aprés (4.4.4) il existe une suite généralisée (mi)i c1
de mesures positives & supports compacts Ki C X (et méme 3 supports
finis) telle que m, > m dans M”(X)+. Utilisons (4.4.5) aprés avoir

placé sur X une distance d définissant W. Pour €>0 fixé, on peut

trouver une suite strictement croissante d'indices in € 1 tels que
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1 -n . .
m, [x\ Bd(Kin’E)J < €2 pour tout i = i

Posons successivement

K' = U Ki
k<n 'k
1
T = N B(':_)
nT e a®e %
Sn= n Bd(’ﬁl'%)
k<n
P = N§g
n

On vérifie aisément que P est précompact et fermé et que Bd(Tn’ -:T) cs .
n
Montrons que la suite Kr'x N Sn—l est croissante ; cela résulte de 1'éga-
2 . . .
N Bd(Kt'l’ E) qui implique KI'1 N Sn-l C Sn’ et de la mono-

1lité §_ = S
n n-1

tonie de la suite K!'l. On en déduit Kr'1 ns _,C S, = P.

N
k=n k

Montrons encore 1'inclusion Tn - Bd(P, ;]l-) : pour cela fixons
1 . . 1
x€T alors x € Bd(Kt'l';l_) donc il existe y € Kt'1 tel que d(x,y) <E :

< 1 212 1
1 1
d'ol y € By(T , —n) C Sn__ et x est &lément de Bd(Kn N Sn-l’ —n), donc

1
a fortiori de Bd(P, ;]1-). De plus on a

n
mi(X \ Tn) < kZ]mi [x\ Bd(Kik’ l)] < ¢ pour tout i > in'

-

Il reste @ prouver que P = Pe est le précompact cherché. Fixons donc
fe UTX) telle que f=0 sur P. Pour tout 0.>0, 1l'ensemble
U, = {x; [£(x)| <a} est un voisinage ouvert de P qui contient une

boule Bd(P, -lr;) pour un entier convenable n, comme on peut voir en pro-
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longeant f au complété X de X. On a donc Ua i) Tn et par suite, pour

tout i =21
n

|2 ()] < UEl m X\ T ) +oam(T )

<clfll + am.l(l)

ce qui fournit i la limite 1'inégalité |m(£)| < el £l + am(l), et donne

la condition puisque 0 est arbitraire.

(4.4.7) COROLLAIRE 1. - Soit (X,M) un espace untforme métrisable. Alore

M (X) cofncide avec 1'espace M:(X) des formes linéaires sur U (X)
continues sur la boule unité A(1) pour la topologie de la conver—

gence précompacte sur X.

Preuve. - Si m est é€lément de Mw(x), on peut écrire m = m+-m_, avec m+,
m € Mw(X)+ : et si (fi) C A(1) et fi + 0 uniformément sur les pré-
compacts de X alors m+(fi) + 0 et m-(fi) + 0 d'aprés le théoréme. Ré-
ciproquement M:(X) est contenu dans Mw(X) quel que soit 1l'espace uni-

forme (X,u).

(4.4.8) COROLLAIRE 2. - Soit (X,u) un espace uniforme métrisable. Les

propriétés suivantes sont équivalentes :
a) (X,u) est complet ;
b) M (X) = M (X) = M (X)

e) M (X) C M (X).
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Preuve. - Dans le cas général on a Mt(x) C MT(X) C M°°(x) d'aprés (4.4.2).
D'ol a) => b) avec (4.4.7). Enfin c¢) => a), car pour un espace uniforme

métrisable les points de X\ x n'appartiennent pas 3 M0 x).

(4.4.9) COROLLAIRE 3. - Pour tout espace wniforme (X,u) on a

] 7~
M (X) = lim proj Mt(xd)
de€y

. . [ 0 A~ ~
Preuve. - Il suffit de voir que M (Xd) =M (Xd) = Mt(xd) et d'appliquer
(4.3.3).

Les résultats qui suivent sont maintenant relatifs aux espaces mé-

trisables et complets. Ils permettent de dégager une notion de support

dans X pour toute m € Mw(X)+.

(4.4.10) PROPOSITION. - Sott (X,u) un espace wniforme métrisable et
complet, Pour toute m € Mw(x)"' 11 existe un fermé S(m) de X

tel que l'on ait pour toute f € ‘ll.°°(x)+

m(f) = 0 <ewme> £=0 sur S(m)

+ +
Preuve. - On remarque que M°°(x) = MT(X) = MT(X,Gu)+, ce qui permet
d'appliquer les résultats de VARADARAJAN [42] . On peut aussi démontrer
+ . .
que m appartient a MT(X) sl et seulement si la mesure associée A sur
m

la tribu de Baire Z(X) (voir début de (4.1)) est T-réguliére et retrou-

ver ainsi le résultat cité de Varadarajan.
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La liaison avec le support K = supp(m) de la mesure de Radon

”~~
sur pX associée 3 m est claire :

(4.4.11) PROPOSITION. - Soit (X,M) un espace wniforme métrisable et

conplet. Pour toute m € Mm(x)+ on a l'égalité

K = supp(m) = S(m)P
on ST est 1'adhérence de S(m) dans l'espace ﬂi.
Preuve. - On a K C S(m)p car pour toute f € Z(m(X) la condition f=0
sur S(m) équivaut i la condition f=0 sur S(m)F. Réciproquement suppo-
sons u € S(m)p \ K ; alors il existe f € C(IS;()+ telle que f(u) = 1 et

f=0 sur K ; 1la fonction f = le est élément de ‘Z(m(X)+ et Coz(f) N S(m)

est non vide, d'od m(f) = m(¥) # 0, ce qui est absurde.

Remarque. — La proposition (4.4.10) est manifestement fausse lorsque
1'espace métrisable (X,u) n'est pas complet. Il suffit de prendre pour

m un point u € X\ X, pour lequel aucun fermé F de X ne peut jouer le

role de S(m).

Nous avons rencontré en (4.4.5) les éléments m € Mm(X)+ qui sont
des mesures sur ﬁi, a support K = supp m contenu dans X ; lorsque X
est métrisable et complet on obtient donc des éléments m tels que S(m)
soit compact. Il importe d'en donner une caractérisation ; celle-ci
peut se faire 3 1'aide des fonctions f qui sont (ULUC) sur (X,p). Onm

rappelle que f est dite (ULUC) sur un espace uniforme quelconque (X,W)

129



Espaces uniformes et espaces de mesures

s'il existe un écart d € 4 et un réel a>0 tels que f soit uniformément

continue, pour 1\, sur toute boule Bd(x,pt), x€ X, On a alors :

(4.4.12) THEOREME. - Sott (X,U) un espace uniforme métrisable et complet.

Pour toute m € Mw(x)"'les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) S(m) est compact ;

b) toute f € € (X) est Am-intégrable R

b') m admet un prolongement linéaire unique, positif et o-régulier,
sur €(X) ;

e) toute fonetion (ULUC) £ est Am—intégrable 3

c') m admet un prolongement linéaire unique, positif et o-régulier,
sur l'espace des fometions (ULUC) sur (X,u).

d) toute fonetion f qui est (ULUC) et uniformément localement bor—

née est Am—intégrab le.

Preuve

a) => b) : si S(m) = K est compact dans X, alors #(X) K" fuw(x) -
ce qui permet le prolongement de m 3 € (X).

b) => ¢) => d), b) <> b') et c) <> c¢') : &vident.

d) = é.) : il suffit de montrer que S(m) est précompact puisqu'il est
fermé et que X est complet. Sinon il existe une suite (xn) dans S(m),
et un nombre a>0, tels que les boules Bd(xn,a) (associées 3 une dis-
tance d sur X définissant L) soient disjointes. Fixons une suite (hn)
dans %" (X) telle que 0 € h <1, m(hn) >0 et Coz(hn) C Bd(xn’ %.). ce
qui est possible. Alors la fonction h = X hn/m(hn) vérifie les condi~-

tions de d) et
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k h
Jhd)\ >>:m[-—-“—]=k
m m(hn)

n=|

pour tout entier k, ce qui est absurde.

v
4.5 L'EGALITE M(X) = M(X).

Pour le cas d'un espace topologique complétement régulier T, on
sait, avec [26], que 1'espace M(T) s'identifie & 1'espace des mesures
de Radon sur le compactifié de Stone-Cech BT dont le support est conte-
nu dans le c-replété 6T de T. Si l'on traite T comme un espace uniforme
fin, alors OT n'est autre que le complété de T, de sorte qu'on peut
poser le probléme de savoir pour quels espaces uniformes X 1l'espace

M(X) s'identifie 3 1'espace ﬁ(X) des mesures de Radon m sur le compac-

a
. . - A -
tifié de Samuel pX dont le support supp(m) est contenu dans le complé-

té X. I1 est clair que pour ces espaces uniformes X, l'espace M(X) est
nécessairement engendré par son cdne positif ; ainsi par exemple

v
M(R) # M(R) d'aprés [34]. Dans le méme genre d'idées on a plus géné-

ralement :

(4.5.1) PROPOSITION., - Soit S = (x) wne suite bornée de l'espace
- Dp 21
wniforme (X,u).
a) La mesure w = £ 2" ° dxn est élément de M(X).
b) Si S n'est pas précompacte dans X, le support de m n'est pas

contenu dans X.

Preuve :

a) Puisque S est bornée, il est immédiat que m opére sur %U(X). Fixons
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Re o et soit (f;) une suite généralisée de H qui tend simplement
vers zé&ro ; on peut supposer |fi(xn)| < | pour tout i et tout n.
Alors m(fi) + 0, comme on voit par les majorations

N -n ~-N
|m(£) | <n§l 27 £, (x )] + 2

o~
b) L'adhérence SP de S dans pX est exactement le support supp(m). La
condition supp mC X signifie donc que S est relativement compact

~

dans X, donc que S est précompact dans X.

(4.5.2) THEOREME. - ST M(X) = ﬁ(x) alors les bornés de l'espace wuni-

forme (X,u) sont précompacts.

Preuve. ~ 1l suffit de remarquer que pour qu'une partie B de X soit
bornée (resp. précompacte) il faut et il suffit que toute suite de B
soit bornée (resp. précompacte, d'aprés le lemme classique de Weil).

On applique ensuite (4.5.1).

v
Remarque. — La condition obtenue pour que M(X) = M(X) est nécessaire
mais non suffisante. L'espace uniforme R, avec sa structure uniforme
habituelle, est tel que tout borné (au sens actuel) est relativement

compact et cependant on a M(R) # ﬁ(R).

(4.5.3) COROLLAIRE. - Pour tout espace uniforme (X,u) non précompact

et tel que U(X) = U (X), on a M(X) # M(X).

Introduisons maintenant la définition :
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(4.5.4) DEFINITION. - Un espace uniforme (X,u) est dit de type (B),

ou B-espace, lorsque M(X) = ﬁ(x).

Il est clair que si (X,u) est de type (B), l'espace M(X) est en-

gendré par son cOne positif.

Nous n'avons pu obtenir une caractérisation des espaces de type
(B) et nous reportons en (4.5.10) pour en donner des exemples assez
généraux (mis & part le cas trivial des espaces fins). Auparavant

introduisons encore :

(4.5.5) DEFINITION. - Soit (X,u) un espace uniforme. On dit qu'une
partie H de U (X,u) est discréte, lorsque la famille
(Coz(f))f cu est discréte dans l'espace (X,u) (ce qui signi-
fie, rappelons le, qu'il existe un écart d € u et wn réel a>0

tels que la famille des boules Bd[Coz(f),a] goit disjointe).

On dit que H est dominée par une fonction h € ‘U(X) (ou en

abrégé que H est dominée) lorsque |f| < h pour toute f € H.

Enfin on dit que (X,n) est de type (D) lorsque toute partte

dénombrable discréte H de U™ (X) est dominée.

L'intér@t des espaces de type (D) provient principalement de la

proposition suivante :

(4.5.6) PROPOSITION. - Sott (X,u) un espace de type (D). Pour tout

élément m € M(X)', on a supp(l) C X.
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Preuve. — Raisonnons par l'absurde en supposant K = supp(m) ¢ X. D'a;
prés (4.3.5) il existe donc un écart d € u tel que Kd = supp(ﬁ;) ¢ id'
Cela revient 3 dire que S(md) n'est pas précompact dans id’ dg sorte
qu'il existe une suite discréte (fn) de ﬂm(;(d)+ telle que

Coz(fn) N Kd # 0 et md(fn) = | pour tout n. Suivant (4.3) dééignons
par ﬁ; ¢ X > id 1'application canonique ; alors la suite (fnoﬁ;) est
discréte dans (X,u). On peut donc trouver une fonction g & ‘u(x)+
telle que fnoﬁd=< g pour tout n. Fixons maintenant un écart e € u tel
que d < e et dg < e ; alors g se factorise a travers ie selon

g = §e°ﬁe' La suite (Coz(fn)) étant discréte, on voit encore que pourr
tout entier k ona Z f = Sup fn’ d'ol l'on déduit :

n<k? n<k

m (g,) = my(goh ) =m(e > I m(f) =k
. k=2n

et par suite m(g) = + », ce qui est absurde.

(4.5.7) PROPOSITION. - Les espaces uniformes qui suivent sont tous de
type (D) :
a) les espaces de type (A) ;
b) lee espaces faibles de type (C) ;
e) les espaces simplement fins ;
d) lee espaces localement fins ;
e) les espaces G-localement fins ;

f) les espaces de type (UP) de (2.7).

Preyve. - D'aprés les résultats du chapitre 2 les espaces vérifiant a),
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b), c) ou d) sont tous de type (UP). Il reste donc 3 prouver les asser-
tions e) et f). L'assertion e) est alors conséquence du fait que, pour
toute suite (fn) discréte, la fonction an est &lément de U (X). Prou-
vons f) : Soit (fn) une suite discréte de le(X) ; posons Y = U Coz(fn)
et définissons la fonction h sur Y par h(x) = anl pour x € Coz(fn) s
alors h est &lément de U(Y , ulY) de sorte qu'il existe une fonction

g € U (X) telle que h = g|Y, Et g vérifie bien les conditions

lfnl < g pour tout n, autrement dit elle domine la suite discréte (fn)'

Remarque. - On ne peut toutefois pas conclure que les espaces de type
(D) mentionnés ci-dessus sont de type (B). Pour cela il faudrait sa-
voir que M(X) est engendré par son cdne positif M(X)+, propriété liée
d'aprés (4.4.3) a l'espace Mp(x) et non satisfaite en général. L'espace
Mp(X) est étudié par CHOQUET [ 8 ] et BERRUYER-IVOL [ 3] dans le cas to-

pologique (espaces uniformes fins) et par PUPIER [35] et AZZAM [ 1 ] dans

le cas général.

Un autre espace de formes linéaires sur % (X) est assez bien lié
3 l'espace M‘§X), 3 savoir 1l'espace Mb(x) des formes linéaires o-ré-
guliéres m, i.e. telles que m(fn) -+ 0 pour toute suite (fn) de U (X)
telle que fn } 0. Dans le cas topologique on sait que MU(X) = Mp(x)
d'aprés [3]. Dans le cas uniforme le résultat le plus général concer-
nant ces espaces nous parait €tre celui de AZZAM et PUPIER ([1] et [35]) :
on a Mu(X) = Mp(X) = ﬁ(UX) pour les espaces uniformes X suffisamment

. s L e e P
fins tels que §(0X) = 0X. Comme conséquence immédiate on en déduit :
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(4.5.8) PROPOSITION. - Powur tout espace wniforme (X,u) de type (A)

on a ¥ (X) = M (X) = MEX).

Preuve. - On peut bien entendu remplacer u par n'importe quelle autre
structure uniforme compatible avec la pseudo-dualité (X, U(X)) sans
changer le résultat. On choisit de prendre la structure uniforme u,
de (4.1.3), qui est la structure m-fine associée i ou. Or (X,u,) est
suffisamment fin (4.1.8) et, X &tant de type (A), 8§(0X) = gk, ce qui

raméne au résultat mentionné ci-dessus.

On peut d'ailleurs donner une démonstration directe, toujours

en utilisant la structure uniforme y,.

(4.5.9) PROPOSITION. - Pour tout espace uniforme (X,u) de type (A)

on a MU(X) = Mp(x) = M(X,u,) .

. ~ A P - .
Preuve. — On sait déjd que oX = u,X = m(0X), ol les égalités sont

ensemblistes, et que Mp(X) = M(oX) = M(u,X) C M(u,X) = M(X,u,). 11
suffit donc de prouver que M(X,uo) est engendré par son cdne posi-
tif, autrement dit que chaque m € M(X,u,) est borné sur les disques
A(f) de U (X). Supposons le contraire : alors il existe f € Qt(x)+

et une suite (f ) dans U (X) telles que £\ <f et n(£ ) >4 pour
tout n &= 1. La fonction g = 2 fn/n4 est &lément de U(X), et c'est

une fonction (DLUC) sur (X,u). La suite (fn/nz) est (DLUE) sur (X,u,),
donc d'aprés (4.1.7), 1l'ensemble H = (fn/nz) est Elément de H(X,n,)

et ainsi
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m(fn)
m(g) = lim z 4 = 4+ ®
k+© n<k n

ce qui fournit la contradiction. En résumé on a bien M(X,u,) = Mp(X)

et M(X,u,) est engendré par son cdne positif.

L'intérét de la proposition réside dans 1'approximation qu'elle
donne des éléments de M éX) par des mesures moléculaires, uniformément

sur les parties H de H#(X,u,) = U Jf(x,eud). Elle est d'ailleurs
d €y,

comparables au théoréme (3.2.2) de [3].

Remarque. — Si ey est suffisamment fine [35] le méme raisonnement montre

que M(X,u) C Mp(X). Ainsi tout espace localement fin est de type (B).

(4.5.10) COROLLAIRE |. - Soit (X,u) un espace de type (A) tel que u

soit plus fine que u,. Alors M(X) est engendré par son clne

positif et (X,u) est de type (B).

Preuve. - Déja M(X) est engendré par son cOne positif et (X,u) est

de type (D), d'oli la conclusion avec (4.5.6).

(4.5.11) COROLLAIRE 2. - Tout espace uniforme M-fin est de type (E).

(4.5.12) COROLLAIRE 3. - Sott (X,u) wn espace wniforme (UC) (i.e. tel

que UX) = €(X)). Alors Mp(x) = M(X,ebn).

Illustrons maintenant ces questions par l'examen de quelques

exemples.



Espaces uniformes et espaces de mesures

Exemple 1. - Soit (X,X) un espace mesurable, oli T est une tribu sur 1l'en-

semble X. Désignons par ca(Z) 1l'espace des mesures signées sur Z et par

A = £(X,Z) 1l'espace des fonctioné réelles partout définies et Z-mesura-

bles. Introduisons le sous-espace A(Z) de ca(X) formé des mesures signées

M qui intégrent toutes les fonctions de A. On a alors :

(4.5.13) PROPOSITION :

a) L'espace uniforme (X,OA) est ultra-uniforme [13].
b) ‘LL(X,GA) = A,
c) M (X,0,) = M“(x,m(cA)) = ca(X).

d) M (X,0,) = M,(X,0,) = H(X,0,) = M(X,m(0,)) = A(Z).

Preuve :

a)

b)

c)

d)

Pour toute f € A+ et tout ©0, posons pour n = 0 :
B = {xeX; ne< £(x) < (n+1) €}

On obtient une partition (Bn) de X, formée d'éléments de Z, telle que

la fonction g= X n 1 soit Eélément de A. On en dé&duit que (B )
n=0 n n

est un recouvrement uniforme pour Oy ce qui prouve que (X,OA) est

ultra-uniforme.
C'est une conséquence du fait que A est une algébre sur X (2.3.4).

L'égalité~E(X,OA) = ¥ implique 1'égalité MO(X,GA) = ca(Z) ; le reste

est garanti par (4.1.10).

Onao, = m(oA) puisque tout recouvrement dénombrable de X formé

d'éléments de Coz(X,oA) = T, posséde un raffinement dénombrable qui
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est une partition de X dans X. Les &galités sont donc conséquences

de (4.5.8) et (4.5.9) et du fait que M (X,0,) =M (X,0,) = ca(®).

(4.5.14) COROLLAIRE. - Toute mesure W € ca(X) est wniformément appro-
chée sur les parties H € H”(X,10) par des mesures moléculaires.
Pour que WU appartienne d A(Z), il faut et il suffit qu'elle sotit
wni formément approchée par des mesures roléculaires sur les par-
ties H € H(X,U,). Enfin u, = m(OA) =0,
On remarquera qu'une mesure { € A(Z), méme positive, peut ne pas
étre moléculaire. Prenons pour X un ensemble infini non dénombrable et
pour £ la tribu engendrée par les parties finies (voir 1l'exemple donné
aprés (4.1.2)). Alors les fonctions f € A sont celles qui sont cons-
tantes en dehors d'une partie dénombrable de X ; en définissant u(f)
par la valeur de cette constante on obtient une mesure positive (et

méme un caractére sur 1'algébre A) qui n'est pas moléculaire.

Exemple 2. — Il est bien connu que les espaces complétement réguliers
pseudocompacts jouent un rdle particulier, et important, dans 1'étude
"fonctionnelle" des espaces topologiques. Nous allons voir ici que
pour les espaces uniformes le méme rdle est joué par les espaces de

type (A) précompacts. Plus précisément :

(4.5.15) PROPOSITION. - Soit (X,u) un espace uniforme. Les propriétés

suivantes sont équivalentes :

139



Espaces uniformes et espaces de Mesures

a) Toute forme linéaire pogitive m sur %~ (X) est O-réguliére ;

b) X est Gé-dénse dans ﬁi 3

e) (X,u) est un espace de type (A) précompact ;

d) de tout recouvrement dénombrable de X, formé d'éléments de
Coz(X,u), on peut extraire un sous-recouvrement fini.

e) toute suite réguliére de (X,u) est stationnaire ;

f) le théoréme de Dini est vérifié : autrement dit pour toute
suite (fn) de ‘ZI(X)+ la condition £ {0 implique la conditionm
ﬂfnﬂx {0 ;

g) une partie H de U (X) est relativement compacte (pour la
topologie de la norme) si et seulement st elle est (DLUE)

(théoréme d'Ascoli).
Preuve. - Elle peut se faire selon le diagramme logique
a)v\ﬂ

—~
a) => b) : Tout €lément u € pX est une forme linéaire multiplicative

unitaire sur Qt“(x). Si c'est un élément de M (X), il appartient

1)

Mod (X,pu) et ainsi pX = Mod (X,pu) d'ot la Gé-dens1te de X dans p

b) => ¢) : D'aprés b) toute fonction f & QLm(x) atteint ses bornes

- ' :
sur X ; donc % (X) est stable par inverse et c'est alors une algébre
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sur X. Ainsi (X,u) est de type (A) et borné dans lui-méme, donc précom-

pact d'aprés (2.8.4).

¢) => a) : Soit m une forme linéaire positive sur 2[”(X). Alors m est
- 7> * - o
élément de Rad(pX). Si (fn) est une suite de U (X) telle que fn {0,

alors fg ! 0 puisque X est Gd-dense dans 6%, donc m(fn) { 0, ce qui

fournit a).

b) = f) : C'est une conséquence du fait que d'aprés b) on a 1'égalité

ModG(X,pu) = pX et du fait que £ } 0 sur X si et seulement si £ 10

sur Modd(x).
£) => a) : Evident.

¢) => d) : Tout recouvrement dénombrable de (X,u) formé d'éléments de
Coz(X,u) appartient 3 U,. Or u, est compatible avec la pseudo-dualité

(X, 4 (X)) et est précompacte d'aprés c), ce qui fournit d).

d) => e) : Evident.

e) => c) : Toute £ € YU(X) est bornée sur X puisque la suite

v, = {(xex; |f(x)|‘< n} est réguliére, donc stationnaire d'aprés e).
De plus si Z(f) est vide, alors la suite Vo= {xex; |£x)] >’% }
est aussi réguliére, donc statiomnaire, ce qui montre que |f| posséde

une borne inférieure strictement positive. Cela suffit pour conclure

L= 2]
que toute £ € ¢ (X) atteint ses bornes.

c) => g) : Toute partie H de le(x) qui est (DLUE) est (ULUE) sur
1'espace (X,H,) = (X,pu). Ainsi H est élément de H#°(X,pu), de sorte que

sur H la topologie de la convergence simple sur X coincide avec celle de
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la convergence uniforme (X &tant précompact). Donc H est relativement
(-]
compact dans l'espace de Banach 4 (X). Réciproquement il est clair

qu'une partie compacte de A" (X) est (DLUE).

g) => c) : Toute f € U(X) est (DLUC) et si Z(f) est vide alors 1/f
est aussi (DLUC). Donc Z%U(X) = Q[»(X) est stable par inverse et ainsi

(X,u) est de type (A), et forcément précompact d'aprés (2.8.4).

Les espaces uniformes précompacts de type (A) constituent 1la
"bonne' généralisation des espaces pseudocompacts. La proposition pré-
cédente contient d'ailleurs une généralisation d'un théoréme de
GLICKSBERG [20], ainsi qu'une caractérisation de la pseudocompacité
(dans le cas topologique) fournie par d), comparable 3 celle de la

semi-compacité,

4.6 UNE TOPOLOGIE LIMITE INDUCTIVE SUR M(X).

Ce paragraphe a pour but l1'étude des relations entre ﬁw(Y) et ﬁm(x)
d'une part, et M(Y) et M(X) d'autre part, lorsque Y est un sous-espace
uniforme de X. On verra que Mm(Y) s'identifie & un sous-espace topolo-
gique de ﬁm(X) mais que, en général, M(Y) posséde une topologie stric-
tement plus fine que celle induite par M(X). Toutefois lorsque Y=K
est un compact de X, 1l'espace M(K) est sous-espace topologique de M(X)
et cette remarque conduit & placer sur M(X) la topologie limite induc-

tive de M(K), particuliérement lorsque X est espace uniforme de type. (B).
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(4.6.1) THEOREME. - Pour tout sous—espace Y de l'espace uniforme (X,u)
on a X (Y) =# (X)]|Y.

Preuve. — Il suffit de voir que toute partie H E.%d»(Y) est formée des
restrictions 3 Y des fonctions éléments d'une partie H' € J?w(X). L'é-
cart dH est une fonction bornée et uniformément centinue sur 1l'espace
YZ, et l'espace Y2 est sous-espace uniforme de Xz. Il suit de 13, par
le théoréme de prolongement de Katétov, qu'il existe une fonction

g E th(Xz) prolongeant 1'é&cart dH' Pour tout y € Y et toute £ € H,
désignons par hy £ la fonction x + £(y) - g(x,y). Alors la famille

(hy f) obtenue est uniformément bornée. Fixons f € H et associons lui
]

la fonction f' = Sup h £ Alors pour tout x € Y on a
yey ”»?

£'(x) = sup [f(y) - dH(x,y)] = f(x)
yeEY

de sorte que f' prolonge f. Désignons enfin par H' 1l'ensemble des
fonctions f', quand f décrit H et prouvons pour terminer que H' est

uniformément &quicontinue. Or pour x € X et z € X on a

€' (x) - £'(2)| < sup |g(x,y) - g(z,y)|
yey

et tout provient de la continuité uniforme de g.

En conséquence on a :

(4.6.2) THEOREME. - Pour tout sous-espace Y de l'espace uniforme (X,u),

1'espace M (Y) 8'identifie topologiquement & un sous-espace de M (X).
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Preuve. - L'injection canonique Y + X fournit par bitransposition une
application linéaire continue M(Y) » M (X), qui associe 3 chaque

me ¥°(Y), 1'élément m' € M (X), défini par m'(f') = m(f), od £ = £'|Y.
Comme 1'application de restriction f' + f est une surjection de ¥ (X)
sur 4°(Y), on voit que 1l'application m + m' est injective. Enfin si
mi + O dans ﬁ”(x), alors mi(f') + 0, uniformément sur les parties

H' € Jf”(x), ce qui signifie, avec (4.6.1), que mi(f) =+ 0 uniformément
sur les parties H eafw(Y), autrement dit que m, > 0 dans Mm(Y). Ainsi
1'application m - m' est un isomorphisme topologique de MP(Y) sur son
image, ce qui permet d'identifier M (Y) 3 un sous-espace topologique

de M (X).
Pour le cas des espaces M(X) on a seulement :

(4.6.3) PROPOSITION., - Pour tout sous-espace Y de l'espace wniforme
(X,u), l'application m + m' de M(Y) dans M(X) est une injection
linéaire continue. Elle permet d'identifier (mais non topologi-

quement) 1'espace M(Y) d wn sous—espace vectoriel de M(X).

Preuve. - 11 suffit de voir que l'application m + m' est injective.
Or si m'=0 dans M(X), alors m'=0 aussi dans Mw(X), donc m=0 dans Me(Y)

d'aprés (6.4.2), et m=0 dans M(Y).

Remarque. - Comme en général om a H#°(Y) ¢ # (X)|Y, et méme
UY) ¢ 42(X)|Y, l'injection m + m' n'est pas un isomorphisme topolo-

gique. On a toutefois :
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(4.6.4) THEOREME. - Pour tout compact K de X, l'espace M(K) = M (K) s'i-

dentifie topologiquement 4@ un sous—egpace de M(X).
Preuve. - Cela résulte de (4.6.1) et de 1'égalité H#(K) =‘%Pm(K).

Le théoréme donne donc un certain intérét aux espaces uniformes de

type (B) puisqu'alors tout &lément m € M(X) est 3 support compact contenu

dans X. A ce sujet on a déja :

(4.6.5) PROPOSITION. - La classe des espaces de type (B) est stable par

bassage aux sous—espaces.

Preuve. — Soit (X,u) de type (B). Puisque M(X) = M(X), on peut supposer
X complet et ne s'intéresser qu'aux sous-espaces fermés Y de X. Sous
ces conditions fixons donc un &lément m € M(Y), lu m' dans M(X) d'aprés
' N oot Y T P ' ‘3
(4.6.3). L'espace pY s'identifie 3 1'adhérence Y' de Y dans l'espace pX,
v . o e o L \A hy
et alors m s'identifie 3 la restriction & pY de la mesure (m')Y. D'ol
Supp @ = Supp(m') N pY. Mais Supp(m')¥ est un compact de X, de sorte

que Supp m est un compact de X N 6§ = Y et tout est dit.

Revenons au théoréme (4.6.4). Lorsque (X,u) est un espace quel-
conque, on voit que les espaces M(K), K compact de X, forment un systé-
me filtrant croissant de sous-espaces topologiques de M(X), dont la
réunion n'est autre que 1'espace des mesures 3 support compact contenu
dans X. Lorsque X est complet on a donc ﬁ(X) = U M(K), et lorsque X

est 3 la fois complet et de type (B), on a M(X) = U M(K). Cette situation
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est intéressante car elle permet de placer sur M(X) la topologie, notée

%, limite inductive (localement convexe) du systéme filtrant croissant

M(K)

M(X),2) = lim ind M(K)
K

Cette topologie & peut aisément se décrire :

(4.6.6) PROPOSITION. - Soit (X,u) un espace uniforme complet et de type
(B). Désignons par L(X) l'espace des fonctions réelles f sur X
dont les restrictions aux compacts K de X sont continues, et par
L la famille des parties H C L(X) qui sont simplement bornées
sur X et équicontinues sur chaque compact K de X. Alors L est lag

topologie de la L-convergence.

Preuve. — Montrons d'abord que X est total dans 1'espace (M(X),%). Cela
provient dé&ja du fait que chaque compact K est total dans M(K) et que
M(X) = UM(K). Il en résulte que tout &lément v du dual (M(X),2) est
complétement déterminé par sa restriction v|X = f. On obtient ainsi une
fonction £ sur X, dont les restrictions aux compacts K de X sont conti-
nues puisque v|M(K) est &lément de M(K)' = C(K) ; autrement dit

f € L(X) et ainsi (M(X),%)' CL(X). Réciproquement pour toute f € L(X),
la restriction fIK est €lément de C(K) = M(K)' ; on peut ainsi définir v
sur M(X) selon v(m) = m(fIK) pour tout compact K tel que v € M(K), et
obtenir une forme linéaire continue sur (M(X),%). Finalement on a bien

L(X) = (M(X),2)'. Le méme raisonnement montre que les parties &quicontis"
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nues du dual (M(X),%)', s'identifie aux parties de L(X) dont les res-
trictions aux compacts K sont éléments def(K). Le résultat est donc
conséquence du fait que la topologie d'un elc E est celle de la conver-

gence &quicontinue sur son dual topologique.

I1 importe maintenant de savoir dans quelle conditions la topolo-

gie limite inductive % est la méme que celle de M(X). La réponse est

donnée avec :

(4.6.7) THEOREME. - Soit (X,u) un espace uniforme. Les assertions
sutvantes sont équivalentes :
a) (X,u) est complet, de type (B) et M(X) = (M(X),R) ;
b) (X,u) est complet et fin et l'espace topologique sous-jacent

X est un kR-espace.

Preuve :
a) => b) : Si M(X) = (M(X),), alors Y (X) = L(X) et H#(X) =L, On en
déduit que U(X) = L(X) = €(X) et que £ = H(X) = H, ol H est la com

pactologie équicontinue sur @ (X). Ainsi (X,u) est un espace fin et X

est un kR—espace .

b) => a) : Un espace fin est de type (B) d'aprés (4.5.10). Soit Wp
la structure uniforme sur X de la L-convergence sur l'espace

L(X) = €(X) = ¢ (X,u). Alors Mp induit sur chaque compact K de X sa
propre structure uniforme, d'ol suit que U, est compatible avec la

topologie de X ; alors L = J¥, ol JF est toujours la compactologie
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équicontinue de € (X) et ainsi (M(X),R) = M(X).

4.7 MESURE PRODUIT.

Le probléme des mesures produits dans les espaces uniformes peut
gtre formulé de plusieurs fagons. Certaines difficulté&s sont & surmon-
ter, dues au fait qu'en général le produit direct
£® g : (x,5) > £(x)g(y) de deux fonctions f € U (X) et g € % (Y)
n'est pas uniformément continu pour la structure uniforme produit
sur X x Y, De plus méme lorsque l'on a WUX) ® U(Y) C U (XXY), rien
ne garantit une "densité&" convenable de WU (X) ® U(Y) dans Y(XxY).

De sorte qu'il se pose 3 la fois un probléme d'existence et un probléme
d'unicité, Nous adopterons donc la formulation suivante : &tant donnés
deux espaces uniformes (X,A) et (Y,u), et une structure uniforme v sur
le produit XxY, supposée plus fine que la structure uniforme produit
Axy, sous quelles conditions existe-t-il, pour tout couple

(ml,mz) € M(X) x M(Y) un élément unique m de M(XxY,v) tel que

lim w 1£® ® %) = 0 (B ()

k &+ o

pour toutes f € U(X) et g € U(Y) ?

L'une des méthodes possibles pour &tudier le probléme ainsi formmlsé
pourrait €tre le prolongement d'une forme linéaire compactologique en
une forme lin&aire compactologique, travail qui 3 notre connaissance n'a

pas été fait jusqu'd maintenant ét qui est vraisemblablement difficile.
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Une autre méthode consiste & utiliser la représentation de M(X) en
A .
termes de mesures de Radon sur pX ; c'est cette méthode que nous choi-

sissons en nous limitant d'ailleurs uniquement aux espaces uniformes

de type (B).

On convient donc ici que, sauf mention expresse du contraire, tous
les espaces sont de type (B). Autrement dit on suppose (X,A) et (Y,u)
de type (B), ainsi que (XXY,v). On remarquera a@ ce sujet que la struc-

ture uniforme produit Axy peut ne pas €tre de type (B).

Pour simplifier 1'&criture on dit que le probléme des mesures pro-
duits admet une solution unique lorsque les conditions d'existence et

d'unicité définies plus haut sont satisfaites. On note alors m = o, E)mz.

La notion de compact &tant trop générale pour la question présente

-~

nous sommes amenés 3 introduire :

(4.7.1) DEFINITION. - On dit qu'un compact K de X est un compact-support
s'?l existe une mesure de Radon m sur K, de support K. On désigme

par X _(X) la compactologie sur X engendrée par ces compacts supports.

Avant d'anoncer le théoréme reliant le probléme des mesures produits
3 cette notion de compact-support, remarquons que l'application identique
id sur XXY posséde un unique prolongement uniformément continu

N o ~ - .
m: (XxY,v) - X XY, rendant commutatif le diagramme
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id

(XxY,v) —  (XXY, Axpu)
o~ K ~ o~ P
(XxY,v) — XXY = (XXY, Axp).

L'application T n'est en général ni injective, ni surjective.

oA ~.
Ainsi quand nous écrirons 1'égalité XS(XxY) = .)i’s(XXY, V) cela
signifiera de fagon précise que T est une bijection échangeant les
familles Jf; correspondantes, autrement dit que T est une bijection

[ /\ - -
compactologique entre les compactologies J{Q(XXY, V) et J{;(xxy),
Avec ces précautions de langage on a alors :

(4.7.2) THEOREME. - Lesg assertions suivantes sont équivalentes :
a) Le probléme des mesures produite admet une solution wnique.

b) K (RBY) = xs(xf?y, v).

Preuve :

b) => a) : Fixons (ml,mz) € M(X) x M(Y) et soit K = Supp(ﬁl) CXet
L= Supp(iz) c Y. Le compact KxL est donc, d'aprés b), un compact-
support de (XxY,v). La mesure produit, notée m, x)mz, des mesures de
Radon m  sur K et m, sur L, est un €lément de M(KxL) et M(KXL) est
inclus dans M(¥xY, v). Ainsi m, K)m2 répond aux conditions. Montrons
que la condition d'unicité est aussi satisfaite : soit m € M(XxYy, V)

un autre élément répondant aux conditions ; alors D = Supp(m) est un
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compact-support de =¥ d'aprés b). De plus m(f® 1) = ml(f) et

n(l ® g) = mz(g) pour £ € U (X) et g€ U(Y) ; et Supp &1’1 est la pro-
jection de D sur X tandis que Supp 52 est la projection de D sur Y.
Ainsi D est inclus dans KXL et m est &lément de M(KXL). Or dans M(KxXL),

met m ®m, coincident d'aprés l'unicité des mesures produits dans

le cas des espaces compacts ; d'oli m = m, o) m, dans M(XxY,v).

a) => b) : Désignons par ¢ 1'application (ml,mz) > om ®© m, de

M(X) x M(Y) dans M(XXY, V) et commengons par étudier ¢ sur 1'espace =Y.
Déja <I>|§(><§ est injective : car si (u,v) # (u',v') dans f(xi', alors par
exemple ufu', donc il existe f € 'll(;{) telle que f(u) =0 et f(u') =1,
et alors (Uu® Vv)(£® 1) = 0 tandis que (W' v")(f® 1) = v'(1) = 1.

De plus l'image <I>(§(X§') contient ()&\Y, v) : en effet soit w € XQ ; alors
1'élément w', restriction de w & l'espace U (XxY, Axu) est une forme
modulaire compactologique, donc un &lément de ;(X'; = (XQ, AXU), noté
(u,v), et la condition d'unicité impose forcément 1'égalité w = u & v.
En identifiant uniformément XXY et <I>(ix?), on fait apparaltre (XQ, V)
comme partie de XxY et sa structure uniforme v est plus fine que la
structure uniforme produit Axu. La topologie de (X;;, V) est donc plus
fine que celle induite par iXQ, de sorte que, en particulier, les
compacts de (XIX\Y, V) sont des compacts de XxY. Enfin soit D un compact
de ;(X‘Y:, support d'une mesure m. On a alors m € M(;(X§, AXuy) et la mesure
m = ml UX) ® 1 appartient 3 M(X) et son support est la projection de
D sur X ; de méme m, = mll ® U(Y) est un élément de M(Y) dont le sup-
port est la projection de D sur Y. Le produit des deux compacts-supports

7~
est un compact-support et par suite D est un compact de (XXY, v), comme
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étant compact dans Supp tﬁ'] X Supp 52.

Remarque. — La condition d'unicité du théoréme est ici fondamentale.
Fixons par exemple deux espaces complétement réguliers S et T, supposés
pseudocompacts mais tels que le produit SXT ne soit pas pseudocompact.
Sur chacun des espaces S, T et SXT la structure uniforme B est celle
définie par les fonctions continues et bornées ; et les espaces uni-
formes (S,B), (T,B) et (SXT,B) sont de type (B). Or on sait (théoréme
de GLICKSBERG [I]) que BS x BT # B(SXT). Soit (m),m,) € M(5) x M(T) ;
alors (ml,mz) est un &lément de M(BS) x M(BT), donc de M(BS x BRT).

G A © .
Ainsi m, ® m, est élément du dual de C (S) ® C (T), donc admet, par le
théoréme de Hahn-Banach, un prolongement m dans le dual de Cm(SXT).
Ainsi m est &élément de M{B(SxT)], donc le probléme des mesures produits
admet une solution (non unique) bien que 1l'on ait B(SXT) # BS x RT.
Dans le méme genre d'idée on voit que les conditions &quivalentes a) et

-~ ~ A
b) du théoréme impliquent 1'&galité ensembliste (XXY, v) = XxY.

(4.7.3) THEOREME. - On suppose que le probléme des mesures produits
admet wne solution unique. Alors le sous-espace vectoriel de
M(XxY, V) engendré par l'ensemble m, 8>m2, quand (ml,mz) déerit
M(X) x M(Y) est exactement le produtt temsoriel algébrique
M(X) ® M(Y) ; et dans ce cas M(X) ® M(Y) est dense dans M(XxY, v).
Autrement dit M(XXY) est le complété de M(X) ® M(Y) pour la topo-

logie localement convexe de H'(XxXY, V)-convergence sur U(XxY, v).

Preuve. -~ Il suffit de montrer que M(X) ® M(Y) est dense dans M(XxY, v).
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Fixons H € #(XxY, v), m € M(XxY,v) et €>0. Le compact K = Supp m est
inclus dans (i;§, V), et c'est un compact-support. Soient K, et K2 les
projections de K sur X et ¥ respectivement ; alors m est &lément de
M(KIXKZ) et Kl X K2 est un compact-support de X<¥. or

M(KIXKZ) = M(Kl) ® M(Kz) d'aprés [5], et ainsi il existe un élément

m, dans le produit tensoriel algébrique M(Kl) E)M(Kz) tel que

| (m=m,) (£)| < & pour toute f € H|K1 X K,. En lisant m, dans 1'espace

M(XXY) on obtient ]m—molH < g, ce qui exprime la densité de M(X) ® M(Y)

dans M(XxY, v).

Une autre conséquence du probléme des mesures produits, quand il
a une solution unique, est relative au comportement des parties bornées
de (X,A) et (Y,u). On obtient un résultat généralisant les propriétés

(4.7.2.b) des compacts-supports.

(4.7.4) THEOREME. - On suppose que le probléme des mesures produits
admet wne solution unique. Alors le produit de deux bormés B,
de (X,)\) et B2 de (Y,u) est un bormé de (XxY, V). De plus v

coineide sur B,XB, avec la structure uniforme produtt AXu.

~ ~n a
Preuve. - On sait déja que 1'égalité ensembliste (XXY, V) = XXY a
lieu, la topologie de Vv étant plus fine que la topologie produit. Donc

A -~ ~
tout fermé de Xx¥ est fermé dans (XXY, v). Désignons par B, et B, les

1 2
1 et 82 dans X et Y

respectivement. Alors il et B2 sont compacts, puisque les bormés sont

complétés de B1 et B2, ou encore les adhérences de B
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précompacts dans les espaces de type (B), et 51 X 32 est un fermé de

~
(XxY, v). Supposons maintenant B, X B2 non borné dans (XxY, v), donc

1
non précompact dans (XxY, v) puisque vV est de type (B) ; il existe
alors une suite z, = (xn,yn) non précompacte dans Bl x BZ' Posons

-n -n
= =X
m, 22 €x_ et m, 2 €y

on obtient ainsi des éléments de M(X) et M(Y) et K = Supp(m] ®m2)v
P
est un compact de (XxY, v), contenant la suite (zn), ce qui est
e
absurde. Donc Bl x B2 est bien borné dams (XxY, v). Mais de plus

~ -~
B] x B2 est un fermé borné de (XxY, v), donc un compact, d'oi la

coincidence des deux structures uniformes v et Axy sur B, X B_.

1 2

(4.7.5) COROLLAIRE. - On suppose que X et Y gont respectivement dis-—
tingués dans X et Y. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) Le probléme des mesures produite admet une solution wnique ;

b) Pour deux bornés B1 de (X,)) et B2 de (Y,u), on a

v|B, x B, = (A\[B)) x (u{B,).

Preuve. - On a toujours a) => b) d'aprés ce qu'on a vu. Montrons

b) => a) : Pour (ml,mz) € M(X) x M(Y), il existe un borné B1 de (X,))
et un borné 32 de (Y,u) tels que Supp ﬁ] C §1 et Supp 62 C 32 (ceci
d'aprés l'hypothése de distinction). Par suite m, g>m2 appartient 3
M(B,) ® M(B,) et d'apres b) on a M(B) ® M(B,) = M(E B, C M(xxy, v),

ce qui suffit.

Pour le cas oli X et Y sont eux~-mémes bornés, on a :
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(4.7.6) PROPOSITION. - Sozent (X,A) et (Y,u) dewxr espaces uniformes pré-
compacts et v une structure uniforme précompacte sur le produit
XxY, Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) v = Axp ;
- - N ) .
b) XxY = (XxY, v) topologiquement nu uniformément ;

e) UX) ® UY) est uniformément dense dans U (XxY, V).

Dans une autre voie on a

(4.7.7) PROPOSITION. - Sozent (X,A) et (Y,u) deux espaces uniformes
faibles. Alors le probléme des mesures produits pour les struc-

tures uniformes A,, Uo et (Axu), admet une solution unique. En

particulier on a

M(X,20) ® M(Y,p ) C M(XXY, (Axp),)

Preuve. - On sait que (X,A.), (Y,u,) et (XxY, (AXU)o) sont des espaces
. . A~ AN

de type (B). De plus on a les égalités topologiques A X = 6X, pu,Y = &Y

et (Axu)o(XxY)A= S§(XxY) et 1'égalité uniforme §(XxY) = 8X x §Y d'aprés

A~
[14]. Alors ,1;[X§§, (Axp) ] = ‘x;(X:} X U,Y) et on peut appliquer
(4.7.3).

(4.7.8) COROLLAIRE. - Sotent (X,A) et (Y,u) dewx espaces uniformes fai-
bles de type (A). On munit XxY de la structure wniforme v = a(Axy)
de type (A) associée a Axu. Alors le probléme des mesures produits

pour A,,uU,,v, admet une solution wnique. En particulier on a

Mp(x) ®M p(Y) - Mp(XXY)

155



Espaces uniformes et espaces de mesures

Applications aux espaces topologiques. - Rappelons que pour un espace
topologique complétement régulier T, on désigne par U la structure
uniforme sur T définie par 1'algébre ¥ (T) et par € la structure uni-
forme universelle de T, c'est-3d-dire la plus fine structure uniforme
compatible avec sa topologie. Le replété UT est le complété de (T,v),

tandis que le c-replété 6T est le complété de (T,0).
Comme conséquence de (4.7.2) et (4.7.3) on a

(4.7.9) PROPOSITION. - Les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) K, (85 x 0T) = X [8(sD)] ;
b) Le probléme des, mesures produits relativement aux espaces
fins (S,6), (T,6) et (SXT,0) admet une solution unique. En

particulier on a :

M(S,8) ® M(T,8) C M(SxT,6)

Et en appliquant les résultats précédents (4.7.7) sachant que

ay oy
Mﬁ}S) = M(S, v,) et US = (eB)S = v,S, on obtient :

(4.7.10) PROPOSITION. - Les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) H (uS x vT) = .%; [u(sxT)];
b) Le probléme des mesures produits relativement aux replétée

uS, VUT et V(SXT) admet une solution wnique. En particulier on q :

Mp(S) ® Mp(T) C Mp(SXT)

Les formules précédentes sont &videmment li&es aux deux problémes
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de commutation (ol les égalités sont topologiques) U(SXT) = uS X UT et
B(SXT) = 6S x O6T. Rappelons que ces deux problémes sont largement &tu-
diés dans la littérature, encore qu'ils ne soient pas complétement ré-
solus. Il n'est pas dans notre propos de dresser ici une bibliographie
exhaustive concernant ces questions. Renvoyons simplement 3 [51], [31],
[36], [37]. Quoi qu'il en soit la proposition (4.7.10) permet d'obte-

nir un énoncé simple et qui semble nouveau :

(4.7.11) PROPOSITION. - Si ¥ (SXT) est l'algébre sur SXT engendrée par

€ (S) ® €(T), alors V(SXT) = US X UT.

Preuve. — L'espace uUS X UT est le complété de SXT pour la structure
uniforme produit Ug X Ur. Mais c'est aussi le S~complété de

(SXT, Vg X UL), donc d'aprés [14], le produit des S-complétés. Ma?s

alors US x UT est le complété (égalité topologique) de l'espace uniforme
de type (A) associé a (SxT, Vg x UT), qui est exactement (SxXT, u) d'aprés

- 1'hypothése faite sur ¥ (SxT). Ainsi V(SXT) = vS x UT.
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INDEX

NOTATIONS.
Les notations suivantes sont précisées dans 1l'introduction.
PU ; euw 5 Ou 5 vu ; Bu ; 8, Tu, u, et ﬁi.
UK, W) 3 U (X0 3 €X) 3 € &,u) ;3 2(X,u) ; Coz(X,u).
HE) A () 5 MKW 5 M (X,0) 5 Mod(X) 5 Modg (X) ;
M X)) 5 M (X)) 5 M (X) Rad(gk) 3 M (X).
dy 3 dg 5 Wy 5 Wy 5 0, (page 7), ulY (page 8)

au ; au; aX ; a X (page 40), my ; m u (page 44)

NOTIONS.

Algébfe sur X
Algébre bornée sur X
Espace de type (A)
Espace de type (Ab)

B-espace.

Borné de X, espace (B.P.)

Compatible, =-compatible
Espace de type (C)

Dénombrablement localement
- Uniformément continue (DLUC)

- Uniformément &quicontinue (DLUE)

Discréte — partie discréte de (X,u)

- partie discréte de U(X,n)
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Domination - d-dominé par &
- relation de domination

- partie discréte dominée

Espace de type (D)

Espace faible

Espace fin

Espace localement fin

Espace 8-localement fin

Espace S -fin

Espace métriquement fin (M-fin, Ms-fin)
o

m-espace, m —espace

Pseudo-Dualité

Pseudo-Dualité uniforme

P-espace

PR—espace

Suite réguliére
Suite uniformément réguliére

Espace uniforme régulier

Uniformément localement - uniforme (ULU)
- uniformément continue (ULUC)

- uniformément équicontinue (ULUE)

Espace (U.C)
Espace (U.P)

T—espace, T —espace
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