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' a b b c a t i o n s du 

>épaftement de 

éatfeéma tiques 

^ o o 1975 1.12-4 

ESPACES UNIFORMES ET ESPACES DE MESURES 

par Ali DEAIBES ^ 

Ce travail consacré aux espaces uniformes, notés (X,y), n'utilise 

pratiquement que des espaces uniformes séparés. Cependant dans cer­

tains cas, et en général à l'intérieur de démonstrations, on rencontre­

ra des espaces uniformes non séparés, la plupart du temps écartisables. 

Notations usuelles. - On désigne par R l'espace uniforme des nombres 

réels, muni de sa structure uniforme habituelle de groupe topologique 

abélien. L'espace vectoriel R n est muni de la structure uniforme pro­

duit. Pour tout espace uniforme (X,y), on désigne par î/(X,y) ou ̂i(X) 

l'espace vectoriel des fonctions uniformément continues sur (X,y) à 

valeurs dans R, et par ̂ °°(X,y) ou U°°CO l'algèbre des fonctions bor­

nées de (X)• L'ensemble des noyaux Z(f) - f '(0) associés aux fonc­

tions f 6 ft(X) est noté Z(X,y) ou Z(X) et l'ensemble des conoyaux 

Coz(f) = X \ Z(f) est noté Coz(X,y) ou Coz(X) . On désigne par X l'es­

pace topologique associé à (X,u). 

A la structure uniforme y sur X, considérée comme fixée, on asso­

cie plusieurs autres structures uniformes : la structure uniforme py 

définie par les recouvrements finis de y ; la structure uniforme e\i 

de Shirota définie par les recouvrements dénombrables de y ; la struc-

( * ) C e mémoir est la thèse de doctorat ès-sciences mathématiques présentée par l'auteur. 
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ture uniforme faible oy définie par U (X) . L'espace OX - (X,oy) est 

appelé l'affaibli de (X,y) et (X,y) est dit espace faible lorsque 

y = oy. La plus fine structure uniforme sur lfespace topologique 

(complètement régulier) X, compatible avec sa topologie, est notée 

6y et son affaiblie c6y notée uy ; on dit parfois que oy est la 

structure uniforme de repletion. L'espace uniforme (X,y) est dit 

fin si y • 6y ; un exemple en est donné avec un espace topologique 

complètement régulier T que l'on considère comme espace uniforme 

fin quand on le munit de sa structure uniforme universelle 8. A 

côté de <U(X) et #°°(X), on introduit l'algèbre des fonctions conti­

nues sur X à valeurs dans R, notée #(X) « &(X,6y), ainsi que sa 

oo 00 

sous-algèbre des fonctions bornées (X) « # (X,6y). On note encore 

By la structure uniforme p8y. En désignant comme d'habitude par (X tU) 

ou quelquefois (X,y), le complété de (X,y), on voit que pX * (X,pv) 

est le compactifié de Samuel de (X,y) et 3X = (X,By) est le compac-

tifié de Stone-£ech de (X,y). On a d'ailleurs les inclusions topolo­

giques X C X C 0X C pX. 

Du point de vue compactologique on désigne par 3? (X,y) ou 3f 

la compactologie uniformément équicontinue formée des parties 

H C *U.(X»P) 9 ui s o n t simplement bornées, uniformément équicontinues 

oo 

et simplement fermées. De même dans l'algèbre U (X,y) on désigne 

par 7f°(X,y) ou #° la famille des parties H G X qui sont uniformé­

ment bornées. Il convient alors de rappeler que la structure uniforme 

y est celle de la SW-convergence sur ̂ (X) ; c'est aussi celle de le 
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^-convergence sur U (X) [7]. Cela met clairement en évidence le rôle 

d , Mobjet dual de Xlf de chacun des espaces % (X) et <&°°(X). 

Résumé du travail* - Le chapitre 1 a pour but de préciser le rôle de 

la pseudo-dualité (X,<ZZ(X)), en caractérisant l'ensemble a(X) des sous-

X 

espaces vectoriels A de R tels qu'il existe une structure uniforme 

séparée U sur X pour laquelle ^(X,y) = A. Le théorème est obtenu en 

(1.2.9). Si A est élément de a(X) on identifie le couple (X,A) à l'es­

pace uniforme (X,a^), où est la structure uniforme définie par A. 

Le chapitre 2 est consacré à l'exposition de classes variées d'es­

paces uniformes qui vont intervenir dans la suite. 

Le chapitre 3 est relatif au "problème de Mackey". On fixe l'es-

00 

pace uniforme (X,y) et on désigne par X (resp. X ) l'ensemble des 

structures uniformes v sur X telles que #(X,v) = UW [resp. 

#°°(Xfv) - #°°(X)] . L'ensemble X (resp. X°°) est muni de l'ordre na­

turel défini par la relation de finesse. Le problème de Mackey dans 

les espaces uniformes, posé par R. PUPIER, consiste à savoir si l'en-

semble X (resp. X ) possède un élément maximum. En fait la réponse 
oo 

à cette question est négative ; toutefois X (resp. X ) est un en-
oo 

semble ordonné inductif. Lorsque X (resp. X ) possède un élément 
00 

maximum xy (resp. x y ) , nous dirons que (X,y) est un m-espace (resp. 

m°°-espace). 

Le chapitre 4 se préoccupe de mesures sur les espaces uniformes. 
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L'espace uniforme (X,y) étant fixé, on désigne par E(X) l'espace vecto­

riel libre engendré par X, que l'on peut considérer comme l'espace des 

mesures à support fini sur X (mesures moléculaires de [2]). On cons­

truit ainsi canoniquement des dualités séparantes (E(X),^(X)) et 

(E(X), ̂ °°(X)), permettant de placer sur E(X) les topologies locale-

ment convexes de la ?f-convergence et de la éz -convergence. On note 

(E(X), #) ou même seulement E(X), et (E(X), ) ou E°°(X) , les elc 

obtenus. On introduit alors les complétés respectifs M(X) = M(X,y) et 

M°°(X) = M^X.y) des espaces E(X) et E°°(X) . D'après le théorème de 

complétion de Banach-Grothendieck, on reconnaît en M(X) et M°°(X) les 

duals compactologiques (^(X), X ) * et (^°°(X), 3^°)* des espaces 

compactologiques (îl (X) , X) et (^(X), Zf°°). 

En suivant [7] on introduit l'ensemble Mod(X) * Mod(X,y) des 

formes linéaires modulaires (ou caractères) compactologiques sur 

00 00 

U (X) t c'est-à-dire l'ensemble des éléments m G M (X) tels que 

m(1) « 1 et m(|f|) = |m(f)| pour toute f G <&°°(X). On note 

Mod 6(X) « Modg(X,y) l'ensemble des m G Mod(X) tels que m(f) G f(X) 

pour toute f G #°°(X). 

On désigne alors par M^(X) l'espace vectoriel des formes line-

00 

aires a-régulières m sur <U (X), c'est-à-dire telles que m(f ) o 
n 

oo 

pour toute suite (f^) de ÎL (X) telle que fft 4 0. En remplaçant la 

suite (f^) par une suite généralisée (f^) on obtient l'espace M^(X) 
00 

des formes linéaires T-régulières sur <U (X). Enfin l'espace des 
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00 

formes linéaires m sur U (X), dont la restriction à la boule unité de 

oo 

9JL (X) est continue pour la topologie de la convergence compacte sur X 9 

est noté M^(X) ; c'est l'espace des formes linéaires t-régulières. 

Les espaces M(X), M°°(X)f M a(X), M T(X) et M t(X) ainsi définis 

s 1 identifient tous à des sous-espaces de l'espace Rad(pX) des mesures 

de Radon sur le compact if ié de Samuel pX de X, et leurs éléments sont 

parfois appelés mesures sur X. On a les inclusions 

X C M t(X) C M T(X) CM Q(X) C Rad(pX) 

X C Mod 6(X) C Mod(X) C M(X) C M°°(X) C Rad(pX) 

L'espace (X,y) est un sous-espace uniforme de chacun des espaces 

00 

M(X) et M (X) dont l'adhérence est précisément Mod(X) et la G^-adhé-

rence Modg(X). On en déduit que Mod(X) est le complété de (X,U) , tan­

dis que Modg(X) s'identifie à son ô-complété ([7] et [14]). D'ailleurs 

le ô-complété Modg(X) de (X,V) définit exactement l'ensemble des ca­

ractères compactologiques o-réguliers de W°°(X), autrement dit 

Modfi(X) « Mod(X) H M 0(X). 

L'ensemble des recouvrements dénombrables de X extraits de la 

famille Coz(X,y) des conoyaux de X, définit une base d'une structure 

uniforme y o sur X telle que M°°(X fu 0) « M a(X,y o) « M ^ X . M ) (théorème 

(4.1.10)). Une conséquence directe de cette égalité est que toute 

oo 

mesure m € M (X) est uniformément approchée sur les H e «#"(X,y0) par 
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des mesures moléculaires. 

Lorsque l'espace (X,y) est mëtrisable et complet, on reconnaît en 

M°°(X) l'espace M t(X) qui coïncide aussi avec l'espace M t(X,6y). Ceci 

permet de dégager une notion de support, utile dans l'étude de l'espace 

M(X). 

On désigne ainsi par M(X) - M(X,y) l'espace des mesures de Radon 

sur pX dont le support est contenu dans le complété X de X. L'étude 

V 

des espaces X tels que M(X) = M(X) , dits espaces de type (B) , et qui 

comprennent tous les espaces fins, se fait en utilisant les systèmes 

projectifs d'espaces métrisables complets introduits en (4.3). Deux 
V 

autres espaces sont en rapport étroit avec M(X) ; à savoir le dual 

de Riesz M p(X) du treillis vectoriel U(X) et l'espace M^X) des 

formes linéaires a-régulières sur ÎL (X). 

Plusieurs auteurs ont évidemment déjà travaillé sur ces espaces» 

en étudiant leurs liaisons respectives. Citons [ 3 ] et [ 8 ] pour le cas 

des espaces complètement réguliers, identifiés aux espaces uniformes 

fins, et [1 ] et [35] pour le cas général. 

Il est clair que les problèmes examinés aux chapitres 3 et 4, qui 

amènent à dégager des classes particulières d'espaces (m-espacest es­

paces de type (B)), nécessitent une étude préliminaire systématique 

des espaces uniformes. Ce qui nous ramène au chapitre 2. Cette étude 

est faite en prenant en première considération la notion de séparation 

normale, déjà intéressante dans le cas topologique. Il apparaît ainsi 
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que les espaces uniformes pour lesquels les suites régulières sont uni­

formément régulières (1.2.3), et qui sont de plus tels que %(X) sépare 

Z(X,y), sont les mieux adaptés à notre étude : il s'agit là des espaces 

de type (A) introduits en (2.3.3)• Par exemple^tous les exemplaires de 

m-espaces que l'on donne sont de type (A). 

A chaque espace uniforme (X,y)fon peut associer un espace uni­

forme aX de type (A), qui vérifie l'égalité topologique 

Modfi(X,y) « Mod(aX). 

Lorsque (X,y) est lui-même de type (A), alors la structure uni­

forme y c est élément de X et on a M p(X) «
 M

0 (
x ) B M(X,y c). De plus 

v 

M(X,V) » M(X,v) pour toute structure uniforme v G Jf plus fine que y o 

(4.5.10). 

En appliquant ces résultats au cas d'un espace mesurable (X,£), 

oû 2 est une tribu sur X que l'on peut supposer séparant les points 

de X, on trouve que l'espace A des fonctions mesurables partout dé­

finies sur X est un élément de l'ensemble a(X). De plus M°°(X,aA) 

s'identifie à l'espace ca(X,2) des mesures signées sur (X,£), tandis 

que l'espace commun M(X,a A) «
 M

p (
x ) * %O0 B M(X) s'identifie à l'es­

pace X(X,2) des mesures signées sur (X,2) qui intègrent toutes les 

fonctions de A. 

Une autre application est faite avec les espaces précompacts de 

type (A). On montre qu'on obtient là la "bonne" généralisation au cas 
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uniforme des espaces complètement réguliers pseudocompacts. 

Enfin l'égalité M(X) = M(X), qui définit la classe des espaces 

de type (B), permet d'aborder dans cette classe le problème délicat 

des mesures produits, problème que l'on formule ainsi : Etant donnés 

deux espaces (X,X) et (Y,y) de type (B) et une structure uniforme V 

de type (B) sur le produit X*Y, plus fine que la structure uniforme 

produit Xxy (qui peut ne pas être de type (B)), sous quelles condi­

tions existe-t-il, pour tout couple m^ G M(X) et m 2 G M(Y), une seule 

mesure m G M(XxY,V) telle que 

lim m [ f ( k ) ® g 0 0 ] = m (f) m (g) 
k + +» 

pour toutes f G U(X) et g G 11 (Y) (avec pour f ( k ) et g ( k ) les fonc­

tions tronquées à la hauteur k de f et g) ? On obtient la caractéri-

sation suivante : il faut et il suffit que les compacts-supports soient 

les mêmes dans les deux complétés (X*Y, X xy)~ et (X*Y, v ) ~ , ce qui sous-

entend déjà l'égalité ensembliste (en un sens à préciser, voir (4.7.1)) 

des complétés précédents. Une application est donnée dans le cadre to­

pologique : le problème de commutation topologique U(S XT) « US x \)T 

(qui rappelons-le n'est pas résolu dans le cas général) possède une 

réponse positive chaque fois que l'espace #(S*T) est l'algèbre sur 

SXT, au sens de (2.3.1), engendrée par l'espace #(S) ® #(T), 
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C H A P I T R E 1 

LA PSEUDO-DUALITE (X,A) 

INTRODUCTION. - L'étude des espaces topologiques T au moyen de l'espace 

<<f(T) des fonctions continues réelles (ou complexes) sur T a donné des ré­

sultats intéressants. Nombreux sont ceux qui ont travaillé dans ce sens ; 

dans ce domaine on est amené naturellement à utiliser une classe d'es­

paces topologiques : celle des espaces complètement réguliers. Or il est 

bien connu que ce sont les espaces uniformisables, i.e. dont la topolo­

gie est définie par une structure uniforme. Cela nous amène à franchir 

un pas de plus et à faire une étude systématique des espaces uniformes 

(X fy) au moyen de 1'espace ̂ (X,y) des fonctions réelles uniformément 

continues définies sur X. Naturellement on s'inspire des résultats et 

des techniques déjà élaborés pour les espaces topologiques complètement 

régulier ; mais nous verrons que l'écart est grand entre les deux caté­

gories ; nous identifierons les espaces complètement réguliers aux es­

paces uniformes fins. 

Si (X,y) est un espace uniforme, il est possible de construire plu­

sieurs structures uniformes v sur X de telle façon que ̂ (X,v) «=#(X,y). 

On sait par contre que #(X) caractérise une topologie complètement ré­

gulière. Cette situation n'est pas la moindre des différences entre les 

deux théories et elle suggère une autre analogie avec les espaces vec-
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toriels topologiques localement convexes, pour lesquels on peut trouver 

plusieurs topologies localement convexes fournisssant le même dual 

topologique. 

On étudie les relations entre les espaces uniformes (X,y) et les 

espaces vectoriels ^(X,y) sous le nom de pseudo-dualité ; celle-ci est 

plus généralement définie par la donnée d'un ensemble X, d'un espace vec­

toriel réel A et d'une application tp : X x A R tels que <p soit li­

néaire par rapport à la deuxième variable, le tout assorti d'une condi­

tion de séparation pour une pseudo-dualité séparante (cf. 1.1). On iden­

tifie A à une famille de fonctions sur X par la formule f(x) • <p(x tf) f 

pour x G X ; de même on identifie X à une famille de formes linéaires 

sur A par la formule x(f) = q>(x,f), pour f G A. Généralement il n'exis­

te pas de structure uniforme v sur X telle que A • ^(X,v), ce qui 

rompt le parallélisme avec les espaces vectoriels topologiques. 

On se propose donc de caractériser les sous-espaces vectoriels A de 

(R pour lesquels il existe une structure uniforme séparée v sur X telle 

que ^(X,v) « A. On désigne par a(X) l'ensemble de ces espaces vectoriels. 

On fixe un élément A dans a(X) et on s'intéresse ensuite aux structures 

uniformes V sur X telles que ̂ (X,v) = A ; autrement dit on étudie l'en­

semble jf(X,A) (en abrégé X) des structures uniformes sur X compatibles 

avec la pseudo-dualité (X,A). On munit X d'un ordre naturel (<) à sa­

voir l'ordre défini par la relation de finesse sur l'ensemble des struc­

tures uniformes sur X ; et X muni de cet ordre est inductif, mais il 

ne possède pas en général de plus grand élément, ce qui serait l'analo­

gue du théorème de Mackey pour les elc. Cela nous conduit à faire une 
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classification des espaces uniformes afin de dégager certaines classes 

dfespaces pour lesquels JT possède effectivement un plus grand élément. 

Cette classification est obtenue par une étude des propriétés de 

#(X,v) et des propriétés uniformément locales qui donne des résultats 

convenables sur les problèmes ainsi posés et éclaire également d'autres 

situations étudiées à ce jour par l'école américaine ou l'école tché­

coslovaque ([18 ], [24]). 

1.0 NOTIONS DE BASE ET TERMINOLOGIE. 

Nous allons utiliser systématiquement les trois méthodes classiques 

de définition des structures uniformes ; aussi convient-il de rappeler 

brièvement leurs liaisons. 

Si s (U.) et y = (V.) sont deux recouvrements d'un en-
1 i G i j j e j 

semble X, °U A 'V est le recouvrement (U. H V.) . Pour toute 
i J i,j G IxJ 

partie Y C X, l'étoile de Y relativement à un recouvrement °U est l'en-

semble St(Y,<20 s U U,. On désigne par °U le recouvrement 
U. n Y ̂  0 1 

i 

(StOK #0) . ̂  ^. On connaît la définition d'un raffinement de Ql ; on 

dira que V est un «-raffinement de °U s i ^ * est un raffinement de 

On utilisera constamment les propriétés des graphes (ou relations) sur 

X, i«e« des parties de X x X ; en particulier les notions de graphe 

symétriquei graphe composé, coupes, etc.. Enfin les écarts sur X per­

mettront d'aborder la troisième définition des structures uniformes. 

Si d est un tel écart, pour tout réel ot>o on considère le graphe 

B(d,a) s ((x,y) E X x X/d(x,y) < a } . La coupe de B(d^t) pour x G X est 
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la boule (ouverte) relative à d, de centre x et de rayon a, notée B(d,xta)< 

Enfin, si d et d f sont deux écarts, d v d 1 désigne l'écart 

(x,y) '—• Max(d(x,y) ,df (x,y)) , et on dira que d' est dominé par d si pour 

tout £>o il existe a>o tel que d(x,y) < a implique d'(x,y) < £. Plus gé­

néralement, si Q} est un ensemble d'écarts sur X, on dit qu'un écart d' 

est dominé par 29 si quel que soit le réel ç>o, il existe un réela>o et 

un écart d E î , tel que d(x,y) < a implique d'(x,y) < e. 

La première définition des espaces uniformes, chère à J.R. ISBELL, 

est fournie par un ensemble y de recouvrements de X, tel que y soit 

stable par intersection finie, contienne un recouvrement % dès qu'il 

contient un raffinement de °U % et vérifie la propriété (*) : si E y 

il existe un *-raffinement if de % tel que if E y. Un tel ensemble y 

s'appelle une structure uniforme sur X au sens T ([4l]). La deuxième dé­

finition consiste à utiliser un filtre y sur XxX dont les éléments con­

tiennent la diagonale à^9 stable par symétrie, et vérifiant la propriété 

(°) : pour tout B E y il existe B 1 E y tel que B f

0 B
f C B. Un tel filtre 

y est une structure uniforme sur X au sens B ([Bl]). Enfin la troisième 

définition consiste à considérer une famille y d'écarts sur X telle que 

si d et d' appartiennent à y, l'écart d v d ' appartient à y ; et si d f 

est un écart dominé par y, alors d' appartient à y. Un tel ensemble y 

est une structure uniforme au sens W ([43]). L'équivalence de ces trois 

définitions se montre au moyen d'une base de la structure uniforme • 

une sous-base au sens T est un ensemble n de recouvrements tels que 

tout élément de r\ possède un *-raffinement appartenant à r| ; une base 

vérifie de plus : l'intersection de deux recouvrements appartenant à 

n possède un raffinement appartenant à n. Une base au sens B est upe 
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base de filtre, stable par symétrie et vérifiant la propriété (°). Enfin 

si 2 est une famille d'écarts sur X il existe une moins fine structure 

uniforme y sur X contenant 2 (au sens W) et @ s'appelle une sous-base 

de y ; on dit que Q est une base si tout écart de y est dominé par Q. 

Si y est une structure uniforme au sens T, l'ensemble des parties 

B(*0 s U V x V quand if décrit y est une base d'une structure uni-
V G f 

forme B(y) sur X au sens B. Si y est une structure uniforme sur X au 

sens B, l'ensemble des recouvrements T(B) = (B(x)) , B G y, est une 
X A. 

base de structure uniforme T(y) sur X au sens T. On a de plus 

T(B(y)) - y et B(T(y )) = y. 

Si y est une structure uniforme au sens W, l'ensemble des parties 

B(d.a) C X x X, quand d décrit y et a décrit (R* est une base B(y) au 

sens B. Réciproquement, étant donné une structure uniforme y au sens B, 

on munit X x x d'une structure uniforme produit ; l'ensemble W(y) des 

écarts uniformément continus sur X x x est une structure uniforme au 

sens W sur X. On a W(B(y)) « y et B(W(y)) = y. 

Désormais le symbole y désignera indifféremment l'ensemble des 

recouvrements uniformes, le filtre des entourages, ou l'ensemble des 

écarts uniformément continus sur X x X, qui définissent la structure 

uniforme étudiée. 

(1.0.1) PROPOSITION. - Soit (X,y) un espace uniforme et soit (d ) 
n n E N 

une suite d'écarts appartenant à y. Il existe un écart d E y tel 

que tous les écarts d appartiennent à la structure uniforme y 

sur X définie par l'unique écart d. 
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Preuve. - La structure uniforme V sur X définie par les écarts d est 
n 

écartisable, et elle est moins fine que y ; elle est donc définie par un 

seul écart d qui appartient à y ; de plus tous les écarts d^ sont domi­

nés par d. 

On exprimera encore ce résultat en disant que l'ensemble des écarts 

définissant une structure uniforme est dénombrablement filtrant crois­

sant pour la relation de domination entre écarts. 

1.1 LA PSEUDO-DUALITE (X,A). 

(1.1.1) DEFINITION. - On appelle pseudo-dualité séparante (X,A) la 

donnée d'un ensemble X^ d'un espace vectoriel A sur R, et d'une 

application (p de X * A dans R vérifiant les axiomes suivants : 

(L) L'application f i—• cp (x,f) est linéaire pour tout x G X ; 

(S^) Quels que soient x et y deux éléments distincts de Xj i l 

existe f e A tel que cp (x.f) ̂  ^(y,f) ; 

(S2) Quels que soient f et g deux éléments distincts de A, il 

existe x e X tel que cp(x,f) ̂  cp(x,g). 

En posant f(x) = cp(x,f) on identifie A à un ensemble de fonctions 

réelles définies sur X et l'axiome (L) assure que A est alors un sous-

X 
espace vectoriel de R . 

De la même façon on identifie X à un ensemble de formes linéaires 

sur A, en posant x(f) * tp(x,f). 

Dans la pratique on se donnera donc un espace vectoriel de fonctions 
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réelles sur X, et l'application cp sera l'évaluation de la fonction f au 

point x ; le seul axiome à postuler sera alors l'axiome de séparation (Sj). 

On munit A de la topologie de convergence simple sur X et X de la 

topologie de la convergence simple sur A. Toute partie de A (resp. de X) 

sera munie de la topologie induite correspondante. 

Une partie H de A est simplement fermée (resp. simplement compacte) 

si elle est fermée (resp. compacte) pour la topologie de convergence 

simple sur X. Elle est simplement bornée, si pour tout x E X, on a 

x(H) borné (i.e. relativement compact) dans R ; elle est uniformément 

bornée si la réunion des x(H), pour x € X, est bornée dans R. Toute par­

tie H simplement bornée de A définit un écart fini d par la formule : 
ri 

d (x,y) = Sup |h(x)-h(y)| . 
H h G H 

En particulier d^ est noté d^ quand H est réduite à une seule fonction 

h. Soit W un ensemble de parties simplement bornées de A. On désigne 

par y^ la structure uniforme définie par les écarts d^ quand H décrit 

K • On notera y^ lorsque W est réduit à une seule partie H, et o^ 

lorsque H est l'ensemble des parties finies de A ; dans ce dernier cas, 

il suffit de considérer les écarts d^ pour f € A. 

Soit f G A ; son noyau est l'ensemble Z(f) = f""1 (0) C X et son 

conoyau est le complémentaire Coz(f) = X \ Z(f) de Z(f). L'ensemble 

de tous les noyaux (resp. conoyaux) des fonctions f € A est noté Z(A) 

(resp. Coz(A)). 
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Les parties simplement bornées de X sont appelées les bornés de X t 

ou les bornés de X relativement à A, s'il y a une confusion à craindre. 

Un espace uniforme séparé (X,y) définit une pseudo-dualité (X,A), 

où A est l'espace vectoriel °U (X,y) des fonctions uniformément conti­

nues sur (X,y). La réciproque est généralement fausse ; autrement dit 

pour une pseudo-dualité (X,A) il n'existe pas nécessairement de struc­

ture uniforme y telle que A = ^(X,y). Pour qu'il en soit ainsi il faut 

et il suffit que ^(X,C A) = A. L'étude des espaces vectoriels A véri­

fiant cette relation permettra de caractériser les éléments de l'en­

semble a(X) • 

1.2 L'ENSEMBLE a(X). 

Toute partie Y d'un espace uniforme (X,y) est munie de la struc­

ture uniforme induite y|Y. Le corps des réels R (resp. l'espace vecto­

riel R n) est muni de la structure uniforme habituelle. En particulier 

dans R n on utilisera souvent la distance 6 définie par : 

Ô(s,t) = Sup |s.-t.|. 
1 < i < n 1 1 

On considère l'ensemble £ (resp. réunion de tous les espaces 

vectoriels ^(Y) (resp. #(Y)) quand Y parcourt les parties (resp. les 

parties ouvertes) de R n et n décrit N*, et l'ensemble y C &% réunion 

des algêbres # (Rn) quand n décrit IN*. 

Soit A une famille de fonctions réelles sur un ensemble X ; pour 

toute famille finie ordonnée {fj,...ffn} d'éléments de A, on désigne 
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par Уд l'application canonique de X dans R n définie par 

Y^(x) « (f|(x),...>f^(x)). S'il est besoin de spécifier on l'écrira 

[f j f • • • t
f

n b 

On désigne alors par £ (A) (resp. J (A), У(А)) l'ensemble des appli­

cations de la forme g o Y u > où H est une famille finie ordonnée de A, et 
ri 

g un élément de £ (resp. 2 , У ) . La condition de composition exige 

bien entendu que g soit définie sur une partie Y de R n (où n est le 

nombre d'éléments de H) telle que Y H W c Y e 

Remarque. - Si Y est une partie quelconque de R n, comme Y est le 

complété de Y pour la structure uniforme induite par R n, on peut pro­

longer les g G °U (Y) à Y ; on peut alors définir £ ou JC(A) au moyen 

des seules parties fermées des (Rn. 

(1.2.1) PROPOSITION. - Pour tout ensemble A de fonctions sur X on a : 

X(£(A)) -JC(A) f â(2{k)) = J(A) et У(УШ) e ^ ( A ) . 

Preuve* - Montrons-le pour £ : soit H une famille finie ordonnée de 

X(A) ; il existe des familles finies ordonnées H|,...,H de A et des 

fonctions gj,...,g^ appartenant à £ telles que H • ( g j ° Y H •••'•8 п
вУц ̂ * 

1 n 
On peut écrire, en désignant par К la famille concaténée des rb : 

g o Y H

 e go [ g j o Y H ' • • • > g I 1 ° Y H 1 
1 n 

s go t g j f - > g n ] о l Y H • • • • t Y H 1 
1 n 

* g 0 [ g j f ' i ^ l о y k ; 

et bien entendu g 0 l g j f • • • , g n l 6 «C. Ainsi £(£(A)) С JC(A) ; comme par 
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ailleurs A C £ (A) , le résultat est acquis. 

(1.2.2) DEFINITION. - On dit qu'un ensemble A de fonctions sur X est 

stable par composition avec £ (resp. â> tf) si A • £ (A) (resp. 

^(A) « A, y (A) = A;. 

(1.2.3) DEFINITION. - On dit qu'une suite (oo ) de parties d*rm es-
— — — — — n n €E IN 

pace uniforme (X,p) est régulière (resp. uniformément régulière) 

si : 

a) la suite (u) ) est croissante pour l'inclusion et U eu * x • 
n n * 

b) i l existe une suite (f ) dans ^(X) (resp. uniformément 
n n E fN 

équicontinue) telle que 0 < f n < 1,
 f

n ( ^ )
 = et 

y x j) * {l} j pour tout n € IN. 

La suite (uf) n'est pas forcément strictement croissante. 

(1.2.4) LEMME. - Soient (u^) une suite régulière dans (Xty) et 6 un 

nombre réel strictement positif. Alors il existe une fonction f 

positive sur Xj telle que : 

a) f (x) * 0 si x appartient à u)o ; 

nô < f (x) < (n+l)6 si x appartient à w

2 n + i ^ * 

f(x) « nô si x appartient à u^ n \ <^n_., pour n > 1. 

W pour tout nombre réel positif t la fonction f ^ définie par 

f ( t )(x) - Inf(f(x),t) appartient à ^ ( X ) . Ce pZus si (u^) * 8 t 

uniformément régulièreâ f peut être choisie dans ^ ( X ) . 

Preuve. - Soit (f^) une suite de ̂ (X) vérifiant les conditions de le 

définition (1.2.3). On définit la fonction f par : f(x) « f 0(x) si 
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x € W j , f(x) • ̂ f 2 n (
x ) + ^ si x E (A)2n+l ^ ^n-l p o u r n ^ Supposons 

que l'on ait Sup |f (x)-f (y)| < G, avec e*l, et soient p le plus petit 
n E ̂  N N 

entier tel que x E ^ et q le plus petit entier tel que y E U)̂  ; on peut 

supposer p < q. Si p+1 < q, on a f (x) = 0 et f (y) * 1, donc 
p p 

If (x)-f (y)| • 1 ce qui contredit l'hypothèse ; donc p < q < p+1. On vé-
P P 

rifie alors que si p est pair on a f (x) * ôf (x) + p y et 

ô 6 
f(y) * f (y) + p j et si p est impair, f(x) « 6f _j(x) + (p-l)y e t 

f(y) « fp-i^ y^ + ( P * 1 ^ » e t d a n s t o u s * e s c a s I f (x) —f Cy ) I < £<5 , ce qui 

montre que si la suite ( n̂) est uniformément équicontinue, alors f appar­

tient à (X) , de même que les fonctions f ^ . Dans le cas général, soit 

t un réel positif ; il existe un plus petit entier m tel que t < 2m. 

Supposons que l'on ait Sup |f (x)-f <y)| < e, avec e<1 ; une démons-
n < 2m n n 

tration analogue à la précédente montre que si x E 0)̂  \ et 

y E Ci) \ ^q-j a v e c P ̂  q> on a nécessairement p < q < p+1 ou 2m < p. 

Dans ces conditions, si p < 2m, on a | f ^ ( x ) - f ^ ( y ) | < e et si 

2m < P» on a f ^ ( x ) « f ^ ( y ) = t, ce qui montre que f ^ est élément 

de #(X). 

Dans la suite, on dira que f est de pas 6 sur la suite (u)^). 

(1.2.5) PROPOSITION. - Soit (oc ) _ „ une suite croissante de parties — — — n n E iN 

d'un espace uniforme (X,y) qui recouvre X. S'il existe un écart 

d de p et un nombre réel a > 0, tels que 

d(u>n,X \ u) n + 1) = Inf(d(x,y)/x E a>n, y E X \ Ol j ) > a pour tout 

n E N , alors la suite (an) est uniformément régulière. 

'Preuve. - Soit f Q la fonction sur X définie par f n(x) « d(oj^,x), pour 
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n E IN ; la suite (h ) , où h = a 1 Inf(f pt) est uniformément continue 
n n n 

puisque | h n(x)-h n(y)| <a""
1 d(x,y) . De plus h n (

w ) 85 ^0> et 

h (X\ a) .) = {l}. 
n n+ r 

(1.2.6) PROPOSITION. - Soient (X,y) un espace uniforme et f une fonction 

positive sur X ; les propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) f appartient à <2f(X,y) ; 

b) pour tout réel a>0^ la suite des parties 

con « {x E X/f (x) < m } , a>n 0, et n E N J est uniformément régu­

lière. 

Preuve» - Dans un sens, l'écart d^ appartient à y, et on a 

d f ( u - n , X \ w n + 1 ) > a , ce qui montre b) d'après la proposition précédente* 

Réciproquement, on peut supposer Inf f(x) « 0 ; fixons ot>0 et «oit 
x E X 

g E U(X) de pas 2x satisfaisant aux conditions du lemme (1.2.4) ; on 

vérifie immédiatement que Sup |f(x)-g(x)| < 2ot ; ce qui montre que f 
x E X 

appartient à <2f(X,y). 

Etant donné un ensemble A de fonctions réelles sur un ensemble X t 

—u X 
on désigne par A son adhérence dans R pour la topologie de convergence 

uniforme sur X. L'ensemble A est dit uniformément fermé, ou stable per 

limites uniformes, si A * Â u. 

(1.2.7) PROPOSITION. - Soit A un ensemble de fonctions réelles sur l'en» 

semble X, stable par composition avec £. Alors ^(X,a ) * A 1 1 

Preuve. - Il suffit de prouver que toute fonction positive non constant* 
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f appartenant à ^(X,a^) est dans A11. Soit un nombre réel O o ; il existe 

une suite finie ordonnée H = { f f } de A et un nombre réel ot>o, tels 
1 n 

que d^(x,y) < a implique d^(x,y) < e. On peut encore supposer que 

Inf f(x) = 0 ; la suite 0) = {x e X/f (x) ^ ne}, n E N, est uniformément 
x G X N 

régulière, car pour tout n, on a d^(u^,X\ ^ n +j) ̂
a • Si l'on pose 

Y « Y,T(X) C R n et OJ1 = Y T T (
u )> la suite (a)') est uniformément régulière 1 ! H V n H n n ° 

dans Y, car pour s et t appartenant à Y, il existe x et y dans X tels 

que s • YR(x) et t = Y^(y) et ô(s,t) « dH(x,y) d'après la définition de 

la distance 6 sur (Rn ; par suite 

5«O;,y\ u; + 1) = d H ( V x \ v i ) > a -

Soit alors g E U(Y) de pas 2 e sur la suite (u.̂ ) et vérifiant les condi­

tions du lemme (1.2.4) ; on a g 0Y R

 E A e t S uP I g 0Y H(x)-* <
x) I < 2 e ; 

x E X 

ceci montre que f E A11. 

Plus généralement, si on remarque que pour un ensemble A, on a 

X(A) C ^ ( X , 0 A ) , on obtient : 

(1.2.8) COROLLAIRE. - Soit A un ensemble de fonctions réelles sur un 

ensemble X ; alors ^(X,a A) = ÏTIT
1. 

En effet, o^ = d'après la remarque précédente. 

Il en résulte alors immédiatement le résultat essentiel : 

(1.2.9) THEOREME. - Soit A un ensemble de fonctions réelles définies sur 

X ; les propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) il existe une structure uniforme y sur X telle que ^(X,y) « A ; 

b) A est stable par composition avec £ et par limites uniformes. 
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En ce qui concerne la propriété de séparation, on sait qu'une struc­

ture uniforme y est séparée si et seulement si son affaiblie oy est 

elle-même séparée, c'est-à-dire si et seulement si l'espace vectoriel 

#(X) sépare les points de X. On vient de voir que si A est un ensemble 

de fonctions réelles, ^(X,0 A) = J C ( A ) u . On vérifie aisément que j b ( A ) u 

sépare les points de X dès que JC (A) les sépare, ce qui a lieu dès que A 

sépare les points de X. Ainsi une structure uniforme y sur X telle que 

^(X,y) = J C ( A ) U est séparée si et seulement si l'ensemble A sépare les 

points de X. 

y 

On désignera par a(X) l'ensemble des parties A de IR qui séparent X 

et qui vérifient A = £(A) U ; ce sont évidemment des espaces vectoriels 

sur R. Cet ensemble a(X) est exactement l'ensemble des espaces vecto­

riels ^(X,y) où y est une structure uniforme séparée sur X. 

(1.2,10) PROPOSITION* - Soit A un ensemble de fonctions réelles sur 

stable par composition avec Alors ^(X,o ) * A 1 1 . 

Preuve. - Si Y est une partie d'un espace uniforme (X,y), toute fonction 

f € °U (Y) possède un prolongement 1 appartenant à #(X). Ainsi £ C if et 

la stabilité par composition avec if implique la stabilité par composi­

tion avec £• 

De la même façon la stabilité avec 2 implique la stabilité avec JE, 

car â D </D£. 

Les ensembles séparants de fonctions réelles définies sur X, uni­

formément fermés et stables soit avec y, soit avec 2L% sont donc des 
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éléments de a(X). Néanmoins les propriétés élémentaires diffèrent pour 

les diverses stabilités : ainsi, alors que £ (£ (A)U) = £ (A)U, en géné­

ral on a 

5 ( JTAT1) i H I T et ^iSñptf1) i ^(A)U. 

La première égalité est une conséquence du corollaire (1.2.8). Des 

contre-exemples pour les autres affirmations sont donnés dans [27], 

Ex. 1.8. 

Soit maintenant A un ensemble de fonctions qui sépare les points de 

X ; l'espace uniforme (X,o^) est séparé ; désignons par A° l'ensemble 

des prolongées au complété ( X , a A ) de (X,cA) des fonctions f appartenant 

a A. On vérifie aisément que 1' (ACT)U
 « [JC(A)U] = ^(X,c A) et qu'ainsi 

A° sépare les points de X, 

Supposons que les fonctions f appartenant à A soient bornées ; 

l'espace uniforme (X,a^) est alors précompact et le complété (X,oA) 

est compact. Une application du théorème de Stone-Weierstrass permet 

d'écrire : 

(1.2.11) PROPOSITION. - Soit A un ensemble de fonctions réelles bornées 

sur un ensemble X., séparant les points de X,, contenant les cons­

tantes et stable par limites uniformes sur X. Alors les propriétés 

suivantes sont équivalentes : 

a) A est un treillis ; 

b) A est un anneau ; 

c) A est stable par composition avec SS ; 

d) A est stable par composition avec £ ; 

e) A appartient à a(X). 
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Preuve. - La seule implication non triviale est e) —> c). Or si 

g G ̂ (lRn) , alors g est uniformément continue sur toute partie bornée Y 

de R n et les f G A étant bornées, pour toute famille finie ordonnée 

H C A, a son image bornée dans R n ; alors g 0y R G ^(X9o^) * A. 

Dans un espace uniforme (X,y) on sait que pour toute partie H appar­

tenant à l'ensemble #(X,y) des parties uniformément équicontinues et 

simplement bornées de <í¡f(X,y), l'adhérence simple H 8 dans R X est conte­

nue dans ^(X,y) et appartient à #(X,y). Si A appartient à a(X) , les 

parties H de ̂ (X,aA) appartenant à #(X,cA) sont donc contenues dans A. 

Ceci permet de caractériser les éléments de a(X). 

(1.2.12) PROPOSITION. - Soit A un treillis de fonctions sur un ensénele 

Xj contenant les constantes et séparant les points de X. Alore 

les assertions suivantes sont équivalentes : 

a) A appartient à a(X) ; 

b) toute partie H de A appartenant à 3C(X,aA) a son adhérence 

simple H 8 contenue dans A. 

Preuve. - Il suffit de prouver b) œ > a), autrement dit que A est unifor­

mément fermé et stable par composition avec £. Soit f la limite unifor** 

d'une suite (f^) d'éléments de A. La partie H = {f^} appartient à dW(Xto ) 

et f G H 8, donc f G A. Soient maintenant K = {fj,...ff } une famille 

finie ordonnée de A, Y C R n une partie contenant Y K(X) et g G <3Í>(Y). Pour 

tout entier k > 1, posons 

K(k) - { f f k ) f n

k ) } 

24 
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(k) 
où - ("k) v (f^ a k) (tronquée de par k). Alors K(k) est une fa-

oo 
mille finie ordonnée de l'ensemble A des fonctions bornées appartenant 

00 

à A, et A est un treillis stable par limites uniformes. La fonction 

oo 
^°^K(k) a P P a r t ^ e n t donc à A d'après (1.2.11). Si l'ensemble 

H - {hy}^^ j f avec h k = 6 o ï K ^ k ^ i appartient à 3f(X,aA) alors g o Y R € A 

car g c Y K E TT
5. Or, si s = Y K(x) et t = Y R(y) , on a déjà vu que 

ô(s,t) - d R(x,y). Soit Ot>o tel que 6(s,t) < a implique | g(s ) - g(t)| < e, 

alors dR(x,y) < a implique | g 0 Y K ( x ) - g 0 Y K ( y ) | < Si on remarque que 

|f£ k )(x)-ff k )(y)| < |f i(x)-f i(y)| t on a pour tout k > 1, dK(x,y)< a 

implique l ê o Y K ^ ( x ) - 6 o Y K^ kj(y)|
 < ce qui montre que H E 3f(X,aA) . 

Remarque. - Il est clair que dans la condition b) on peut se borner 

aux parties H dênombrables. 

(1.2.13) COROLLAIRE (CSASZAR). - Sous les mêmes hypothèses, A appar­

tient à a(X) si et seulement si A contient toute fonction f limite 

simple d'une suite (f ) d'éléments de A. telle que (f } ap-

partienne à M ^ X , ^ ) . 

(1.2.14) COROLLAIRE (HAGER) . - Soit A un treillis vectoriel de fonc­

tions sur un ensemble X, contenant les constantes et stable par 

limites uniformes. Pour que A appartienne à a(X) i l faut et i l 

suffit que la condition (F) suivante soit vérifiée : 

Pour toute suite (f ) de A telle que H « {f } E Jfl(X,aA) 

n n n A 

(F) < et telle que la suite (Coz(fn)) soit *-finie> la fonc­

tion f - Sup f est élément de A. 

^ n 
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Preuve. - Il suffit de prouver que la condition (F) implique l'égalité 

A • JC(A) . Soient H • {f j f. ..,fn> une famille finie ordonnée de A, g une 

fonction de £, telle que g 0 Y H ait
 u n sens, et un réel e>o. La fonction 

identité sur (R, notée id, vérifie la propriété suivante : pour tout e>o 

il existe une suite de fonctions h E °̂°(ffO , avec {h } E 3f(R) et 
n n n E N 

(Coz(h )) __ est «-fini, telle Ilid-Sup h II < e. Alors : 
n n E IN n 

l l g 0 Y H - (Sup h ) o g o Y HH < e 
n 

et par conséquent 

U g o Y H - Sup (h n o g 0 Y H ) l l < 
n 

Or h n o g o Y H appartient à A°° (1.2.11) et Sup(hn 0 g 0 Y R ) appartient à A. 

Comme e est arbitraire, g o Y ^ appartient à A, et A « JC(A). 

Remarque. - Avec les hypothèses de (1.2.14), il est clair que la condi­

tion sur la suite (Coz(fn)) peut être remplacée par une autre; par 

exemple : (f ) est une suite croissante de A ou même de (A ) . 

On dira par la suite que (X,A) est une pseudo-dualité uniforme si 

A appartient à a(X). 
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C H A P I T R E 2 

CERTAINES CLASSES D'ESPACES UNIFORMES 

La résolution des problèmes posés dans ce travail nécessite l'uti­

lisation d'espaces uniformes ayant des propriétés particulières en ce 

qui concerne ^(X,y) ou ^°°(X,y). Dans la plupart des cas nous aurons 

besoin de "théorèmes d'approximation" pour les fonctions uniformément 

continues. Ces théorèmes ont généralement été établis sans le souci 

particulier des espaces uniformes, et c'est a posteriori qu'ils sont 

utilisables dans notre cadre restreint ; cependant certains d'entre 

eux peuvent être montrés en travaillant d'abord dans les espaces uni­

formes (S 2 et 3). Une première utilisation en rapport avec les espaces 

uniformes a été faite par J. ISBELL ([27]), qui montre en particulier 

que les algèbres A de fonctions sur un ensemble X, stables par compo­

sition avec y, sont telles que leur adhérence ̂  dans R X appartient 

2 a(X) ; il étudie alors l'espace (X,a A). 

Dans ce chapitre nous faisons une étude systématique des divers 

types d'espaces conduisant à des propriétés d'approximation sur les 

espaces <Br(X,y) et # (X,u). Les espaces réguliers (§ 1), les espaces 
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de type (Ab)(§ 2), (A) (§ 3) et (C)(§ 6) sont les plus importants. 

Les propriétés uniformément locales fournissent un autre groupe 

d'espaces uniformes : 

1. Les espaces localement fins ([19]) qui permettent de généraliser 

certains résultats sur les espaces métriques et le théorème de 

SH1R0TA sur la replétion d'un espace topologique complètement 

régulier. 

2. Les espaces simplement fins ou 6-localement fins ([35]) qui per­

mettent d'obtenir l'analogue des théorèmes de NACHBIN-SHIROTA pour 

les espaces complètement réguliers et des théorèmes sur les me­

sures ( [1 ]). 

A. HAGER a introduit récemment ([21]) les espaces M-fins (ou métri-

quement fins) et étudié leurs propriétés dans [24], D'autres travaux sur 

les espaces M-fins ont été faits par Z. FORLIK ([18]) et M.D. RICE ([38]). 

Enfin la notion de ̂ -plongement fournit les espaces (UP) (espaces 

(RE) de H.H. CORSON et J. ISBELL ([il])), et celle de bornés d'un espace 

uniforme ([30]) fournit les espaces (BP) dont tous les bornés sont prë-

compacts ([1]» [35]). 

On éclaircit les rapports entre ces différents types d'espaces ce 

qui donne une classification des espaces uniformes de type (C) . On trou­

vera dans les tableaux I et II qui suivent les liaisons établies : les 

implications sont indiquées par des flèches (—• ) ; les flèches barrées 

(A B) indiquent que la classe B ne contient pas la classe A f ce oui 
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est généralement obtenu par un contre-exemple. Certains problèmes res­

tent posés : un espace localement fin est-il subfin ([19]) ? Un espace 

régulier est-il de type (A) ? 

Nous étudions plus en détail les espaces de type (A) à l'aide de 

plusieurs caractérisations. En particulier ils jouent, par rapport à 

la structure uniforme de replétion d'un espace métrique, le même rôle 

que les espaces M-fins par rapport à la structure uniforme univer­

selle de ces mêmes espaces métriques : toute application uniformément 

continue de (X,y) dans un espace métrique M reste uniformément conti­

nue quand on munit M de la structure uniforme faible définie par (M) 

(§ 5). 
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TABLEAU I 

Espaces Fins • Subfins 

Localement 
M-fins fins 

T y x 
M -fins ô-localement Simplement 

8 fins *-» fins 
—————— 

y / 1 
/ / S -fins 

y y 

type (A) — > 0-s implement / 
fins / 

~ \ ^ / / 
oy est type (C) « v 

S -fin 

30 
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TABLEAU II 

Réguliers X ^ type (A) UP Simplement 

? fins 

X J _ / 1 ZET 
Type (Ab) type (C) M > BP * S°°-fins 

N — • 

JE ~̂  
ay est UP ô-localement 

fins 

Remarque. - Une conséquence des résultats démontrés plus loin est 

que tout espace régulier est de type (A), 

Preuve. - Soient (X,y) un espace régulier et f une fonction de U(X), la for-

mule (f ) « (f ) pour tout n > 1 prouve que f est dans V (X) • La for-

2 2 2 

mule (f+g) s f + g + 2f.g prouve alors que V (X) est une R-algèbre. Si 

Z 1 *
 z ( f ) e t z

i

= z^g) s o n t deux noyaux disjoints de Z(X,p), la fonction 
b * Jf "+¥T e s t d a n s U ( x ) e t v a u t 0 s u r Zl e t 1 s u r V A l o r s ( X » I J ) e s t d e 

type (A) (2.3.2.b). 

31 
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2.1 LES ESPACES UNIFORMES REGULIERS. 

Soit f une fonction réelle définie sur un ensemble X ; on appelle 

tronquée de f par l'entier n > 1, la fonction : 

f ( n )(x) = Max(-n, Min(f(x),n)). 

(2.1.1) PROPOSITION. - Soit A un treillis vectoriel de fonctions sur un 

ensemble X 4 stable par limites uniformes ¿ et contenant les cons­

tantes. Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) si f est une fonction appartenant à A, strictement positive^ 

alors j appartient à A j 

b) une fonction f appartient à A si et seulement si ses tronquées 

f ^ n \ n > \j appartiennent à A. 

Preuve : 

a) •*> b). La condition nécessaire de b) est toujours vérifiée car A est 

un treillis contenant les constantes. Il suffit de montrer la condition 

suffisante pour les fonctions positives car f = f+-f ; de plus f appar­

tient à A si et seulement si f + et f y appartiennent, et (f * 

(f +)( n), si f est positive la fonction f ^ + 1 appartient à A°° • <#(X O 

(prop. 1.2.11) et elle est minorée par 1 ; son inverse h = „ a r j M t > t 

n f ^ + 1 
tient donc à A . La suite (h ) converge uniformément vers —¿r- a u i 

n n > 1 f+1 H 

appartient à A ; comme -~- est strictement positive, la condition a) 

montre que f+1, et donc f, appartient à A. 

b) a). Soit f une fonction strictement positive appartenant à A ; si m 

et n sont deux entiers non nuls, la fonction Sup(Inf (f ,n), ~) appartient 
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oo , oo 

à A et son inverse appartient également à A (1.2.11). La suite 

(h ) converge uniformément sur X vers la fonction h * Inf (~,m) 
nm n > i m f 

oo i W 1 
qui appartient donc à A . Or hffi = (•£•) , donc ̂  appartient à A. 

Remarque. - Si dans la proposition précédente on remplace la condition de 

00 

treillis par la condition plus faible "A est un anneau", on a seulement : 

a) implique la condition suffisante de b). 

(2.1.2) THEOREME. » Soit (X,y) un espace uniforme ; les propriétés sui­

vantes sont équivalentes : 

a) toute suite régulière de (X,y) est uniformément régulière (cf. 

1.2.2) ; 

b) si f appartient à <2f(X,y) et est strictement positive, la fonc­

tion j est uniformément continue ; 

c) une fonction f est uniformément continue si et seulement si ses 

tronquées f ^ le sont. 

On vient de montrer l'équivalence de b) et c) car #(X,y) possède 

toutes les propriétés requises. 

a) —> c) : là encore il suffit de montrer la condition suffisante de c). 

On peut supposer f positive et de borne inférieure nulle. Pour tout réel 

Ot>0, la suite = {x E X/f (x) < na} est régulière ; en effet, si m est 

un entier supérieur à (n+l)a, la fonction : 

g n(x) = i [Min {Max(f ( m )(x), ncj>, (n+l)a} - m ] 

appartient à <2f(X,y), vaut 0 sur con et 1 sur X \ ^ n + 1 - La suite ( ô ) 

33 
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est donc uniformément régulière et f appartient à <#(X,y) df après (1.2.Q. 

c) a) : soit f la fonction de pas 1 associée, par le lemme (1.2.4), 

à une suite régulière (u) .De même, soit g la fonction de pas 1 
n n > 0 

associée à la suite (a) .) .La condition b) du lemme Û.2.4)montre 
n+1 n > o 

que les tronquées f ( m ) et g*m* appartiennent à <^(X,y), donc f et g 

appartiennent à ^ ( X,y). L'écart d = d f V d g appartient à y et on a 

d(u . X \ (jl> J > 1, donc (a*) . A est uniformément régulière (1.2.5). 
n n+1 n n ̂  v 

(2.1.3) DEFINITION. - On dit qu'un espace uniforme (X,y) est régulier 

s'il vérifie l'une des trois conditions équivalentes du théorème 

(2.1.2). 

Il est clair que les espaces uniformes ne sont pas en général ré­

guliers. Les propriétés de (2.1.2) seront surtout intéressantes dans 1•étu­

de des espaces de type (A). Remarquons simplement que si l'espace topo­

logique associé est connexe, la condition b) de (2.1 .2) implique que toute 

fonction f uniformément continue telle que Z(f) • 0 a son inverse dans 

* < x f y ) . 

2.2 LES ESPACES UNIFORMES DE TYPE (Ab). 

Rappelons que deux parties S et T d'un espace uniforme ( X , y ) sont 

dites normalement séparées s'il existe une fonction f appartenant à 

# ( X , y ) telle que f(S) - {1} et f(T) « {0} ; on peut d'ailleurs supposer 

0 < f < 1. L'ensemble vide est normalement séparé de toute partie S C I . 

(2.2.1) LEMME. - Deux parties S et T de (X,y) sont normalement séparées 

si et seulement si le recouvrement & « { x \ S,X \ T} est unifàim. 
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Si S et T sont normalement séparées par f E <^(X,p)(0 < f < 1), le 

recouvrement { B(d-,x,«-U} est uniforme et c'est un raffinement de 9 . 
1 1 x E X 

Réciproquement si 9 est un recouvrement uniforme, il existe un écart 

d E P tel que {B(d,x,l)} soit un raffinement de 9* Alors la fonction 
x E X 

f définie par f(x) • d(x,S) A 1 appartient à <^(X,p) et sépare normalement 

S et T. 

(2.2.2) PROPOSITION. - Les recouvrements de X de la forme 9 = (x \ S,X \ T} 

où S et T sont deux parties normalement séparées définissent une 

sous-base n de la structure uniforme pp. 

Soit 9 = (a). ) un recouvrement uniforme de p. Il existe un 
k 1 < k < n 

écart d appartenant à pp tel que le recouvrement {B(d,x,l)} Y soit un 
x E 

raffinement de 9 . Posons W k = U B(d,x,-j)> pour les x E X tels que 

B(d,x, 1) C i^. On a d(Wk,X \ ^ ) > j et W f c et X \ ^ sont normalement 

séparés ; alors 9^ = ^ \ » x ̂  e s t u n recouvrement uniforme de pp et 

n 

f\ 9^ est un raffinement de 9 . 
k-1 

Deux parties S et T sont normalement séparées par une fonction f 

appartenant à ^f(X,p) si et seulement si elles sont contenues dans deux 

noyaux disjoints, eux-mêmes normalement séparés. Ainsi les recouvrements 

appartenant à r| extraits de Coz(X,p) forment eux aussi une sous-base de 

py. Mais un recouvrement 9 = {Wj ,1^} extrait de Coz(X,p) n'appartient pas 

nécessairement à pp. Autrement dit l'espace ^(X,p) ne sépare pas néces­

sairement les éléments disjoints de Z(X,p). Un exemple est fourni dans R 

n 1 n 1 
par S « ( 2 } et T = { 2 — — } ; les ensembles S et T 
Y k=l 2 k

 n > 1 k=l 2 k + 1 n > 1 
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sont deux fermés, donc deux noyaux, disjoints, qui ne sont pas normalenent 

séparés. 

On dit que ^(X,y) sépare Z(X,y) si l'on peut séparer normalement 

deux noyaux disjoints quelconques. Cette propriété concerne essentiel-

oo 

lement l'algèbre °U (X,y), car comme on vient de le voir (2.2.2), c'est 

une propriété de py. 

(2.2.3) LEMME. - Soit (X,y) un espace uniforme tel que ^(X,y) sépare 

Z(X,y). Soit y = (V ) ^ un recouvrement dénombrable de X. 
" n ̂  l * 

d'ordre fini ou *-finiè extrait de Coz(X,y). Il existe un recou­

vrement (Z ) . , extrait de Z(X,y) et un recouvrement (W ) 

n n > 1 n' n > i 
extrait de Coz(X,y) tels que c C pour tout n > 1. 

On fait une démonstration par récurrence classique : soient 

B - X \ V et A * X \ ( U V ) ; ce sont deux noyaux disjoints et il 
1 1 1 n > 1 

existe f £^(X,y) telle que f(Aj) = {0> et f(Bj) - { l } . On pose 

W, - 1]([Q,\/3[) et Z 1 « f \ [0,2/3]), et on a A. C W, C Z ] C V ], donc 

Wj et les V^, n > 1, forment un recouvrement de X. Si et Z sont 

construits, on pose de même B ^ = X \ V et A = X \ ( u W, u U V ) 

n n n _ k ir' 
k<n k>n * 

et on construit comme précédemment et Z^ par une fonction f qui sépare 

normalement A et B . Si l'ensemble {V } est fini, il est évident» 

n n n n ^ 1 •*-^»W14U <§1N 

( w

n) ^ j e s t un recouvrement de X ; sinon, on peut toujours supposer que 

les sont deux à deux distincts. Supposons alors que x E X n'appartienne 

pas à U W . Pour tout n > 1 on a x E U W, U U V , donc x € U V 
n > 1 n k < n R k>n k k>u k * 

et il existe un kfl > n tel que x E ; ainsi il existe une suite extraite 
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(V. ) telle que x G Pi V, , contredisant le fait que (V ) 
k n n > 1 n > 1 n n n > l 

est d'ordre fini (resp. *-fini). 

(2.2.4) DEFINITION. - Une fonction f sur un espace uniforme (X,y) est 

dite dénombrablement localement uniformément continue (en abrégé, 

DLUC) s'il existe un recouvrement dênorribrable (V n) de X, 
n ̂  * 

extrait de Coz(X,yi) tel que fjv^ appartienne à °U ( v

n > P I V^pour 

tout n > 1. 

(2.2.5) DEFINITION. - Soit A un ensemble de fonctions bornées sur un 

ensemble X. On dit que A est une algèbre bornée sur X si c'est 

une R-algèbre telle que : 

a) A contient les constantes ; 

b) A est stable par limites uniformes ; 

c) quelles que soient les fonctions f et g appartenant à k, telles 

que Z(g) = 0 et — soit bornée, alors — appartient à A. 

Si nous utilisons cette définition pour un espace uniforme (X,y) 

oo 

et son algèbre ^ (X,y) de fonctions bornées uniformément continues, nous 

obtenons un premier théorème fondamental : 

(2.2.6) THEOREME. - Soit (X,y) un espace uniforme ; les assertions sui­

vantes sont équivalentes : 

a) ^(X,y) sépare Z(X,y) ; 

b) tout recouvrement fini de X extrait de Coz(X,y) est un recouvre­

ment de py ; 
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c) une fonction bornée f sur X appartient à ^ ( X j p ) si et seulenmnt 

si, pour tout ouvert fi de R, l 1 image réciproque f"1 (fi) appartient 

à Coz(X,y) ; 

d) pour tout écart d E y on a # ° ° ( X , y d ) C <^°°(x,y) ; 

e) les fonctions DLUC bornées sur (X ,y ) sont uniformément continues ^ 

jV^°°(X,y) est stable par composition avec lfensemble $F des 

fonctions bornées de Q (cf. 1.2.2) ; 

00 

g) °U (X ,y ) est une algèbre bornée sur X, 

Preuve : 

a) —> b) : si y « (V, ) est un recouvrement de X extrait de 
K 1 < k < n 

Coz (X ,y ) , il existe, d'après (2.2.3), un recouvrement (Z. ) ex-
k 1 < k < n 

trait de Z (X ,y ) tel que Z f c C Vfc. Le recouvrement ^ • {V f c ,X \ Zfc} 

appartient à py puisque Z^ et X \ sont normalement séparés, et 

/\ est un raffinement de y. 

b) —> c) : il suffit de montrer la condition suffisante de c) . Pour tout 

recouvrement uniforme "V de R, il existe un recouvrement uniforme ouvert 

HT de R, fini sur chaque partie bornée de R ; si f est une fonction bornée 

vérifiant la condition de c) , f f 1 (W)>w ̂ ^,est un recouvrement fini de X 

extrait de Coz(X,y) ; il appartient donc à py et f E ^ ° ° ( X , y ) . 

c) d) : dans un espace écartisable ( X , y d ) , tout ouvert appartient il 

Coz ( X , y d ) . Soit alors d un écart appartenant à y et f E ^^(X^y ) ; pour 

tout ouvert fi de R on a f'(fi) E Coz (X ,y d ) C Coz ( X , y ) , et f appartient à 

# ° ° ( X , y ) d'après c) . 

d) —> e) : soit f une fonction DLUC bornée sur ( X , y ) , relativement au 
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recouvrement y* = (V ) ^ ; s o i t ( f ) une suite dans <#(X,y) telle 

n n> 0 n n> 0 

que - Coz(f^). Pour tout entier n, il existe un écart d^ de y tel que 

00 • 

f|V G 91 (y t P ^ |V ). Soit alors d un écart de y qui domine l'ensemble 
n 

des écarts d^ et d^ ; la fonction f appartient clairement à (X,yd) 
n 

00 

qui est contenu dans % (X,y) d'après d). 
00 

e)-8» f) • soient H = (fj t... ff ) une famille finie ordonnée dans °U (X,y) , 
n oo 

Çl un ouvert de R contenant Y u(
x) et g G # (fi). Il existe un recouvrement 

ri 

ouvert dénombrable W = (W ) ^ de fi tel que g W appartienne à ^ (W ) . 
n n ̂  O n n 

Alors (ïi(W )) ^ est un recouvrement extrait de Coz(X,y) et g©Y u est 

DLUC relativement à ce recouvrement. 

f 00 f 
f) —> g) il suffit de vérifier que — e °U (X,y) si Z(g) s 0 et h « -

g © 
est bornée ; posons = [f,g] et soit Q un ouvert relativement compact 
de Œt tel que h(X) C fi ; l'image réciproque de fi par l'application continue 

x y * 2 
$ : (x,y) — de RXR dans R est un ouvert fif de R*R donc de R tel 

que Y H<
X) c fif* En définitive, ij>|fi' G ^(fi') et ̂ <>YH - b appartient à 

#°°(X ,u) . 

g) —> a) ; soient Z(f) et Z(g) deux noyaux disjoints de X ; alors 

|f| 
h - sépare normalement Z(f) et Z(g) et appartient à (X,y) 

1*1 + I s l 

d'après la condition c) des algèbres bornées. 

(2.2.7) DEFINITION. - On appelle espace uniforme de type (Ab) tout es­

pace uniforme (X,y) vérifiant les conditions équivalentes du 

théorème (2.2.6). 
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En appliquant le théorème (2. 2.6) à une pseudo-dualité (X,A) où A est 

une algèbre bornée sur X on retrouve certains résultats d'approximation 

et particulièrement : 

(2.2.8) PROPOSITION (MROWKA, [32], 2.2). - Soit A un ensemble de fonc­

tions bornées sur X, stable par limites uniformes, contenant les 

constantes. Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) A est une algèbre bornée sur X ; 

00 

b) A est stable par composition avec -2 ; 

c) A est stable par composition avec les fonctions bornées conti-

2 

nues sur les ouverts de (R . 

L'une quelconque des trois conditions a), b) ou c) implique que 

(X,A) est une pseudo-dualité uniforme et on peut appliquer (2.2.6) à (X„0 ) % 

(2.2.9) PROPOSITION (MROWKA, [32], 2.9). - Soit A une algèbre bornée sur 

X. Alors pour toute fonction bornée f sur X les assertions sui­

vantes sont équivalentes ; 

a) f G A ; 

b) si a< 3 sont deux nombres réels, il existe une fonction g E A 

telle que : 

g d ' d - ^ A J ) ) n g d 1
 [ 3 , + ~ [ ) ) - s(fl(]->&))) n g t f'aB.H)) » f j 

c) pour tout nombre réel a, on a T ' O - » ^ ] ) G Z(A) et 

f'ia^I) G Z ( A ) . 
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Preuve : 

a) —> b) : L'espace uniforme (x>0^) e s t de type (Ab) et par conséquent 

A » ^(X,0^) sépare normalement Z(A), ce qui donne en particulier b) • 

b) "*> c) : En tenant compte du fait que Z(A) est stable par intersec­

tion dénombrable, on voit que b) implique f ^(l-00, ot]) £ Z(A) et 

f^dB,*»!) e z(A). 

c) *o a) : La condition c) implique f ' (I) E Coz(A) pour tout inter­

valle ouvert I de R et par suite f ' ((A)) E Coz(A) pour tout ouvert 

de R ; alors f appartient à A = ^(X , a A ) . 

Remarque. - Dans l'article [32] MROWKA n'exige pas que A contienne les 

constantes. 

(2.2.10) PROPOSITION. - Soit T un espace de Lindelôf (complètement régu-

oo 

lier) ; le seul élément A = A de a(T) pour lequel est compatible 

avec la topologie de T et tel que A sépare Z(T,o A) est <#°°(T). 

Preuve. - Soit W un conoyau de fonction continue sur T ; W est un et 

par conséquent, muni de la topologie induite, est un espace de Lindelof ; 

l'espace W est alors réunion dénombrable de conoyaux appartenant à 

Coz(A), et comme A est une algèbre bornée sur T, toute fonction continue 

et bornée f appartient à A (2,2.6.c). 

(2.2.11) COROLLAIRE. - Soit (M,d) un espace métrique separable ; i l exis-

oo 
te un seul élément k de a(M) tel que A « A , et tel que soit 
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compatible avec la topologie de M et A sépare normalement les fer­

més de M ; c'est <ë7°°(M). 

2.3 LES ESPACES UNIFORMES DE TYPE (A). 

(2.3.1) DEFINITION. - Soit A un ensemble de fonctions sur un ensemble 

X ; on dit que A est une algèbre sur X si : 

a) A contient les constantes ; 

b) A est une fR-algèbre pour les opérations habituelles de R X • 

c) A est stable par limites uniformes ; 

d) A est stable par inverse ; i.e. si f E A et Z(f) = 0J alors 

j E A. 

Comme pour les algebres bornées on obtient un certain nombre de pro­

priétés équivalentes au fait, pour <^(X,y) , d'être une algèbre sur X : 

(2.3.2) THEOREME. - Soit (X,y) un espace uniforme ; les assertions sui­

vantes sont équivalentes : 

a) "U (X,y) est une algèbre sur X ; 

b) (X,y) est un espace uniforme régulier de type (Ab) ; 

b1) (X,y) est un espace uniforme régulier tel que % (X,y) sépare 

Z(X,y) ; 

c) une fonction f sur X appartient à *U (X,y) si et seulement ei¿ 

pour tout ouvert fi de R, on a T 1 (fi) E Coz(X,y) ; 

d) pour tout écart à E y, on a (X,y¿) c <?/ (X,y) ; 

e) si (f) est une suite de $L (X,y) et si g E <#(Q). où Q 
n n ̂  0 

IN 
est un ouvert de R contenant IIfn(X), alors h : x h-* g((£ (x)) 
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est une fonction uniformément conétnue ; 

f) 3f(X,y) est stable par composition avec 3, ; 

g) les fonctions DLUC sur (X,y) sont uniformément continues. 

Preuve : 

a) —> b) : la stabilité par inverse implique la stabilité par inverse po-

oo 
sitif et (X,y) est régulier (2.1.3) ; d'autre part si g E (X,y) et 

1 oo f 

Z(g) = 0 i alors - E<?/(X,y) ; si de plus f (X,y) et - est bornée 

alors | = f x j E<?f (X,y). 

b) b') : Evident. 

b) -=> c) : soit f une fonction telle que T*(fi) E Coz(X,y) pour tout 

ouvert fi de R. L'examen des différentes positions relatives des inter­

valles [-n,n], où n est un entier supérieur à 1, avec un ouvert fi de (R, 

montre que dans tous les cas f ^ 1 (fi) est un conoyau de (X,y) et donc 

que f ^ appartient à ̂ ^(X.y) pour tout n > 1 (2.2.6) ; d'après (2.1.2), 

f E <fc(X,y). 

c) —> d) : même démonstration que dans la preuve de (2.2.6). 

d) «*> e) : soit d un écart appartenant à y dominant tous les df ; alors 
n 

h appartient à # (X,yd) C <W(X,y). 

e) —> f) : si H « (£j,•..,£) est une famille finie ordonnée de 

*U(X,y) on peut considérer la suite stationnaire (g ) définie par 
k k ^ 1 

« ffc si 1 < k < n, et g^ = f^ si k > n. Si fiest un ouvert de R
n conte­

nant Y R(X), l'ouvert fi' = fi>R
K X {0,1,...,n} c o n t i e n t ng f c(X). Soit 
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g E #(fi) ; on pose g 1 ((t.) - ) = g(t ,...,t ) pour toute suite 
K k > 1 1 « 

( t k \ > i d e ̂ f ; a l o r s
 g ° Y H ( x ) = ê f ( ( g k ( x ) ) et g o Y H appartient à ^ ( X t p i ) . 

L'implication f) «=> a) est triviale. 

b) g) : en effet les tronquées d'une fonction DLUC sont également 

oo 
DLUC donc appartiennent à °IL (X,y) (2.2.6). 

g) «> b) : l'espace (X,y) est de type (Ab) (2.2.6) ; d'autre part si les 

(n) oo 

tronquées f de f appartiennent à V. (X,y), f est évidemment DLUC, donc 

(X,y) est régulier si g ) est vérifiée. 

(2.3.3) DEFINITION. - On dit qu'un espace uniforme (X,y) est de type (A) 

s'il vérifie les propriétés équivalentes de (2.3.2). 

La propriété b) de(2.3.2) souligne la parenté des espaces uniforms 

réguliers et des espaces de type (A). Il ne semble pas que la seule 

condition de régularité implique la propriété, pour un espace uniform 

d'être de type (A), bien que nous n'ayons pu construire un contre-

exemple. 

Remarque. - La stabilité par composition avec les applications continues 

2 

sur les ouverts de R est équivalente à la stabilité par composition avec 

â. D'autre part un espace régulier tel que tl (X,y) soit une R-algèbre 

est de type (A). 

(2.3.4) PROPOSITION. - Soit A une algèbre sur un ensemble X ; alors 

^(X,a^) • A et si A sépare les points, on a k G a(X). 
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C'est une conséquence immédiate de (1.2.10). 

Comme dans le cas des algebres bornées, le théorème (2.3.2) permet 

de retrouver certains résultats d'approximation de S. MROWKA : 

(2.3.5) PROPOSITION (MROWKA, [32], 3.5). - Soit A un ensemble de fonc­

tions sur un ensemble X, contenant les constantes, stable par li­

mites uniformes. Les assertions suivantes sont équivalentes : 

a) A est une algèbre sur X ; 

b) A est stable par composition avec 2 ; 

c) A est stable par composition avec les fonctions continues sur 

2 
les ouverts de R . 

L'une quelconque des trois conditions a), b) ou c) implique l'éga­

lité *U (X,a^) = A (voir remarque ci-dessus) et les équivalences résultent 

encore de (2.3.2). 

(2.3.6) PROPOSITION (MROWKA, [32] , 3.3). - Soit A une algèbre sur un 

ensemble X. Tour une fonction f sur X les propriétés suivantes 

sont équivalentes : 

a) f € A ; 

b) si o. et 3 sont deux réels, a<$,, il existe une fonction g € A tel­

le que : 

g(f l (H>.a])) n g(f1([6,+«>[)) « gd'il-^a])) n gd'aBt*»!)) - 0 

c) pour tout nombre réel a, on a f^U-oo-al) E Z(A) et 

f ]( &,+«[) E Z(A). 

45 
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2.4 ESPACES UNIFORMES DE TYPE (A) ET DE TYPE (Ab) ASSOCIES. 

A tout espace uniforme (X,y) on associe un espace uniforme (X,ay) 

00 

(resp. (X,a y)) de type (A) (resp. de type (Ab)). On définit ainsi une 

coréflection de la catégorie des espaces uniformes (séparés) dans celle 

des espaces de type (A) (resp. de type (Ab)). 

(2.4.1) LEMME. - Soit (X,y) un espace uniforme. On considère 

Hf ~ (W ) un recouvrement dénorribrable de X extrait de Coz(X u) 
n n > 0 * H / 

et Y un recouvrement uniforme de (X,y) ; il existe un raffinement 

uniforme <U = (U. ) de V tel que pour toute partie K C M*L on 
™ À G L 

ait : 

U W O U , E Coz(X,y) 
(n,À) E K N A 

Preuve. - On prend pour W, un raffinement de if de la forme 

(B(d.x.l) , où d est un écart appartenant à y ; soit K une partie de 
x E X 

N xx : on note K 1 la projection de K sur IN, et K(n) la coupe de K suivant 

n E K'. La réunion - U B(d,x,l) est un ouvert de (X,y ) donc 

x E K(n) d 

un élément de Coz(X,y). Alors U W D B(d,x,l) « U W n W* 
(n,x) E K n n E K 1 n n 

appartient à Coz(X,y). 

(2.4.2) THEOREME. - Soient (X,y) un espace uniforme et A l'ensemble des 

fonctions f sur X pour lesquelles T 1 (fi) E Coz(X,y) pour tout ouvert 

fi de Alors % (X,y v o ) « A et <W°°(X,y v a = A°\ 
A A 

Preuve. - A est évidemment contenu dans % (X,y v a^). Réciproquement, étant 

donnés une fonction f E (X,y v o^) et un ouvert fi de R, pour tout entier 
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k > 1 il existe un recouvrement uniforme = (V.). extrait de 
i i G I 

Coz(X,y) et un recouvrement W = (W ) extrait de Coz(X,y) tels que 
n n > 0 

f varie au plus de ~ sur chaque élément de V a Soit la réunion 

des H tels que f (V^ fi W^) C fl ; c'est un conoyau de (X,y) d'après 

le lemme et f* (SI) = U U appartient à Coz(X,y) donc f appartient à A. 

k > 1 k 

00 00 

On montre de la même façon que A = ZI (X,y v C œ ) • 
A 

( 2 . 4 . 3 ) COROLLAIRE. - La structure V v ° A est la moins fine structure 

uniforme de type (A) plus fine que y. 

Remarquons d'abord que Coz(X,y v o^) = Coz(X,y) ; par suite l'espace 

(X,y v a A) est de type (A) d'après ( 2 . 3 . 2 .c). Si v est une structure de 

type (A) plus fine que y, l'espace ^ (X,v) contient A et v est plus 

fine que 0^, ce qui suffit. 

( 2 . 4 . 4 ) COROLLAIRE. - La structure y v o est la moins fine structure 

uniforme de type (Ak) plus fine que y. 

C'est la même démonstration que ci-dessus en utilisant ( 2 . 2 . 6 .c). 

Il est évident qu'une intersection d'algèbres sur un ensemble X 

est une algèbre sur X. Si (X,y) est un espace uniforme, ^(X,y) est 

une algèbre sur X et l'intersection des algèbres sur X contenant ^ (X,y) 

est contenue dans #(X,y) ; c'est l'algèbre sur X engendrée par ^i(X,y) 

qu'on note ^(X,y). Le même raisonnement tient pour les algèbres bornées 

sur X et #°°(X,y). 
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(2.4.5) COROLLAIRE. - L'algèbre A est l'algèbre sur X engendrée par 

<£i(X,y) et l'algèbre A°° est l'algèbre bornée sur X engendrée par 

<ZZ°°(x,y). 

Si B est une algèbre sur X contenant tfi (X,y), la structure a est 
B 

plus fine que ay donc Coz(X,y) C Coz(X,aB) et A C B. 

En liaison avec la régularité, désignons par B l'ensemble des 

X (n) 
fonctions f E R dont les tronquées f appartiennent à un ensemble B . 

Alors : 

(2.4.6) PROPOSITION (MROWKA). - Soit X un ensemble. Alors : 

a) les algèbres sur X sont les B des algèbres bornées B sur X ; 

oo 
b) les algèbres bornées sur X sont les A des algèbres A sur X. 

La démonstration est immédiate en ayant recours aux différents 

théorèmes sur les espaces uniformes : (2.1.2), (2.3.6), et(2.4.5). 

(2.4.7) COROLLAIRE. - Soit (X,y) un espace uniforme de type (Ab). Alors 

pour toute structure uniforme v telle que ^°°(X,v) = J2Z°°(X,y)J on a 

^(X,v) C ^To^y) = -2*(X,y v a ) 

00 

On note désormais ay (resp. a y) la structure uniforme y v (resp* 

y v cr ). Les espaces (X,ay) et (X,a°°y) en abrégé (aX et a°°X) sont res­

pectivement les espaces de type (A) et de type (Ab) associés à 19espace 

uniforme (X,y). 
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(2.4.8) THEOREME. - Soit f une application uniformément continue de (X,y) 

dans (Y,v). Alors f est uniformément continue de (X,ay) dans 

(Y,ÛV) et de (X,a°V) dans (Y,a°°v). 

Preuve. - Posons A = *U (X,y) et B = *U (Y,v). Soit g E B : pour tout ou­

vert fi de R, on a "g1 (fi) E Coz(Y,v), donc T 1 (g1 (fi)) E Coz(X,y). Ainsi 

gof appartient à A et comme est une structure initiale, f est uni­

formément continue de (X,0A) dans (Y,a B), et donc de (X,ay) dans (Y,a g). 

Comme d'autre part elle est uniformément continue de (X,ay) dans (Y,v), 

oc 00 

le résultat est acquis. On fera la même démonstration pour a X et a Y. 

(2.4.9) COROLLAIRE. - Le foncteur X H - * aX (resp. X > a°V de la caté­

gorie W des espaces uniformes séparés dans la catégorie des 

espaces de type (A) (resp. tlLstfb des espaces de type (Ab)J est 

une coréflection ; i.e. pour tout espace uniforme (X,y) de type 

(A) (resp. (Ab);., on a : 

4/(X,Y) = <?/(X,aY) (resp. <U (X,Y) » 'U (X,a°°Y)) . 

Cela résulte immédiatement de(2.4.8)et du fait que, si (X,y) est 

oc 
de type (A) (resp. (Ab)), on a aX = X (resp. a X » X). 

2.5 LES ESPACES UNIFORMES METRIQUEMENT FINS (M-FINS). 

Les raisons de notre intérêt pour les espaces M-fins déjà bien étu­

diés dans les travaux de A. HAGER, Z. FROLIK et M.D. RICE sont triples : 

d'une part un résultat de M.D. RICE sur le 6-complété d'un espace uni­

forme et les espaces M-fins, avait été établi indépendamment par nous 
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pour les espaces de type (A), plus généraux ; il convenait donc de pré­

ciser les liens qui unissent ces deux types d'espaces, liens qui ont 

déjà été esquissés par A. HAGER ([24] , § 6). D'autre part les espaces 

M-fins apparaissent dans la résolution du problème de Mackey pour les 

espaces uniformes (cf. Ch. 3). Enfin, une propriété des espaces de 

type (A) permet de les définir dans les mêmes termes que les espaces 

M-fins au moyen des espaces métriques. C'est ce que nous allons éta­

blir maintenant. 

Rappelons que pour toute structure uniforme y on désigne par 8y 

la structure uniforme universelle associée à la topologie de y, et on 

pose uy • a0y ; la structure uy est parfois appelée structure de re-

plétion. De même gy • p0y désigne la structure uniforme liée au-

compactifié de Stone-Cech. 

(2.5.1) PROPOSITION. - Soit (X,y) un espace uniforme métrisable ; 

00 

alors la structure ay (resp. a \x) est plus fine que uy (resp.&]x). 

En effet, tout ouvert de (X,y) appartient à Coz(X,y) donc <ff(X) 

est l'algèbre sur X associée à <?/(X,y). 

(2.5.2) PROPOSITION. - Un espace uniforme (X,y) est de type (A) si et 

seulement si toute fonction uniformément continue de (X,y) dans 

un espace métrisable (M,d) reste uniformément continue quand on 

munit M de la structure uyd. 

Preuve. - Si (X,y) est de type (A) et f G ^ (X,M), alors f E «fc (aXrdM) 

et comme ay^ est plus fine que uy^ la condition nécessaire est acquise. 
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Réciproquement, soit H • { f ,g,h } E ^(X) ; on désigne par (X.y^) l'espace 

métrisable associé à l'espace écartisable (X,y ). On sait que la surjec-
n 

tion canonique p : X X établit une bijection entre ^(X) et (X) car 

toute fonction continue sur (X,y„) se factorise à travers p. Soit alors 

j * pdd^ qui est uniformément continue de (X,y) dans (X,y^), donc de 

• • • • • • • • 
(X,y) dans (X,uy R). Comme fxgG # (X,yft) = ^(X,uy H), on a 

5cg - (fxg) o j GÎl(X9)x) ; de plus si Z(h) = 0 , alors Z(h) * 0 et 

I e <f(x,yH) « U (x,uyR) et i = i o j e m (X,y ) . 

Ceci nous amène naturellement à la définition de A. HAGER [21]. 

Précisons au préalable qu'un espace uniforme est séparable si on a 

e\i " y * Un espace écartisable est séparable si et seulement si l'espace 

topologique sous-jacent est séparable. Ainsi, si (X,y^) est séparable, 

il en est de même de ( X , 6 d ) , autrement dit pour cet espace eQ^ • 6^. 

(2.5.3) DEFINITION (A. HAGER, [21]). - On dit qu'un espace uniforme (X,y) 

est métriquement fin (ou H-fin) (resp. M -fin) si toute fonction 

uniformément continue de (X,y) dans un espace métrique (resp. 

métrique séparable) (M,d) reste uniformément continue quand on 

munit M de la structure uniforme universelle 9^. 

Les auteurs déjà cités ont démontré que la sous-catégorie QJLH des 

espaces M-fins est coréflective dans tyl ; autrement dit il existe un 

foncteur m de dans ^JLM qui vérifie pour tout espace M-fin (X,y) et 

tout espace (Y,v) : 

<ft(X,Y) = *U (X,mY). 

51 
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Ce foncteur m est obtenu au moyen de la moins fine structure uni­

forme M-fine m\i plus fine que y. Nous aurons l'occasion de revenir sur 

cette construction. 

On obtient le même résultat pour la catégorie ^Jis des espaces M -
s 

fins et on note 777 le foncteur correspondant ([24] , [38]). 
s 

Comme on rencontre naturellement des espaces écartisables non sé­

parés, il convient, pour éviter des démonstrations analogues à celle 

de (2.5.2), de préciser une fois pour toute la construction et les pro­

priétés de la structure uniforme universelle ou de la structure de 

"replétion" associées à un espace écartisable. 

Soit (X,d) un espace écartisable ; l'espace séparé associé (X td) 

est obtenu par passage au quotient par la relation d'équivalence 

x ^ y <«> d(x,y) • 0. Désignons comme précédemment par p la surjectiou 

canonique de X dans X. Soit 6 un écart continu sur l'espace topologique 

(X,d) ; comme XK>6(x,y) est continue pour tout y E X, on a 

6(x,y) « 6(x',y) dès que d(x,x') = 0 et en choisissant y = x, on a 

• • • 

6(x,x') • 0. Ainsi ô définit un écart continu 6 sur (X,d). La structure 

uniforme universelle sur (X,d) étant définie par tous les écarts conti­

nus sur (X,d) on voit qu'elle se déduit de la structure uniforme uni-

verselle de (X,d) de la façon suivante : 

(2.5.4) LEMME. - Soient (X,d) un espace uniforme écartisable* 8 sa 
d 

structure uniforme universelle* (X,d) son espace séparé associé^ 
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et 8^ la structure uniforme universelle de celui-ci ; alors 6^ 

est la structure initiale associée à p : X X et 6^, 

En effet, si f : (Y,y) X est une application telle que p o f soit 

uniformément continue de (Y,y) dans ( 5 , 6 ^ ) , et si 6 est un écart conti-

• • • 
nu sur (X,d), il existe un écart 6 continu sur (X,d) tel que 

• • • 
6 * ôo(pxp) et par suite 6o (fxf) « 6o (p*p) o fxf « 6 o (p 0fxp 0f) est 

un écart appartenant à y, ce qui suffit. 

De la même façon : 

(2.5.5) LEMME. - Soient (X,d) un espace uniforme écartisakle, sa 

structure uniforme de replétion, (X,d) son espace séparé asso­

cié, et v* la structure uniforme de repléticn de celui-ci ; alors 

est la structure initiale associée c p : X •+ X et v;̂ . 

Ceci résulte immédiatement du fait que si f G ¥(X,d) on a d^ * à* 

avec f 0p • f. 

Compte tenu de ces lemmes, les caractérisations des espaces de 

type (A), des espaces M-fins et des espaces M -fins pourront se faire 
s 

au moyen des espaces écartisables : 

(2.5.6) PROPOSITION. - Soit (X,y) un espace uniforme. 

a) C'est un espace de type (A) si et seulement si toute fonction 

uniformément continue de (X,y) dans un espace écartisable (M,d) 

reste uniformément continue pour la structure sur M. 

b) C'est un espace M-fin (resp. M -fin) si et seulement si toute 
s 
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fonction f uniformément continue de (X,y) dans un espace écartisable 

(resp. et separable) (M,d) reste uniformément continue pour la 

structure 8 d sur M. 

Ceci va nous permettre de construire les coréflections mX. m X et 

8 
oX par des procédés analogues. 

(2.5.7) LEMME. - Soit (M,d) un espace écartisable. On a U 8 « ̂ 8 
P G e n d

 p d % 

Soit 6 un écart de e0^. Alors 6 est défini par une suite n > ot 

de recouvrements ouverts dénombrables de M. Il existe un écart p de ¿8 
d 

pour lequel chaque ̂ n est un recouvrement uniforme de (M,p) et 6 appar­

tient à eQ • 8 . Alors e8 c U 0 . L'inclusion inverse est évidente 
P P P e eud

 P 

(2.5.8) PROPOSITION. - Soit (M,d) un espace uniforme écartisable. On a : 

V d * yd v « V 

Preuve. - En utilisant le lemme précédent il est facile de vérifier que 

m y, est plus fine que y, v eQ*. Il suffit alors de montrer que y v eQ 
s a a a d ¿1 

est une structure M g-fine. Soit f une fonction uniformément continue de 

(M,y d v eQ^) dans un espace écartisable separable (M^ d 1 ) . On a vu que 

0 d, est separable, donc f est uniformément continue de M, muni de la 

structure e6(y . v eQS) * eQ, dans M f muni de la structure eQ . m fi 
a d a d f* 

et tout est dit. 

(2.5.9) PROPOSITION. - Un espace uniforme (X,y) est M^-fin si et seule­

ment si toute fonction uniformément continue f de (X,y) dans un 
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espace écartisable (M,d) est uniformément continue de (X,y) dans 

(M,e6 d). 

Preuve. - La condition suffisante est évidente. Par ailleurs, si (X,y) 

est M -fin. toute fonction uniformément continue de (X,y) dans (M,d) 
s 

le reste de (X,y) dans (M,m y,), donc a fortiori, d'après (2.5.8), 
S Q 

dans (M fé6 d) . 

(2.5.10) PROPOSITION. - Soit (X,y) un espace uniforme ; alors les trois 

ensembles d'écarts sur X : U 0 U (y v eQ,) et 
d e y d d e y d d 

U (y v u , ) sont trois structures uniformes sur X. 
d e y 

Preuve. - Montrons-le pour le second de ces ensembles : soit p un écart 

dominé par U (y v eQA) ; pour tout k > 1 il existe un écart d, de y 
d e y j K 

tel que l'entourage B ( p , ^ ) appartienne à la structure y d v eQ^ . Soit 
k k 

d un écart de y dominant tous les d^ ; l'écart p appartient alors à 

y d v eB^t ce qui montre le résultat. La démonstration est identique 

dans les deux autres cas. 

Remarque. - On vérifie aisément que e{ U ( y , v e8,)) « U eQ^. 
d e y d e u 

(2.5.11) THEOREME. - Pour tout espace uniforme (X,y) on a : 

a) my » U 6, ; 

d e y d 

b) m g y « U (y v eQ J ; 
d e y 

ay - U (y v u ) . 
d e y d d 
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Preuve. - Le raisonnement se fait simplement en utilisant les foncteurs 

8, eQ et u. Donnons un exemple : soit f une fonction uniformément conti­

nue de (X, U (y, v U j ) dans un espace écartisable (M,df) ; lfëcart 

d G y 
d f o(f xf) appartient à U (y d v v^) et il existe d G y tel que 

d G y 
f : (X,y^ Y u j ) ( M»d f) soit uniformément continue ; il en est de « S i ^ 

pour les structures u(y d v u^) « U d sur X et u^, sur M, et a fortiori, 

f : (X, U (y d v U^)) ( M | U D , ) est uniformément continue. Ceci montre 
d G y 

que les trois structures précédentes sont respectivement M-fine. M -
s 

fine et de type (A). Réciproquement considérons, par exemple, l'appli­

cation identique de (X,my) sur (X,y). Par hypothèse elle est uniformé­

ment continue, pour tout écart d G y, de (X,my) dans (X,y d), donc dans 

(X,yd>. Par définition de la borne supérieure, my est plus fine que 

u V 
d € y ° 

(2.5.12) COROLLAIRE 1. - a\x < m y < /ny. 

• s 

(2.5.13) COROLLAIRE 2 : 

d e y û 

W J R X.BU) - U j f ( X tp, v éd.) ; 
8 d € y d d 

c ; j^ (x,ay) - u jf(X,u v u d ) . 
d £ y 

(2.5.14) COROLLAIRE 3. - Pour tout espace uniforme (X,y) on a : 

<U(X,ay) = ^ ( X , i » u ) - <#(X,wy). 
S 

Preuve. - Si f G <W(X,my), on a d, G U 6 d, et il existe d e y tel que 

d e y 

d f e 6 d ; autrement dit f E ^(X,6 d) = tftt.y^ C U (X.ay). L'égalité 
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est alors conséquence de ( 2 . 5 . 1 2 ) . 

(2.5.15) COROLLAIRE 4. - Soit (X,u) un espace uniforme ; tout recouvre­

ment dénombrât le de X extrait de Coz(X,y) est un recouvrement de 

/ngy et en particulier de w . 

Preuve. - Soient V • Coz(f ) les éléments d'un tel recouvrement ; on 
n n 

peut trouver un écart d appartenant à y qui domine tous les d^ ; alors 
n 

le recouvrement (V ) est uniforme pour la structure eQ ,, ce qui 
n n > 0 a 

suffit. 

Pour donner toute sa valeur au corollaire (2.5.14) qui exprime 

que les espaces M-fins ou M -fins sont des espaces de type (A), donnons 
s 

l'exemple suivant : 

(2.5.16) EXEMPLE. - Soit T un espace compact de dimension infinie, i.e. 

pour tout entier k > 1 il existe un recouvrement ouvert fini 

f", • (V.) . . ̂  de T n'admettant aucun raffinement ouvert d'ordre 
k L 1 < î < n k 

inférieur à k. La normalité de T permet de supposer que les sont 

extraits de Coz(T). Soit X la somme topologique de la suite (T.) 
K k > 0 

d'espaces compacts tous égaux à T ; on munit X de la structure uniforme 

de replétion. Alors l'espace uniforme X est un espace de type (A) ; 

mais le recouvrement f de X dont les traces sur les espaces T f c sont les 

recouvrements V n fa pas de raffinement d'ordre fini, et n'est pas uni­

forme sur X ; par contre il l'est sur m X d'après (2.5.15). 
s 

(2.5.17) EXEMPLE. - Soit (M,d) un espace métrique non séparable ; l'es­

pace (M,e6d v y d) est M g-fin mais n
!est pas h-fin. 



Espaces uniformes et espaces de mesures 

58 

2.6 LES ESPACES UNIFORMES DE TYPE (C). 

Un espace uniforme de type (A) se caractérise par une propriété 

"dénombrablement locale" (th. 2.3.2.g) ; il convient donc de le compa­

rer aux espaces définis par des propriétés "uniformément locales" déjà 

étudiés : les espaces localement fins de J. ISBELL (fl]) f les espaces 

simplement fins ou ô-localement fins ([35]). Il se trouve que tous les 

espaces mentionnés ci-dessus vérifient la propriété (C) : ̂ (X,y) est 

stable par composition avec if. Or les sous-algèbres A de R séparant 

les points de X et stables par composition avec if sont considérées 

par J. ISBELL ([27]) ; l'étude de l'espace (X,oA) y est faite complè­

tement. Il s'avère que l'espace ^ (X,cA) • V1 n'est pas forcément sta­

ble par composition avec if> et l'on perd ainsi tout renseignement sur 

les structures V sur X telles que 3£(X,v) « A 0, autres que la struc­

ture faible. Nous appellerons donc espaces uniformes de type (C) tout 

espace uniforme (X,y) tel que ^(X,y) soit stable par composition 

avec if. 

On va voir que ces espaces se caractérisent par une propriété 

uniformément locale. Nous allons rappeler quelques définitions sur ce 

type de propriétés. 

(2.6.1) DEFINITION. - Soit (X,y) un espace uniforme. 

a) Un recouvrement if = (V^)^ 1 de X est dit uniformément lo­

calement uniforme (en abrégé ULU) s'il existe un recouvrement 

uniforme HT = W \ \ E L tel que la trace de T sur chaque 

soit uniforme pour la structure y|w^. 
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b) Une fonction f est dite uniformément localement xmifornement 

continue (resp. et bornée) s ' i l existe un recouvrement uniforme 

W s (W x) tel que f |w x G <&(W x , y | w x ) (resp. 
À E L 

f|wx e#°°(W x >u|w x); pour tout X G L. On dira en abrégé que f 

est ULUC (resp. ULUCB). 

c) Une partie H de <U (X ,y ) est dite 'uniformément localement uni­

formément équicontinue (en abrégé ULUE) s ' i l existe un recouvre­

ment uniforme HT = ( w

x> x E *eZ que H|W x G 3£(W X f y |w x ) pour 

tout X G L. 

Si tous les recouvrements ULU sont uniformes l'espace (X ,y ) est 

localement fin ([l]). Si les fonctions ULUC sont uniformément conti­

nues l'espace (X ,y ) est simplement fin ; si les parties dénombrables 

ULUE sont uniformément équicontinues l'espace ( X , y ) est ^-localement 

fin (135]). Enfin si les fonctions ULUCB sont uniformément continues 

l'espace (X,y) est dit S*-fin. 

Nous donnons d'abord un résultat caractérisant les espaces de 

type (C) ; démontré par R. PUPIER il n'a pas été publié. 

(2.6.2) PROPOSITION. - Soit ( X t y ) un espace uniforme ; les propriétés 

suivantes sont équivalentes : 

a) (X .y ) est un espace de type (C) ; 

00 

b) (X,oy) est un espace S -fin. 

Preuve. - Soit f une fonction ULUCB sur ( X , a y ). Il existe un recouvre-
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ment dénombrable ay-uniforme IV = (W ) (d'ordre k) tel que 
n 

f|ïf e<U°°(W ,ay| W ) , pour tout n G (N. Soit (h ) une partition uni-
• n n ' n n n > 0 

formément équicontinue de l'unité subordonnée au recouvrement HT ([il) ; 

pour tout n G N, la fonction g n • h n.f appartient à ^°°(X.y) et la suite 

(g ) A est oy-uniformément localement finie. D'après [l], th. (1.3.5X 

la fonction f * 2 h .f appartient à ^(X,y). 
n=o 

Réciproquement, pour toutefamille finie H = ( f f ) dans 
1 n 

^(X,y) et tout g G # ( R n ) , la fonction g 0 Y H est ULUCB pour la struc­

ture ay, ce qui suffit. 

• oo 

Les espaces simplement fins sont S -fins ; d'autre part les espaces 

6-localement fins sont simplement fins pour la structure affaiblie 

((2.6.6) et (2.6.7)). On a ainsi facilement : 

(2.6.3) COROLLAIRE. - Les espaces simplement fins* ^-localement fùns^ 

localement fins sont de type (C). 

D'autre part la liaison entre les espaces de type (A) ou les espaces 

M-fins (resp. Mg-fins) et les espaces simplement fins est assurée par : 

(2.6.4) PROPOSITION. - Les espaces de type (A)* et en particulier les 

espaces H-fins et K^-fins sont simplement fins pour la structure 

de Shirota associée. 

Preuve. - En effet toute fonction ULUC sur un espace (X,ey) est DLUC 

et le résultat provient de (2.3.2.g). 
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(2.6.5) REMARQUE 1. - Un espace uniforme simplement fin ou ô-localement 

fin n'est pas nécessairement de type (A). 11 suffit de considérer 

un espace précompact non de type (A). 

(2.6.6) REMARQUE 2. - Un espace uniforme simplement fin n'est pas néces­

sairement ô-localement fin. Exemple : reprenons l'espace construit 

dans l'exemple (2.5.16). L'espace X est un espace faible de type 

(A) et il est simplement fin. D'après (2.2.3) il existe, pour 

chaque entier k, un recouvrement (Z.) _ . . extrait de Z(T) 
i 1 < î < n-

k k . k 
tel que Z^ c pour tout i ; considérons des fonctions f^, 

continues sur T, telles que f^(Z^) « {l} et f*f(T \ V^) « {o}, 
n i i i l 

k k 
avec 0 < f. < 1, On définit alors les fonctions h, : X R de 

i i 

la façon suivante : h^(x) = 0 si x i T f c et h^(x) - f^(x) + 2k 

si x G T k > pour tous k G N et i G fl ,1^] . On obtient ainsi une 

partie ULUE dénombrable sur X, car les restrictions à chaque 

forment une suite stationnaire ; or cette partie n'est pas uni­

formément équicontinue sur X, car la condition 

1 k k 

Sup |h.(x) - h.(y) < e implique que x et y appartiennent au même 
i,k 1 1 

élément de if% et alors if serait un recouvrement uniforme de X, 

ce qui n'est pas. 

(2.6.7) REMARQUE 3. - Un espace 6-localement fin n'est pas nécessaire­

ment simplement fin. Exemple : soit (X,y) un espace uniforme tel 

que ]i soit stable par intersections dénombrables (P-espace) et 

tel que #(X,y) contienne une partie H « (f.). simplement bor-
L 1 G I 

née et non uniformément équicontinue. On considère l'ensemble 

somme Z des X^ avec X^ = X pour tout i G I, et l'ensemble ri des 
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recouvrements if • U if. de Z , où = { x . } sauf pour une 
i G I 1 1 

partie dénombrable de I pour laquelle if^ est un recouvrement 

uniforme de X^ pour la structure y. C'est une base d'une struc­

ture uniforme v sur Z et l'espace ( Z , v ) est un P-espace uniforme, 

donc toute suite (f ) de <U ( Z , V ) est uniformément ëquiconti-
n n > 0 

nue. Soit f : Z R la fonction définie par f(x) = f,(x) si x 6 X * 
L i * 

f est une fonction ULUC relativement au recouvrement 

HT « (X^). j et n'est pas uniformément continue ; sinon il exis­

terait une partie dénombrable J C I telle que f soit constante sur 

chaque X^, i £ J, et la famille H serait uniformément continue sur 

X puisque X est un P-espace. 

(2.6.8) REMARQUE 4. - Un espace uniforme de type (A) n'est pas nécessai­

rement simplement fin. L'espace Z précédent nous fournit un exem­

ple puisque tout P-espace uniforme (X,y) est de type (A) : en 

effet, si deux fonctions f et g appartiennent à &(X,y), les pro­

duits f ^ g ^ des tronquées de f et g forment une suite unifor­

mément équicontinue qui converge simplement vers f g, qui est 

donc uniformément continue. D'autre part la condition c) de 

(2.1.2) montre que (X,y) est régulier, ce qui suffit. 

2.7 %L-PLONGEMENT ET ESPACES UNIFORMES (UP). 

(2.7.1) DEFINITION. - Une partie Y d'un espace uniforme (X,y) est dite 

41-plongée si toute fonction f appartenant à ^ ( Y ^ J Y ) est la 

restriction à Y d'une fonction g de <U (X,y). Un espace uniforme 

(X,y) est dit de type (UP) si toute partie Y de X est -plongée* 
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Les espaces (UP) ont été étudiés par H.H. CORSON et J.R. ISBELL ([il]) 

sous le nom d'espaces uniformes (RE). Parmi les résultats qui nous inté­

ressent dans cet article, figure : 

(2.7.2) PROPOSITION. - Soit (X,y) un espace de type (UP) ; alors tout re­

couvrement dênorribrable d'ordre fini de y est un recouvrement de ay. 

Ceci va nous permettre de trouver une nouvelle propriété caracté­

ristique des espaces de type (A). Auparavant vérifions que ceux-ci sont 

des espaces (UP) : 

(2.7.3) PROPOSITION. - Tout espace uniforme de type (A) est un espace 

(UP). 

Soient Y une partie de X et f G^(Y,y|Y) ; il existe un écart d G y 

tel que f E ^(Y,y^|Y) et f est prolongeable en une fonction 

g e tf(X,yd) C 1i(X,y). 

Dans [35] ̂ R. PUPIER annonçait que tout espace uniforme (X,y) tel 

que la structure e\x soit simplement fine, est un espace (UP) (th. 2.4). 

Ainsi la proposition précédente n'est qu'un cas particulier de ce ré­

sultat, d'après (2.6.3). Cependant la démonstration très simple qui pré­

cède montre l'intérêt d'une preuve indépendante. (Rappelons que la 

preuve du résultat général est une adaptation de celle de S. GINSBURG 

et J. ISBELL ([19], th. 4.12) qui montre en fait que toute fonction 

uniformément continue sur une partie Y d'un espace uniforme quelcon­

que (X,y) peut se prolonger à X en une fonction ULUC pour la structure 
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On déduit de Q.7.3) la caractérisation cherchée des espaces de type 

(A) : 

(2.7.4) THEOREME. - Soit (X,y) un espace uniforme. Les propriétés sui­

vantes sont équivalentes : 

a) (X,y) est de type (A) ; 

b) tout recouvrement dénombrable d'ordre fini de X extrait de 

Coz(X,y) est uniforme. 

Preuve : 

a ) «> t) : D'après (2.5.15), un recouvrement dénombrable de (X,y) 

d'ordre fini, extrait de Coz(X,y) appartient à m y donc à cm y. Si 
s s 

(X,y) est de type (A), on a ^(X,m gy) = tt(X,y) et om gy = ay, ce qui 

suffit. 

b) -> a) : Sous l'hypothèse b) , (X,y) est un espace de type (Ab) 

d'après (2.2.6.b). D'autre part, soient V un recouvrement ouvert uni­

forme dénombrable, d'ordre fini de R, dont tous les éléments sont bor­

nés, et f : X R une fonction telle que les tronquées f ̂  appartien­

nent à <tt(X,y). Pour tout V G f, il existe un entier n > 1 tel que 

Y*(V) « f^"Vv) et ("f 1(V)) V E^. est un recouvrement de X, dénombra­

ble, d'ordre fini, extrait de Coz(X,y) ; il est donc uniforme et (X tp) 

est régulier. 

Pour en terminer avec les propriétés élémentaires des espaces 

(UP), citons : 
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(2.7.5) PROPOSITION. - Tout sous-espace d'un espace (UP) est un espace 

(UP). De plus si Y est une partie de l'espace uniforme (X,y) on a : 

ov\Y = o(y|Y). 

2.8 LES ESPACES UNIFORMES ( B P ) • 

Les parties bornées (ou plus simplement les bornés), de l'espace uni­

forme (X,y) sont les parties bornées relativement à €6(X,y) (cf. 1.1, 

p. 6). On sait qu'une partie est bornée dans (X,y) si et seulement si 

c'est une partie précompacte pour l'espace (X,ay). Ainsi les bornés 

coïncident avec les précompacts dans les espaces faibles. Il n'en est 

malheureusement pas toujours ainsi. 

(2.8.1) DEFINITION. - On appelle espace (BP) tout espace uniforme dans 

lequel les parties bornées sont précompactes pour la structure 

induite. 

L'exemple B , p. 155 de [19] donne un espace uniforme borné dans lui-

même et non précompact. 

Une partie D d'un espace uniforme (X,y) est dite discrète si y|D 

est la structure uniforme discrète sur D. Pour qu'il en soit ainsi, il 

faut et il suffit qu'il existe un écart d G y et un réel a>0 tels que, 

pour tous x et y distincts de D, on ait d(x,y) > a . 

(2.8.2) PROPOSITION. - Soit (X,y)un espace uniforme. Les propriétés 

suivantes sont équivalentes : 
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a) (X,y) est (BP) ; 

b) toute suite S • (x ) de points de X, bornée et discrète 
n n > o 

est finie. 

Si (X,y) est un espace (BP) toute partie dénombrable bornée est 

précompacte ; si elle est discrète, elle est donc finie. Réciproquement, 

soit B une partie non précompacte ; elle contient une partie discrète 

infinie, donc B n'est pas bornée. 

(2.8.3) PROPOSITION. - Tout espace (UP) est un espace (BP). 

Soit B une partie infinie dénombrable et discrète d'un espace (UP) • 

en écrivant B = {x } 3 la fonction f : X + (R définie par f (x ) « n 
n n > ô n 

appartient à 91 (B) et est prolongeable en une fonction uniformément 

continue sur l'espace tout entier, qui n'est pas bornée sur B ; la par­

tie B n'est pas bornée. 

Dans cette démonstration la condition (UP) est bien trop forte, 

puisqu'il suffit que toute partie discrète dénombrable de l'espace 

soit ^-plongée. Nous obtenons les corollaires suivants : 

(2.8.4) COROLLAIRE 1. - Les espaces de type (A), les espaces locale­

ment fins, les espaces simplement fins sont des espaces (EP)% 

(2.8.5) COROLLAIRE 2. - Les espaces ^-localement fins et S°° -fins sont 

des espaces (BP). 
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Dans un espace 6-localement fin les parties dénombrables discrètes 

sont ^//-plongées (11], cor. 1.2.3). Considérons maintenant une partie 

S « \x } infinie d fun espace S -fin (X,y) ; si S est discrète, 
n n ̂  o 

soit d un écart de y et soit a un réel strictement positif tels que 

d(x ,x ) > a si m ^ n. Considérons des fonctionsh appartenant à 
n m n 

^°°(X,y) telles que Coz(h ) C B(d,x ,a/4) et h (x ) « n. La fonction 
n n n n 

co 

g « 2 h est ULUCB car chaque boule B(d,x,a/4) ne rencontre au plus 
k«l n 

qufune boule B(d,x n >a/4) ; par suite g est uniformément continue, ce qui 

montre que S n'est pas bornée. 

Les espaces uniformes (BP) possèdent des propriétés de stabilité 

remarquables : 

(2.8.6) PROPOSITION : 

a) Un sous-espace d'un espace (BP) est un espace (BP). 

b) Un produit d'espaces (BP) est un espace (BP). 

c) Une somme directe uniforme d'espaces (BP) est un espace (BP). 

Les deux premières assertions sont des propriétés catégoriques 

qui pourraient se déduire du fait que la sous-catégorie des espaces 

(BP) est réflective dans la catégorie des espaces uniformes. On cons­

truirait aisément l'espace (BP) associé à un espace uniforme donné, 

en remarquant que la borne supérieure des structures uniformes (BP) 

moins fines qu'une structure uniforme y est encore une structure uni­

forme (BP) (n'oublions pas que oy est une structure (BP)). Mais les 
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démonstrations directes sont assez élémentaires : 

a) Soient Y une partie d'un espace uniforme (X,y) de type (BP) et 

Z une partie de Y. Si Z est bornée dans (Y,y |Y), elle est a for­

tiori bornée dans (X,y) donc y|z est une structure précompacte ; 

mais, par transitivité, on a y|z » (y|Y>|z et Z est précompacte 

dans (Y,y|Y)• 

b) Soient ( X ^ i ^ E x

 u n e famille d'espaces (BP), et (X,y) leur 

produit direct (uniforme) ; soit B un borné de (X,y) : les pro­

jections B^ * pr^(B) sont des bornés dans les espaces X^, car 

l'image directe d'un borné par une application uniformément 

continue est encore un borné. Ainsi les sont des précompacts 

dans chacun des X. et B C IIB̂  est un précompact dans (X,y) . 

c) Soient ((X.,y.)) une famille d'espaces (BP) et (Y,v) leur 
1 1 i E I 

somme directe (uniforme). Une partie B de (Y,v) est bornée si 

et seulement si B fiX, « 0 , sauf pour une partie finie J de I t 

pour laquelle B O X , est borné. Alors B O X , est précompact dans 

Xj, et B est précompact dans (Y,V) • 

(2.8.7) REMARQUE 1. - Un espace (BP) n'est pas nécessairement (UP) ; 

les espaces (BP) sont stables par produit uniforme et les es­

paces (UP) ne le sont pas ([il]). 

(2.8.8) REMARQUE 2. - Un espace uniforme de type (C) n'est pas (BP) 

et par conséquent n'est pas nécessairement (UP) : là encore on 

pourra prendre l'exemple des espaces uniformes bornés dans eux-

mêmes (pseudo-précompacts) non précompacts. 
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2.9 STABILITE DES ESPACES DE TYPE (A). 

(2.9.1) PROPOSITION. - Soient (X,>i) un espace uniforme de type (A) et Y 

une partie de X. Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) Y est de type (A) pour la structure uniforme induite ; 

b) Y est normalement séparé par ^JHX)de tout noyau Z qui lui est 

disjoint. 

Supposons ( Y,y | Y ) de type (A) et soit Z * Z(f) un noyau de Z(XtvO 

disjoint de Y ; la fonction h • f | Y appartient à 11 ( Y ) et elle est in­

versible dans ^ ( Y ) ; son inverse g = ̂  admet un prolongement k G 01 (X) 

et on a k.f(Z) « {0} et k.f(Y) - {l}. 

Comme Y est ̂ -plongée dans X, l'espace vectoriel ^ ( Y ^ l Y ) est 

en fait une R-algèbre. Il suffit donc de montrer que (Y,y|Y) est un 

espace régulier. Soit f une fonction strictement positive appartenant 

à ^ ( Y ) : on peut la prolonger en une fonction g G $1 (X) et le noyau 

Z(g) est disjoint de Y ; il existe donc une fonction h G 91 (X) telle 

que h ( Y ) « {0} et h(Z(g)) = {l}, 0 < h < 1. Comme g peut être choisie 

positive, la fonction g+h est inversible dans *U(X) et | Y « j . 

Ceci montre que les espaces de type (A) ne sont généralement pas 

stables par les sous-espaces. Cependant tout noyau d'un espace de 

type (A) est un espace de type (A) pour la structure induite. 

(2.9.2) PROPOSITION. - Un produit d'espaces de type (A) n'est généra­

lement pas un espace de type (A). 

69 
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Soit X un espace de Lindelof non pseudocompact ; muni de la structure 

universelle, c'est un espace de type (A) ; d'après [36], prop. (3.4.8), 

00 

(Xxx, 8x8) ne contient pas # (X*X) et par conséquent n'est pas une al­

gèbre sur Xxx. 

Par contre la coréflection X »—* aX nous fournit : 

(2.9.3) PROPOSITION. - Toute somme directe uniforme d'espaces de type 

(A) est un espace de type (A). 

2.10 APPLICATION AU # -PLONGEMENT. 

(2.10.1) PROPOSITION. - Soit Y un sous-espace topologique d'un espace 

complètement régulier X. Les propriétés suivantes sont équiva­

lentes : 

a) Y est <€-plongé dans X ; 

b) Y est normalement séparé de tout noyau Z qui lui est disjoint 

et les noyaux de l'espace Y sont les traces sur Y des noyaux de X . 

Si Y est -plongé dans X, la structure de replétion de Y est la 

structure induite par la structure de replétion de X, donc Y est norma­

lement séparé de toutnoyau disjoint de X (2.9.1) ; par ailleurs on a 

évidemment la deuxième partie de l'assertion b). Réciproquement, si 

on munit X de la structure universelle 8, l'espace uniforme (Y,8|Y) est 

de type (A) et comme les conoyaux de l'espace topologique Y sont des 

conoyaux pour la structure 8|Y, on a # ( Y ) C # ( Y , 8 | Y ) et Y est -plongé. 
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(2.10.2) COROLLAIRE 1. - Soit Y un sous-espace de Lindelof d'un espace 

complètement régulier X. Les propriétés suivantes sont équiva­

lentes ; 

a) Y est -plongé dans X ; 

b) Y est normalement séparé de tout noyau Z qui lui est disjoint. 

(2.10.3) COROLLAIRE 2. - Tout noyau de Lindelof d'un espace complète­

ment régulier est <é-plongé. 

(2.10.4) COROLLAIRE 3. - Tout fermé d'un espace métrique est <ë -plongé. 





Espaces uniformes et espaces de mesures 

72 

C H A P I T R E 3 

PROBLEME DE MACKEY DANS LES ESPACES UNIFORMES 

INTRODUCTION. - On considère une pseudo-dualité uniforme (X,A) qui 

peut être la pseudo-dualité (X,U(X)) associée à un espace uniforme 

séparé (X,y). Une structure uniforme y sur X est dite compatible avec 

la pseudo-dualité (X,A) si <U(X,y) « A ; lorsque « " ( X.p) » A°° on dit 

qu'elle est «-compatible avec (X,A) . On désigne respectivement par 

jf(X,A) et Xœ(X9A) (en abrégé X et Jf°°) les ensembles de structures 

uniformes sur X compatibles, ou ««-compatibles, avec la pseudo-dualité 

(X,A). En dfautres termes JT(X,A) (resp. jr°°(X,A)) est l'ensemble de 

structures uniformes sur X qui ont la même structure affaiblie Q^ (resp. 

la même structure précompacte associée 0 ̂  • p . ) . La relation de finesse 

A A 

» v est plus fine que y, y < v" sur l'ensemble des structures uniformes 

00 

sur X induit une relation d'ordre sur X et X . Les deux ensembles 

y» OO 

ordonnés X et X sont inductifs (3.1.9) et, en général, ne possèdent 

pas de plus grand élément (3.1.8). Toute structure uniforme y sur X 

peut se définir, comme on sait, comme structure de Jf(X,y)-convergence 

sur €l(X,y), et aussi comme structure de Jf°°(Xfy)-convergence sur 

U (X,y) (cf. [7], [36]). Cela nous conduit à appeler compactologie 

compatible avec la pseudo-dualité (X,A) toute compactologie vectorielle 
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jfsur A formée de disques simplement compacts, telle que la structure 

uniforme y^, sur X de la J^-convergence sur A appartienne à Jf. L 1en­

semble des compactologies sur A compatibles avec la pseudo-dualité (X,A) 

sera désigné par T(X,A) (en abrégé F) . De la même façon on considérera 

00 oo 
l'ensemble T (X,A) des compactologies Jr sur A formées de disques 

00 

simplement compacts et uniformément bornés de A telles que y ^ appar-

00 oo 

tienne à Jf . La relation d'inclusion définit sur T et T des relations 

d'ordre* Les deux ensembles ordonnés Jfet T sont liés par les appli­

cations : 

h : JT+ T, telle que h(y) » Jf (X,y) 

k : T j f, telle que » w . 

Il est clair que k 0h est l'identité de JfT$ mais que h 0 k diffère 

de l'identité sur T : il suffit de considérer l'ensemble des entiers 

naturels fl, la compactologie vectorielle Jf sur R engendrée par les 

parties finies et ^ JÉ*(N,U ̂  ) • 

Les deux applications h et k sont croissantes et h 0 k est l'identité 

sur les éléments maximaux de T, On a le même résultat pour les deux en-

00 00 

semblés ordonnés Jf et T , 

00 

Les m-espaces (resp* les m -espaces) sont les espaces uniformes 

00 

(X,y) pour lesquels Jf (resp. JT ) possède un plus grand élément, noté 

oo oo 
xy (resp. T y). Les T-espaces (resp. T -espaces) sont les m-espaces 

oo oo 
(resp. m -espaces) où y « xy (resp. y * T y). 

La classification des espaces uniformes dans le chapitre précédent 
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• oo 
nous permet de dégager certaines classes de m-espaces (resp. m -espaces)* 

Un espace uniforme (X,y) est dit pR-espace si toute fonction f sur 

X est uniformément continue dès que ses restrictions f | B aux préconçacts 

B de (X,y) sont uniformément continues ([37]). Un pR-espace de type (A) 

oo _ oo 

est un m-espace et aussi un m -espace, tel que Ty « T y est la plus 

fine structure uniforme v sur X compatible avec la précompactologie 

naturelle de (X,y). De plus les bornés sont les mêmes (égalité unifonae) 

pour toutes les structures uniformes de X\ ce sont les précompacts de 

<X,y). 

Pour les divers foncteurs a, p, e, utilisés dans ce chapitre 

on pourra se reporter à l'introduction générale. 

3.1 PROBLEME DE MACKEY DANS LES ESPACES UNIFORMES. 

On donne tout d'abord une réponse négative au "problème de Mackey1* : 

existe-t-il une plus fine structure uniforme compatible (resp. «>-coirç>a-

tible) avec la pseudo-dualité uniforme (X,A) ? 

(3.1.1) PROPOSITION. - Soient y et v deux structures uniformes sur un 

ensemble X, où v est une structure précompacte. On a alors 

p(y v v ) - (py) v v . 

'Preuve* - Soit 41 - (U^) m ^ ^ un recouvrement fini de p(y v v) • Il exis­

te un recouvrement Y » ( V ^ T appartenant à y et un recouvrement fini 

Wm (Wk)j < k < m appartenant à v, tels que ̂ A HT soit un «-raffine­

ment de 41. Pour tout couple (t,k) on note I(t,k) l'ensemble des indices 
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i € I tels que Vfc n C IL et J(t,k) l'ensemble des i tels que 

St(Vt H W k, Y* HT) C IK. L'ensemble J(t,k) n'est pas vide et 

J(t,k) C I(t,k). Pour toute famille finie s de la forme 

{(I|»Jj)» ••• > ̂ tn'^m^ * °^ *k 6 t **k s o n t d e s P a r t ^ e s <*e * telles que 

1^ D J^» on pose Q g • U V t > où t est tel que I(t,k) • 1^ et 

J(t,k) « J, pour tout k G [l, m]. Alors îî « (£2 ) est un recouvrement 
K S g 

fini appartenant à y et Q A W est un raffinement de €4, ce qui montre 

que p(y v v) est moins fine que (py) v v et suffit pour établir la 

proposition. 

On va maintenant considérer un ensemble déjà utilisé dans [18] 

comme contre-exemple (ex. B) : X est l'ensemble des suites x « (x ) 
n n > o 

de réels dont tous les termes sont nuls sauf un au plus qui appartient 

à [0,1] . On définit sur X la distance d(x,y) « 2 lx

n"
yn^# ° n d ê s ^ g n e 

par e f c la suite W^) ^ où est le symbole de Kronecker, par X o 

l'ensemble formé des suites pour lesquelles x o E ]09l] et de la suite 

nulle, par X^ l'ensemble des suites pour lesquelles x^ G ]0 flj, k > 1. 

On considère la somme ensembliste de deux copies de X et dans cette 

somme on identifie chaque élément e^ appartenant à l'une des copies 
l 2 

avec son homologue dans l'autre copie. On appelle X et X les deux 

images de X par les injections canoniques de X dans cet ensemble qu'on 

notera Y. Si A est une partie quelconque de X on notera A* son image 
1 2 2 

dans X et A son image dans X • Ainsi, pour x G X, on écrit B(x,a) 
pour la boule ouverte de centre x et de rayon a, B'(X,OI) pour son image 

1 2 2 

dans X , B (x,a) pour son image dans X ; on notera qu'il n'y a géné­

ralement pas d'ambiguité pour un élément x de Y sauf si x « e^. 



Espaces uniformes et espaces de mesures 

76 

Soit ^ r le recouvrement de Y défini par les boules B (x,2 ) f pour 

1 1 -r 2 
x t e^, x G X et les ensembles B (ek>2 ) U X^. De même on désigne par 

f?^ le recouvrement de Y "symétrique" du précédent. 

(3.1.2) PROPRIETE 1. - L'ensemble TT = { & } (resp. TT 1 « ' } i 
r r G N r r r € M 

est une base de recouvrements pour une structure uniforme (resp. 

V2) sur Y. 

^ r + g est un raffinement de ^ r » ^ g et est un *-raffinement 

de & . Ceci se vérifie aisément en remarquant que lorsque x parcourt 

la boule B(e k,2~
r) et y la boule B(e k l,2~

r), k ̂  k \ on a d(x,y) > \. 

On note y « v py 2 et v = (pyj) v v 2 . Les structures uniformes y 

et v sont séparées (ce qui n'était pas le cas de y^ et y 2)« 

(3.1.3) PROPRIETE 2. - m °°(Y,y) = &°°(Y,v). 

On a d'une part, d'après (3.1.1), py * pv, et d'autre part 

^°°(Y,y) - #(Y,py) « ̂ (Y,pv) = #°°(Y,v). 

(3.1.4) PROPRIETE 3. - Tout recouvrement *-fini iT « (V^ . ̂  apparte­

nant à y est /tn£. 

Commençons par rappeler le résultat général suivant : 

(3.1.5) LEMME. - Soit Y * O^K G j ̂  recouvrement *-fini d'un ensemble 

E. S fi£ existe un sous-recouvrement fini if"1 • (V. ) ^ _ *r 

ifcl < m . * T* 
a fors fest un recouvrement fini. 
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Preuve. - Chaque V. rencontre au moins un V. . Posons alors 
1 \ 

tp(i) - Min(k / V. O V. / 0) ; 
1 \ 

comme V est «-fini l'ensemble des indices i tels que V. fi V. ¿ 0 est un 

ensemble fini de cardinal n^ ; a fortiori Card((p (k)) < n^ et 
m 

Card(I) < £ t^. 
k=l 

Preuve de (3.1.4). - Soit r E N et iV = (W. ) un recouvrement 
k 1 < k < m 

appartenant à py 2»
 t els &z * IV soit un raffinement de V. Il existe 

k 
un raffinement^1 de IV et on peut supposer s^r. Désignons par Q l'ensem-

s r 

ble des éléments de contenus dans W^, qui ne sont pas contenus dans W^, 

pour i < k. {Q^} est une partition de 9 '. Posons 

U f c -
 u tu » w € Q^} ; l'ensemble U f c est de la forme : 

\ « U B 2(x,2~ r) U U (B 2(e.2" r) U x') 

où (F,) est une partition de Y \ X et (tï, ) est une par-
K 1 < k ̂  m K 1 < k < m 

tition de K (notons que certains F^ ou peuvent être vides)• On peut 

obtenir un raffinement fini fi « (fi0) en réindexant les F. non vides 

* 1 < £ < L k 

par les entiers £, 1 < £ < £ et les N k non vides par les entiers £, 

£ •! < £ < L, avec £j < m et L < 2m : 

fi, - U B2(x,2~r) , 1 < £ < £. 
X E F £ 

fi- « U B2(e ,2~r) U x1 , £+1 < £ < L. 
p e B 4

 p p 1 

Le recouvrement ^ r /v fi est un raffinement de V. Soit £ fixe, 
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Si G ] A l f L ] ; il existe un indice i0 de I tel que U . contienne 

l - 1 l j t 

B ( 0 , 2 ~ r ) n Q . • B (0,2 r ) H U X . Par ailleurs, on peut recouvrir 
• k 6 N. 

1 1 
chaque X^, k G avec le même nombre t fini de boules B^, de rayon 2 ~ r

t 

telles que B j n B*(0 ,2 r ) soit non vide, que B1. H B ! ^ 0 et e, € B 1 ; 
J J * k t ' 

chaque B! fi U X^ est contenu dans un V., et Y étant *-fini, on 
^ k G N. 1 

36 1 
peut montrer par récurrence sur t, que U X, peut être recouvert par 

un nombre fini de V^. Par suite on peut également recouvrir X 1 par un 

2 

nombre fini de parties V^. En ce qui concerne la partie X , les élé­

ments de ^ R A Q qui nous intéressent sont de la forme 

2 —r 2 . 2 
U B (x,2 ) O X, ; un raisonnement analogue montre que X peut être 

X € F , 

recouvert par un nombre fini d'éléments de Y ; la propriété 3 résulte 

alors du lemme ( 3 . 1 . 5 ) . 

(3 .1 .6 ) PROPRIETE 4. - %(Y,y) - ̂ (Y,v) « ft°°(Y,y). 

On a déjà montré l'égalité <Z/°(Y,y) « ^°°(Y,v). Le résultat pré­

cédent montre que toute fonction réelle uniformément continue sur 

est bornée. 

(3 .1 .7 ) PROPRIETE 5. - tL (Y,y v v) * ^°°(Y,y v v) . 

Il est aisé de voir que le recouvrement A qui appartient 

1 2 
à y v v est un raffinement de la partition (X^ U X£) de Y ; par 

1 2 

suite la fonction f (x) * k si x G X^ U X£ est uniformément continue et 

non bornée. 
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On considère maintenant l'ensemble X des points x • (s,t) de R 

où 0 < s ̂  1, 0 < t < 1. On définit sur X les deux distances e et 6 

par les formules : 

e(x.x') = |s-s'| + |i - I,| ; 6(X,x') - |I - I, | + |t-t'|. 

On note d la distance e v 6 , n la structure uniforme py^ v y^ et X 

la structure uniforme y^ V pye» 

(3.1.8) PROPOSITION. -tT(X, n v X) * <ft°°(X,n) -^°°(X ,X) . 

Preuve. - L'égalité tZC°(X,n) - ̂ °°(X,X) résulte de (3.1.1). Soient 

(x ) v , la suite des points x - (-, -) de X et V « (S,T) le re-
n n ̂  1 n n n 

couvrement de X où S - U B(d,x ,4) et T = X \ U B(d,x ,2). Le > . n ^ . n 
1 n > 1 

recouvrement Y est dans p y d

= p(H v X) (évident). Le recouvrement Y 

n'appartient pas à pX « pn car sinon il existerait Hf « (W.) 
1 1 < i < p 

de py* et ̂  • (U.) ^ . ^ de py où W A U est un raffinement 
0 J 1 < j ̂  q e 

de Il existe 0 < a < 1, où (B(6,xfa)) est un raffinement de 
X t A. 

HT et (B(e,x,a)) x^ x est un raffinement de . Il existe i 0 et 

j« °û W. H U. contient une sous-suite infinie (x ) de (x ) • 
J« n k k > o n n 

Soit k 0 un entier tel que — — < j . Pour tout k>k 0 >le point 

y, « (- > ) est élément de B(ô,x ,ct) P B(e,x ,a). La suite 
k V 5 \ \ V 5 

( y ^ ) k > k est donc une suite de S. Or pour tout entier m on a 

d [(~t~r) » (-̂ — 'rT"^ ^ 5 , ce qui fournit la contradiction. Autrement 
k+5 Te 

dit (y^j^k n t e s t P a s contenue dans S et par conséquent Y n'appar-
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tient pas à pA « pn - py^ v p g. Alors ^°°(X, n v A) ^ ^°°(X,ri) » ^ ^ ( X , * ) . 

Conclusion. - Les deux structures uniformes séparées y et v sur Y sont 

compatibles avec la pseudo-dualité (Y,<2Z(Y,y)) ; leur borne supérieure 

yvV n'est pas compatible. Les deux structures uniformes séparées X) et 

X sont «-compatibles avec la pseudo-dualité (X, <U (X,ri)) ; leur borne 

supérieureyvX n'est pas «-compatible. Il n'existe donc pas en général 

de plus fine structure uniforme compatible [resp. «-compatible] avec 

une pseudo-dualité uniforme (X,A). 

00 

Cependant les ensembles ordonnés Jf et Jf possèdent des éléments 

maximaux (d'après ZORN) : 

(3.1.9) PROPOSITION. - L'ensemble ordonné X°° (resp. Jf) est inductif. 

Preuve. - Soit (y.). _ une famille totalement ordonnée de X °°. Soit 

1 1 t I 
V la borne supérieure des y^. Etant donnés une fonction positive f ap-

00 

partenant à 41 (X,v) et un réel a>o, il existe des indices i.,...fi 
* n 

de I, des écarts G y. et un réel ô>o, tels que |f(x)-f(y)| < a 
k 

dès que d(x,y) < 6, où d • Sup dfc. Soit une structure de la famille 

plus fine que les yĵ  ; la suite IL « {x E X / f(x) < r a } , est unifor-
k 

mément régulière dans (X,y^ car d(^ n, X \ w +,) > & pour tout n e K 

(1.2.5). Il existe une fonction g dans A, de pas 2cx , vérifiant les 

conditions du lemme (1.2.4). Alors Sup |f(x)-g(x)| < 4a, et a étant 
x G X 

arbitraire, f appartient à A. 
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(3.1.10) COROLLAIRE. - Soit (X,y) un espace uniforme (séparé) ; il existe 

une structure uniforme maximale v plus fine que U et telle que 

^2/(X,v) • ^(X,y). Il existe également une structure uniforme^ 

OO 00 

maximale plus fine que y et telle que U (X,n) « U (X fy). 

Les liaisons entre Jf et T d fune part, et X et T d'autre part, 

00 

montrent que T et T ont également des éléments maximaux. 

3.2 m-ESPACES ET m°-ESPACES. 

On est amené à essayer de caractériser les espaces uniformes (X,y) 

pour lesquels lfensemble JT (resp. jr°°) possède un élément maximum. On 
00 

appellera m-.espace (resp. m -espace) un tel espace uniforme. Bien que 

nous n'ayons pas réussi à les caractériser, nous en décrivons certaines 

classes. 

oo 

Etant donné un espace uniforme (X,y) on désigne par yy (resp. y y) 

la borne supérieure des structures uniformes appartenant à JT(X,y) 

(resp. jr°°(X,y)). Soit M (resp. la réunion des éléments Jf G T 

(resp. Jffe r ° ° ) . 

(3.2.1) PROPOSITION. - Soient (X,A) une pseudo-dualité uniforme et H 

une partie simplement bornée (resp. uniformément bornée) de A ; 

les propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) H G M (resp. Jt*°) ; 

b) H vérifie la propriété (y) (resp. (y°°)) : #(X, yfl v o^) * A 

(resp. ^°°(X,yu v a oo) = A°° 
ti A 
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Preuve.: 

a) **> b) : il existe X E r contenant H ; on a les relations de finesse : 

°A < °A V y H < V d ° n C U ( X ' ° p ) C ^ ( X > y H V a A ) C ^ ( X * V " A 

oo 
argument pour ). 

b) -> a) résulte clairement de H E ^(X, y R v cr^) . 

(3.2.2) PROPOSITION. - Sc^t (X,A) une pseudo-dualité uniforme i les as­

sertions suivantes sont équivalentes : 

a) possède un plus grand élément Ty ; 

b) Jt est stable par réunion finie. 

Preuve : 

a) —> b) : Soit H E Jt ; la structure uniforme y R v appartient à 

C/C ; elle est donc moins fine que Ty et H E Jf(X%T]i) . Si maintenant 

H e jT(X.xy), on a #(X, y R v a A) = A donc H G l . Ainsi la condition 

a) implique ̂  - ^ ( X , T y ) , et cet ensemble est bien entendu stable par 

réunion finie. 

b) -*a) : soient f E < W + ( X , y y ) et a un réel strictement positif ; il 

existe une famille finie (Hj,...,!!^) d'éléments de Jt% et un réel 6>o t 

tels que Sup dR^(x,y) < 6 implique |f(x)-f(y)| < a . Comme Jt est sta­

ble par réunion finie, posons H * U E Jt ; alors dR(x,y) < <5 impli­

que |f(x)-f(y)| < a ; ainsi la suite u>n = (x E X / f(x) < na} est uni­

formément régulière dans (X, y f l v o^). Soit g E ^Z/(X, y f l v o ) « A une 

fonction satisfaisant aux conditions du lemme (1.2.4), de pas 2CX. On a 

Sup |f(x)-g(x)| < 4a et f ̂  A, car a est arbitraire ; en définitive 
x E X 

41 (X,Yy) • A. Comme y\i est plus fine que toute structure appartenant 
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OO 00 

On obtient évidemment le même résultat pour JT e t i . 

oo 

Remarque. - La structure uniforme y\x (resp. y y) sur X est définie par 

les écarts d R > H E i (resp. H G Jt°). 

(3.2.3) COROLLAIRE. - Un espace uniforme (Xfy) est un m-espace si et 

seulement si M est rme compactologie vectorielle sur €^(X,y). 

Il est clair que Jt est stable par passage à l'enveloppe disquée 

simplement fermée. Le reste est garanti par (3.2.2). 

(3.2.4) COROLLAIRE. - Un espace uniforme (Xty) est un m*-espace si et 

_ oo oo 

seulement si Jt est une compactologie vectorielle sur U (X,y). 

Il est généralement difficile de prouver qu'une partie H de A vé­

rifie la propriété (y) (resp. (Y°°))» ce qui réduit l'intérêt de ces 

propriétés. Cependant elles paraissent plus maniables dans les espaces 

uniformes de type (A) ou de type (Ab). 

(3.2.5) LEMME. - Soit (Xty) un espace uniforme ; on considère un écart 

à sur X tel que, pour toute partie F C X, la fonction 

: x •+ d(F,x) appartienne à ^(X^y),, et une partition de l'unité 

(f^)^ g j supposée y^-uniformément équicontinue ; soit enfin 

(g n)^ une partition de l'unité \i-unifermement équicontinue ; 

alors pour toute partie K C IxNJ on a : 

83 
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G - U (coz(f.) H coz(g )) G Coz(X,y). 
(i,n) G K n 

Preuve. - On sait que Coz(X,y) est stable par réunion dénombrable et 

intersection finie. Soit Kj = ptj^K) et K(n) la coupe de K pour n G . 

On peut écrire : 

G = U [ U (coz(f.) H coz(g ))] 
n G Kj i G K(n) 1 n 

« U (coz(g ) H U coz(f.)). 
n G Kj n i G K(n) 1 

Or U coz(f.) est un ouvert de (X,y ,) donc appartient à Coz(X,y ) 
i G K(n) 1 a d 

puisque y^ est écartisable ; enfin Coz(X,yd) C Coz(X,y) d'après la con­

dition sur l'acart d. L'ensemble G est donc réunion dénombrable de 

conoyaux de (X,y), ce qui suffit. 

(3.2.6) PROPOSITION. - Soit (X,y)wn espace uniforme de type (A) (resp. 

de type (Ab)). Pour toute partie H simplement bornée (resp. uni­

formément bornée) de cll(X%\x)à les propriétés suivantes sont équi­

valentes : 

a) H vérifie (y) (resp. (y*)) ; 

b) ^(X,y H) C #(X,y) [(resp. ^°°(X,y H)c #°°(X,y);] ; 

c) pour toute partie F C X , la fonction h p : x + dH(F,x) appar­

tient à 2/(X,y) [(resp. ^°°(X,y);]. 

Preuve. - Il est clair que a) -> b) —> c). Soit alors f G 1£ (X,y v a ) 

avec A « <tt (X,y), et soit Q un ouvert de R. Pour tout entier k G K* il 

existe un recouvrement^ - (V.). - _ G y et un recouvrement 
1 1 tz 1 ri 



ERRATUM 

Il n'y a pas de page 85. Le texte page 84 se poursuit page 86. 
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W » ^ W n ^ n G N
 G °A t e l s q u e f v a r i e a u P l u s d e k s u r c h a < I u e élément 

k k 

de f A Hf . Il existe une partition de l'unité (f.). ç- qui est y -

î i G I H 

uniformément équicontinue et subordonnée au recouvrement f \ et une 

k 
partition de l'unité (g ) qui est a .-uniformément équicontinue et 

n G ̂  A 

k 

subordonnée à . Considérons la réunion des parties 

c o z ^ ) n coz(g^) telles que ffcozC^) n cozCg^)] C fi ; alors U k ap­

partient à Coz(X,y) d'après le lemme, et T' (fi) « U U, , donc 
k G N* 

l'Cfi) G Coz(X,y). D'après la proposition (2.3.2), f G ^(X,y). 

On va donner un premier exemple, trivial, de m-espace. Pour cela 

nous dirons qu'un espace uniforme (séparé) est de type (U.C) si 

(X,y) « # ( X ) . Ces espaces se rencontrent essentiellement dans 

les travaux portant sur la replétion d'un espace complètement régulier 

et sur la complétion topologique. Rappelons, que si X est un espace 

topologique complètement régulier la structure uniforme faible asso­

ciée à toutes les fonctions réelles continues définies sur X, fournit* 

par complétion, un espace topologique appelé repiété de X et noté uX* 

De même si l'on considère toutes les parties équicontinues de V (X) t 

simplement bornées, elles définissent une compactologie sur <?(X)et 

la structure uniforme associée à cette compactologie est la structure 

uniforme universelle pour la topologie de X (cf. [7], [36]). 

Pour un espace (X,y) de type (U.C) il est évident que l'ensemble 

considéré plus haut n'est autre quç l'ensemble de toutes les parties 

équicontinues et simplement bornées de #(X). La remarque précédente 

nous montre que l'espace uniforme (X,0y) défini par Jt a pour espace 

86 
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^(X) l'algèbre <#(X) elle-même. Ainsi : 

(3.2.7) PROPOSITION. - Tout espace uniforme de type (U.C) est un mr-es-

pace. De plus la structure uniforme maximum de l'ensemble X 

est la structure universelle associée à la topologie de l'espace. 

Pour trouver d'autres exemples de m-espaces, il faut utiliser la 

propriété (Y) ; or celle-ci est une propriété "uniforme" et dans le 

cas général elle ne se laisse pas ramener à une propriété "topologique". 

Dans le cas des espaces de type (A) ou de type (Ab) la propriété (y) 

00 , 

ou (Y ) équivaut à une propriété topologique. 

(3.2.8) PROPOSITION. - Un espace uniforme (X,y) de type (A) (resp. de 

00 

type (Ab)) est un m-espace (resp. un m -espace) si et seulement 

si* quels que soient les parties et appartenant à M (resp. 
00 00 

M ) â il existe H G M (resp. M ) tel que la topologie de (X,yR) 
soit plus fine que les topologies de (X,y., ) et (X,yu ). 

Hl H 2 

preuve. - Il suffit de montrer que la condition topologique implique 

que M est stable par réunion finie. Soient donc G Jt> ^ € M et 

H G i vérifiant notre hypothèse ; on a *U (X,yH) C -#(X,y) d'après 

(3.2.6), et Ouv(X,yH) « Coz(X,yH) est contenu dans Coz(X,y) ; d'après 

(2.3.2), <€ (X,yR) C #(X,y). Par ailleurs Hj et H 2 sont des parties 

équicontinues de (X,yR) et T • U également. En définitive, 

# ( x,y T) C tf(X,yH) C #(X,y) et T GJt. 

On peut remarquer que la condition "(X,y) est de type (A)" est 

87 
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utilisée plusieurs fois par lfintermédiaire de (3.2.6) et (2.3.2). La 

démonstration est identique pour les espaces de type (Ab) au moyen de 

(2.2.6). 

(3.2.9) PROPOSITION. - Soit (X,y) un espace uniforme de type (A) ; les 

éléments maximaux de X(X9\i) sont des espaces M- f ins. 

Preuve. - Soit v une structure maximale dans Jf ; on a ît (X, v) • 

U (X, mv) « ^(X,y) et TA) appartient à X ; donc m > v implique nu * v, 

(3.2.10) PROPOSITION. - Soit (X,y) un espace uniforme de type (Ab) ; 

00 

les éléments maximaux de X (X,y) sont des espaces M-/ïns. 

Preuve. - D'après (2.4.6) l'algèbre sur X engendrée par &(X fv) est 

aussi celle engendrée par (X,y) donc as) appartient à X°°OL9\i) et 

ov « v. Comme X (X,v) c X°°(X9v) « /"(X ^ y ) , v est maximal dans 

jf(X,v) et comme il est de type (A), c'est un espace M-fin. 

00 

La structure uniforme y V est toujours plus fine que Yy et elle 

est en général strictement plus fine ; il suffit de considérer un es­

pace uniforme de type (Ab), non de type (A), et précompact. Par contre 

si l'espace (X,y) est de type (A), la démonstration précédente montre 

que pour tout élément maximal v de Xœ(X9\x)9 on a #,(X,v) « ^(X,u) et 
00 

par suite X(X9\i) est cof inal dans X (X,y). On obtient ainsi : 

(3.2.11) PROPOSITION. - Si (X,y) est un espace uniforme de type (A) 

on a Yy • Y°V 
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(3.2.12) COROLLAIRE. - Un espace (X,y) de type (A) est un xo-espace si et 

oo oo 
seulement si c'est un m -espace. On a alors xy « x y. 

(3.2.13) THEOREME. - Soit (X,y) un espace uniforme de type (A) (resp. 

(Ab)) ; si quels que soient la structure uniforme v appartenant à 

Jf(X,y) (resp. Jf00^^)) et le recouvrement uniforme Y appartenant 

à v r il existe un raffinement dénonbrable de Y, non nécessairement 

oo 
uniforme^ alors (X,y) est un ^espace (resp. un m -espace). 

Preuve. - Soit v un élément maximal de jT(X,y) ; v est M-fin, donc sepa­

rable dfaprès (2.5.16). Alors, d'après A. HAGER [24] , th. 6.1, c'est le 

seul élément maximal de jf(X,y). 

On peut remarquer que la condition du théorème n'implique pas la sé-

parabilité (uniforme) des structures v appartenant à jT(X,y). Par ailleurs 

on ne peut affaiblir cette condition, car si (X,y) est un m-espace de 

type (A) et si xy est separable (c'est nécessairement un espace M-fin 

d 1après (3.2.9), la condition du théorème est vérifiée. 

(3.2.14) COROLLAIRE. - Soit (X,y) un espace uniforme de type (A) qui vé­

rifie l'une des conditions suivantes : 

a) e(y\x) » -yy ; 

b) e(6]x) « 6y ; 

c) pour tout H de M l'espace topologique (X,yH) est separable. 

Alors (X,y) est un w^espace. 
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Preuve. - Chacune des trois conditions a), b) ou c) implique la condition 

du théorème (3.2.13). 

(3.2.15) PROPOSITION. - Soit (X,y) un espace uniforme précompact de type 

00 

(A) ; alors (X,y) est un var-espace et m -espace. De plus 

Preuve. - En effet, si v est une structure appartenant à JT, (X,v) est 

borné dans lui-même et de type (A). Dans un tel espace tous les bornes 

sont précompacts, avec la structure des précompacts de ov ; ainsi 

v » ov * y. On a donc « {y}. Le reste provient de (3.2.12). 

Cette proposition généralise le fait bien connu des espaces topolo­

giques pseudocompacts : 3T « uT - 6T. 

(3.2.16) PROPOSITION. - Soit X un espace topologique pseudocompact non 

presque-compact. Il existe des algèbres A sur X strictement conte­

nues dans #(X) et définissant la topologie de X. L'espace unifor­

me ( X»0 A) est un m-espace non (U.C.). 

Preuve. - X n'est ni de Lindelof ni presque compact ; il existe donc une 

algèbre A sur X définissant la topologie de X et strictement contenue 

dans #(X) (cf. [25]). L'espace (X,aA) est alors un précompact de type 

(A), et c'est un m-espace. Par ailleurs ce n'est pas un espace de type 

(U.C.). 

(3.2.17) DEFINITION. - On dût qu'un espace uniforme (X,y) est un p^-



Espaces uniformes et espaces de mesures 

91 

espace* si toute fonction réelle f sur X dont les restrictions 

aux précompacts de (X,y) sont uniformément continues* est elle-

même uniformément continue ([ 37] ) . 

On rappelle qu'une précompactologie ([37]) sur un ensemble X est 

une famille 2? de parties de X vérifiant les axiomes suivants : 

(Pj) & est héréditaire à gauche pour l'inclusion. 

(P 2) & est filtrant à droite. 

(P^) Chaque P G & est muni d'une structure uniforme séparée pré­

compacte Up, telle que si P' C P, on ait y p f • Ppl?'* 

L'ensemble Try des parties précompactes d'un espace uniforme séparé 

(X,y) est évidemment une précompactologie sur X ; on l'appelle la pré­

compactologie canonique de (X,y). On dit qu'une précompactologie est 

uniformisable s'il existe une structure uniforme séparée y telle que 

pour tout P G & on ait y p • y|P. Pour toute précompactologie uniformi­

sable il existe une structure uniforme universelle qui est la plus fine 

structure uniforme sur X possédant la propriété précédente ; si 

/ ^ ( X ; <?) désigne l'ensemble des fonctions réelles précompactologi-

ques, cette structure uniforme universelle £ vérifie l'égalité 

^/(X,Ç) - <?^(X,^). D'après la définition précédente un pR-espace 

uniforme (X,y) vérifie l'égalité #(X,y) « <^(X,iry). 

(3.2.18) PROPOSITION (PUPIER, [37]). - Si (X,y) est un pR-espace> son 

complété X est (U.C.) et l'espace topologique X est un k^-eepace. 
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Preuve. - Soit f une fonction sur X dont les restrictions aux compacta 

de X sont continues ; soit P un précompact de X, P est un compact de X 

et f | P~ est continue, donc f|P est uniformément continue et 

f | x e#(X,y). Ainsi X est un ^-espace et # (X) = 

(3.2.19) THEOREME. - Soit (X,y) un p^-espace tel que toute structure v 

appartenant à X ait les mêmes prêcompacts que y (égalité uni­

forme). Alors (X,y) est un m-espace ; de plus xy est la struc­

ture uniforme universelle de la prêcompactologie canonique iry. 

Preuve. - Soit Ç la structure universelle de la prêcompactologie iry. 

On a U(XtK) 8 5 <^(X.7ry) * &(X,y), donc Ç G X ; par ailleurs toute V 

appartenant à X étant compatible avec iry on a Ç > v. 

(3.2.20) COROLLAIRE. - Soit (X,y) un p^-espace de type (A) ; alors 

(X,y) est un m-espace et xy est la structure uniforme universelle 

de la prêcompactologie canonique ny. 

Preuve. - Dans un espace uniforme de type (A) il y a équivalence entre 

partie bornée et partie précompacte. Ainsi les structures appartenant 

à X ont la même prêcompactologie canonique. 

Toujours dans [37] , R. PUPIER montre que la structure uniforme uni­

verselle associée à une prêcompactologie » s'obtient comme structure 

de ^5-convergence sur é 0>(Xf&) 9 où % est l'ensemble des parties 

H C S0>OL9&) telles que HJP G Jf(P,y p), pour tout P G » . 
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(3.2.21) COROLLAIRE. - Sous les hypothèses de (3.2.19)3 on a Jt ~ . 

(3.2.22) Autre exemple de m-espace qui n yest pas (U.C.). - Un premier 

exemple est donné par la proposition (3.2.16). Considérons un es­

pace topologique X discret non dénombrable, et l'ensemble A des 

fonctions réelles sur X, constantes en dehors d'une partie dénom­

brable de X. L'ensemble A est une algèbre sur X, et est 

un espace uniforme de type (A). Soit H un élément de Jt et soit <5 

un nombre réel strictement positif. Il existe une suite (x ) 
n n E K 

de points de X telle que X « U B(d ,x ,ô). Sinon il exis-
_ - - H n 

n E N 

terait une partie infinie non dénombrable Y telle que si x et y 

ô 6 

sont distincts dans Y, on a B(d H, x, ̂ ) H B(dft, y, y) • 0 : 

en effet, l'ensemble ^ des parties Y de X vérifiant cette pro­

priété n'est pas vide, et, ordonné par inclusion, il est induc-

tif ; il possède donc un élément maximal Z. Si Z est fini ou 

dénombrable, U B(dH,y,6) l* X ; soit z £ U B(d ,y,ô) ; 

y E Z y E Z 
ô 6 

on a évidemment B(d R,y, H B(dfi,z, ̂ -) « 0 , pour tout y € Z, 

et Z U {z} E % ce qui contredit la maximalité de Z. Soient 

alors Y un élément de de cardinal et f : Y ̂  R une in­

jection, pour tout y E Y il existe une fonction h E <ZZ (X,yu) 

y tt 

telle que h^(y) • 1 et coz(hy) C B(d H,y,^). Alors la fonction 
h « 2 f(y).h appartient à (X,y ) qui est contenu dans A 

y E Y y H 

d'après (2.3.2). Or h n'est pas constante sur le complémentaire 

d'une partie dénombrable, contrairement à la définition de A. 
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En définitive ( x> a

A) satisfait aux hypothèses de (3.2.13) et c'est 

00 

à la fois un m-espace et un m -espace ; de plus 

A « U (X ; C A) f #(X,0 A) « R
X. 

3.3 T-ESPACES ET T°°-ESPACES. 

00 

On dit que (X,y) est un x-espace (resp. T -espace) si c'est un 

m-espace (resp. un m -espace) et si Ty • y (resp. T y « y). 

(3.3.1) PROPOSITION. - Soit (X,y) un wrespace (resp. m°-espace) ; les 

propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) (X,y) est un x-espace (resp. un iT-espaee) ; 

b) On a M * #(X,y) (resp. Jt™ = 3f°(X,y) 

Parmi les x-espaces on peut signaler les espaces fins, les p^-e 8-

paces de type (A) pour lesquels % (X,iry) « 3f(X,y) (espaces uniformes 

de Kelley au sens de [37]), et en particulier les espaces précompacts 

de type (A). 

(3.3.2) PROPOSITION. - Soit (X,y) un espace uniforme ; il existe un 

espace (X,xyJ, où xy est la moins fine des structures uniforme 

sur X, plies fines que y et telles que (X,v) soit un T-espaae. 

Preuve. - Si (X,y) est un m-espace xy • xy. Sinon, on pose YjP • YV» 

Y^ + 1 - Y(Y^y)» pour tout ordinal X et si £ est un ordinal limite» 

Y rP • Sup yx]i ; comme la topologie associée à YV est la même que celle 
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de y, on conserve la même topologie sur X pour toutes les structures uni­

formes Y^y l si l'on suppose les structures uniformes définies par des 

écarts, chaque ensemble Y^y est contenu dans l'ensemble des écarts conti­

nus sur (X,y). Ainsi il existe un plus petit ordinal a tel que 

Y a +jy
 c Y ay l alors (X,Yay) est évidemment un T-espace : c'est le x-es-

pace associé à (X,y) et on pose xy » Y ay* 

On obtiendrait bien entendu un résultat similaire pour les T -

espaces. 

Avant de conclure ce chapitre, considérons l'ensemble Xe des struc­

tures uniformes appartenant à X et telles que ero • v (structures s e ­

parables au sens de A.W. HAGER, [24]). 

(3.3.3) PROPOSITION. - Si (X,y) est un espace uniforme de type (A), 

l'ensemble Xe possède un plus grand élément, noté x^y ; c'est 

la structure uniforme H-fine associée à oy. 

Preuve. - D'abord, <Z¿ (X,may) « <U (X ; ay) « °dL (X ;y) et moy appar­

tient à X ; comme emoy = may, on a moy G Xe ; de plus d'après 

A.W. HAGER, [24], tout recouvrement dénombrable de X dont les éléments 

appartiennent à Coz(X ;y) appartient à may. Alors may est plus fine 

que toute structure v appartenant à Xe. 

3.4 CONCLUSION. 

Etant donné un espace uniforme séparé (X,y), l'ensemble des struc-
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tures uniformes sur X qui possèdent le même espace de fonctions réelles 

uniformément continues que (X,y) contient un plus petit élément pour la 

relation de finesse : c'est la structure affaiblie ay. Par contre9 il 

n'existe pas en général de plus grand élément, mais seulement des élé­

ments maximaux. 

Les bornés de tels espaces uniformes sont les mêmes puisque ce sont 

les parties précompactes de (X,cy) ; cependant les structures uniformes 

de ces bornés ne sont pas en général les mêmes : un exemple est donné 

par un espace uniforme non précompact tel que % (X) * $Z°°(X) . De plus 

les précompactologies canoniques de ces espaces uniformes sont en géné­

ral distinctes. Cependant il existe une classe d'espaces uniformes, 

pour lesquels on a à la fois les deux résultats suivants : 

- il existe une structure uniforme xy avec ££(X,xy) • î/(X,u) et 

xy est la plus fine des structures uniformes ayant cette propriété ; 

- les bornés de toutes les structures uniformes comprises entre 

ay et xy sont les mêmes avec la même structure uniforme, d'ailleurs 

précompacte. 

Cette classe contient les m-espaces de type (A), dont nous avons 

donné divers exemples. 
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C H A P I T R E 4 

ESPACES DE MESURES ASSOCIES A UN ESPACE UNIFORME 

OO 

On définit plusieurs espaces de formes linéaires sur %C (X) ou 

sur % (X), en s'intéressant principalement à l'espace M^(X) des formes 
00 

linéaires C-régulières sur U (X) et aux duals compactologiques res­

pectifs M(X) et M°°(X) des espaces {U (X),jf) et (W°°(X) 9Jft). 

4.0 NOTIONS DE BASE ET TERMINOLOGIE. 

On fixe l'espace uniforme séparé (X,y). On rappelle que dans l'espace 

% (X,y) - U(X) des fonctions uniformément continues sur X, on désigne 

par Jf(X,y). ou J^(X), (ou même seulement Jf) la compactologie uni­

formément équicontinue formée des parties H qui sont simplement bornées 

00 oo 

et uniformément équicontinues. De même dans l'algèbre U (X,y) « 4JL (X) , 

on désigne par cJf°°(X,y), ou Jff°(X)f ou Jf°° la famille des parties 

H G qui sont uniformément bornées. 

Désignons par E(X) l'espace vectoriel libre engendré par X, que 

l'on peut considérer comme l'espace des mesures à support fini sur X 

(mesures moléculaires de [2] ). Il est clair que l'on obtient canoni-

quement des dualités séparantes (E(X),# (X)) et (E(X), #°°(X)), per­

mettant de placer sur E(X) les structures uniformes de la JÉ^-convergence 
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00 

et de la -convergence. Les topologies localement convexes associées don­

nent des elc notés E(X,Jf?)et ECX,,^^) ou plus simplement encore E(X) et 

E°°(X). 

On introduit alors les complétés M(X) « M(X,y) et M°°(X) « M°°(Xty) 

oo 
des espaces respectifs E(X) et E (X). D'après le théorème de complétion 

oo 

de Grothendieck on reconnaît en M(X) et M (X) les duals compactologiques 

(X),jf)* et ( U des espaces compactologiques (#(X),jf) 

et (î£°°(X) , Jf °°) . Autrement dit M(X) s'identifie à l'espace des formes 

linéaires sur €^(X) qui sont simplement continues sur chaque H G Jf9 

muni de la topologie de la J^-convergence ; et de même pour M°*(X) • 

Avec [4] on obtient alors les formules 

E(X)' « M(X)' « <ft (X) et E°°(X)' - M°°(X)f « ̂ °°(X) 

les compactologies équicontinues des duals M(X) ' et M°°(X) ' (au sens 

00 

vectoriel) s'identifiant respectivement à Jf et Jf • 

On peut facilement identifier (algébriquement seulement et non topo-

logiquement) l'espace M(X) à un sous-espace vectoriel de M°°(X) • Il suf­

fit d'associer à chaque m E M(X) sa restriction m à ÎZ°°(X) ; on a alors, 

pour toute £ 6 ̂  (X) 

m(f) « lim m [ (-n) v (f A n)] 

n + oo 

_ oo 

Réciproquement un élément m de M (X) provient d'un élément m de M(X) 
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(autrement dit m E M(X)) si la limite précédente existe pour toute 

f € (X). Ce résultat démontré tout d'abord par BERRUYER-IVOL [3] dans 

le cas topologique, a été étendu au cas uniforme par PACHL [34] (voir 

aussi [2]). 

00 

L'espace M (X) s'identifie à un sous-espace vectoriel de l'espace 

Rad(pX) des mesures de Radon sur le compactifié de Samuel pX de (X,u)• 

L'identification se fait en associant à chaque m E M°°(X) la mesure m 

définie par m(f P) = m(f) pour toute f E t£°°(X) , en désignant par f p 

l'unique prolongement (uniformément) continu de f à pX. Le fait que m 

appartienne à Rad(pX) se vérifie en constatant qu'une suite (f^) de 

00 

(X) tend uniformément vers zéro sur X si et seulement si la suite 

(f r) tend uniformément vers zéro sur pX : et une telle suite (f ) est 
v n n 

00 

un élément de 3tf . 

On aura besoin d'introduire, en suivant [7], l'ensemble 

Mod(X,y) « Mod(X) des formes linéaires modulaires compactologiques sur 

<2Z°°(X) ; c'est-à-dire l'ensemble des m E M°°(X) telles que m(l) « 1 et 

m(|f|) c |m(f)| pour toute f E <W°°(X) . On sait avec [7] que Mod(X) 

s*identifie au complété X de X. A coté de Mod(X) il faut encore intro­

duire le sous-ensemble Mod^(X) (attention aux notations très peu dif­

férentes) des m E Mod(X) telles que m(f) E f(X) pour toute f E <Z/°°(X). 

pour les relations existant entre X, Mod^(X) et Mod(X), nous renvoyons 

à 4.2. 

En suivant les analogies avec le cas topologique, introduisons 
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l'espace M a(X) des formes linéaires m G-régulières sur ̂ °°(X) > c'est-à-

dire telles que 

(f ) C ^°°(X) } £ l 0 — > m(f ) - 0. 
n n n 

Il n'est pas évident que l'on obtienne un sous-espace de l'espace 

Rad(pX). C'est toutefois vrai comme on peut le voir en adaptant un rai­

sonnement de BERRUYER-IVOL ([3], p. 19) : si m n'était pas bornée sur 

oo 

la boule unité À(l) de U (X) on construirait facilement une suite 

(g n) C îT(X) telle que 0 < g n < 2~
n et |m(g n)| « 2

n-l ; posons 

n 0 0 

h s S g. et h « X t ; alors f » h-h est élément de <Z/°°(X) et 
n k«l k k-1 K n n 

f | 0 ; on a donc m(h ) m(h) ; or on a aussi 
n n 

n-1 
|m(h )| > 2n-l - 2 (2-1) « n 

n k«l 

d'où la contradiction. 

En remplaçant la suite (f ) par une suite généralisée (f.) dans 

i 

#°°(X), on obtient l'espace M^(X) des formes linéaires i-régulières 

sur U^iX) 

(f.) C «/°°(X), U O — > m(£ i) 0 

Enfin on introduit encore l'espace M^(X) des formes linéaires sur 

î£°°(X) dont la restriction à A(l) est continue pour la topologie de la 

convergence compacte sur X 
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llfJI < 1, f i 0 compactement —> m(f^) •+ 0 

Il est clair (théorème de Dini) que l !on a 

M t(X) C M T(X) C M Q(X) C Rad(^X) 

Tous ces espaces sont évidemment munis d'une structure d'ordre 

canonique définie de façon évidente par le cone positif de 9i (X). 

4.1 LES ESPACES M Q(X), M T (X) et M t(X). 

Introduisons l'algèbre de Baire Ba (X,y) « Ba (X), dite algèbre 

de Baire sur X, et définie comme la plus petite classe de fonctions 

oo 

(bornées) sur X, contenant U (X), et stable par passage à la limite 

simple des suites. Elle permet l'introduction de la tribu 2(X) asso­

ciée, définie par la condition A G 2(X) si et seulement si la fonction 

caractéristique de A est élément de Ba(X). On désigne par S(X,y) * S(X) 

le sous-treillis vectoriel de Ba(X) formé des fonctions étagées sur 2(X)• 

00 

Toute m G M 0(X) est une intégrale de Daniell sur 91 (X). On peut 
oo 

donc la prolonger de façon unique en une intégrale de Daniell sur Ba(X), 

notée encore m. D'après le théorème de représentation [ Z], m est déter­

minée par sa restriction X^ à 2(X), qui est une mesure bornée sur la 

tribu 2(x). Réciproquement toute mesure bornée sur 2(X) définit, par 

l'intégrale de Lebesgue-Stieltjes associée, une intégrale de Daniell 

dont elle est la restriction. 

L'application m X identifie donc ri (X) à l'espace des mesures 
m u 
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(signées bornées) sur la tribu 2(X). Il résulte de là que pour toute 

m G M^ (X), les formes linéaires m + et m sont des éléments de (X) 

(autrement dit ^ (X) est engendré par son cone positif) et le théorème 

de Hahn-Jordan garantit même l'existence d'une partie A G 2(X) telle 

00 

que l'on ait, pour toute f G Ba(X) : 

m +(f) - m(f 1 A) et nf(f) « m ( f l A C ) . 

On en déduit aisément, avec ([3], p. 9) que les espaces (X) 

et Mfc(X) sont aussi engendrés par leur cone positif, c'est-à-dire 

contiennent m +, m et |m| dès qu'ils contiennent m. 

Lorsque T est un espace topologique complètement régulier (que 

00 

l'on peut identifier à un espace uniforme fin), l'espace U (X) est 
00 

l'algèbre (T) et l'on sait que l'espace M Q(T) est largement étudie 

([42] , {3], [20] , . . . ) . On peut se demander si la considération des 

espaces uniformes apporte des points de vue et des résultats nouveaux. 

On va voir qu'il n'en est rien pour le cas des espaces M T(X) et M^CX). 

(4.1.1) THEOREME. - Soit (X,y) un espace uniforme. Toute m e M T(X) 

possède un prolongement unique m à l'espace ^°°(X) qui est uns 

forme linéaire t-régulière. Si m G M t(X) alors m est même 

t-régulière. 

Preuve. - On se ramène aussitôt à supposer m > 0. Soit f une fonction 

00 

positive, élément de ^ (X). On sait que f est l'enveloppe supérieure 

Sup f^ d'une suite généralisée croissante (f^) de fonctions positives, 
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oo 
éléments de (X), De plus lim m(f.) * Sup m(f.) existe et ne dépend 

• x « x 
i i 

pas de la suite généralisée (f^) pourvu que l'on ait t f. La formule 

— 00 + 

m(f) 8 8 Sup m(f.) définit donc une application m' sur (X) , que l'on 
i 

00 

prolonge aisément en une forme linéaire m sur # (X). La restriction 

de m à il (X) est évidemment m et l'on vérifie (raisonnement classique) 

_ oo 
que m est T-régulière sur (X). Si m est de plus supposée dans M ^ X ) , 

__ oo 

alors m(f^) -> 0 pour toute suite généralisée (f^) de # (X), telle que 

If^l < 1, et qui converge compactement vers 0 : en effet on peut sup­

poser f^ >• 0, et pour tout e>o, construire une suite généralisée (g^) 

oo ^» 

dans # (X) telle que 0 < g^ < f i et n^fj-g^) < e ; il reste seulement 

à constater que g. Eû(l) et que g^ 0 compactement. 
oo 

Il peut être utile de remarquer que la boule unité A(l) de U (X) 
00 

est partout dense dans la boule unité de (X) pour la topologie de 

la convergence compacte sur X. 

(4.1.2) COROLLAIRE. - Les espaces M T(X) et M t(X) sont les mêmes pour 

toutes les structures uniformes sur X compatibles avec la to­

pologie de X. 

Le théorème et son corollaire ramènent donc l'étude des espaces 

M T(X) et M t(X) au cas topologique [42]. 

Pour l'espace M^(X) la situation est toute différente et plus digne 

d'intérêt. Elle ne se ramène pas au cas topologique. Donnons un exemple : 
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soit T un espace complètement régulier pseudocompact et non presque-

compact ; il existe, (voir (3.2.16)), une algèbre A contenue stricte­

ment dans #(T) = #°°(T), définissant la topologie de T et telle que 

A • ^ T , aA^ 9 a * o r s a A e s t u n e s t r u c t u r e uniforme précompacte sur T, 

dont le complété a^T est le compact obtenu en prenant le quotient de 

gT modulo la relation d'équivalence u ~ v <=> f (u) • f (v) pour toute 

f E A ; alors T est G^-dense à la fois dans gT et dans a^T et tout 

oo 

u E gT est une forme linéaire a-régulière sur # (T) , donc sur A ; 

fixons maintenant u et v dans gT, différents mais équivalents ; la 

forme linéaire w • u-v appartient à Ma(T,g) et s'annule sur 

A » <U (T,o A). 

Un autre exemple montre que la tribu 2(X,y) est différente de 

la tribu 2(X, 0y)dans le cas général. Prenons pour X un ensemble 

infini non dénombrable et soit 2 la tribu sur X engendrée par les 

parties finies, et dont les éléments sont les parties M qui sont 

dénombrable s ou de complémentaire dénombrable \ on prend pour A 

l'algèbre des fonctions 2-mesurables, qui sont les fonctions f sur X 

constantes en dehors d'une partie dénombrable de X ; on a alors (voir 

(3.2.22)) : #(X,a A) « A, 2(X,aA) » 2 et la tribu 2(X,6aA) est la 

tribu &{YL) de toutes les parties de X. 

Si l'espace M^(X) n'est pas en général le même pour toutes les 

structures uniformes sur X compatibles avec sa topologie, il est au 

moins le même pour toutes les structures uniformes compatibles avec 

la pseudo-dualité (X,Î/(X)) (par définition ! ). Mais on peut aller 
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plus loin : soit (X,ay), en abrégé aX, l'espace uniforme de type (A) 

associé à (X,y) (voir (2.4)) ; alors ÎZ(aX) est l'algèbre engendrée 

par <îi(X,y) et Coz(X,y) = Coz(X,ay) ; cela prouve, avec l'identifica­

tion de M a(X) comme espace de mesures sur la tribu de Baire Z(X,y), 

que M

0(X) • M^(aX). Par exemple si (X,y) est un espace uniforme mé-

trisable, alors U (aX) = # (X) et par suite M 0(X) « M Q(X,6y). 

L'un des problèmes importants est de savoir si M

a(X) coïncide 

oo 

avec M (X,yj) pour une structure uniforme convenable y^ sur X ; car 

cela a l'avantage de permettre l'approximation des éléments m de 

M^CX) par des mesures moléculaires (à support fini dans X) uniformé-
00 

ment sur les parties H E ^ f (X,yj). Une question analogue est dévelop­

pée par BERRUYER-IVOL [3], dans le cas topologique, lorsqu'ils cons-
00 

truisent une compactologie ^ sur # (T) (compactologie engendrée 

par les suites équicontinues convergeant simplement vers zéro) donnant 

pour dual (#°°(T) ,<?f0)* l'espace M a(T) ; alors M a(T), muni de la topo­

logie de la XQ-convergence, est un elc complet, dont le dual est pré-
00 

cisément # (T), de sorte que T est total dans M^(T) ; ce qui fournit 

la propriété d'approximation uniforme sur les H E X0 de toute 

m G ^(T) par des mesures moléculaires. 

On se propose donc maintenant, en revenant au cas général, d'asso­

cier à la structure uniforme y une autre structure uniforme y sur X 
o 

telle que L Y X . P ) « M°°(X ,u o). 

(4.1.3) PROPOSITION. - Soit n la famille des recouvrements dénorrbrables 
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de X construits avec des éléments de Coz(X,y). Alors n est une base 

d'une structure uniforme y 0 sur X. 

Preuve. - Il est clair que n est stable par intersection finie des re­

couvrements. Soit if ^ (V ) un recouvrement de n. Il existe une suite 

(f ) de ÎC(X) telle que V = Coz(f ) , et un écart d G y tel que 
n n n ^ 

f G ^(X,y ,) pour tout n. Puisque if est un recouvrement ouvert de 
n d 

(X,yJ, il existe un recouvrement ouvert dénombrable Hf = (W ) de 
d n 

(X,y^) qui est un «-raffinement de if. Or ^ e s t formé d'éléments de 

Coz(X,y^), donc d'éléments de Coz(X,y), et ainsi Hf appartient à ri. 

On voit donc que TÏ est une base (au sens T de la définition de Isbell) 

d'une structure uniforme sur X. 

(4.1.4) PROPOSITION (HAGER, [24]). - y o est la structure uniforme M-

fine associée à la structure uniforme ay (ou e]x). 

Preuve. - Montrons d'abord que y 0 est M-fine. Soit g une fonction uni­

formément continue de (X,y0) dans un espace métrique (M,d). Déjà l'image 

g(X) est un sous-espace separable de M, puisque, pour tout a>0, il existe 

une suite (t n) dans g(X) telle que g(X) C U B d(t n,a). Alors g est uni­

formément continue de ((X,ye) dans (M,6y^), car tout recouvrement ouvert 

(cO de M possède un sous-recouvrement dénombrable (cô ) de g(X) tel que 

^ • ( g " 1 ^ ) ) appartienne à n- Enfin y o est la structure uniforme M-

fine associée à ay, car d'une part elle est plus fine que ay, et d'autre 

part elle est moins fine que toute structure uniforme M-fine v plus fine 

que ay, puisque tout recouvrement Y « (V ) élément de n est un recouvre-
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ment ouvert de (X,y ,) pour un écart convenable d G ay. 
a 

(4.1.5) COROLLAIRE. - On a les égalités : 

#(X,dM) = tt(X,m(ay» « U (X,yo) 

^(X,y e) = U ^(X,9y , ) = u ^(X,6y ) 
d G y 0

 d d G ay d 

Introduisons une définition qui généralise les fonctions DLUC. 

(4.1.6) DEFINITION. - Soit (X,y) un espace uniforme et soit n la famille 

des recouvrements dénombrables de X formés d'éléments de Coz(X,y). 

On dit qu^une partie H C # (X,y) est (DLUE) (dénombrâtlement loca­

lement uniformément équicontinue), s'il existe Y « (V^) E r] tel 

que les parties H | V n soient éléments de ^ ^ v

n » ^ l v

n ) pour tout n. 

L'application à la structure uniforme y o « m(ay) est immédiate : 

(4.1.7) PROPOSITION. - Toute partie (DLUE) H de <€ (X.yJ appartient à 

<T(X,y 0). 

Preuve. - Il existe une suite d'écarts d^ E yo telle que, pour tout n, 

H|V soit élément de X(V ,y, |V ). Notons V « Coz(f ) et fixons un 
n n , Hd 1 n' n n 

n 
écart d E y0 équivalent à l'ensemble des écarts (

d

n+
df )• Alors H est 
n 

élément d e ^ X , 9 y d ) , donc élément de Jf(X,yo) d'après (4.1.5). 

(4.1.8) COROLLAIRE. - L'espace (X,yG) est un espace uniforme de type 

(A) suffisamment fin [35]. 
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(4.1.9) PROPOSITION. - Soit (f n) une suite de <U (X,y), décroissante vers 

zéro. Alors la partie H - {f } est élément de ^ ( X , y o ) # 

Preuve. - Donnons une preuve directe, indépendante de la caractérisa-

tion obtenue en (4.1.7). Fixons donc e>0 et considérons les suites de 

conoyaux définies par 

W = {x / f (x) < e} ; n > 0 
n n 

l£ - (x / (m-l)|< f k(x) < (m+l)| } ; k , m > 0 . 

OO 

Soit S « 2 N n l'ensemble dénombrable somme ensembliste (disjointe) 
n«=o 

des ensembles fNn, n > 0. Pour tout élément s « (nij ... ,m^) € S t posons 

v - u 1 n u 2 n . . . n u n n w , 
s m t m 0 m n+1 

l i n 
On obtient là un recouvrement dénombrable de X formé de conoyaux, donc 

un élément Y » (V ) qui appartient à la famille n ; et sur cha-
s s E S 

cun des ensembles V chaque fonction f, , k 5* 0, a une oscillation ma-
S iC 

jorée par e. 

A titre de remarque signalons que (4.1.9) généralise le fait bien 

connu que toute suite f^ I 0 de fonctions continues sur un espace topo­

logique est équicontinue. 

En rassemblant tout ce qu'on vient de prouver depuis (4.1.3) t on 

obtient le théorème qui justifie l'introduction de la structure uniforme y 
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(4.1.10) THEOREME. - Pour tout espace uniforme (X,y) on a 

M a(X) = M°°(X,ye). 

oo 

Preuve, - On a déjà M (X,yo) C **^(X) comme conséquence immédiate de la 

proposition précédente. Réciproquement soit m un élément de M^ (X) , qu'on 

peut supposer positif et tel que m(l) « 1. Fixons un disque H E «JT (X,y0) 

et une suite généralisée {f^} C H, convergeant simplement vers zéro. Alors 

la suite généralisée g. = Sup f. est encore élément de (X,y ) et 
1 j > i J 

de plus g. H ; on peut d'ailleurs supposer || ĝ || < 1 pour tout i. Pour 

tout e>0 fixé, il existe un recouvrement V «= (V ) E n tel que l'oscil­

lation de chaque g^ sur chaque V r soit majorée par e. Posons 
W s U V ; alors W t X, de sorte qu'il existe un entier N tel que 
n i ^ K n 

k < n 

m(X \ W^) < e . Il existe aussi un indice i c tel que g ^ < 2e sur W^, ce 

qui implique facilement m(g. ) < 3e et parsuite |m(f.)| < 3e pour tout 
o 

co 

i > i„. On a donc m e M (X ,y o ), ce qui termine tout. 

4.2 LES ESPACES Mod(X) ET Mod^X). 

oo 
On sait que la structure uniforme y de (X,y) est celle de la Jr -

oo , 

convergence sur U (X,y) et que toute forme modulaire compactologique 

m sur ^^(X) est uniformément approchée, sur chaque H E Jf™\ par des 

points de X [7]. La conséquence immédiate est que Mod(X), muni de la 

structure uniforme de la ̂ "-convergence est l'un des modèles du com­

plété X de (X,y) [7]. 

Il est donc bon d'expliciter le passage naturel entre Mod(X) et 
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(X,y). Etablissons la correspondance en associant à tout G X la 

00 

forme linéaire u_ sur U (X) définie par u (f) = lim f ; et à 

tout u G Mod(X) le filtre 9^ défini par la base de filtre ¡9 formée 

des parties 

A u(f,n) = { xG X / |u(£)-f(x)| < i } 

oo , 

associées aux f G U (X) et aux entiers n > 1 . 

(4.2.1) THEOREME ((14]). - L'application U : & + u ^ , de X dans 

Mod(X)>, est une bijection bi-unifarmement continue> dont la bi-

jection réciproque est l'application $ : u & . 

Preuve. - Il est clair que u^. est une forme modulaire sur W°°(X). 

Reste à voir qu'elle est compactologique. Fixons HG^f7°°(X) et (f.) 

une suite généralisée convergeant simplement vers zéro dans H (on 

peut d'ailleurs supposer H disquée). Il existe, pour tout e>0, une 

partie A G & de diamètre au plus égal à E relativement à l'écart d • 
H 

en fixant un point x c G A on obtient aisément l'inégalité limite 

|u (f.)-f-(x0)| < e pour chaque i, ce qui suffit pour montrer que 

u„_(f.) •* 0. 

Réciproquement montrons que & est filtre de Cauchy minimal. 

Fixons H e et £>0 et définissons la fonction g par 

g(x) - Sup |u(f)-f(x)|. Alors g E &°°(X) et u(g) - 0, de sorte qu'il 

f e H 

110 
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existe un point x Q E X tel que g(x 0) < e (sinon — G îi (X) et 

u(g) > 0) . 

On en déduit facilement que l'ensemble A^(g,n) est non vide et de 

diamètre au plus égal à £ pour l'écart d„, dès que n s > 2. Ainsi & 
ri u 

est bien la base d'un filtre de Cauchy 3F ; et SF est minimal car 
J u u 

tout filtre de Cauchy sur X moins fin que SF^ contient la base 

On peut aussi remarquer que & est la trace sur X du filtre des voi­

sinages du point u dans l'espace Mod(X). 

On vérifie enfin sans difficulté que les applications U : 5F u ^ 

et • î u * ^ u sont uniformément continues et réciproques l'une de 

l'autre [l4J • 

Il est clair que cette démonstration reste valable lorsqu'on 

remplace par et ^°°(X) par U (X) ; de telle sorte que Mod(X) 

est contenu dans l'espace M(X). Autrement dit tout u de Mod(X) est 

oo 

la restriction à U (X) d'un unique élément u' E M(X) défini d'ail­

leurs par u'(f) « lim u [(f A n) v (-n)]. 
n ^ oo 

Lorsqu'on fixe un élément u E Mod(X), on voit que l'on a 

i • i 00 

u(f) E f(X) pour toute f E U (X) • En remplaçant cette condition par 
oo 

la condition plus restrictive u(f) E f(X) pour toute f E îl (X), on 

définit une partie de Mod(X), notée Modg(X), qui contient évidemment 

X. On va voir, avec le théorème qui suit, que l'on obtient ainsi le 

ô-complété de X, défini par MORITA [3l] et repris dans [14] • 
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(4.2.2) THEOREME (Ï14] ). - Soit (X,y) un espace uniforme. Pour tout 

u G Mod(X) les assertions suivantes sont équivalentes : 

a) le filtre associé & possède la propriété suivante : 

(ID) Pour toute suite ( B ) c f e ^ on a HB ¿ 0 . 
n u n 

b) u possède la propriété 

(D) Pour toute suite (fn) de U (X) et pour tout t>0, il exis­

te un point x E X tel que Sup | u(f^)-f^(x) | < e , 
n 

c) u possède la propriété 

(D ) Pour toute suite (fn) de f/(X) 3 il existe un point x E X 

tel que u(^n)
 = ^n(

x) pour tout n. 

d) on a u(f) E f(X) pour toute f E &°°(X) ; 

e) on a u(f) E f(X) pour toute f E <W (X). 

Preuve : 

a) ==> c) : Les ensembles B * A (f ,m) appartiennent tous à la base 
n | m u n 

& . Donc tout point x E Pi B vérifie la condition (D ). 
u n.m ' 

n,m ' 

c) -> b) : Evident. 

b) —> a) : Si (B^) est une suite de & % il existe pour chaque n, une 

00 

fonction f E U (X) et un entier ni > 1 tels que B D A (f ,m ) • En 
n n n u n n 

posant g n « f n/» n et en utilisant b) . pour 6*1, on obtient un point 

x E X tel x E A (g . 1) - A (f ,m ) pour tout n, d'où x G HB . 
u n u n n XI 

c) —> e) —> d) : Evident. 

d) —> c) : On se ramène à supposer f^ > 0 et u(f n)
 8 0, en remplaçant 

chaque f R par |f n~u(f n)|. Alors la fonction f » Z 2~
n £^/(l+f ) est 
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oo 

élément de 4M (X) et vérifie u(f) = 0. Il existe donc x E X tel que 

f(x) = 0, d foù f n(x) = 0 pour tout n. 

Ce théorème signifie donc que Modg(X), muni de la structure uni­

forme de la ̂ -convergence, est l'un des modèles du ô-complété de (X,y), 

défini dans [3l] par l'ensemble des filtres de Cauchy minimaux vérifiant 

la condition d'intersection dénombrable. La caractérisation de ce (5-com-

plété, noté ÔX, en termes de Gg-densité [14] , prouve encore que Modg(X) 

oo 

est exactement égal à l'ensemble des intégrales de Daniell sur U (X) 

parmi les éléments de X « Mod(X). Plus précisément : 

(4.2.3) PROPOSITION. - Soit u E Mod(X). Pour que u appartienne à 

Mod g(X), il faut et il suffit que u(f R) + 0 pour toute suite (f R) 

de #°°(X) telle que f I 0. 

n 

Preuve. - La condition est nécessaire d'après (4.2.2.c). Supposons 

qu'elle soit vérifiée et prouvons alors la condition d) de (4.2.2). 

oo 

Si d) n'était pas vérifiée, il existerait une fonction f G t/ (X), 

telle que f(x) > 0 pour tout x, et telle aussi que u(f) * 0. Alors la 

suite g^ « n(f A Jj) est croissante et tend vers 1 ; de plus on a 

u(g n)
 s Of ce qui est absurde. 

(4.2.4) COROLLAIRE. - Pour tout espace uniforme (X,y) désignons par 

aX l'espace uniforme de type (A) associé à (X,y) et par aX 

l'affaibli (X,ay) de (X,y). On a alors 

Modg(aX) « Modfi [a(aX)] = Mod [a(aX)j 
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Preuve. - Pour tout X, Modg(aX) est l 1 ensemble des formes modulaires (non 

nécessairement compactologiques) vérifiant les conditions (4.2.2) ; d'a­

près (4.2.3) c'est aussi l'ensemble des intégrales de Daniell modulaires 

(ou multiplicatives et unitaires [ 7 D sur UT (X) C (aX) . Par ailleurs 

on sait que *U(aX) est stable par inverse, d'où l'on tire facilement 

l'égalité Modj [a (aX)] - Mod [a(aX)]. Comparons maintenant (X) et 

<U°°(aX). On a immédiatement W°°(X) C 11™ (aX) ; réciproquement toute 

00 

fonction f > 0, élément de U (aX) , est limite simple d'une suite 

croissante (f ) de &°°(X) d'après [21], puisque Coz(aX) • Coz(X). Il 

00 00 

suit de là que les intégrales de Daniell sur U (X) ou U (aX) sont 

les mêmes ; ce qui est donc vrai pour les intégrales de Daniell mo­

dulaires, d'où l'égalité Mod^ (oX) « Modg [o (aX)] . 

Le théorème suivant fournit une caractérisation intéressante du 

<5-complété 6X de X en terme de complété. 

(4.2.5) THEOREME. - Pour tout espace uniforme (X,y) on a les égalités 

ensemblistes 

6X « aX » mX 

où rriX est l'espace uniforme M-fin (X,mp) associé à (X,y). 

Preuve. - D'après (2.5.14) on a U(aX) - *U(mX) * A, où A est l'ai-

00 

gèbre [au sens de (2.3.1)] engendrée par U (X) ; et 
Jf(X,m\s) = U ^ ( X , 6 y d ) . Il en résulte déjà que rriX est de type (A) • 

d e y f 

la structure uniforme my est donc plus fine que ay et mX c oX. Par 
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ailleurs aX = ô (aX) С ÔX, donc en résumé mX С aX С ÔX. Pour terminer, 

montrons 1 inclusion ôX С mX ; pour cela il suffit de prouver que pour 

u E ModgX, le prolongé canonique u sur A = 2/(X,my) est compactologi-

que sur #(X,my) . Fixons donc H E ^(Х,6у^) pour un d E У quelconque. Si 

v est la restriction de u à W(X,y^) С #(X,y), alors le prolongement 

de l'intégrale de Daniell v à l'espace *U(X>aV^) 85 ^(X,y d) coïncide 

avec la restriction v de u au sous-espace ^(Х,аУ^) de 91 (Х,ау) s A. 

Comme tout espace métrique est ô-complet, il existe un point x E X 

tel que v = x, c'est-à-dire tel que v(f) • f(x) pour toute f E U (Х,аУ^). 

Il en résulte que u est continu sur H et par suite u appartient à 

Mod(tfzX) = mX. 

On en déduit plusieurs corollaires : 

(4.2-6) COROLLAIRE 1 ([38], th. 5.1). - Pour tout espace uniforme (X,y) 

les propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) (X,/tfu) est complet ; 

b) (X,y) est ^-complet ; 

c) chaque filtre de Cauchy sur (X,y) vérifiant la condition (ID) 

d'intersection dénombrable est convergent. 

(4.2.7) COROLLAIRE 2. - Pour tout espace uniforme (X,y) de type (A), 

on a aX = еХл où eX = (X,ey) est l'espace uniforme de Skirota 

associé à (X,y). 

preuve. - On sait que e\x est moins fine que y 0 « m(ay). 
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Alors aX « eX « y oX. Ce corollaire est comparable au théorème classique 

de SHIROTA ([l], p. 130), 

(4.2.8) CORQLLAIRE 3. - Pour tout espace topologique complètement régu-

lier T on a i)T « e6T. 

Dans la suite on considérera le repiété UT comme étant le complété 

eQT de (T,e8), l'égalité étant prise au sens topologique. C'est d'ail­

leurs aussi ce qui arrive dans (4.2.5) où les égalités ensemblistes 

ÔX = aX * 772X sont en fait des égalités topologiques puisque 

Coz(X,y) * Coz(aX) * Coz(mX). 

4.3 SUR CERTAINES LIMITES PROJECTIVES. 

Les structures uniformes étant définies par des familles d'écarts, 

il est raisonnable de penser que les espaces métriques vont intervenir. 

C'est cette question un peu vague qu'il s'agit maintenant de préciser. 

Fixons l'espace uniforme séparé (X,y) et rappelons que sur l'en­

semble des écarts d G y existe une relation de préordre, qui est la 

relation de domination : 

e ¿4 d <—•> d domine e <—> y est moins fine que y 
e <j 

Cette relation de prëordre est d'ailleurs dénombrablement filtrante 

croissante. 

Désignons, pour tout d E y, par X^ l'espace métrique associé à d et 

par h ¿ la surjection canonique X •+ X ¿. Pour e,d E y tels que e 4 d, on 
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définit la fonction : X^ + par le diagramme comnutatif 

h e 
X > X 

e 

h d / 

/ hed 

X d 

On obtient ainsi des applications uniformément continues et 

de sorte que le système (^ d >h e d) est un système projectif d'es-
e e < d 

paces métriques. Et il va nous falloir comparer (X,y) à lim proj X^ f 

où la limite projective est prise dans la catégorie des espaces unifor­

mes séparés. 

Pour chaque d G y, on a les égalités U (X,Ud) « U (X d) et 

00 00 

41 (X.vij) » % (X^) qui traduisent des factorisations évidentes. Conme 

les applications h ̂  sont des surjections, on en déduit, par transpo­

sition, des diagrammes commutatifs 

wx) < <&(x ) tt°°(x) « iiœa ) 

^(x d) ^°°<x

d) 

où le premier (avec il ) est formé d'injections linéaires et le second 

00 

(avec ÎL ) est formé de morphismes isométriques d'algèbres de Banach 

unitaires. De plus on a évidemment dans cette optique les formules 

117 
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Ua) - u W(X,) et &°°(X) = U ^ " ( X J 

d e y d d e y d 

Si l'on rappelle que l'espace de Banach Rad(pX) des mesures de 

Radon sur le compactifié de Samuel pX de X n est autre que le dual 

oo 

U (X)' (avec sa norme), on voit qu'en transposant de nouveau on 

obtient un autre système projectif, mais cette fois dans la catégorie 

Ban des espaces de Banach (avec morphismes de contraction) 

(RadCpXj), g e d) 
e ̂  d 

où g e d : Rad(pXd) + Rad(pXe) est définie par g e d(m)(f) « m(f 0h e d) 

oo 

pour toute m G Rad(pXd) et toute f G % (X^). On remarquera que, mo-

dulo la transformation de Dirac qui permet de plonger ensemblistement 

chaque espace uniforme séparé X dans l'espace de Banach Rad(pX), les 

morphismes g^ d prolongent les applications h g d . 

En faisant intervenir l'espace Rad(pX), on obtient de même un 

diagramme commutatif 

Rad(pX) — • Rad(pXe) 

8d 

%' 8ed 

Rad(pXd) ^ 

Il existe donc un morphisme g : Rad(pX) •+ lim proj Rad(pX d). 

/ s » 

Rappelons encore que lim proj Rad(pX d), dans la catégorie Ban, est 

118 
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lfespace de Banach des sytèmes cohérents m * (m^) tels que 

|n| - Sup ||md|| < + ». On a alors : 
d 

(4.3.1) THEOREME. - Pour tout espace uniforme séparé (X,v) on a 

Rad(pX) - lim proj Rad(pXrf) 
Ban 

autrement dit g est une isométrie surjective. 

Preuve. - Pour toute m E Rad(pX), l'image g(m) est le système cohé­

rent (m^) « m, où m^ * g^(m). Puisque g^ est transposée de lfisométrie 

ît°°(Xd) + lt°°(X), on voit aussitôt que Bg^R < 1 et Iml < 1ml ; réci­

proquement pour toute f E ^ ^ ( X ) , telle que flfl < 1, on a m(f) « m^ (f ) , 

où d^ est l'écart associé à f , de sorte que |m(f)| < |m| et Iml < Iml ; 

ainsi Iml - Hmll et g est une isométrie. Montrons que g est surjective ; 

pour cela soit m = (m d) ; pour toute f E ^°°(X) la valeur m d(f) est la 

même, pour raison de cohérence, pour tous les d E P tels que d^ 4 d ; 

en posant ainsi m(f) « m, (f), on définit ainsi une forme linéaire m 

oo f 
sur U (X) telle que |m(f)| < D ml D £ U, donc un élément m E Rad(pX) . 

On remarquera que la condition Sup Bm^H < + 0 0 imposée aux élé-
d 

ments cohérents m « (m d) est superflue. Cela tient en effet au carac­

tère dénombrablement filtrant croissant de l'ensemble préordonné y : 

car pour toute suite (d^) de y on a |md | < |mdl pour tout écart d 

n 
tel que d^ 4 d pour tout n. 

Donnons immédiatement quelques conséquences du théorème. 
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(4.3.2) PROPOSITION. - Soit m • (m d) une mesure de Radon sur pX. On a 

alors : 

a) m est modulaire si et seulement si toutes les m, le sont. 
a 

b) m est élément de Mod^ (X) si et seulement si chaque est 

élément de Mod^(X d). 
oo 

c) m est compactologique sur U (X) [resp. sur îl(X)] si et seu­

lement si chaque est compactologique sur 11°°(X^) [resp. SÎÀT 

tt<xd)]. 

Preuve. - Elle découle directement des définitions sachant pour b) que 

Mod^(X^) - X^ puisque X^ est espace métrique. 

(4.3.3) PROPOSITION. - En désignant encore par g e d les restrictions de 

g g d aux espaces qui interviennent> on a les systèmes proQecbifs 

suivants : (Mod(X d),g e d) ; (Mod ô(X d),g e d) ; O U X ^ . g ^ ) ; 

(M°(X d),g e d) ; (M a(X d),g e d) ; <pX d.g e d> et ( « d i g e d ) . Les limites 

projectives correspondantes sont respectivement Mod X, Mod^X, 

м(х), м°°(х), м а (Х) , pX et ox. 

Preuve. - On a M^(X) • lim proj M^(X d) : si m appartient à M^(X) alors 

chaque m d appartient à M^(X d) ; la réciproque provient du caractère 

dénombrablement filtrant croissant de la famille d'écarts y. Les deux 

dernières limites projectives s'obtiennent avec pX = Mod(X,py) et 

CX • Mod(X,ay). Le reste est trivial. 

(4.3.4) COROLLAIRE. - On a ÔX = lim proj X d. 
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Preuve. - Car Modg(X^) = X^. On retrouve ainsi la définition du ô-com-

piété donnée par MORITA [31]. 

(4.3.5) PROPOSITION. - Pour toute mesure de Radon m G Rad(pX) désignons 

par K le support de m et par le support de chaque m^ dans pX^. 

Alors ( K

d>g e d) est un système projectif de compacts dont la li­

mite est K. 

4.4 LES ESPACES M(X) ET M°°(X) . 

oo 
On rappelle que M(X) et M (X) sont définis comme elc complets 

oo 

duals respectifs des espaces compactologiques #(X,y) et ÎL (X,y). 

Ce sont donc les espaces de formes linéaires continues sur les élé­

ments H G <#XX,y), ou H G ^ ? C°(X >y) > pour la topologie de la conver­

gence simple sur X. 

On peut alors essayer de modifier ces définitions et les rappro­

cher de celles des espaces M^(X) et M ^ X ) . Nous allons voir que c'est 

00 

possible pour l'espace M (X) mais non en général pour l'espace M(X). 

Tout d'abord : 

(4.4.1) PROPOSITION. - Soit m une mesure de Radon sur pX vérifiant 

la propriété suivante : 

Pour toute suite généralisée (f.) élément 
(P) 1 iE i 

de JC™ telle que f^ \ 0, on a m(f^) 0. 

Alors la mesure m + vérifie aussi la propriété (F). 
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Preuve* - Démontrons que m + vérifie la propriété (P) • Fixons e>0 et un 

indice i o E I, puis une fonction gQEi/,(X) telle que 0 < g o < f. et 
*-o 

m +(f. ) < m(g 0) + £• Considérons la suite généralisée (f. A g 0) pour 

i > i o. Il est facile de vérifier l'inégalité (f^ A g o) < f. -f., d'où 
0 

l'on tire : 

m(g c-f i A g c) < m
+ ( g o - f i A g o) < m

+ ( f i ) - m +(f i) 
o 

ce qui conduit aussitôt à 

m +(f i) < e + m(f i A g c) ; i > i o 

oo 

On remarque enfin que (f. A g G ) . > . est élément de et que 

f^ A g^ \ 0. Donc m(f̂ , f\ g 0) •+ 0 et par conséquent lim sup m +(f^) < ç, ce 

qui suffit. 

Remarque. - En remplaçant la propriété (P) par la propriété x qui dé­

finit M^(X), ou la propriété t qui définit M t(X), on retrouve le fait, 

vu en (4.1), que M^(X) et M t(X) sont engendrés par leur cône positif. 

00 

L'application à l'espace M (X) est immédiate. 

(4.4.2) THEOREME. - Pour qu'une mesure de Radon m sur pX soit élément 

00 

de l'espace M (X) il faut et il suffit qu'elle vérifie la pro-
00 

priétê (P). En particulier M (X) est engendré par son cône 

positif. 
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Preuve. - Il suffit de vérifier que toute mesure de Radon positive m 

oo 

vérifiant (P) est élément de M ( X ) . Or si (g^) est une suite généralisée 

élément de X telle que g. •+ 0, la suite généralisée f. * Sup |g.| est 

oo 

décroissante vers zéro et élément aussi de Jr . On a donc m(f^) •+ 0, et 

tout est dit puisque |m(g^)| < m(f /) . 

00 ^ . . 

On remarquera que dire que M (X) est engendré par son cone positif 
oo i i 00 

équivaut à dire que m G M (X) —*> |m| G M (X) ; car si m * m^-n^, avec 

> 0 et m. G M°°(X) , alors |m| < nij+m^ donc |m| e M°°(X) . 

Le théorème ( 4 . 4 . 2 ) ne possède pas d'analogue concernant l'espace 

M(X) car précisément M(X) n'est pas engendré, en général, par son cone 

positif, comme l'a montré tout récemment PACHL dans [ 3 4 ] , même pour le 

cas X « R. Pour caractériser l'espace M ( X ) + - M ( X ) + engendré par le 

cone positif de M(X), il faut introduire le dual de Riesz M^(X) de 

# ( X ) , c'est-à-dire l'espace des formes linéaires sur U(X) qui sont 

bornées sur les parties A(f), f G U ( X ) . 

( 4 .4 .3 ) PROPOSITION. - On a l'égalité M ( X ) * - M ( X ) + - M(X) r, M P(X) . 

Preuve. - Il suffit de montrer que, pour toute m G M(X) n M^(X), l'élé­

ment m*, a priori dans M°°(X) , est en réalité dans M(X) . Or m + G M p (X) 

et par suite m + intègre toutes les fonctions f G tt(X). On peut alors 

reprendre les preuves de (4.4.1) et ( 4 . 4 . 2 ) , ce qui suffit. 

123 
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On sait que lfespace X est total dans chacun des espaces M(X) et 

M°°(X), ce qui provient du théorème de Hahn-Banach et de la connaissance 

des duals M(X) 1 = &(X) et M°°(X)f = îl°°(X) . Autrement dit l'espace E(X) 

00 

des mesures moléculaires est dense dans M(X) et dans M (X). Le théorème 

de Hahn-Banach fournit de même : 

(4.4.4) PROPOSITION. - Le cône positif E(X) + de E(X) est dense dans 

+ 00 •+ 
chacun des cônes positifs M(X) et M (X) . 

A plus forte raison l'ensemble des mesures de Radon positives sur 

pX, à support (compact) contenu dans X, est dense dans chacun des cônes 

+ oo + 
positifs M(X) et M (X) . Et à ce sujet on a : 

(4.4.5) LEMME. - Soit (nu) # ^ ^ une suite généralisée due Cauchy dans 

l'espace M°°(X)+, formée de mesures de Radon sur pX 3 à supports 

compacts c X. Alors^ pour tout e>Qj tout 6>0 et tout écart 

à G y, il existe un indice i 0 tel que nu[X \ B d(K^ ,6)J < zpour 

tout i > i . 
o 

Preuve. - En posant f. • 8 A d(.,K^) on obtient une suite généralisée 

-00 
(f^) « H, élément de X . Il existe donc i 0 G I tel que 

|(m.-m.)(f )| < ôe pour tous i,j > i 0 et tout indice k. Avec 
i J K 

j - k • i . on obtient m. (f ) = 0, d'où m.(f. ) < ôe. On termine en 

j K i i o 

remarquant que f. (x) = 6 pour tout x £ B

d(^£ ><$)• 
© o 

(4.4.6) THEOREME. - Soit (X,y) un espace uniforme métrisable. Pour qu'une 
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oo oo 4* 

forme linéaire positive m sur il (X) soit élément de M (X) il 

faut et il suffit qu'elle vérifie la condition suivante : 

Pour tout e>Qj il existe une partie préccmpacte et 

* fermée ? de X telle que l'on ait |m(f)| < elfï pour 
oo 

toute f E U (X) qui s'annule sur P. 

Preuve. - La condition est suffisante : montrons d'abord qu'elle en­

traîne la condition suivante : 

(*) |m(f)| < eU fil + m(l) |f| pour toute f G U°°(X) 

En effet soit k « ||fBp et soit g - k v | f | . Alors | f | < g < 1 et 

0 < g-k < g < 1 ; et g-k s'annule sur P de sorte que 

|m(f)| <m(|f|) <m(g) <eig-kU + km(l) <elfl • m(l) lfl p 

Alors si • H G et si |f^| < 1 et f<. + 0, on voit que la pré-

compacité de P implique Hf^Bp + 0, d'où lim sup |m(f ̂ ) | < e et tout 

est dit. 

La condition est nécessaire : c'est une question plus difficile 

à traiter. D'après (4.4.4) il existe une suite généralisée (m.) 
1 i G 1 

de mesures positives à supports compacts K, C X (et même à supports 

oo 4» 

finis) telle que nu m dans M (X) . Utilisons (4.4.5) après avoir 

placé sur X une distance d définissant y. Pour e>0 fixé, on peut 

trouver une suite strictement croissante d'indices i^ G I tels que 
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m. [ X \ B,(K. ,-)] < e 2" n pour tout i > i . 
i d i 'n r n 

n 

Posons successivement 

K1 * U K. 
n k < n Xk 

k ̂  n 

k ^ n 

P * n s 

n 

On vérifie aisément que P est précompact et fermé et que B.(I , -) C 8 . 
a n n a 

Montrons que la suite K ? H S j est croissante ; cela résulte de l'éga-

2 
lité S » S . O B.(K', : ) qui implique K' H S C S , et de la mono-

n n-l d n n n n-l n 

tonie de la suite K f • On en déduit K' n S , C H S, • P, 
n n n-l ^ k 

k ^ n 

Montrons encore l'inclusion T C B,(P, : pour cela fixons 
n a n 

x G T ; alors x e B,(K'>—) donc il existe y e K' tel que d(x ,y) < i - 2 n a n n n n 

d'où y e B,(T , —) C S , et x est élément de B,(K' n S ,, — ) , donc 
J d n' n n-l d n n-l* n * 

a fortiori de B,(P, —) . De plus on a 
a n 

m.(X \ T ) < 2 m. [X \ B (K. , 1)] ^ 6 pour tout i > i . 
1 n k-1 1 tt lk k n 

Il reste à prouver que P B P est le précompact cherché. Fixons donc 

f G U°(X> telle que f«0 sur P. Pour tout a>0, l'ensemble 

U « {x ; |f(x)| <cc} est un voisinage ouvert de P qui contient une 

boule B^(P, ̂ ) pour un entier convenable n, comme on peut voir en pro-



Espaces uniformes et espaces de mesures 

127 

longeant f au complété X de X. On a donc D et par suite, pour 

tout i > i : 
n 

|m.(f)| < || f|| m . ( X \ T ) +OMH.(T ) 
1 i n i n 

< ellfll + otm.(l) 
i 

ce qui fournit à la limite l'inégalité |m(f)| <ellfi + am(l), et donne 

la condition puisque a est arbitraire. 

(4.4.7) COROLLAIRE 1. - Soit (X,y) un espace uniforme métrisable. Alors 

OO OO y» 0 0 

M (X) coïncide avec l'espace M p(X) des formes linéaires sur U (X) 

continues sur la boule unité A ( l ) pour la topologie de la conver­

gence précompacte sur X. 

oo ^ + - + 
Preuve. - Si m est élément de M (X), on peut écrire m c m -m , avec m , 

_ oo + 

m £ M (X) ; et si (f^) C A ( l ) et f. 4 0 uniformément sur les pre-

compacts de X alors m +(f^) 4 0 et TD~(f/) 0 d'après le théorème. Ré-

OO 00 

ciproquement M^(X) est contenu dans M (X) quel que soit l'espace uni­

forme (X,y). 

(4.4.8) COROLLAIRE 2. - Soit (X,y) un espace uniforme métrisable. Les 

propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) (X,y) est complet ; 

b) M t(X) « M T(X) « M°°(X) 

c) M°°(X) C M 0(X). 
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00 

Preuve. - Dans le cas général on a Mfc(X) C M^X) C M (X) d'après (4.4.2). 

D'où a) => b) avec (4.4.7). Enfin c) •=> a), car pour un espace uniforme 

métrisable les points de X \ X n'appartiennent pas à M^(X). 

(4.4.9) COROLLAIRE 3. - Pour tout espace uniforme (X,y) on a 

M°°(X) = lim proj Mt(xj) 
d G y 

Preuve. - Il suffit de voir que M°°(Xd) «
 M°°(?d) •

 M

t ^ d )
 e t d'appliquer 

(4.3.3). 

Les résultats qui suivent sont maintenant relatifs aux espaces mê-

trisables et complets. Ils permettent de dégager une notion de support 

00 + 

dans X pour toute m G M (X) . 

(4.4.10) PROPOSITION. - Soit (X,y) un espace uniforme métrisable et 

00 + 

complet. Pour toute m G M (X) il existe un fermé S (m) de X 

tel que l'on ait pour toute f G <ii°°(X) + 

m(f) « 0 <—> f-0 sur S (m) 

oo + + + 

Preuve. - On remarque que M (X) = M^(X) « M^(X,6y) , ce qui permet 

d'appliquer les résultats de VARADARAJAN [42] . On peut aussi démontrer 

que m appartient à M T ( X )
+ si et seulement si la mesure associée X sur 

~ m 

la tribu de Baire S(X) (voir début de (4.1)) est T-régulière et retrou­

ver ainsi le résultat cité de Varadarajan. 
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La liaison avec le support K = supp(m) de la mesure de Radon m 

sur pX associée à m est claire : 

(4.4.11) PROPOSITION. - Soit (X,y) un espace uniforme mêtrisàble et 
0 0 + 

complet. Pour toute m G M (X) on a l'égalité 

K - supp(m) = S(m) P 

où S(m)^ est l'adhérence de S (m) dans l'espace pX. 

Preuve. - On a K C S(m) p car pour toute f E U (X) la condition f=0 

sur S(m) équivaut à la condition T=0 sur S(m) p. Réciproquement suppo­

sons u e S(m) P \ K ; alors il existe T~G C(pX) + telle que 7(u) = 1 et 

ï=0 sur K ; la fonction f = fj x est élément de #°°(X) + et Coz(f) H S(m) 

est non vide, d'où m(f) = m(f) ^ 0, ce qui est absurde. 

Remarque. - La proposition (4.4.10) est manifestement fausse lorsque 

l'espace métrisable (X,y) n'est pas complet. Il suffit de prendre pour 

m un point u E X \ X, pour lequel aucun fermé F de X ne peut jouer le 

role de S(m). 

00 + 

Nous avons rencontré en (4.4.5) les éléments m G M (X) qui sont 

^ y 

des mesures sur pX, à support K « supp m contenu dans X ; lorsque X 

est métrisable et complet on obtient donc des éléments m tels que S(m) 

soit compact. Il importe d'en donner une caractérisation ; celle-ci 

peut se faire à l'aide des fonctions f qui sont (ULUC) sur (X,p). On 

rappelle que f est dite (ULUC) sur un espace uniforme quelconque (X,y) 
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s'il existe un écart d G y et un réel a>0 tels que f soit uniformément 

continue, pour y, sur toute boule В^(хд), x G X. On a alors : 

(4.4.12) THEOREME. - Soit (X,y) un espace uniforme métrisable et complet. 

00 + 

Pour toute m G M (X) les propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) S (m) est compact ; 

b) toute f G #(X) est \^-intégrable ; 

b ') m admet un prolongement linéaire unique* positif et o-rêgulier^ 

sur # ( x ) ; 
c) toute fonction (ULUC) f est X^intégrable ; 

c') m admet un prolongement linéaire unique* positif et o-régulier* 

sur l'espace des fonctions (ULUC) sur (X,y). 

d) toute fonction f qui est (ULUC) et uniformément localement bor­

née est \^-intégrable. 

Preuve : 

a) -> b) : si S(m) « К est compact dans X, alors #(X)| * ̂ °°(X) I , 
I IR 

ce qui permet le prolongement de m à #(X). 

b) -> c) -*> d), b) <«> b f) et c) <*=> c 1) : évident. 

d) «*> a) : il suffit de montrer que S(m) est précompact puisqu'il est 

fermé et que X est complet. Sinon il existe une suite (x^) dans S(m), 

et un nombre a>0, tels que les boules Bd(x^,a) (associées à une dis­

tance d sur X définissant y) soient disjointes. Fixons une suite (h ) 
n 

dans #°°(X) telle que 0 < h < 1, m(h ) > 0 et Coz(h ) С B„(x , Ъ m ce 
n n n a n 4 

qui est possible. Alors la fonction h « S h
n/m(h n) vérifie les condi­

tions de d) et 
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r k r K i 
h dA > 2 m - — V = k 

m m(h ) 
' n=l [ n m 

pour tout entier k, ce qui est absurde. 

4.5 L'EGALITE M(X) = M(X) . 

Pour le cas d'un espace topologique complètement régulier T, on 

sait, avec [26], que l'espace M(T) s'identifie à l'espace des mesures 

de Radon sur le compactifié de Stone-fiech 3T dont le support est conte­

nu dans le c-replété 0T de T. Si l'on traite T comme un espace uniforme 

fin, alors 9T n'est autre que le complété de T, de sorte qu'on peut 

poser le problème de savoir pour quels espaces uniformes X l'espace 

M(X) s'identifie à l'espace M(X) des mesures de Radon m sur le compac-

tifié de Samuel pX dont le support supp(m) est contenu dans le complé-

té X. Il est clair que pour ces espaces uniformes X, l'espace M(X) est 

nécessairement engendré par son cone positif ; ainsi par exemple 

M(R) ï M(R) d'après [34] . Dans le même genre d'idées on a plus géné­

ralement : 

(4.5.1) PROPOSITION. - Soit S = (x ) une suite bornée de l'espace 

n n > 1 
uniforme (X,y). 

a) La mesure m = 2 2~ n ô v est élément de M(X). 
*n 

b) Si S n 'est pas précompacte dans Xj le support de m n 'est pas 

contenu dans X. 

Preuve : 

a) Puisque S est bornée, il est immédiat que m opère sur Î6(X) . Fixons 
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H G #f et soit (f f) une suite généralisée de H qui tend simplement 

vers zéro ; on peut supposer |f^( x

n)| ^ ' pour tout i et tout n. 

Alors m(f^) 0, comme on voit par les majorations 

N 
|m(£.)| < 2 2~ n |f.(x )| + 2~ N 

n-1 

b) L'adhérence ? de S dans pX est exactement le support supp(m). La 

condition supp m C X signifie donc que S est relativement compact 

dans X, donc que S est précompact dans X, 

(4.5.2) THEOREME. - Si M(X) = M(X) alors les bornés de l'espace uni­

forme (X,y) sont précompacts. 

Preuve. - Il suffit de remarquer que pour qu'une partie B de X soit 

bornée (resp. précompacte) il faut et il suffit que toute suite de B 

soit bornée (resp. précompacte, d'après le lemme classique de Weil) . 

On applique ensuite (4.5.1). 

Remarque. - La condition obtenue pour que M(X) • M(X) est nécessaire 

mais non suffisante. L'espace uniforme R, avec sa structure uniforme 

habituelle, est tel que tout borné (au sens actuel) est relativement 

compact et cependant on a M(R) + M(R). 

(4.5.3) COROLLAIRE. - Pour tout espace uniforme (X,y) non précompact 

et tel que U(X) - U*QL)ê on a M(X) * M(X). 

Introduisons maintenant la définition : 
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(4.5.4) DEFINITION. - Un espace uniforme (X,y) est dit de type (B)* 

V 

ou ^-espace* lorsque M(X) = M(X). 

Il est clair que si (X,y) est de type (B), l'espace M(X) est en­

gendré par son cone positif. 

Nous n'avons pu obtenir une caractérisation des espaces de type 

(B) et nous reportons en (4.5.10) pour en donner des exemples assez 

généraux (mis à part le cas trivial des espaces fins). Auparavant 

introduisons encore : 

(4.5.5) DEFINITION. - Soit (X,y) un espace uniforme. On dit qu'une 

partie U de il (X,y) est discrète* lorsque la famille 

(Coz(f)) est discrète dans l'espace (X,y) (ce qui signi-
f E H 

fie* rappelons le* qu'il existe un écart d E y et un réel a>0 

tels que la famille des boules Bd[Coz(f),a] soit disjointe). 

On dit que H est dominée par une fonction h E i^(X) (ou en 

abrégé que H est dominée) lorsque | f | < h pour toute f E H. 

Enfin on dit que (X,y) est de type (D) lorsque toute partie 

dénombrable discrète H de U°°(X) est dominée. 

L'intérêt des espaces de type (D) provient principalement de la 

proposition suivante : 

(4.5.6) PROPOSITION. - Soit (X,y) un espace de type (D). Pour tout 

élément m E M(X) +^ on a supp(m) C X. 
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Preuve. - Raisonnons par l'absurde en supposant K • supp(m) <t X. D'à-

près (4.3.5) il existe donc un écart d € y tel que K, = supp(m.) <£ X,,. 

d d d 
Cela revient à dire que S(m^) n'est pas précoxnpact dans X^, de sorte 
qu'il existe une suite discrète (f^) de % (X^) telle que 

Coz(fn) H K d î 0 et m

d ( f n )
 = 1 P<>ur tout n. Suivant (4.3) désignons 

par : X + X, l'application canonique ; alors la suite (f ©h\) est 
d u n d 

discrète dans (X,y) . On peut donc trouver une fonction g e ÎZ(X) + 

telle que f n°h d < g pour tout n. Fixons maintenant un écart e G y tel 

que d < e et d < e ; alors g se factorise à travers X selon 
g e 

g • Se 0* 1^ L a suite (Coz(f^)) étant discrète, on voit encore que pour 

tout entier k on a 2 f * Sup f , d'où l'on déduit : 
n < k n < k 

me(êe

) " VV̂ ed* = ffi(8) > , 5 W = k 

k ̂  n 

et par suite m(g) * + 0 0, ce qui est absurde. 

(4.5.7) PROPOSITION. - Les espaces uniformes qui suivent sont tous de 

type (D) : 

a) les espaces de type (A) ; 

b) les espaces faibles de type (C) ; 

c) les espaces simplement fins ; 

d) les espaces localement fins ; 

e) les espaces ^-localement fins ; 

f) les espaces de type (UP) de (2.7). 

Preuve. - D'après les résultats du chapitre 2 les espaces vérifiant a), 
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b) , c) ou d) sont tous de type (UP). Il reste donc à prouver les asser­

tions e) et f)• L'assertion e) est alors conséquence du fait que, pour 

toute suite (f ) discrète, la fonction 2f est élément de U(X)• Prou-
n n 

oo 

vons f) : Soit (f^) une suite discrète de (X) ; posons Y » U Coz(fn) 

et définissons la fonction h sur Y par h(x) = Rf̂ l pour x G Coz(f n) ; 

alors h est élément de 2£(Y , y|Y) de sorte qu'il existe une fonction 

g G 11 (X) telle que h • g|Y. Et g vérifie bien les conditions 

|fnl ^ g pour tout n, autrement dit elle domine la suite discrête (f^). 

Remarque. - On ne peut toutefois pas conclure que les espaces de type 

(D) mentionnés ci-dessus sont de type (B). Pour cela il faudrait sa­

voir que M(X) est engendré par son cone positif M(X) +, propriété liée 

d'après (4.4.3) à l'espace M p(X) et non satisfaite en général. L'espace 

M p(X) est étudié par CROQUET [ 8 ] et BERRUYER-IVOL [3] dans le cas to­

pologique (espaces uniformes fins) et par PUPIER [35] et AZZAM [ 1 ] dans 

le cas général. 

Un autre espace de formes linéaires sur #(X) est assez bien lié 

à l'espace M p(X), à savoir l'espace Mj(X) des formes linéaires a-ré-

gulières m, i.e. telles que m(f ) 0 pour toute suite (f ) de 41 (X) 
n n 

telle que f^ i 0. Dans le cas topologique on sait que M

u (
x ) " M p ^ X ^ 

d'après [3]. Dans le cas uniforme le résultat le plus général concer­

nant ces espaces nous paraît être celui de AZZAM et PUPIER ([l] et [ 35]) : 
v 

on a M^(X) * **p(^) 8 8 M(aX) pour les espaces uniformes X suffisamment 

fins tels que 6(aX) « oX. Comme conséquence immédiate on en déduit : 
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(4.5.8) PROPOSITION. - Pour tout espace uniforme (X , y ) de type (A) 

on a M (X) = M (X) = M ( a X ) . 
u p 

Preuve* - On peut bien entendu remplacer y par n'importe quelle autre 

structure uniforpe compatible avec la pseudo-dualité (X,$t(X)) sans 

changer le résultat. On choisit de prendre la structure uniforme y 0 

de (4.1.3), qui est la structure m-fine associée à ay. Or ( X , y o ) est 

suffisamment fin (4.1.8) et, X étant de type (A), 6 (aX) « aX , ce qui 

ramène au résultat mentionné ci-dessus. 

On peut d'ailleurs donner une démonstration directe, toujours 

en utilisant la structure uniforme y 0 . 

(4.5.9) PROPOSITION. - Pour tout espace uniforme ( X , y ) de type (A) 

on a M U ( X ) = M p ( X ) = M ( X , y 0 ) . 

Preuve. - On sait déjà que aX « y 0 X = m(aX) , où les égalités sont 

ensemblistes, et que M (X) - M(aX) = M ( y 0 X ) C M ( y 0 X ) » M ( X , y o ) . Il 

suffit donc de prouver que M ( X , y o ) est engendré par son cône posi­

tif, autrement dit que chaque m G M ( X , y o ) est borné sur les disques 

A(f) de Supposons le contraire : alors il existe f G % ( X ) * 

et une suite (f ) dans <U (X) telles que If l < f et m(f ) > pour 
n n n r 

tout n > 1. La fonction g * 2 f r / n * e s t ë l ê i n e n t d e *U ( X ), et c'est 

2 

une fonction (DLUC) sur ( X , y ). La suite (fn/n ) est (DLUE) sur ( X , y 0 ) % 

2 

donc d'après (4.1.7), l'ensemble H * ( f

n/
n ) e s t élément de Jf(X,y 0) 

et ainsi 
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m (g) = lim 2 — * + oo 

k + 0 0 n < k n 

ce qui fournit la contradiction. En résumé on a bien M(X,y0) «
 M p ^ X ^ 

et M(X,y0) est engendré par son cone positif. 

L'intérêt de la proposition réside dans l'approximation qu'elle 

donne des éléments de M p(X) par des mesures moléculaires, uniformément 

sur les parties H de ¿f(X,yo) = U Jf (X,6y,) . Elle est d'ailleurs 

d G y c 

comparables au théorème (3.2.2) de [3]. 

Remarque. - Si ey est suffisamment fine [35] le même raisonnement montre 

que M(X,y) C M p(X). Ainsi tout espace localement fin est de type (B). 

(4.5.10) COROLLAIRE 1. - Soit (X,y) un espace de type (A) tel que y 

soit plus fine que y 0. Alors M(X) est engendré par son cône 

positif et (X,y) est de type (B). 

Preuve. - Déjà M(X) est engendré par son cone positif et (X,y) est 

de type (D), d'où la conclusion avec (4.5.6). 

(4.5.11) COROLLAIRE 2. - Tout espace uniforme M-fin est de type (B). 

(4.5.12) COROLLAIRE 3. - Soit (X,y) un espace uniforme (UC) (i.e. tel 

que ?¿(X) = #(X)J. Alors M p(X) = M(X,é>6y). 

Illustrons maintenant ces questions par l'examen de quelques 

exemples. 

137 
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Exemple 1. - Soit (X,2) un espace mesurable, où 2 est une tribu sur 1 •en­

semble X. Désignons par ca(2) l'espace des mesures signées sur 2 et par 

A » JC(X,2) l'espace des fonctions réelles partout définies et 2-mesura-

bles. Introduisons le sous-espace À (2) de ca(2) formé des mesures signées 

y qui intègrent toutes les fonctions de A. On a alors : 

(4.5.13) PROPOSITION : 

a) L'espace uniforme ( x t O A ) est ultra-uniforme [13]. 

b) U(X9oA) - A. 

c) M A ( X , a A ) - M°°(X ,w(a A ) ) - ca(2). 

d) M p ( x , a A ) - \<X*ok) - M ( x , c A ) - M ( x , w ( a A ) ) « X(2). 

Preuve : 

a) Pour toute f G A + et tout e>0, posons pour n > 0 : 

B - {x e X ; ne < f (x) < (n+1) e} 
n 

On obtient une partition (B^) de X, formée d'éléments de 2, telle que 

la fonction g » 2 n lfi soit élément de A. On en déduit que (B ) 
n > 0 n n 

est un recouvrement uniforme pour o.t ce qui prouve que (X,a A) e8t 

ultra-uniforme. 

b) C'est une conséquence du fait que A est une algèbre sur X (2.3,4), 

c) L'égalité 2(X , a A ) - 2 implique l'égalité M Q ( X , a A ) « ca(2) ; le reste 

est garanti par (4.1.10). 

d) On a a A » m(aA) puisque tout recouvrement dénombrable de X forme 

d'éléments de C O Z ( X , O A ) - 2, possède un raffinement dénombrable qui 
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est une partition de X dans 2. Les égalités sont donc conséquences 

de (4,5.8) et (4.5-9) et du fait que M a(X>
c

A) * M°°(X,aA) = ca(2) . 

(4.5.14) COROLLAIRE. - Toute mesure y E ca(Z) est uniformément qpprc-

00 

chée sur les parties H 6 / (X,yG) par des mesures moléculaires. 

Pour que y appartienne à M2)j il faut et il suffit qu'elle soit 

uniformément approchée par des mesures moléculaires sur les par­

ties H E ^ ( X , y 0 ) . Enfin y o « m(° A)
 s °A» 

On remarquera qu'une mesure y E X(2), même positive, peut ne pas 

être moléculaire. Prenons pour X un ensemble infini non dénombrable et 

pour 2 la tribu engendrée par les parties finies (voir l'exemple donné 

après (4-1.2)). Alors les fonctions f E A sont celles qui sont cons­

tantes en dehors d'une partie dénombrable de X ; en définissant y(f) 

par la valeur de cette constante on obtient une mesure positive (et 

même un caractère sur l'algèbre A) qui n'est pas moléculaire. 

Exemple 2. - Il est bien connu que les espaces complètement réguliers 

pseudocompacts jouent un role particulier, et important, dans l'étude 

"fonctionnelle" des espaces topologiques. Nous allons voir ici que 

pour les espaces uniformes le même rôle est joué par les espaces de 

type (A) précompacts. Plus précisément : 

(4.5.15) PROPOSITION. - Soit (X,y) un espace uniforme. Les propriétés 

suivantes sont équivalentes : 
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oo 

a) Toute forme linéaire positive m sur ît (X) est o-rêgulière ; 

b) X est G^-dense dans pX ; 

c) (X,y) est un espace de type (A) précompact ; 

d) de tout recouvrement dénombrable de X^ formé d'éléments de 

Coz(X,y)j on peut extraire un sous-recouvrement fini. 

e) toute suite régulière de (X,y) est stationnaire ; 

f) le théorème de Dini est vérifié : autrement dit pour toute 

suite (f n) de *U (X) + la condition f 4 0 implique la condition 
llf II 4 0 ; 
n x 

00 

g) une partie U de U (X) est relativement compacte (pour la 

topologie de la norme) si et seulement si elle est (DLUE) 

(théorème d'Aseoli). 

Preuve. - Elle peut se faire selon le diagramme logique 

<ï>!<> 
a) —> b) : Tout élément u E pX est une forme linéaire multiplicative 

00 

unitaire sur 91 (X). Si c'est un élément de M a(X), il appartient à 

Modg(X,py) et ainsi pX « Modg(X,py) d'où la Gfi-densité de X dans p X . 
00 

b) —> c) : D'après b) toute fonction f E U (X) atteint ses bornes 
00 

sur X ; donc îl (X) est stable par inverse et c'est alors une algèbre 



Espaces uniformes et espaces de mesures 

141 

sur X. Ainsi (X,y) est de type (A) et borné dans lui-même, donc précom­

pact d'après (2.8.4). 

oo 

c) —> a) : Soit m une forme linéaire positive sur U (X). Alors m est 
y*s, OO 

élément de Rad(pX). Si (f^) est une suite de U (X) telle que f R i 0, 

alors 0 puisque X est G^-dense dans pX, donc m(f n) ^ 0,
 c e Qui 

fournit a) . 

b) f) : C'est une conséquence du fait que d'après b) on a l'égalité 

Modg(X,py) = pX et du fait que I 0 sur X si et seulement si i 0 

sur Mod g(X). 

f) «> a) : Evident. 

c) Œ > d) : Tout recouvrement dénombrable de (X,y) formé d'éléments de 

Coz(X,y) appartient à y o. Or y o est compatible avec la pseudo-dualité 

(X,#(X)) et est prëcompacte d'après c) , ce qui fournit d) . 

d) «*> e) : Evident. 

e) c) : Toute f 6 tt(X) est bornée sur X puisque la suite 

s (x E X ; |f(x)| < n} est régulière, donc stationnaire d'après e) . 

De plus si Z(f) est vide, alors la suite V r * {x E X ; |f(x)| > ^ } 

est aussi régulière, donc stationnaire, ce qui montre que |f| possède 

une borne inférieure strictement positive. Cela suffit pour conclure 

00 

que toute f E Hl (X) atteint ses bornes. 

c) ~> g) : Toute partie H de ^°°(X) qui est (DLUE) est (ULUE) sur 

l'espace (X,yo) = (X,py). Ainsi H est élément de ̂ (X,py) , de sorte que 

sur H la topologie de la convergence simple sur X coïncide avec celle de 
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00 

compact dans l'espace de Banach <Z¿ (X). Réciproquement il est clair 

00 

qu'une partie compacte de €¿ (X) est (DLUE). 

g) «> c) : Toute f G U(X) est (DLUC) et si Z(f) est vide alors 1/f 

est aussi (DLUC). Donc ^(X) « €¿°°(X) est stable par inverse et ainsi 

(X,y) est de type (A), et forcément précompact d'après (2.8.4). 

Les espaces uniformes précompacts de type (A) constituent la 

"bonne" généralisation des espaces pseudocompacts. La proposition pré­

cédente contient d'ailleurs une généralisation d'un théorème de 

GLICKSBERG [20] , ainsi qu'une caractérisation de la pseudocompacité 

(dans le cas topologique) fournie par d), comparable à celle de la 

semi-compacité. 

4.6 UNE TOPOLOGIE LIMITE INDUCTIVE SUR M(X). 

Ce paragraphe a pour but l'étude des relations entre M°°(Y) et M°°(X) 

d'une part, et M(Y) et M(X) d'autre part, lorsque Y est un sous-espace 

oo 

uniforme de X. On verra que M (Y) s'identifie à un sous-espace topolo­

gique de M°°(X) mais que, en général, M (Y) possède une topologie stric­

tement plus fine que celle induite par M(X). Toutefois lorsque Y«K 

est un compact de X, l'espace M(K) est sous-espace topologique de M ( X ) 

et cette remarque conduit à placer sur M(X) la topologie limite induc­

tive de M(K), particulièrement lorsque X est espace uniforme de type (B). 

142 
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(4.6.1) THEOREME. - Pour tout sous-espace Y de l'espace uniforme (X,y) 

on a Jf°°(Y) = Jf°°(X)|Y. 

oo 

Preuve. - Il suffit de voir que toute partie H G X (Y) est formée des 
oo 

restrictions à Y des fonctions éléments d'une partie H' G X (X). L'é­

cart d^ est une fonction bornée et uniformément continue sur l'espace 
2 2 2 

Y , et l'espace Y est sous-espace uniforme de X . Il suit de là, par 

le théorème de prolongement de Katétov, qu'il existe une fonction 

oo 2 

g G U (X ) prolongeant l'écart dfi. Pour tout y G Y et toute f G H, 

désignons par h f la fonction x f ( y ) - g(x,y). Alors la famille 

(hy ^) obtenue est uniformément bornée. Fixons f G H et associons lui 

la fonction f' = Sup h f . Alors pour tout x G Y on a 
y G Y y , t 

f'(x) = Sup [f(y) - d R(x,y)] » f(x) 
y G Y 

de sorte que f prolonge f. Désignons enfin par H' l'ensemble des 

fonctions f , quand f décrit H et prouvons pour terminer que H' est 

uniformément êquicontinue. Or pour x G X e t z G X o n a 

|f(x) - f ( z ) | < Sup |g(x,y) - g(z,y)| 
Y G Y 

et tout provient de la continuité uniforme de g. 

En conséquence on a : 

(4.6.2) THEOREME. - Pour tout sous-espace Y de l'espace uniforme (X,p) > 

00 00 

l'espace M (Y) s'identifie topologiquement à un sous-espace de H (X). 
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Preuve. - L'injection canonique Y X fournit par bitransposition une 

OO 00 

application linéaire continue M (Y) M (X), qui associe à chaque 

m G M°°(Y), l'élément m' G M°°(X), défini par m f ( f ) « m(f) , oû f • f !|Y. 

Comme l'application de restriction f ' f est une surjection de tf°(X) 

sur U°°(Y)9 on voit que l'application m m' est injective. Enfin si 
oo 

m^ 0 dans M (X), alors m^(f') •+ 0, uniformément sur les parties 

H' G ^ C 0 ( X ) , ce qui signifie, avec (4.6.1), que nu(f) + 0 uniformément 

sur les parties H G^f°°(Y), autrement dit que nu + 0 dans M°°(Y). Ainsi 
oo 

l'application m m' est un isomorphisme topologique de M (Y) sur son 
oo 

image, ce qui permet d'identifier M (Y) à un sous-espace topologique 

de M°°(X). 

Pour le cas des espaces M(X) on a seulement : 

(4.6.3) PROPOSITION. - Pour tout sous-espace Y de l'espace uniforme 

(X,y)., l'application m m' de M(Y) dans M(X) est une injection 

linéaire continue. Elle permet d'identifier (mais non topologi-

quement) l'espace M(Y) à un sous-espace vectoriel de M(X). 

Preuve. - Il suffit de voir que l'application m m' est injective. 

Or si tn'=0 dans M(X), alors m'=0 aussi dans M°°(X) , donc m«0 dans M°°(Y) 

d'après (6.4.2), et m=0 dans M(Y). 

Remarque. - Comme en général on a <#*(Y) r4 <#*(X)|Y, et même 

€¿00 r4 ^(X)|Y, l'injection m + m' n'est pas un isomorphisme topolo­

gique. On a toutefois : 
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(4.6.4) THEOREME. - Pour tout compact K de X, l'espace M(K) « M°°(K) s ' i ­

dentifie topologiquement à un sous-espace de M(X). 

Preuve. - Cela résulte de (4.6.1) et de l'égalité *^°°(K). 

Le théorème donne donc un certain intérêt aux espaces uniformes de 

type (B) puisqu'alors tout élément m E M(X) est à support compact contenu 

dans X. A ce sujet on a déjà : 

(4.6.5) PROPOSITION. - La classe des espaces de type (B) est stable par 

passage aux sous-espaces. 

Preuve. - Soit (X,y) de type (B). Puisque M(X) = M(X), on peut supposer 

X complet et ne s'intéresser qu'aux sous-espaces fermés Y de X. Sous 

ces conditions fixons donc un élément m E M(Y) , lu m 1 dans M(X) d'après 

(4.6.3). L'espace pY s'identifie à l'adhérence r de Y dans l'espace pX, 

et alors m s'identifie à la restriction à pY de la mesure (m') v. D'où 

Supp m • Supp(m ' ) v n pY. Mais Supp(m')v est un compact de X, de sorte 

que Supp m est un compact de X O pY « Y et tout est dit. 

Revenons au théorème (4.6.4). Lorsque (X,y) est un espace quel­

conque, on voit que les espaces M(K), K compact de X, forment un systè­

me filtrant croissant de sous-espaces topologiques de M(X), dont la 

réunion n'est autre que l'espace des mesures à support compact contenu 

dans X. Lorsque X est complet on a donc M(X) - U M(K), et lorsque X 

est à la fois complet et de type (B), on a M(X) = U M(K). Cette situation 
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est intéressante car elle permet de placer sur M(X) la topologie, notée 

£, limite inductive (localement convexe) du système filtrant croissant 

M(K) 

(M(X),Jl) = lim ind M(K) 
K 

Cette topologie Jl peut aisément se décrire : 

(4.6.6) PROPOSITION. - Soit (X,y) un espace uniforme complet et de type 

(B). Désignons par L(X) l'espace des fonctions réelles f sur X 

dont les restrictions aux compacts K de X sont continues* et par 

£ la famille des parties H C L(X) qui sont simplement bornées 

sur X et équicontinues sur chaque compact K de X. Alors H est la 

topologie de la convergence. 

Preuve. - Montrons dfabord que X est total dans l'espace (M(X),Jl), Cela 

provient déjà du fait que chaque compact K est total dans M(K) et que 

M(X) = U M(K). Il en résulte que tout élément v du dual (M(X) ,£) est 

complètement déterminé par sa restriction v |x « f. On obtient ainsi une 

fonction f sur X, dont les restrictions aux compacts K de X sont conti­

nues puisque v|M(K) est élément de M(K) 1 • C(K) ; autrement dit 

f G L(X) et ainsi (M(X),£)' CL(X). Réciproquement pour toute f G L(X), 

la restriction f|K est élément de C(K) • M(K) ' ; on peut ainsi définir v 

sur M(X) selon v(m) = m(f|K) pour tout compact K tel que v G M(K) , et 

obtenir une forme linéaire continue sur (M(X),£). Finalement on a bien 

L(X) • (M(X),£)'. Le même raisonnement montre que les parties équiconti> 
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nues du dual (M(X),£)', s'identifie aux parties de L(X) dont les res­

trictions aux compacts K sont éléments de^f(K). Le résultat est donc 

conséquence du fait que la topologie d'un elc E est celle de la conver­

gence équicontinue sur son dual topologique. 

Il importe maintenant de savoir dans quelle conditions la topolo­

gie limite inductive i est la même que celle de M(X) . La réponse est 

donnée avec : 

(4.6.7) THEOREME. - Soit (X,p) un espace uniforme. Les assertions 

suivantes sont équivalentes : 

a) (X,y) est complet* de type (B) et M(X) * (M(X),£) ; 

b) (X,y) est complet et fin et l'espace topologique sous-jacent 

X est un k^-espace. 

Preuve : 

a) => b) : Si M(X) * (M(X),£), alors <&(X) = L(X) et ̂ T(X) * J C . On en 

déduit que tt(X) « L(X) = ^ (X) et que £ « Sf(X) - Jt? où Jf est la com-

pactologie équicontinue sur #(X). Ainsi (X,p) est un espace fin et X 

est un k^-espace. 

b) a) : Un espace fin est de type (B) d'après (4.5.10). Soit \ij> 

la structure uniforme sur X de la JC-convergence sur l'espace 

L(X) * <é (X) • #(X,y). Alors y£ induit sur chaque compact K de X sa 

propre structure uniforme, d'où suit que est compatible avec la 

topologie de X ; alors £ - où est toujours la compactologie 
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équicontinue de #(X) et ainsi (M(X),£) = M(X). 

4.7 MESURE PRODUIT. 

Le problème des mesures produits dans les espaces uniformes peut 

être formulé de plusieurs façons. Certaines difficultés sont à surmon­

ter, dues au fait qu'en général le produit direct 

f &> g : (x,y) •> f (x)g(y) de deux fonctions f E tt(X) et g E #(Y) 

n'est pas uniformément continu pour la structure uniforme produit 

sur X x Y. De plus même lorsque l'on a <W(X) K> #(Y) C U (XxY), rien 

ne garantit une "densité11 convenable de U(X) ® M(Y) dans ÎZ(XxY). 

De sorte qu'il se pose à la fois un problème d'existence et un problème 

d'unicité. Nous adopterons donc la formulation suivante : étant donnés 

deux espaces uniformes (X,X) et (Y,y), et une structure uniforme v sur 

le produit XxY, supposée plus fine que la structure uniforme produit 

Xxy, sous quelles conditions existe-t-il, pour tout couple 

(m^n^) E M(X) x M(Y) un élément unique m de M(XxY,v) tel que 

lim m lf ( k ) fl) g ( k )] = m.COnuCg) 
k + « z 

pour toutes f E <U(X) et g E <&(Y) ? 

L'une des méthodes possibles pour étudier le problème ainsi formulé 

pourrait être le prolongement d'une forme linéaire compactologique en 

une forme linéaire compactologique, travail qui à notre connaissance n'a 

pas été fait jusqu'à maintenant èt qui est vraisemblablement difficile. 
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Une autre méthode consiste à utiliser la représentation de M(X) en 

• v 

termes de mesures de Radon sur pX ; c est cette méthode que nous choi­

sissons en nous limitant d'ailleurs uniquement aux espaces uniformes 

de type (B). 

On convient donc ici que, sauf mention expresse du contraire, tous 

les espaces sont de type (B). Autrement dit on suppose (X,X) et (Y,y) 

de type (B), ainsi que (XxY,v). On remarquera à ce sujet que la struc­

ture uniforme produit Xxy peut ne pas être de type (B)• 

Pour simplifier l'écriture on dit que le problème des mesures pro­

duits admet une solution unique lorsque les conditions d'existence et 

d'unicité définies plus haut sont satisfaites. On note alors m - nij &> n^* 

La notion de compact étant trop générale pour la question présente 

nous sommes amenés à introduire : 

(4.7.1) DEFINITION. - On dit qu'un compact K de X est un compact-support 

s'il existe une mesure de Radon m sur K, de support K. On désigne 

par JTe(X) la compactologie sur X engendrée par ces compacts supports. s 

Avant d'anoncer le théorème reliant le problème des mesures produits 

à cette notion de compact-support, remarquons que l'application identique 

id sur X*Y possède un unique prolongement uniformément continu 

u : (XxY,v) Xx Y, rendant commutatif le diagramme 
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(XXY,V) — * (X*Y, Xxy) 

(XXY.V) *• XXY - (XXY, Xxy) . 

L'application IT n'est en général ni injective, ni surjective. 

Ainsi quand nous écrirons l'égalité Jf_(XxY) * (XxY, v) cela 
s s 

signifiera de façon précise que ïï est une bijection échangeant les 

familles X correspondantes, autrement dit que ïï est une bijection 
s 

compactologique entre les compactologies Jfe(Xx^, v) et X (Xxy), 
s s 

Avec ces précautions de langage on a alors : 

(4.7.2) THEOREME. - Les assertions suivantes sont équivalentes : 

a) Le problème des mesures produits admet une solution unique. 

b) X (Xxy) = X (X^Y, V ) . 

s s 

Preuve : 

b) -> a) : Fixons (nij ,m 2) G M(X) x M(Y) et soit K « Supp(mj) C X et 

L » S u p p ^ ) C Y. Le compact KxL est donc, d'après b ) , un compact-

support de (XxY,v) . La mesure produit, notée m^ ® m 2 > des mesures de 

Radon m, sur K et nv, sur L, est un élément de M(K*L) et M(K*L) est 

inclus dans M(XxY, v) . Ainsi nij I© répond aux conditions. Montrons 

que la condition d'unicité est aussi satisfaite : soit m G M(XxY, v ) 

un autre élément répondant aux conditions ; alors D « Supp(m) est un 
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compact-support de XXY d'après b) • De plus m(f B 1) « nij (f ) et 

m(l ® g) * m 2(g) pour f e U (X) et g E UÇi) ; et Supp m J est la pro-

jection de D sur X tandis que Supp m^ est la projection de D sur Y. 

Ainsi D est inclus dans K*L et m est élément de M(KXL)• Or dans M(K*L) , 

m et mj g) m^ coïncident d'après l'unicité des mesures produits dans 

le cas des espaces compacts ; d'où m • m^ g m^ dans M(XxY,v). 

a) => b) : Désignons par $ l'application (m^ ̂ m^) nij K> m^ de 

M(X) x M(Y) dans M(XXY, v) et commençons par étudier * sur l'espace XXY. 

Déjà $|X><Y est injective : car si (u,v) t (u',v') dans X*Y9 alors par 

exemple urHx', donc il existe f E ^(X) telle que f(u) « 0 et f(u') = 1, 

et alors ( u B v ) ( f B l ) = 0 tandis que (u' ® v')(f (8 1) = v'(l) -= 1. 

De plus l'image $(XxY) contient (XxY, v) : en effet soit w E XxY ; alors 

l'élément w', restriction de w à l'espace &(XxY, Xxy) est une forme 

modulaire compactologique, donc un élément de XxY • (XxY, Xxy) 9 noté 

(u,v), et la condition d'unicité impose forcément l'égalité w = u ® v. 

En identifiant uniformément XxY et $(XxY), on fait apparaître (XxY, v) 

comme partie de XxY et sa structure uniforme v est plus fine que la 

structure uniforme produit Xxy. La topologie de (XxY, v) est donc plus 

fine que celle induite par XxY, de sorte que, en particulier, les 

compacts de (XxY, v) sont des compacts de XxY. Enfin soit D un compact 

de XxY, support d'une mesure m. On a alors m E M(XxY, Xxy) et la mesure 

nij - m| *ZZ(X) ® 1 appartient à M(X) et son support est la projection de 

D sur X ; de même m 2 • m| 1 ®1i(Y) est un élément de M(Y) dont le sup-

port est la projection de D sur Y. Le produit des deux compacts-supports 

est un compact-support et par suite D est un compact de (XxY, v ) , comme 
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étant compact dans Supp m^ x Supp m,,. 

Remarque* - La condition d'unicité du théorème est ici fondamentale. 

Fixons par exemple deux espaces complètement réguliers S et T, supposés 

pseudocompacts mais tels que le produit S*T ne soit pas pseudocompact. 

Sur chacun des espaces S, T et S*T la structure uniforme B est celle 

définie par les fonctions continues et bornées ; et les espaces uni­

formes (S,6), (T,B) et (SXT,B) sont de type (B). Or on sait (théorème 

de GLICKSBERG [l]) que BS x BT ï &(S*T). Soit (m, ,m2) G M(S) x M(T) ; 

alors (m 1 >m 2) est un élément de M(BS) x M($T) , donc de M(BS x $t) . 

OO ^ 0 0 

Ainsi mj ® est élément du dual de C (S) &> C (T) , donc admet, par le 

00 

théorème de Hahn-Banach, un prolongement m dans le dual de C (SxT)• 

Ainsi m est élément de M[$(SxT)l , donc le problème des mesures produits 

admet une solution (non unique) bien que l'on ait B(SxT) ̂  BS x gx. 

Dans le même genre d'idée on voit que les conditions équivalentes a) et 

b) du théorème impliquent l'égalité ensembliste (Xxy, v) * Xxy. 

(4.7.3) THEOREME. - On suppose que le problème des mesures produits 

admet une solution unique. Alors le sous-espace vectoriel de 

M(Xxy, v) engendré par l'ensemble ® m 2, quand (ny,m2) décrit 

M(X) x M(Y) est exactement le produit tensoriel algébrique 

M(X) B M(Y) ; et dans ce cas M(X) ® M(Y) est dense dans M(Xxy, v ) . 

Autrement dit M(XxY) est le complété de M(X) » M(Y) pour la topo­

logie localement convexe de ̂ (XxY, ^-convergence sur ^ ( X X Y , v ) . 

Preuve. - Il suffit de montrer que M(X) ® M(Y) est dense dans M(XxY f v > . 
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Fixons H E ^(XXY, v ) , m G M(XXY,v) et e>0. Le compact K = Supp m est 

inclus dans (XXY, v ) , et c'est un compact-support. Soient K] et K 2 les 

projections de K sur X et Y respectivement ; alors m est élément de 

MCKjXKp et Kj x K 2 est un compact-support de XxY. Or 

M(KjXK 2 ) « M(Kj ) ® M ( K 2 ) d'après [5], et ainsi il existe un élément 

m 0 dans le produit tensoriel algébrique M(Kj ) (S M ( K 2 ) tel que 

|(m-m0)(f)| < e pour toute f G HJKj X K 2 . En lisant m o dans l'espace 

M(XxY) on obtient |m-m 0| K < e , ce qui exprime la densité de M(X) K> M(Y) 

dans M(XxY, v ) . 

Une autre conséquence du problème des mesures produits, quand il 

a une solution unique, est relative au comportement des parties bornées 

de (X,X) et (Y,y). On obtient un résultat généralisant les propriétés 

(4.7.2.b) des compacts-supports. 

(4.7.4) THEOREME. - On suppose que le problème des mesures produits 

admet une solution unique. Alors le produit de deux bornés 

de (X,X) et B 2 de (Y,y) est un borné de (Xxy, v). De plus v 

coïncide sur Bj xB 2 avec la structure uniforme produit Xxy. 

Preuve. - On sait déjà que l'égalité ensembliste (XXY, v) * XXY a 

lieu, la topologie de v étant plus fine que la topologie produit. Donc 

tout fermé de &x$ est fermé dans (XXY, v ) . Désignons par Bj et B 2 les 

complétés de Bj et B 2 > ou encore les adhérences de Bj et B 2 dans X et Y 

respectivement. Alors Bj et sont compacts, puisque les bornés sont 
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précompacts dans les espaces de type (B), et B^ x B 2 est un fermé de 

(XxY, v) • Supposons maintenant Bj x B^ non borné dans (XxY, v ) , donc 

non précompact dans (XxY, v) puisque v est de type (B) ; il existe 

alors une suite Z r - (
x

n»Y n)
 n o n précompacte dans Bj x % Posons 

m - 2 2~ n e x et m 9 = 2 2~
n e v 

i n ^ X n 

on obtient ainsi des éléments de M(X) et M(Y) et K * Supp(nij ® m 2 ^ V 

est un compact de (XxY, v ) , contenant la suite (z^), ce qui est 

absurde. Donc Bj x B^ est bien borné dans (XxY, v ) . Mais de plus 

Bj x B 2 est un fermé borné de (XxY, v ) , donc un compact, d'où la 

coïncidence des deux structures uniformes V et Xxy sur Bj x B 2. 

(4.7.5) COROLLAIRE. - On suppose que X et Y sont respectivement dis-

tingués dans X et Y. Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) Le problème des mesures produits admet une solution unique ; 

b) Pour deux bornés Bj de (X,X) et B 2 de (Y,y), on a 

v|B J X B 2 « (X|Bj) X (y|B 2). 

Preuve. - On a toujours a) «=o b) d'après ce qu'on a vu. Montrons 

b) —> a) : Pour (m,,!^) G M(X) x M(Y), il existe un borné B] de (X,X) 

et un borné B 2 de (Y,y) tels que Supp C Bj et Supp m 2 C B 2 (ceci 

d'après l'hypothèse de distinction). Par suite m^ ® m 2 appartient à 

M(Bj) O M(B 2) et d'après b) on a M(Bj) €> M(§ 2) - M(BjXB2) C M(XxY, v) , 

ce qui suffit. 

Four le cas où X et Y sont eux-mêmes bornés, on a : 
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(4.7.6) PROPOSITION. - Soient (X,X) et (Y,y) deux espaces uniformes pré­

compacts et v une structure uniforme précompacte sur le produit 

XxY. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) v • Xxy ; 

i>>) XxY = (XxY, v) topologiquement ou uniformément ; 

o) 1KX) ® <U(Y) est uniformément dense dans *Z£(XxY, v). 

Dans une autre voie on a 

(4.7.7) PROPOSITION. - Soient (X,X) et (Y,y) deux espaces uniformes 

faibles. Alors le problème des mesures produits pour les struc­

tures uniformes X O J y c et (Xxy) 0 admet une solution unique. En 

particulier on a 

M(X ,X 0 ) ®M(Y , y o ) CM(XXY, (Xxy) o ) 

Preuve. - On sait que (X , X 0 ) , (Y ,y 0 ) et (XxY, (Xxy)^) sont des espaces 

de type (B) . De plus on a les égalités topologiques XQX = ôX, y cY « 6Y 

et (Xxy)o(XxY)"= 6(XxY) et l'égalité uniforme 6(XxY) - ôX x <5Y d'après 

[14]. Alors Jf [XxY, (Xxy)J = X (X^X x y^Y) et on peut appliquer 
s s 

(4.7.3). 

(4.7.8) COROLLAIRE. - Soient (X,X) et (Y,y) deux espaces uniformes fai­

bles de type (A). On munit XxY de la structure uniforme v = a(Xxy) 

de type (A) associée à Xxy. Alors le problème des mesures produits 

pour X 0 , y 0 ,v c admet une solution unique. En particulier on a 

M (X) ® M (Y) C M (XxY) 
H r r 
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Applications aux espaces topologiques. - Rappelons que pour un espace 

topologique complètement régulier T, on désigne par U la structure 

uniforme sur T définie par l'algèbre #(T) et par 6 la structure uni­

forme universelle de T, c'est-à-dire la plus fine structure uniforme 

compatible avec sa topologie. Le repiété UT est le complété de (T,u) , 

tandis que le c-replété 6T est le complété de (T,0). 

Comme conséquence de (4.7.2) et (4.7.3) on a 

(4.7.9) PROPOSITION. - Les propriétés suivantes sont équivalentes ; 

a) X (0S x 6T) « JT[9(SXT)] ; 
s s 

b) Le problème desf mesures produits relativement aux espaces 

fins (S,6), (T,0) et (SXT,6) admet une solution unique. En 

particulier on a : 

M(S,6) K> M(T,0) C M(SxT,6) 

Et en appliquant les résultats précédents (4.7.7) sachant que 

/ S 

M p(S) « M(S. u 0) et US « (eQ)S « u cS, on obtient : 

(4.7.10) PROPOSITION. - Les propriétés suivantes sont équivalentes ; 

a) XCVS x uT) - JT [U(SXT)]; 
s s 

b) Le problème des mesures produits relativement aux replètes 

vSj uT et \>(SxT) admet une solution unique. En particulier on a : 

M (S) B M (T) C M (SXT) 
K H K 

Les formules précédentes sont évidemment liées aux deux problèmes 
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de commutation (où les égalités sont topologiques) u(SxT) = uS x uT et 

0(SxT) • OS x 6T. Rappelons que ces deux problèmes sont largement étu­

diés dans la littérature, encore qu'ils ne soient pas complètement ré­

solus. Il n'est pas dans notre propos de dresser ici une bibliographie 

exhaustive concernant ces questions. Renvoyons simplement à [5], [31] , 

[36], [37]. Quoi qu'il en soit la proposition (4.7.10) permet d'obte­

nir un énoncé simple et qui semble nouveau : 

(4.7.11) PROPOSITION. - Si ^(SxT) est l'algèbre sur SXT engendrée par 

#(S) ® #(T), alors U(SXT) « u S x uT. 

Preuve. - L'espace US x \jT est le complété de SxT pour la structure 

uniforme produit Ug x v>T. Mais c'est aussi le ô-complété de 

(SxT, u g x D ) 9 donc d'après [14] , le produit des ô-complétés. Mais 

alors US x UT est le complété (égalité topologique) de l'espace uniforme 

de type (A) associé à (SxT, u g x \y ) 9 qui est exactement (SxT, u) d'après 

l'hypothèse faite sur #(SxT). Ainsi u(SxT) « US x uT. 
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