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QUELQUES REMARQUES SUR LES THEORIES

COHOMOLOGIQUES ORIENTABLES

par André ROUX

I#TRODUCTION,

Le but de ce travail est d'examiner la structure d'une théorie

cohomologique G-orientable au sens de Dold [ 7], pour G = 0, S0, U, SU, Sp.

Tout d'abord, dans le premier paragraphe, on étudie, pour une théorie

-

cohomologique,‘1'obstruction 3 sa G-orientabilité (G = 0, U, Sp), en
utilisant le principe de scindage. En particulier, on montre que 1l'exis-
tence de suffisament de z&ros bien placés dans 1'anneau gradué des
coefficients d'une théorie cohomologique (multiplicative), entralne sa
G-orientabilité (G = U, Sp).

Dans le paragraphe 2, on calcule, en basses dimensions, l'obstruc-
tion 3 la O-orientabilité d'une théorie cohomologique.

Dans le paragraphe 3, on donne un théoréme de structure pour
une théorie cohomologique O-orientable, généralisant 1'isomorphisme de

Boardman pour le cobordisme non-orienté.

Dans le paragraphe 4, on montre comment associer canoniquement
a une théorie cohomologique SO-orientable, une théorie cohomologique
o—orientable.‘

Dans le paragraphe 5, on étudie, suivant une méthode due 3 Adams

[1], les théories cohomologiques U-orientables ; et on en donne, sous
certaines conditions, la structure.
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Quelques remarques sur les thécories cohomologiques orientables

Enfin, dans le paragraphe 6, on associe 3 une théorie cohomo-
logique SU-orientable, une théorie cohomologique U-orientable. Ces deux
théories sont reliées par un couple exact qui permet de donner quelques
informations sur la théorie SU-orientable en fonction de la théorie

U-orientable associée qui est, en général, plus "simple".
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Quelques remarques sur les théories cchomologiques orientables

1. GENERALITES.,

1.1) Soient S" = {(x,,...,x__,)E N %% = 1) 1a sphére unité de
( 1 n+l i

Rn¢l . RP" noté simplement p" 1'espace projectif réel de dimension n

(i.e. 1'espace des droites de Rn+1), et n, ¢ S"—P" le fibré naturel

. . . . +
en O-sphéres qui, 3 un point de Sn, assoclie la droite de R ! passant
par ce point.

On a le carré cocartésien (et cartésien) ci-dessous :

Sn—h

n
S#

+
nn-l ‘ nn
i

Pn

dans lequel les fléches horizontales sont les

-

+

inclusions naturelles
induite par celle de R" = R0 dans Rml et dans lequel n; est la

N . P n
restriction de n_ @ la calotte supérieure S = {(xl,...,x *I)ESn/xn+l>0}
de s”.

+ -
Le couple (nn , nn-l) définit un homéomorphisme de S:/Sn ! sur
1;“/1’“—l et, i3 1'aide de 1'homéomorphisme naturel entre St:/Sn-l et s”

on définit la projection

mo: P, pYyp si‘/s“'l.—, st.

GéomBtriquement, on a le dessin ci-dessous :

-
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Quelques remarques sur les théories cohomologiques orientables

m,est 1'application qui, 3 la droite D de Rn+l, associe le point q°
de s" qui vérifie (5&,53') = 2(ON,D). Par suite, ﬂnnnzsq——’ s® envoie 4
sur d' et nn"n : PQ—-ﬁ P envoie D sur D'. En termes de coordonnées, on

. 2 _ n n
a "nnn'(xl""’xn+l)*"’(lexn+l""’2xnxn+l’2xn+l 1) de S dans §

2x2,. - 1] de P" dans PO,

I—[2xx n+1° “Xn+l

T X, peee cesydX X
et Na"n [ 1’ X+l n+l1’ »“Xn

oy s . . . 1 n ..
Soit j =i _,...1 1'inclusion de P dans P qui, & la droite

[xl,le de R , associe la droite [xl,xz,O,...,O] de R®*!

o=l -y,

. L'application
» notée h et considérée de s!
n . 1 *
dans S, (c'est-a-d?re hn:(xl,xz) € S,— (x,,0,...,0,x,) € S?%, induit
une injection kn:p —P8 qui associe 3 la droite [xl,le de R” la droite

[xl,O,...,O,le de R?*!

"ecdne de 1' inclusion de So dans S

. Avec ces notations, on a le diagramme commutatif

ci-dessous :
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n-l n
S rd S’
o / | /
S nn_l - s+ hn n#
n
n+
n 1
0 v -
p" 1 . ., "
/ /
y 1 n
P 7P

Il est évident que la transposition :

n+l . . . .
(‘l""’xn+l)H(xI’xn+l’x3""'xn’x2) de R induit un homéomorphisme

n * -~ .
tn de P sur lui-méme pour lequel on a tnkn 3g-

REMARQUE. - On a des sorites analogues que nous n'explicitons pas pour
les espaces projectifs complexes CP" et les espaces projectifs quater-

aioniques HPn.

(1.2) Sur la catégorie des CW-complexes finis, soit h* une théorie

cobomologique munie d'une multiplication associative et unitaire.

Pour G = 0 -resp. U, Sp - , on dit que h® est G-orientable si
tout K-fibré vectoriel avec K = R -resp. C, H - est h*-orientable au
gens de Dold [7]. D'aprés le principe de scindage, il est bien connu
d7) p. 44-52) que h* est G-orientable si et seulement si, pour tout
n € N, le fibré en K-droites associé au G(1)-fibré principal nn:Sn—r p"

2n+] . 84n+3 n
o

-resp. V,:S —yCPn » U ——HP" - est h'-orientable.
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Soit O : ﬁf——-9ﬁ'+ls 1'isomorphisme de suspension. Alors,
h’(Sn) est la h* (pt) - algébre extérieure sur on(l) € hn(Sn) ot
1 € ho(pt) = gO(SO) est 1'unité de h'.

Pour n = O, on a KPO = pt ; pour n = | , n ¢ PL——a S] - resp.
v, ¢ CPl-———7S2 ’ ul : HP-———?SA - est un homéomorphisme et on note
sy = o) € h @’ ) - resp. v, = m* (0% (1)) € Riccply,
v, = L (o (1)) € h (HP ) -
D'aprés (l1.1), 1'homomorphisme de connexion de la suite exacte

(pour h*) def1n1e par la suite de Puppe de n, est o : g‘(sn-l -~

P -1 n

h'+'(s )— (P ) ; donc, cette suite exacte s'écrit

L B o~ po-1 M- 1 il & Titl
(n ~RhshH—3 REe™ 7 wieth_ L i &Rt sMH_, ..

(1.2.1) PROPOSITION. - Pour que h" soit O-orientable, il faut et il
suffit que, pour tout n € N, n;:h](Pn)———bﬁl(Sn-l) sott nul
(cect est évident pour n=0).

La partie directe est classique : si n, est H'-orientable, dans

la suite exacte (1) , i;_l est surjectif, donc n '(Pn ]) ‘E'(sn‘l)

=N

est nul. Réciproquement, la nullité de nn_l:h (P ')—» h (S ) entratpe
d'aprés (1), la surjectivité de i;_l : ﬁl(Pn)__* ﬁ (Pn- ; si ceci a
lieu pour n = l,..., m, alors J : ﬁ'(Pm) ~I'Pl) est surjectif ; donc,

il existe u € h (P ) qui verlfle J’(u ) =u

a k;(t;(um)) =g (u ) = u,

Thom de n

g D'ol, d'aprés (1.2), on
. Or, par construction, P* est 1' espace de
1 et la relation ci-dessus montre que, d'aprés le diagramme
commutatlf de (1.2) dans la restriction de n =1 au-dessus du point bage
P de P° , t (u ) se restreint & u qui est une base du h*(pt)-module
h" (P ). Ceci slgnxfle exactement que t‘(u ) est une classe de Thom de

Ny (pour h*). Donc, Mo est tf-or1entab1e.
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Quelques remarques sur les théories cohomologiques orientables

REMARQUES. - 1) Dans la partie directe de la proposition, on montre
(71 p. 44) que, si n, est h*—-orientable, la structure (additive et
multiplicative de h*(P") est donnée par h*(P") = h’(pt)[un]/(un*l) od

n
u, est une classe d'Euler de n,-

En fait, on donnera plus loin une formule analogue pour la

+1
structure de h*(P" ).

2) La partie directe de la proposition montre que la
p* -orientabilité de n, entraine la nullité de n; : K‘(Pn)__,;?(sn)
pour 0S n< m. La partie réciproque montre que la nullité de

n;:t‘;] (P™)—y hl(Sn) pour OS n Sm entraine la h' -orientabilité de -

On a évidemment des résultats analogues pour les espaces pro-

jectifs complexes et quaternioniques :

(1.2.2) PROPOSITION. ~ Pour que h® soit U -resp. Sp-orientable, i1
faut et il suffit que, pour tout n € N , \):1 : TxZ(CPn)_. T\z(szn”)

- resp. Wt @ BAP™)— B4 (5™ - soit mut.

En particulier, on en déduit le résultat simple suivant :

(1.2.3) COROLLAIRE. - S% powr tout m 2 1, h-Zn*l(pt) - resp. h 4™ (pt) -

est nul, alors W est U - resp. Sp - orientable.
EXEMPLES. 1) On retrouve ainsi que la cohomologie ordinaire, la KU-théorie,
le cobordisme complexe sont U-orientables et que la KO-théorie est

Sp-orientable, uniquement sur la vue de leurs anneaux de coefficients.

2) Pour un entier p premier et impair, la KO-théorie 2

coefficients dans Zp est une théorie cohomologique multiplicative

17



Quelques remarques sur les théories cohomologiques orientables

([3) p.114) et, d'aprés le théoréme des coefficients universels, on a

O s8in¢ O mod 4,

KOn(pt;Zp) = { Z sin=0Omdd ? donc, d'aprés le corollaire ci-dessus,

cette théorie est U-orientable.
Pour la O-orientabilité, on a le résultat partiel suivant :

~1 ~1 . .
(1.2.4) PROPOSITION. - Pour que n; :h (Pl)_,h (Sl) soitt nul, 1l faut
et 11 suffit que L'unité de W soit d'ordre 2. Pour tout CW-
complexe X, h* (X) est alors wun z,~module.

En effet, dans le groupe d'homotopie stable {Sl,S]} ~ Z de gén§~

rateur | s ORamn = 2.1 1 (voir le schéma de (1.1)) ; donc,

S S
20(1) = n;(ﬂi(o(l))) = n?(u]) et, u, étant un générateur de ﬁl(P'),
ona n{ = 0 si et seulement si 0 = 26(1) = 0(2.1), c'est-a-dire 2.1. = Q.
Alors, du fait de la multiplication, h*(X) est un Z,-module.

En particulier, on a :

Une théorie cohomologique h* munie d'une multiplication avec
unité telle que 2.1 = Q0 et telle que h-n(pt) soit nul pour tout n»Q
est O-orientable. On retrouve ainsi que la cohomologie ordinaire 3
coefficients dans Z, est O-orientable. En fait, on verra que n, est

2
stablement nul ; donc, il suffit de supposer que h n(pt) = 0 pour n> .

(1.3) Pour des CW-complexes finis X et Y, soit {X,Y} = lim {Snx,snY}

—n
le groupe des classes d'homotopie stable de X dans Y.

(1.3.1) LEMME. - Le groupe de cohomotopie stable {P",S"} est engendnré
par T qui est d'ordre 2 si n est pair et d'ordre infini st n
est impair. Stablement, on a :

{2.18n 8t est impair,
T, -

n 0 st  est pair.

18
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En effet, on a la suite exacte :
* .",f ¥

n i
n-l gnly_Bo)ign gny By (pR gy Dol gpntl ny

oA
or, {Pn-I,Sn} = 0 (car dim(Pn_l) = n-1 et S" est (n-1)-connexe) et
{sn,sn} =27 1 n donc LI w;(l n) est un générateur de {Pn,Sn}. De
méme, T _, esi un générateur de {P" ',s"7'} et, 1'ordre de m dans

n-1 _n-]
n=1 Moei k.lsn_l dans {S° ,S '}

or, d'aprés 1'expression analytique de ﬂn-l n“_l donnée dans (1.1) ou

{p",s"} est k ot k est défini par m

.

en calculant n;_] “;—1 en cohomologie ordinaire (2 coefficients dans Z),

2 pour n pair,
on montre facilement que le degré de M1 Np-y @8t {

0 pour n impair.

(1.3.2) COROLLAIRE. Dans {P",P"a...aP"} (n fois), la diagonale
8 : x> xA... Ax est égale 4 k.(JnﬂlA ...AJnﬂl)ﬂn , ou k
est un entier impair.

En effet, A est homotope & une application cellulaire et le

n-squelette de P?A...AP" (n fois) est PIA....fsPl (n fois) inclus dans

PRPA ... AP" par jn" Ajn et homéomorphe 3 SlA ...ASl = g" par

A A AT Comme T _ est un générateur de {P®,s™} il existe kcZ tel que,

dans {Pn,PnA .e.AP™} , On ait A = k.(jnHIA... Ajnwl)nn. Or, en cohomo-
logie ordinaire 3 coefficients dans ZZ’ si untﬂl(Pn;Z ) est une classe

d'Euler de n, »ona 0 ¢ “2 = A?unx...xun). Donc, k est impair.
(1.3.3) PROPOSITION. - Soit unehl(Pn) vért. fiant j;(un) =u. Alors, la

structure additive et multiplicative de h*(P") est dommde par
™ = b o) [u ] /).
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La proposition est &vidente pour n = 1. Supposons la vraie pour

n-1 » 1. Soit u I(un) ; ona j* (u l). U, d'ou

n~1l ® lp- n-1
h*(pn"l) = h* (pt){u / (un_ ). D'autre part, la suite exacte (1) sge
o) n-1

scinde en :
L e 1
0— K(sH— (M T, n'e" ) 0.
Pour démontrer la proposition & l'ordre n, il suffit donc de montrer

+ n . n+l o
que uz I 0 et ug - ﬂ;(o (1)). La relation u, - 0 est évidente {u

provient du l-squelette de ) 2 qui est de dimension n) ; d‘'autre part,

' ; - 0 - «c .
d'aprés le corollaire ci-dessus, on a u = A (unx...xun) k-ﬂn(q Qa)) ;
comme n > 1 et j'(u ) = Uy, On a nécessairement ﬂ; =« 0 , donc h'(Pn)
est un Zz~modu1e i par suite, k étant impair, on a u: = n;(on(l)).

Ceci démontre la proposition par induction.

(1.3.4) COROLLAIRz -5t P S—l—»P -1 est h'—orientable, 11 eztste

u_ € h (Pn) tel que la structure de h* (P" ) sott donnée par
he(P%) = Bt () [u) /™).

En effet, N1 étant h"-orientable, soit-r eﬁl(Pn) une classge
de Thom de N1 D'apras 1e schéma de (1.1), ceci signifie que k'(r )

est un generateur de h"P ) jor, t_k_ =
JLEN n

u, = t’(T )e h! (P%), on voit que 35 (u ) est un générateur de h*(p! ) et

peut supposer que Jn(un) =u,. Le corollalre se déduit alors de la

, d'ol en posant

on
proposition précédente.

REMARQUE. - Par la méthode classique de Dold [7] , si M- est Y —orienm-

table, on a la structure additive et multiplicative de h* (P™ ) et, par
1'isomorphisme de Thom, on a la structure de ;‘(Pn) comme un h"(Pn ')-
module libre de base Ty Par contre, dans le corollaire ci-dessus, on

obtient la structure additive et multiplicative de h‘(Pn).
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1] ] n - 3 o o - Y ] [ - .
(1.4) Pour u et u n de h' (P) vérifiant Jn(un) Jn(u n) u, , on voit

1
facilement qu'il existe a appartenant au groupe h des &léments inversibles
de ho(pt) tel que u'n = au . Par suite, dans l'espace des orbites
t (sn)/h* » O = n’(u ) ne dépend pas de 1'élément u ch (P") choisi tel
que J (u ) soit un générateur de h‘(P Y. Vu la structure mu1t1p11cat1ve de
n* " ), la 'nullité"” de o entraine celle de nt 7! (PMH—y w!(s? ) et,
par suite, la h-orientabilité de n, : Sq-+ P". On a donc :
(1.4.1) THEOREME. - St M-y ° S?_l_ﬁ p" -1 est W -orientable, l'obstruc-
tzon d la tf -ortentabtltté de n, i s, P" est Za classe o, dans
- - '
" p t)/n* » ou o est donmné par o nn(Jn) (u ).

EXEMPLE. - La KU-théorie & coefficients dans Z2 est une théorie cohomologique
multiplicative, associative, unitaire et non-commutative ([3] p-88). Donc

n, est KU(.:Z )-orlentable et, par sulte, on a KU (P A )QKU'(pt 3Z )[ ]/(ug).
H818, il est fac11e de voir que l'on a KU (P A ) = KU (P ;2Z ) = ZZ’
gn'(P Y/ ) # KU*(pt;2 )[x]/(x ) et, par suite, Ny n 'est pas KU’( i25)
orxentable. L'obstruction 3 1l'orientabilité de Ny pour cette theorxe ne

peut étre que 1'élément non nul de KU (S3 YA ) = 22. On déterminera plus

donc

précisément cette obstruction dans le paragraphe suivant.

11. CALCWL DE L'OBSTRUCTION A LA O~ORIENTABILITE EN BASSES DIMENSIONS.

(2.1) Le but de tout le paragraphe 2 est de calculer, en basses dimensions,

1a classe de n, dans {Sn,Pn} . D'aprés [2] p- 96, on a le tableau suivant.
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n <0 0 1 2 3 4 5 6 7
S 2 0 o lzu? |z
. 0 Z1 sz sz ZZAv ¥ ZQOF
Z,iu Y% B 4
~ 2,1 ~ 2 . 2 2.1
{sn+l,P2} o Zzil Zzilv ZAV o szv 0 Zzllu L
Z,WV Z2 u
Z,um Z, Cx
- 2""2 2~ 2 2 ¥y
{s“pz,szi 0 | Z,m, | 2,um, | 2,V & 2V 0 |Zpu'm, 'Y
2 22],1
be plus on a les relations :
~ -, - 2 ~ o, 2 ~ 2 -,
wzv \Y v1l y 2V m VY ﬂz » 2V 1lv et nzu U= ui,.
En fait, les groupes d'homotopie et de cohomotopie stables de P2 sont enm

dualité ; de fagon précise, on a une S-dualité : PZA P%——‘vs3 » on a dome
{Sn,Pz}*~ (PZ,S3-n} . Ces groupes se calculent trés simplement (dans la
mesure oli 1'on connait ﬂ:) a4 1'aide de la suite de Puppe :
X2 i L
1
Sl 5 S ! - P2 2 » S%_a... . Les problémes d'extension
sont résolus par le résultat suivant :

{p?,p?) = Z, 1P2 et i vm, = 2.1P2 dans {p?,P%) ([2] p. 75).

(2.1.1) PROPOSITION. - Dans {SZ,PZ} » la classe de n, est nulle .

En effet, on a (stablement) n, = eilv » avec € = 0 ou 1. Done,

n,n, = ci,vm, = 2.1 . Or, en KO-théorie, on a la suite exacte :
2°2 1772 2

P ."ﬁ i‘ n’

0= R°%shH 2 ®eh 2, &PehH 2, wosd,

22
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~ L4 . 0 I3 3
et on sait que KOO(P3)'Q K.OO(PZ)'%Z4 . Donc, i} est bijectif et, par suite,

n! est nul. D'od O = (N7 ¥ = 2e.1*, ce qui entraine € = 0,
2 22 P2

Cette proposition montre que P3 est stablement homotope en bouquet
(somme directe pointée) de P2 et 83. On note a3¢{S3,P3} et b3c{P3,P2}des
éléments tels que T,a., = £ _ dans {s3,s3} et b,i, =4 _ dans {PZ,PZ}.
33 s3 3°2 PZ

(2.1.2) PROPOSITION. - Dans {5°,P°} = za, @ 2,i., on a n. = 2a. + i.3.
37 %4t 3 37 R

En effet, on peut é&crire n3 = ka3 + 1123 avec keZ et £e¢ ZA' Le
lemme (1.3.1) donne k = 2.

D'autre part, on a la suite exacte :

.".. 12 ] ]
4 ~ 1 Ny

0 = ﬁx'(sa;zz)hﬁ KU'(P“;ZZ)—3_+ KTJ'(P3;22)__, k“u'(s3;zz) -z

2 ~v
et on a ﬁﬁl(P n;ZZ) = 22 , KUl(P2n+l;ZZ) = 22 ® 22. Donc, ns ne peut pas
etre nul et, comme KU‘(S3;ZZ) est un Zz—module, il en résulte que 1 est
impair. On a donc Ny = 2a3 - '55 i on achéve alors la détermination de v

en posant N, = 2a3 + iZV.

»

(2.2) On s'intéresse maintenant au calcul de Ng,sNgHNg et ng. Tout d'abord

on a @

A . C oo
(2.2.1) LEMME. - Dans {s”,p"} = Zyijay @ Zyiqi,i, , ona
1.

3
na - 1333v+€13121]u aveec € = 0 ou

L'explicitation ci-dessus de {S“,PA} est facile a vérifier.
D'autre part, on a la suite exacte :
24 ]
0 = KO“(P°) — 4, Ro2(pdy 4, Ro2(sh ,
~2 4 ﬁbz 4 P JO . -
et on a KO"(P') = () = Z, . Donc, 0, est bijectif et, u* étant nul

en KO-théorie, on a nécessairement na = i3a3v + ei3izilu avec € = 0 ou 1I.

23
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Quelques remarques sur les théories cohomologiques orientables

REMARQUE. ~ On verra dans (2.4) que € est en fait nul.

(2.2.2) PROPOSITION. - On q {§°,P"} = Zzi3a3v2 et {s°,p°) = Zn.

Cette proposition se déduit facilement du lemme précédent et des
suites d'homotopie stable apropriées.

De méme, on a de fagon Elémentaire les résultats suivants

(2.2.3) Lemee. - {s8,p%) - Z,ijaqu ,
{S6,P5} = 2,i,iq8,M,
{s3P3,P“} = Z,iqa,um, @ Z,i i ab, @ Zai3a33b3 , ot
ae {S3P2,P2} = Z‘:\% ® Z,a vérifie ai] = i]u, T,a = um, et oR om
a la relation i3i2'§')5b3 = 2i3a3§)'b3 ; dans {SZPS,Pa}, i3a3u1r‘

est non nul.

(2.2.4) PROPOSITION. - Dans {SG,PS} , ona ngv = 0.

En effet, on a ‘n’2b3r13 - 1r2’§5 = v ; donc ns\) = n5ﬂ2b3n3. Comme
1r5n51r2b3 = 21r2b3 = 0, dans la catégorie de 1'homotopie stable, on a le
diagramme commutatif ci-dessous :

:[3
-3

iy
NsTyb,
Tg

t
&
E
F
w
=

-——————,P4

-3,4 K 5 2
§ —mMmMm > S P—>» S P ——mm>5§

1
3
&~
W - ---- -0
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Donc, il existe x G{S3,S-3P4} = {86,P4} complétant commutativement ce
diagramme. De plus d'aprés le lemme ci-dessus, on a x = ei3a3u avec £ = 0
oul. D'oli, O = xm, = €i3a3uHa. Or, toujours d'aprés le lemme ci-dessus,
i3‘3""a est non nul dans {Szp ,Pa} ; d'oli, on a € = 0 et de méme x = O.
11 en résulte que O = ix = nsw2b3n3 = nev.

6 .6 . e s
(2.2.5) PROPOSITION. Dans {s°,pP"} Z,igi,isay, on ang = 0.

En effet, l'explicitation de {86,P6} se déduit facilement de la
proposisiton précédente. D'aprés [10] p. 540, {86,Pm} est d'ordre 2 et
il est facile de voir qu'il en est de méme de {S6,P7} + 8i ng était
stablement non nul, on aurait {86,P6) = 22 ne et la suite exacte :

z = {s",s(’}—n(’—> (s®,p0)—6 {86,P7}—n‘7—’{86,P7} =0
donnerait {86,P7} = 0 ce qui est contradictoire. Donc ng est stablement

nul.

Cette proposition montre que P7 est stablement homotope au
bouquet de P6 et S7. On note a; e{S7,P7)et b, e{P7,P6} des éléments

7 . 6 _6
tels que T,a, = 147 dans {S8',5"'} et b716 = 1P6 dans {P ,P} . On a

donc {s",P}= za, @ i ({57, P®)).
_ 7 .7 . 7 .6
(2.2.6) COROLLAIRE. - Dans {s’,P'} = Za, @ i ({s',P}), oma
n, = 2a, + 162 ol ze€ {S7,P6} n'est pas divisible par 2.
En effet, d'aprés le lemme (1.3.1), on a n, = 237 + iGZ' Or,
n;:ib‘(??;zz)*'fﬁl(87;22) est non nul ; donc, n, n'est pas divisible

par 2 et il en est, a fortiori, de méme de z.

(2.3) On montre ici que, dans {SA,PQ} ,onan, = i3a3.

Tout d'abord, 3 l'aide de suites de Puppe apropriées, on montre

facilement le lemme suivant :
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(2.3.1) LEMME. - On a {S7,P3} - Zzizi]. On alag suitte exacte :

T
0—922131211112&—- {87,P4} —6——» 22\)3———» 0.

. I 7 .5 .
En posant N, = ija v + €igi,iu, {s",P"} est d'ordre 8 8t ¢ = @
et d'ordre 4 81 € = 1.

De méme, {S7,P6} est d'ordre 16 si € = 0 et d'ordre 8 8t ¢ @ 1.

(2.3.2) PROPOSITION. - Dans {s“,p“} yoma n, = 1333.

En effet, d'aprés [10] p. 540, on a {S7,Pm}a¥ Zie ® 2, et il
est facile de voir qu'il en est de méme de {S7,P8}. De 1'égalité

n, = 237 + i6z , on déduit la suite exacte :

7

i
0— Z(Za7+i6z)f-—9 Za, ® i6{S7,P6} —_— {S7,P8}—v 0.

Comme z n'est pas divisible par 2 dans {S7,P6} qui est d'ordre 23 ou 2‘.
?

’P6} -
En notant 2" ¢ 1 1'ordre de z, on a i6({S7,P6}) = Zzniez ® i6(H). D'od

le sous—groupe engendré par z admet un supplémentaire H dans {S

la suite exacte :
1y

0—'Z(Za7+i6z)=—» Za7 ® Zzniaz ® i6(H) ——le6 e zZ—o0.

2

Il est alors facile de voir que 1'on a nécessairement n = 3 et i6(B)

d'ordre 2. Par suite, {87,P6} est d'ordre 16 ; donc, d'aprés (2.3.1),
= ' =3=-d1 = ]

€ 0 , c'est—-d-dire N4 1484,

REMARQUES. - 1) Les calculs précédents montrent que les premiéres obstrewe~

tions 3 la O-orientabilité d'une théorie cohomologique 3 valeurs dans leg

Zz-modules sont induites par Ny (et en fait V), Ng » Ny (et en fait g),.

2) On an, m, =0 dans {PZn’PZn

} pour n = 0,1,2 et 3.
De plus, on notera l'analogie entre N, et N,,, Pour n = 1,2 et 3.

3) L'explicitation de {SB,PS} et de ng dans ce groupe
parait beaucoup plus difficile. On peut conjecturer que l'on a ng = i7.f“

dans {SB,PB}.
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[1]. THEORIES COHOMOLOGIQUES (-ORIENTABLES.,

(3.1) Soit h* une théorie cohomologique munie d'une multiplication avec

unité, associative et commutative. On suppose que h* est O-orientable.
. . +1 . . . .

Alors, pour tout neN, 1l'inclusion P p" ! induit une surjection

n® (P%*!)— n* (") et par suite, d'aprés [7] p. 50, on a h*(P¥) = lim b*(P").
~—n
Plus précisément, d'aprés (1.2.1), on peut construire par récurrence une

guite (une hl(Pn))n telle que, pour tout ne¢N, u, soit une classe d'Euler
pour le fibré en droites canonique sur P" et telle que la restriction de
Uy a P" soit u . Cette suite (un)n définit donc un &lément ueﬁ‘(P“)

qui est une classe d'Euler du fibré universel n, sur P" = BO(1), et on a

h* (P ) = lim h"(pt)[un]/(u:”) = h*(pt) [[u]].

“~n

D'aprés [12] » les classes de Thom de n, sont en correspondance
biunivoque (affine) avec les unités de h"(Pw). Dans la suite, on ne
considére.que les classes de Thom tlt‘ﬁl(Pm) qui, par restriction au-
dessus de PO, se réduisent 3 g(1) ¢El(sl) ot lcho(So) est 1'unité et ¢
1a suspension (S1 étant identifié a Pl par n]). Une telle classe de Thom

est dite homogéne et unitaire.

D'aprés [7] p. 52, on peut construire pour tout neN, une classe
de Thom tne?ln(MO(n)) du fibré universel de rang n sur BO(n) de telle
sorte que :

(i) t soit unitaire (et homogéne),
(ii) par 1'application naturelle MO(p)aMO(q)— MO(p+q), la restriction

oit t_at .
detrqs p“q

Cette suite "multiplicative" (tn)n définit alors une transformation
paturelle t : Q&—%ff, QB étant le cobordisme non-orienté, qui est
multiplicative d'aprés (ii) et unitaire d'aprés (i). De fagon plus précise,
a2 un élément xe’S\'ZB(X) représenté par une application f : sk,\x_, MO (n+k),

on fait correspondre t(x) = f*(th) T .
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En fait, la donnée de tl permet de définir canoniquement les classes de
Stiefel-Whitney pour h* et, la suite (tn)n est parfaitement définie par
le fait que, pour tout ne€N, la n-iéme classe de Stiefel-Whitney du fibré
universel sur BO(n) coincide avec sa classe d'Euler définie par t,: Em ée
sens, la transformation naturelle multiplicative et unitaire t : Q:)_, 'y
est parfaitement définie par la donnée de la classe de Thom homogéne et

el . ~]
unitaire tlttl(P ).

REMARQUE. - On a des sorites analogues pour une théorie cohomologique

C ou H-orientable.

Soit G = 0, SO, U, SU ou Sp. On dit que h* est "multiplicative-
ment" G-orientable s'il existe une transformation naturelle, multipli-
cative et unitaire t : Qg——oh’. Une telle transformation définit alors
une G-orientation de h*. Réciproquement, les remarques ci-dessus montrent
que, dans le cas ot G = 0O, U ou Sp, une théorie cohomologique G-orientable
est multiplicativement G-orientable. Je ne sais pas si ceci reste vrai

dans le cas oi G = SO ou SU.

(3.2) On rappelle qu'il existe une transformation naturelle multiplicative

et unitaire, appelée la transformation de Boardman :

. of Ao *
B : QO(X)————> H (X,Zz) OZZQO(pt).

On sait que cette transformation est un isomorphieme (voir par exemple
[9] p. 19-23).

Soit h* une théorie cohomologique munie d'une multiplication
avec unité, associative et commutative. On suppose h* multiplicativement
O-orientée par une transformation naturelle multiplicative et unitaire ;

t e Qg——’hf.
En particulier, h*(pt) est un Qa(pt)-module ; donc par tensorisatiom, ¢t
définit une transformation naturelle :

T . 0f » «
t : QO(X)OQ(‘)(pt)h (pt) — h"(X).
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e _q . ” ® P T I
Pour la multiplication naturelle sur Gb ‘GG(pt)h (pt), définie par

tensorisation, il est évident que t est une transformation multiplicative
et unitaire.

D'autre part, h* &tant O-orientable, h* (pt) est un Zz-module
(nécessairement Zz—plat !) et, par suite, Xl~7H'(X;ZZ)OZ H‘(pt) est une
théorie cohomologique multiplicative et unitaire. Alors, on définit une
transformation naturelle de théories cohomologiques multiplicatives et
unitaires :

T H*(X;Z )8, h* (pt)—>h*(X),

par H*(XiZ,)8; b"(pt) = " hsz ,)® 2(9'(p:)og.( ol (pEN
-1 -

(H*(X;Z,)8, Q (P Bgs ()1 (PE) —B 8L o S8, ¢y (PE) > 1" (X)..

Or, il est ev1dent que, sur le point pt, T : u (pt;2 )0 h* (pt)
%: B (pt; ZZ)O h* (pt)—> h*(pt) est un isomorphismes mult1p11cat1% et
unitaire ; donc, t est un isomorphisme multiplicatif et unitaire de
théories cohomologiques. De plus, 8-101 gtant lui-méme un isomorphisme,

i1 en est de méme de t : OF OQ,( t)h (pt)—h'. En résumé, on a :

(3.2.1) THEOREME. - Soit t : Qa-—yh‘ wne transformation naturelle multi-
plicative et unitaire de théories cohomologiques. Alors,
T: H*(X;Z,)8, h*(pt)—»h*(X) et
<. 2 .« >
t QB(X)GQS(pt)h (pt)—» K" (X)

sont des tsomorphismes multiplicatifs et wnitaires.

REMARQUES. - 1) Le premier isomorphisme ci-dessus montre que la suite
spectrale d'Atiyah-Hirsebruch-Dold pour h* dégénére.

2) D'aprés (3.1), les isomorphismes ci-dessus sont déterminés

par la donnée d'une classe de Thom homogéne et unitaire tlei;l(Pm).
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1V, THEORIES COHOMOLOGIQUES MULTIPLICATIVEMENT SO-ORIENTABLES.

(4.1) On veut généraliser 3 une théorie cohomologique multiplicativement
SO-orientable la méthode inaugurée par C.T.C. Wall [16] pour étudier le
cobordisme orienté. Cette méthode consiste essentiellement 3 passer par
1'intermédiaire du cobordisme orienté i coefficients dans Z,. D'aprés

la premiére partie de [13] , cette théorie est représentée par le
spectre dont la n-iéme composante est MSO(n-I)APZ. On va tout d'abord

donner une interprétation géométyique de cette théorie.

KO(X) étant le groupe des fibrés vectoriels stables sur un
|2 Ro—su' (x;2,)

v 3 -~ - - Lo * LI
1'homomorphisme qui, 3 un €lément de KO(X) associe sa premiére classe

CW-complexe X de dimension finie, soit det ou w

de Stiefel-Whitney. En identifiant Hl(X;Zz) = [X,ij au groupe des classes
d'isomorphismes de fibrés vectoriels en droites sur X (la multiplicationm
du groupe étant induite par le pooduit tensoriel), W) peut etre vu

comme le stabilisé de 1l'application qui, 3 un fibré vectoriel £ de rang

n sur X, associe le fibré en droites det(f) = AnE (on rappelle que 1l'om

a det(§ @ £') = det(f) © det(§') et det(XxR) = XxR).

(4.1.1) DEFINITION. -~ Soit j : S' = PlewP® 1'inclusion naturelle. Om
note 1?6s(x) le produit. fibré de wl:l%(x)—q HI(X;ZZ) et de
"la réduction modulo 2" j,:H'(X;Z) = [x,s']-—» [x,P°] = u'(x;zz).
Un élément de f("os(X) est donc représenté par la classe d'un fibp§

vectoriel "sphérique" sur X, c'est-d-dire par un couple (£,a) ol £ est

un fibré vectoriel sur X et oia : X— Sl est une application telle que

a"(nl)m det(£) , n 8tant le fibré canonique sur Sl = Pl.
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Pour un tel couple (£,a) sur un compact X, E-det(f) étant orienté,
i1 existe f : X—BSO classifiant £ - det(£) (i.e. £*(y) = £ - det(f)
dans RO(X), ot Y est le fibré universel sur BSO), et on a
(£,a)* (Fan) = £ =~ det(E) + det(f) = £ dans KO(X). De plus, il est &vident
que la classe d'homotopie de (f,a) ne dépend que de la classe de (£,a)
dans Ebs(X). Inversement, la classe d'homotopie d'une application
(f,a) : X-—*BSOKSl, ot X est un CW-complexe de dimension finie, définit
un élément de EBS(X) admettant pour représentant le couple ((f,a)'(?xnl),a).

On en déduit facilement :

(4.1.2) PROPOSITION. - Sur la catégorie des CW-complezes fints, le
H-espace produit BSOXSI, muni du fibré anl classifie le foncteur
ﬁBS:Xb~n-§Bs(X). Ce foncteur est dome wn fonctewur homotopique d
valeurs dans la catégorie des groupes abéliens.

En fait, Ebs est & valeurs dans Ab sur la catégorie de tous les CW-complexes

de dim. finie.

(4.2) Pour tout neN, soit Y, “resp. ?n -~ le fibré universel de rang n

gur BO(n) - resp. BSO(n)-. On prend pour BSO(n) 1l'espace total du fibré en
O-sphéres associé au fibré vectoriel q det(yn)__q BO(n), on a alors

- et mey g el e

Yo - q;(Yn)° Soit i BO(n-1)x S'— BO(a) classifiant Yn-lxnl' Alors, on

a le diagramme commutatif ci-dessous :

< 1

1 IS 1
BSO(n=1)x§ 3 BSO(n)XS
pn pn+1
jn
BO(n) > BO(n+1)
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. ] . 3 - . o .
dans lequel P, = Ln(qn_lxs ) classifie Yn_]xn], i, est 1'application camo-

nique de BO(n) dans BO(n+l) et En-l est induit par jn-]'

Quitte & remplacer chaque p_ par sa fibration canoniquement associée, om
a (suivant R. Stong [l&] p. 14) une notion de (Bsoxsl,p)-structure et,

par suite, une théorie correspondante du cobordisme dont le n-iéme espace
2

XN

: , c'est-a-dire MSO(n-1) AP

de Thom est 1l'espace de Thom de ?n- |

I1 en résulte :

(4.2.1) THEOREME. - ([14] p. 175); - Le cobordisme orienté a coeffictents
. e e 8 1
dane 22 est le cobordisme assoctié d la (BSOXS' ,p)-structure définie
ct-dessus.

Géométriquement, selon l'interprétation de Quillen ( [Il] ou [9]), si X

est une variété, un élément de ng(x;zz) est représenté par un couple

(f,y) ot £ : Y——#Xafst une application propre différentiable et ou y(ib.(y)
a pour image dans KO(Y) le fibré normal Ve de f. La relation de cobordi sme
entre de tels couples doit alors étre compatible avec EBS » c'est-d-dire

respecter la "sphéricité" des fibrés normaux.

~
De plus, KO étant a valeurs dans Ab , cette théorie du cobordisme est
naturellement multiplicative ; plus précisément, si (f,y) et (f',y')
. v x n m 2
représentent des éléments x"QSO(X;ZZ) e;+:'e QSO(X';ZZ), le couple
(fxf',y+y') représente 1'élément xxx'e QSO (X X';Z,). Par suite, 1'oubli
de structure sphérique définit une transformation naturelle multiplicative
. . . ”~ . o

et unitaire F : QSO(X’ZZ)-_’QO(X)'

D'aprés (4.2.1), pour le cobordisme orienté i coefficientsg dans
Z,, tous les fibrés vectoriels sphériques sont orientables, En fait,
1'étude que nous allons faite (suivant les idées d'Atiyah [5]) va montrer

que cette théorie est O-orientable.
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(4.3) m étant un entier impair, soit k : BSOXP=—>» BO classifiant ?xmnm;
inversement, m étant impair, Y - mdet(y) est orienté&, et soit 11:80——% BSO
classifiant Y - mdet(Y) ; alors, si 12:BO-—VP“’classifie det(y), on a
(11,12)’(fxmna) = Y - mdet(y) + mdet(Y) = y . Par suite, k et 1 = (11’12)
sont homotopiquement inverses l'un de l'autre. Alors, par définition du

cobordisme non-orienté, on a :

(4.3.0) PROPOSITION. - St m est un entier impair, le cobordisme non-
orienté peut E€tre représenté par le spectre dont la n—iéme
composante est 1'espace de Thom de ?n_ufmnm , ¢'est-d-dire

MSO (n-m)A (P~ /P 1y,

On sait que l'espace de Thom de mn_ est homéomorphe 3 Pm/Pm—I (voir Da]
p. 173).

Alors, en appliquant ce résultat avec m = | et 3, la cofibration :

MSOln-1) A P>—s MSO(n=1) 4 Py MSO(n-1) ~ (P~/P2),

lue dans la catégorie des spectres, donne :

(4.3.1) PROPOSITION. - On a la sutte exacte (naturelle en X) :
n F +2
coe o Qg (X32,) > Q%) 4, h¢ ) JUEIOUSE

dans laquelle F induit par 1'inclusion P2 P° et 1'oubli de

structure sphérique et d, de degré 2, est induit par la projection

p=— p°/p°.

Lorsque X est une variété,on va interpréter géométriquement le

morphisme d et montrer qu'il admet une section.
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f:Y—X étant une application différentiable et propre, représentamt
un élément x de Qg(x), soit a : Y—>P" (m suffisamment grand) une applicatios

différentiable qui classifie det(vf) et que l'on peut prendre transverse i

2

la sous variété PT < de P® d'aprés [15] . Alors, on a le produit fibré :

[0 ]
Y 2 %sz

[ 8]

ot Y2 est une sous variété de Y de codimension 2 et ol le fibré normal
de 1l'inclusion i de Y2 dans Y est 2a3(nm_2) = Zi*(det(vf)). Par suite,
si (g,a):Y— BSO(n-1)xP" est tel que (g,a)*(?n_lxnm) = Ve, ona
((g,u)i)*(?n_lx3nm) = V.o Il en résulte que l'application fi:Yz__.x

+
est un représentant de 1'élément d(x)e Qg Z(X). D'ol

(4.3.2) COROLLAIRE. - Pour une variété X, le morphisme d:Qg(X)——a»ﬂg*z(x)
fait correspondre A la classe de cobordisme de f:Y—ZX, la classe
de cobordisme de £,0Y,—X ou Y, est une sous variété de Y dont
le fibré normal est induit par 2det(v.). Une telle sous variété

peut étre obtenue par le produitt fibré ct-dessus.

On construit maintenant une section de d. Pour ceci, on utilige la
construction suivante due 3 Atiyah [5] . Soit r un entier pair et nom
nul. Dans Pr, on considére la sous-variété Pr'—2 formée des €léments de P¥
dont les deux derniéres composantes sont nulles et la sous variété Pl

- 21z r .
formée des €léments de P° dont les r-1 premiéres composantes sont nulleg.
2

variété de dimension r de Pr—szr formée des couples (d,d') tels que q

sz - I .
Dans P*, les sous variétés P* * et P sont disjointes. Soit Q" 1a sous

appartienne au sous espace projectif de dimension 2 engendré par d et pl
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La projection T : Qr":--—7Pr“2 interpréte Qr comme le fibré en Pz—fibres
associé au fibré vectoriel nr_2+l+l sur Pr- , et la projection © :QE——§Pr
est une application différentiable orientée qui définit un difféomorphisme
de Q50 ' (@) sur P¥ - P! (voir [5] , p. 207). De plus, A : des (d,d) est

une section de T telle que OA soit 1'inclusion de Pr—2 dans PT.

Alors, g : Z— X étant une application propre et différentiable,
représentant un &lément x'é¢ QS*Z(X), soit B : Z-—-)Pr-2 (r pair suffi-
samment grand) une application différentiable classifiant det(vg). On a

le diagramme commutatif de carrés cartésiens ;

z B pr=2 r-2
A’J X A

Y B' Q g, pf
m’ l' X m

z B Pr-2

dans lequel Y est l'espace total d'une fibration différentiable en Pz-fibres
sur Z.

11 est facile de voir que la classe de cobordisme de f = gn':Y—> X ne dépend
que de celle de g:Z— X ; par suite, g-—f définit un homomorphisme
,:Qg*z(x)——7QS(X). Or, ¢ étant orienté, o = oB':Y— P¥ classifie det(vf) ;
donc, le corollaire (4.3.2) et le diagramme ci-dessus montrent que s est
une section de d:QS(X)—-) Qg+2 X).

ponc, d'aprés (4.3.1), on a :
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(4.3.3) THEOREME [5] . - Le morphisme d:QS(x)——-yQ8+2(X) admet une sectiom
(naturelle en X), et on a la suite exacte et scindée :

0 02, (x32,) —Eo P —4 22 (x)—s 0.

REMARQUE. — Ce thé@oréme reste vrai pour tout CW-complexe X de dimension
finie, un tel espace ayant le type d'homotopie d'une variété. Par passage

. e
3 la limite, ce théoréme reste encore vrai pour X = P .

n AP ™

Pour tout neN et nn:Sn—»P , n;:QB(P )-—998(8“) est nul (car Qa

est O-orientable), et par suite, F é&tant injectif, il en est a fortiori
-~ g n x n -

de méme de n;:ng(P ;Zz)—»aso(s ;Z,). Donc, d'aprés (1.2.1), le cobordisme
orienté ad coefficients dans Z2 est O-orientable. Plus précisément, soit
t, eQ (P ) la classe de Thom canonique de n_(pour Qo) ; alors, il existe
un unique elemegt t €Q Q(P i2,) tel que F(t)) = t, - §(d(t,)). Or, d(a(1))=0
(car d(o(l))e?s (S ) = Q (pt) = 0). Donc, par restriction 38 S =P , on a :
F(t,|sx) 1|sl S(d(tllsl)) = ag(1) = F(o(1)) (Clzar tlls =0(1)) ; par suite,
F étant injectif, on a tllsl = og(l1), donc t! eQSO(P ZZ) est une classe de
Thom homogéne et unitaire pour le cobordlsme orienté 3 coefficients dang l)
Alors, d'aprés (3.1), tl définit une transformation naturelle multiplicative

et unitaire t': Q;(X)——)ng(x,zz). D'oi, d'aprés (3.2.1), on a :

(4.3.4) THEOREME. - Le cobordisme orienté 4 coefficients dans Z2 est
naturellement multiplicativement O-orienté par une transformatiom
v, * R
naturelle t': Q?)(XHQSO(X’ZZ)'
Done, t' définit des isomorphismes multiplicatifs et unitaires :
Y # . x . « .
t' ¢+ H (X,Zz) 022 Qso(pt,zz)—y QSO(X’ZZ)

Tt . ot * . o+ .
et T : QR(X) O%(pt)ﬂso(pt,zz)'—? Q3 (%;2,).

36



Quelques remarques sur les théories cohomologiques orientables

REMARQUE. - t' n'est pas une trétraction de F. Dold [8] a généralisé la

gituation présente.

Enfin, le morphisme d n'est pas un morphisme de Qg-modules.
Cependant, si f:Y—7 X représente un élément erS(X) et (f':Y'— X',y)
représente un €élément x'cﬂzo(x';zz), le fibré normal vf, étant sphérique,
zde:(vf,) est trivial (car induit par 2nl qui est trivial) ; d'od, en
reprenant les notations de (4.3.2), le fibré normal de Y“sz dans Y'xY est
stablement isomorphe 2 ZYQi*(det(vf)) = 2det(vf,)0i*(det(vf)) = Z(Yki)’det(vf&'f).
ponc, d'aprés (4.3.2), en oubliant la structure sphérique de x', on a :
x'xd(x) = d(x'xx).

I1 en résulte :

(4.3.5) PROPOSITION. =~ Qs étant muni de sa structure de ng .,22)—module
définie par l'oubli F de structure sphérique, l'homomorphisme
d:Q“;—) Q;+2 est un homomorphisme de Q‘;o(.;zz)-modules.

(4.4) On passe maintenant 3 la généralisation promise au début de ce
paragraphe.

Soit h* une théorie cohomologique munie d'une multiplication avec
unité, associative et commutative. On suppose que h® est multiplicativement
sO-orientée par une transformation naturelle (multiplicative et unitaire)

s: ffs'a—" .

En particulier, h* &tant SO-orientée est U-orientée ; donc, v étant le
générateur de {83,82} , V* :Tl*(sz)——v Hﬁ’(ss) est nul et, par Kunneth, il en
est de méme de v*:ﬁt;"—7 ';1*-1. Alors, sur h*(.;Zz), il existe au moins une

multiplication admissible et associative (d'aprés [2] p. 115 et [3] p. 104).
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® . . . . . .
Pour h™ = ng, il est facile de voir que la multiplication naturelle dé&fimie
en (4.2) sur Q (.;22) est admissible (voir [14] p. 166) et, comme
(pt Z,) = O, cette multiplication est 1'unique multiplication admissgible
sur Qso(.,ZZ), d'aprés [2] P- 94 ou (2.6) de [13] - De plus, cette multipli-
cation est évidemment associative et commutative.

Par tensorisation par P2, s Q;O

naturelle : 32:9*(X;22)——vh'(x;22) qui rend commutatif le diagramme ci-~

h* définit une transformation

dessous :

S > h*(X)

* vy
QSO(x'

s

Q* 2
; )—_—, * .
SO(X Z2 h (X’ZZ)’

dans lequel les fléches verticales sont induites par la projection PZ—) sz.
En reprenant la construction d'une multiplication admissible faite dams
[2] p. 112 (et qui est la méme que celle faite dans la premiére partie de ||3
on voit que, si YO‘ Q (N ) définit la multiplication admissible de

(.,22), on def1n1t, avec s(yo)e}m(N ), une multiplication admissible
assoc1at1ve et commutative sur h*(.;Z 2). De plus, pour cette multiplicatiom,
la transformation naturelle 8yt QEO(X;ZZ)———yh*(X;ZZ) est multiplicative
et unitaire.
Le cobordisme orienté a coefficients dans Z2 étant O-orienté, il en est de
méme de h‘(.;Zz) ; et, plus précisément, szt': Qg(x)-9h*(X;Zz) est une
transformation naturelle multiplicative et unitaire. Donc, d'aprés (3.2.1),

on a :
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(4.4.1) THEOREME. - S s:Q;b——»hfest une transformation naturelle multi-
plicative et unitaire, pour wne structure multiplicative correcte
sur h*(.;Zz) rendant multiplicative et unitaire
sz:Q;o(.;Zz)-—ah’(.;Zz), on a des tsomorphismes multiplicattfs

et unitatres :

~ oy by, o . % .

s, t':H (X.ZZ)OZZh (pt,Zz)“—’h (X,ZZ)

- .0f . # . LI
sz’Qso(X’ZZ)OQ‘ h (pt,zz)-—>h (X,ZZ).

So(pt;zz)

La correspondancelfkuahf(.;zz) associe 3 une théorie cohomologique
sultiplicativement SO-orientable une cohomologie O-orientable. Ceci généralise
le passage de la cohomologie ordinaire a coefficients dans Z 3 celle a
coefficients dans Zz. En fait, on peut aussi généraliser le passage de

ng a QB de la fagon suivante :

p'aprés (4.3.5), Qa(X) est un ng(pt;ZZ)—module et i1 en est de meéme de

‘ . 1 * = ‘ ¢ *
b (pt,zz) par s,. Soit hz(X) QO(X)OQEO(pt;Zz)h (pt,Zz).

. . [ - * .
En particulier, hz(pt) Qg(pt)oﬂgo(pt;zz)h (pt,Zz) est un Zz-module (donc
zz-plat) et on a :

i (X) = ng(xm,,% h* (pt;2,) = (H*(X;2,)8, Qg(pc))o% h* (pt;2,),

o(pt;Zz) 2

0(pt;22)

@H’(X;ZZ)OZZ(QS(pt)O

., (N (pt;Z,)=BE*(X;Z2,)@, h%(pt).
ng(pt,Zz) 2 2 22 2

11 en résulte que hf est une théorie cohomologique munie d'une multiplication
unitaire associative et commutative. De plus, on a de fagon évidente des

transformations naturelles multiplicatives et unitaires Qg—ﬁ'ﬁa et i'— HE.

Pour = ng » ON a H} = 96. Le fait de considérer le passage de h* 3 HE
comme une bonne généralisation du passage de ng a QB est justifié de la fagon

suivante :
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La suite exacte et scindée :

» . F * d. ~#+2
o—> Qso(pt,Zz) A Qo(pt) —_— QO (pt)—0

permet, connaissant la structure de Qs(pt) [15], de déduire celle de
ng(pt;zz). De fagon précise, on paut choisir des générateurs x; de degré
-1, 14 2% -1, de Q5(pt) = Z,[x.] , tels que 0F (pt;Z,), considéré comme
sous anneau de Qs(pt) par F, soit égal i Zz[xi,(xzs)z; i# 2t - 1 et 2t]
(voir [l&] p. 166). En particulier, Qg(pt) est un Q;o(pt;zz)-module libre
et il en est de méme de QA (X) = H"(X;Z,)0, Q% (pt).

(0] 2 22 0
Or, d'aprés (4.3.5), la suite exacte :

0— 0%, (X32,) L iatm—% Qg*zm_» 0

. ~ . %42
se lit dans la catégorie des Q;o(pt;zz)—modules et, comme QO (X) est libre

dans cette catégorie, cette suite est scindée (dans cette catégorie).

Donc, en tensorisant par le ng(pt;zz)-module H*(pt;zz), on obtient, d'apras

(4.4.1), la suite exacte et scindée de h*(pt;zz)—modules :

0_ h* (x;zz)_-F—> h;(x)——d—’ h;+2(x)~—»0 X

-

EXEMPLE. Pour la cohomologie ordinaire & coefficients dans Z, les remarques
ci-dessus montrent que H;(pt) = Zz[xzé]/ ((xzs)z) et que

H*(X;ZZ)OZ Hg(pt). I1 serait intéressant de savoir si on a une bonne
2

interprétation géométrique de cette théorie.
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V., THEORIES COHOMOLOGIQUES U-ORIENTABLES.

(5.1) Soit h" une théorie cohomologique munie d'une multiplication avec
unité, associative et commutative. On suppose la théorie h* U-orientable.
ponc, d'aprés (3.1), il existe une transformation naturelle multiplicative
et unitaire :
t: S —a .
U
En particulier, h* (pt) est une Qﬁ(pt)-algébre et, par tensorisation,

t définit une transformation naturelle, multiplicative et unitaire :

t: Q%Ogﬁ(pt)h’(pt)-——otf.

Dans [l] p. 1-45, Adams &tudie de telles transformations, dans le
cadre d'une généralisation du théoréme des coefficients universels et
du théoréme de Kunneth. En particulier, les deux lemmes et la proposition

qui suivent sont dis 3 Adams.

(5.1.1) LEMME. - Soit X wn CW-complexe fini tel que H*(X;Z) soit wn
groupe abélien libre. Alors, QB(X) est wn Qﬁ(pt)-nvdule projectif
et t:%(X)0 , h* (pt)— h*(X) est wn isomorphisme.

U 3¢pt)

Bn effet, considérons les suites spectrales convergentes d'Atiyah-
Hirzebruch-Dold : E;'(O):H“(X;Qﬁ(pt))::>ﬂa(x) et E;’(l):H'(X;h'(pt))=;h'(x).

E* #(0) est une suite spectrale dégénérée (i.e. toutes ses différentielles
sont nulles, car elles sont a valeurs dans la torsion de H*(X; Qa(pt)) qui
est nulle). Donc, E**(0) = E;‘(O) = H‘(X;Z)Oﬂa(pt) qui est le gradué
associé 3 une filtration finie de QG(X) (X est un CW-complexe fini) est

Qa(pt)-libre et, par suite, QB(X) est Qﬁ(pt)-projectif.
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Alors, E;“(Z) = E;'(O)Ggs(pt)ff(pt), muni de drOI, est une suite Spectrale

dégénétée ; de plus, t induit un morphisme de suites spectrales
(Er:E;'(Z)——# E;‘(l)) qui, pour r = 2, est un isomorphisme ; donc, il em

est de méme de Ew:Eg"(O)OQG(pt)h‘(pt)-—¢ Eg"(l).

Soit F;(O) = ker ([ (X) —> Q{J(xp'l)) et FR(1) = ker(h"(X) — n*x* 1)) on

Xk est le k-iéme squelette de X. De la naturalité de t, on déduit que,
pour tout p, t induit un homomorphisme encore noté
E=F;(°)°n*(pc)h’(P“)"’ F;(l), et on a le diagramme commutatif de suitesg

exactes :

* —_— p,*
0—F¥ | (O)OQG(pt)h*(Pt) F;(O)OQG(pt)h*(pt)—-) E, (O)oQﬁ(pt)ha(pt)_",

t t teo
®* o * p
00— Fp+l(l) > Fp(l) > E*() __, o.

Pour p)dim(X), on a F#*#(0) = F;(l) = 0 ; donc, par récurrence décroissante

sur p, on en déduit que E:QB(X)OQG(pt)h'(pt)-—q H((X) est un isomorphisme.
_ _ . P _ . . .
(5.1.2) LEMME. - Tout CW-complexe fini X admet une QU(pt) résolution finte.

En effet, 1'existence de Qﬁ(pc)-résolutions de X se détuit, par
dualité de Spanier, de la structure du spectre MU. La condition de finitude

- o - [ 3
se déduit, par récurrence sur le squelette de X(QU(pt) est un anneau cohfreat

voir [l]).

Par la méthode classique de construction des suites spectralesg

([l] p. 33-34), on déduit de ces deux lemmes :
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(5.1.3) PROPOSITION. - Pour tout CW-complexe fini, on a une suite spectrale
convergente : TorQﬁ(pt)(Qﬁ(x), h*(pt))—s h*(X), dont le

"edge-homomorphisme" est : E:QG(X)OQ, h*(pt)— h*(X).
U

(pt)

De cette proposition, on déduit facilement le résultat suivant

de Conner et Smith :

(5.1.4) COROLLAIRE. - Pour un CW-complexe fint, il y a équivalence entre :
(1) H*(X;Z) est libre,
{2<) Q‘{’(X) est Qﬁ(pt)—projectif,
(iii)ﬂa(x) est Qa(pt)-libre.

(5.2) On cherche des conditions permettant d'affirmer que ?:Q%O h* (pt) -~ h*

Qﬁ(pt)

est un isomorphisme. Dans cette voie, on a le lemme suivant dont le principe

de démonstration est du i Conner et Smith [Q].

(5.2.1) LEME. - ST t: 2%, h*(pt)—> h*est surjectif, alors T est wn
U QU(pt)

18omorphisme.

En effet, d'aprés (5.1.2), pour tout CW-complexe fini, QG(X)
a une dimension homologique finie sur Qa(pt). On raisonne alors par récur-
rence sur cette dimension homologique notée simplement dimU(X). Pour
dimu(x) = 0, d'aprés (5.1.4), H*(X;Z) est libre, et, d'aprés (5.1.1), EX
est un isomorphisme. Supposons que, pour tout CW-complexe fini Y, vérifiant
dimU(Y)‘tl, EY soit un isomorphisme ; soit X un CW-complexe fini vérifiant
dimu(x) = n+l. D'aprés (5.1.2), il existe un CW-complexe fini A et
f:SPX-*AA tel que QG(A) soit Qﬁ(pt)—projectif et f:Qﬁ(A)-ﬂ»QJ(SPX) surjectif.
Soit Y le cone de f.
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On a la suite exacte :

o_.?ia(v)—» (ZB(A)—’QG(SPX)—-’ 0.

Donc, dimU(Y)‘ n et, par l'hypothése de récurrence, EY est un isomorphisme.

Alors, on a le diagramme commutatif de suites exactes :

1 {Q 911 (pt)h‘*(pt)—»fzu(».)oﬂl.;(p h® (pt)— (S X)8on (pryh* (PI—>0

t)
t, |2 t
Y A pr
v

t, ¢
h* (Y) > w'a) —— > w(sPy)
v
0]
I1 résulte facilement de ce diagramme que t est un isomorphisme et

il en est donc de méme de Ex. Le lemme est donc démSniré par récurrence.
(5.2.2) PROPOSITION. - Il y a équivalence entre les deux assertions
sutvantes :
(1) Pour tout CW-complexe fini X, EX est un isomorphisme,
(11) Pour tout CW-complexe fini X, il existe un CW-complexe fint a
et £:SPX—>A tels que H*(A;Z) soit libre et f*: h'(A)— h*(sPx)
surjectif.

En effet, (i) entraine (ii) d'aprés (5.2.1) et (5.1.2). D'autre

part, d'aprés (5.1.1), EA est surjectif, donc (ii) entraine que (t YEagh}
. - sPx A
est surjectif et, par suite, il en est de meme de t ; donc, d'apras

)
(5.2.1), (ii) entraine (i). S°X
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On donne un cas simple ot la condition (ii) est vérifiée :

(5.2.3) THEOREME. - On suppose que, pour tout CW-complexe X, h*(X) sott
de type fini et que h* goit défini par un epectre (B,) tel que,
pour tout n,
1) B soit un CW-complexe fint,
2) B*(B_3Z) soit libre.
Alors , E‘Q;Jo%(pt)h'(l)t)—vh’ est un igomorphisme.

En effet, pour un CW-complexe fini X, soit (xichl(x))i‘ I (I fini)

un systéme de générateurs de h*(X) et, pour tout i ¢ I, soit
o

£.:5 lg— B.,  un représentant de x.. Pour n = max (n./i €I), soit

1 0 pen, 1 t

f:SnX——'o V s B, = A l'application dont la i~iéme composante est
iel 1ty

o-n.

S "fi. Alors, d'aprés 2), H™(A;Z) est libre et, par construction,

1'application £* : h*(A)— h* (s"X) est surjective. Donc, la condition (ii)

de (5.2.2) est vérifiée et, par suite t : Q%0 ., .. h*(pt)—> h* est un
2 (pe)
isomorphisme.

EXEMPLES. - Dans [4] p. 113-114, Atiyah vérifie les conditions du théoréme
ci-dessus pour h* = KU* ce qui redonne une démonstration du théoréme de
Conner et Floyd. On a un résultat analogue pour h* = kU*(K-théorie

connective complexe) [6] + On donnera un nouvel exemple dans le paragraphe VI.
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VI. THEORIES COHOMOLOGIQUES MULTIPLICATIVEMENT SU-ORIENTABLES,

(6.1) On a défini dans [13] le cobordisme SU-orienté & coefficients damng
v, ol v est le générateur de {S7,S"} , et on a montré que la 2n-iéme
composante du spectre de cette théorie est MSU(n—l)»~CP2.
Comme dans IV, on montre que, pour une variété X, un élément de Q%U(X;“)
est représenté par un triplet (f,e,y) ol £f:Y-—=X est une application
propre différentiable, ¢ une structure complexe sur le fibré normal V¢ de
f, et y la classe d'homotopie d'une application de Y dans S2 = CPl telle
que ju(y) e [Y,CPF] - HZ(Y;Z) soit la premiére classe de Chern de (Vf-e)

(j:S“=CP— CP” étant 1'inclusion naturelle).

De méme, comme dans IV, on montre que l'on a une suite exacte
et scindée, naturelle en X :

0— 28, (Kiv)——» 2 (—2 2™ () —s0,

ol F est 1'oubli de la structure "sphérique”, y, et ol d et sa section ge
construisent formellement comme dans le cas du cobordisme orienté &

coefficients dans 22 (dans le corollaire (4.3.2), on doit remplacer Zdet(\,‘,)
par det(\)f)-fdetivf)).

Par contre, coume S2 n'est plus un H-espace, il n'y a pas de
structure multiplicative naturelle sur le cobordisme SU-orienté 3 coefficiemts
dans v.

Cerandant, d'aprés (2.6) de [13] , comme Qgg(so;\))zz, il existve
Z multiplications admissibles et, d'aprés (5.3) de [13] » toutes ces mml=
tiplications sont commutatives ; de plus, d'aprés (6.7) de [13] » il exigtre

des multiplications admissibles, commutatives et associatives.
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REMARQUE. - Dans [14] p. 262, Stong montre que, si P est la rétraction de

F correspondant 3 la section s de d, 1'application : (X, Y)Yy (F(x) a F(y))
définit une structure multiplicative, unitaire, associative et commutative
sur ggv(.;v). I1 montre de plus que cette multiplication est admissible.
Enfin, pour cette multiplication, on a qu(pt;\,)c Z[xi\i ¢ 2] , ot
deg(xi)"’Zi- Dans la suite, on munit le cobordisme SU-orienté 3 coefficients

dans v de cette structure multiplicative (mais on pourrait en prendre une

autre associative).

Pour tout neN et v, :Szn.l, cp® , V¢ :ﬁﬁ(CPn)—vﬁl‘J(Sznﬂ) est nul

(carﬁ" est U-orientable), par suite, F &tant injectif,

\p.‘ﬂ‘ (CP ,\,)_v,Q (S2n l,\)) est nul. Donc, d'aprés (1.2.2), le cobordisme
su-orxente a coefflcxents dans v est U-orientable. Par le méme procédé que
celui utilisé en (4.3), on a une U-orientation canonique pour cette théorie

d'ol une transformation naturelle multiplicative et unitaire :

T.0f » . .
t.QU(X)QQG(pt)QSU(pt,u)—v QSU(X, V).

De plus, on a :

(6.1.1) THEOREME. - &:08(X)8 :J(pt)Q;U(pt;vH 5y (X;v) est un {somorphisme.

En effet, pour tout CW-complexe fini X, Q’ (X) étant de type fini (d'aprés
(.1. 2)), il en est de méme de QSU(X,v) (car F est injectif) ; d'autre part,
g‘(cp ;2) et H*(MSU(n);Z) &tant libres, on peut appliquer le théoréme

(5.2.3) qui nous donne le résultat cherché.

(6.2) Soit h* une théorie cohomologique multiplicativement SU-orientée

par une transformation naturelle multiplicative et unitaire :

s Q‘SU_’ .
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. . 2 es .
Par tensorisation par CP”, s définit une transformation naturelle :

5,105 (X;V)—h* (X3) .

De plus, en reprenant la construction d'une multiplication admissible

faite dans la premiére partie, on voit que si ji et c définissent la mml-

tiplication admissible sur qu(.;v) définie ci~dessus, la multiplicatiom

admissible sur h*(.;V) définie par j; et s(c) est associative (et néceg-
sairement commutative) et que, s, est multiplicative et unitaire.

En particulier, le cobordisme SU-orienté a coefficients dans v étant U-orjeeté

on a :

(6.2.1) THEOREME. - Si h* est une théorie cohomologique multiplicativement
SU-orientable, la théorie associée d coeffictents dans v est
U-orientable pour une structure multiplicative correcte sur cette
théorie.

. . . . . 3
REMARQUES., = 1) Comme QSU(.;v) n'est pas multiplicativement injecté dang

ﬂ%, on ne peui pas donner une généralisation du passage de Q;U a Q% .

2) Le théoréme (6.2.]1)mmontre que, la KU-théorie é&tant

multiplicativement SU-orientée, la KU-théorie est U-orientable !.

3) I1 serait sans doute d'intérét d'étudier les théories
2
(.;V) et ng(.;v ).

25,
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