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CONTRIBUTION A L'ANALYSE HARMONIQUE SPHERIQUE 

par Michel MIZONY 

INTRODUCTION. 

On sait que l'utilisation des représentations unitaires des groupes 

localement compacts et d'algèbres formées à l'aide de ces représentations cons­

titue un puissant moyen d'investigation de ces groupes. Pour beaucoup d'entre 

eux, la description de ces représentations et algèbres fait intervenir des 

fonctions sphériques. L'étude qui suit concerne la généralisation de la trans­

formation de Fourier classique pour les groupes commutatifs au cas de groupes 

non commutatifs, au moyen des fonctions sphériques. 

Soient G un groupe localement compact, K un sous-groupe compact de G 

et x «a caractère (de dimension 1) de K, tels que l'algèbre Ll(G)X des fonctions 

intégrables sur G et de classe x soit commutative. En désignant par A(G) X le 

•ous-espace de l'algèbre de Fourier A(G), formé des fonctions de classe X , on 

•ontre que A(G) X = L 2(G) X« L 2(G) X. Pour obtenir ce résultat, on étudie la transfor­

mation de Fourier sphérique : si l'on désigne par Z l'ensemble des fonctions 

sphériques de classe x et de type positif et par C*(G) X l'adhérence de L !(G) X 

dans l'algèbre C*(G), on montre que la transformation de Fourier se prolonge en 
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un isomorphisme isométrique de C*(G)X sur l'algèbre 3c°(Z) des fonctions conti­

nues sur Z et nulles à l'infini. On voit, en même temps, que Z s'identifie au 

spectre de C*(G)\ donc à une partie du dual de G, et que la transformation de 

Fourier se prolonge en un isomorphisme isométrique de l'espace de Banach B(G)X 

formé des fonctions de classe ^ de l'algèbre de Fourier-Stieltjès B(G), sur 

l'espace M* (Z) des mesures bornées sur Z. En notant y la mesure de Plancherel— 

Godement sur Z, on montre que A(G)X s'identifie à L*(Z,y) par transformation 

de Fourier ; c'est ainsi que l'on obtient une formule d'inversion de Fourier, 

étendant celle que l'on connait dans le cas où G est commutatif ; ceci géné­

ralise un résultat connu selon lequel, pour un groupe de Lie G semi-simple, 

connexe et dont le centre est fini, la formule d'inversion de Fourier est 

2 

définie sur un espace partout dense de L (G)X . 

En particulier, lorsque ^ * 1, les espaces de Fourier que l'on vient 

d'introduire et que l'on note dans ce cas A(G)*' et B(G)^ , sont des algèbres 

pour le produit ordinaire des fonctions. Par transport de structure, l'espace 

M \ Z ) est ainsi une algèbre pour un produit, noté * et appelé produit de 

convolution, et L,\z,dy) est un idéal de M \ Z ) . En introduisant la notion de 

translations généralisées, on obtient des propriétés de ces algèbres, similaires 

à celles des algèbres de convolution d'un groupe commutatif. Puis, en intro­

duisant la notion de caractère de Z, dont la définition est inspirée de celle 

déjà donnée dans le cas d'un hypergoupe (Dunkl [3]), on obtient un théorème de 

dualité permettant d'identifier l'espace des doubles classes K\G/K à l'espace 

Z des caractères de Z. 
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A la fin de la première partie de ce travail, on étudie le support de 

la mesure de Plancherel-Godement, dont les propriétés sont liées à la notion 

d'amenabilité. Ainsi, on montre que, pour que le support de la mesure de 

Plancherel-Godement soit Z tout entier, il faut et il suffit que le groupe 

G soit amenable ; on obtient ainsi de nouveaux critères d'amenabilité..Certains 

résultats restent valables lorsque X est un caractère quelconque de dimension 

1 de K ; en fait ce paragraphe est rédigé dans ce cadre plus large. 

Dans la deuxième partie, en appliquant les résultats présentés dans 

la première, on complète les résultats connus sur la transformation de Fourier 

centrale sur les groupes G tels que le sous-groupe I(G) des automorphismes 

intérieurs soit relativement compact dans le groupe Aut(G) de tous les auto­

morphismes de G. Pour cela, on montre d'abord, en reprenant une idée de Mosak 

Mosak [15] , que l'analyse harmonique centrale sur de tels groupes est un cas 

particulier de l'analyse harmonique sphérique. Puis on étend les résultats 

ainsi obtenus à une classe plus large de groupes, ceux dont toutes les classes 

d'éléments conjugués sont relativement compactes dans G, et on donne une nouvelle 

démonstration du fait, établi par Leptin [12] que ces groupes sont amenables. 

Enfin, on a tenté d'expliciter les résultats précédents dans le cas 

du groupe des déplacements du plan. On montre en particulier, dans ce cas, que 

le produit de convolution de deux mesures de Dirac est en général une fonction 

integrable. 
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1• ANALYSE HARMONIQUE SPHERIQUE 

(1.1) Rappels et propriétés élémentaires. 

Dans ce qui suit, on désigne par G un groupe localement compact uniuo*-

dulaire, par K un sous-groupe compact de G et par x u n homomorphisme continu 

de K dans U (c'est-à-dire un caractère de dimension 1 de K) ; le groupe K*K 

opère à gauche dans G par ((k,k') ,x)i—» kxk' l. 

(1.1.1) On désigne par dx une mesure de Haar sur G, par dk la mesure de Haar 

normalisée de K et par e la mesure sur G, image de la mesure xOO dk sur K 
A 

par l'injection canonique. Le support de e est K et on a e * e « e e t 

X X X x 
e • e- . 
X X 
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(1.1.2) Soit M(G) l'espace des mesures complexes sur G. Si yeM(G); on note 

y* la mesure e ^ M ^ . Soit f une fonction localement integrable dans G 

(pour la mesure de Haar), identifiée à la mesure fdx ; alors fX e.t la fonction 

e « f • e et on a 
X X 

f X ( X ) = f ( k j d t , ) X ^ r > d k dk'. ?our presque tout x,G. 

Lorsque X est le caractère trivial X = 1 on notera la mesure 

y X et f1! la fonction f X. 

(1.1.3) D'après (1.1.1), y ~ u X e g t u n p r o j e c t e u r d e M ( G ) e t Q n m 

(1.1.4) Soit E l'un des espaces complexes %(G) (espace des fonctions complexes 

continues et à support compact définies sur G), 3£œ(G) (espace des fonctions 

co«plexes continues et nulles à 1'infini dans G), g(G) (espace des fonctions 

co-plexes continues) ou L P(G) (1 « p < w ) . a l o r s E X C E e t f „ f X „ t a £ n s i u n 

projecteur de E. 

E* est l'ensemble des fcE telles que f(kxk') - X(k)f(x) X(k') pour tout 

k. k'«K et presque tout x cG. (i. e. i e s fcE multiplicatives pour l'action de 

K, K dans G, avec (k,k') ~ ^kk'" 1) pour multiplicateur). 

(1.1.5) Soit E l'un des espaces de Banach *,~(G) ou LP(G) ; pour les normes 

u.uelles f » f X est un projecteur de norme l s'il n'est pas nul. 
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Y 2 
De plus, f n f A est un projecteur orthogonal de L (G). 

(1.1.6) Soient p,q des exposants conjugués, f cl/(G) (resp. f cL (G)) et 

g€L q(G) (resp. g c L* (G)) ; on a alors f X * g X = ( f X « g ) X = (f » g X ) X . En 

particulier 3£ (G) X et L*(G) X sont des algèbres de convolution (involutives 

pour f « f ) . De même, on a L 2 ( G ) X # L 2 ( G ) X c3£°°(G)X. 

(1.1.7) Soient C*(G)lalgèbre stellaire enveloppante de L J(G) et C*(G) X 

l'adhérence dans C*(G) de lJ(G) X ; c'est une algèbre stellaire pour la norme 

induite par C #(G). 

(1.1.8) Soit TT une représentation de G dans un espace hilbertien H, soient 

Ç,r|€H et u la fonction : x ̂  < TT (x)Ç|n >. Pour tout x e G on a 

u X(x) « / X?k) < ir(kxk')Ç|Ti > ^{k7) dk dk' = <TT(x) iT(e-)Ç|7:(e-)n>. 
K*K x x 

(1.1.9) Soit P(G) l'ensemble des fonctions continues de type positif sur G. 

Ibur f 6 3G(G) on a (f * f ) x « e * f 4» f * e - (e r f ) . ( e " V f ) ce qui montre 
A A A A 

que P(G) XcP(G) (inclusion que l'on obtient directement par (1.1.8)), 

Soit B(G) le sous-espace vectoriel de € (G) engendré par P(G) ; on a doac 

B(G) XCB(G). 

B(G) est aussi l'ensemble des fonctions u définies dans (1.1.8). 
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Soit ucB(G) ; il existe une représentation unitaire ïï de G dans un 

espace hilbertien et h, h 1 € tels que u(x) « (7r(x).h|h') ; on pose 

||u|| " inf(|h||hf|) , où inf est étendu à l'ensemble des TT telles que 

» (ir(x)h|h') . u ||u|| est une norme sur B(G) ; et il existe une 

représentation ir et h,h1 € vérifiant la condition ci-dessus et telle que 

||u|| • |k||h!| • P o u r cette norme et pour le produit ordinaire des fonctions, 

B(G) est une algèbre de Banach commutative et unifère. De plus, B(G) s'iden­

tifie» en tant qu'espace de Banach, au dual de C*(G). 

D'après (1.1.2), on a | |u X| | ̂  | |u| | • Donc u **u* est un projecteur 

continu de B(G) ; B(G) X est un sous-espace vectoriel fermé de B(G). 

(1.1.10). PROPOSITION. - (i) Le dual de l'espace de Banach C*(G) X est 

l9espace de Banach B(G) X. 

1 v 

(ii) Le dual de l'espace de Banach L (G) A (muni 

de la norme induite par L J(G)) est l'espace de Banach L°°(G)X (muni de 

00 

la norme induite par L (G) ). 

La démonstration repose sur le lemme suivant. 

jjrjflffi. - Soit E un espace norme et ? un projecteur non nul de E tel que 

| | P | | 4 1. Alors le transposé *"P de P est un projecteur de l'espace de 

Banach E' dual de E, et ^P (E ' ) s'identifie isomêtriquement à l'espace 

de Banach P(E)' dual de P(E). 
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PREUVE. - Puisque P n'est pas nul, on a | |P| | • I. L'application transposée 

t 2 t 2 t t 
de P est un projecteur car ( P) « (P ) - P. D'autre part, on a Ker P - C P Œ ) ) * 

(cf. N. Bourbaki, chap. IV, § 4, n°l). Et d1après le même ouvrage (chap. IV t 

§ 5, prop. 10, N. Bourbaki, Espaces vectoriels topologiques), E'/(P(Ep))"i 

s'identifie à P(E)' . Or E V P ( E ) 1 « E'/Ker*? s'identifie à ^(E') puisque H 

est un projecteur de norme 1. En effet, soit Q la bijection de E'/Ker^P sur 

tP(E f) déduite de *T par passage au quotient. On a ||Q|| < l l ^ l l » donc 

||Q(x)|| ^ ||x|| pour tout xcE'/Kerh». D'autre part, si i « x + K e ^ P , on 

sait que | |x| | » inf | |x+z| | . En faisant z = ^(xj-x, on trouve 
CP(z)=o 

||x|| ̂  | | fcPCac> | | , c'est-à-dire | |x| | ̂  ||Q(x)|| ; ainsi Q est une isomëtrie* 

Pour montrer la première partie de la proposition, considérons L*(G) 

muni de la norme induite par celle de C*(G). Appliquons le lerame en prenant 

y 
Pour projecteur P : f H f ; alors le résultat est obtenu si l'on montre que 

t . y 
P est le projecteur f f A dans B(G), pour la dualité définie pour tout 

feL'(G) et tout u€B(G) par 

*u,f> = Ç f(x *)u(x)dx. 
G 

Or,pour u cB(G) et f cL*(G), on a <uX,f >- <u,f X> . Ainsi (i) est démontré. 

On démontre de même (ii) en utilisant la dualité entre L (G) et L (G) 

00 1 M - J 
définie pour u c L (G) et feL (G) par«u,f> - J f(x )u(x)dx et en remarquant 

G 
oo J Y Y 

que, pour u c L (G) et f € L (G), on a <uA,f>« <u,f A>. 
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(1.1.11) Soit A(G) l'algèbre de Fourier de G. A(G) est l'adhérence du sous-

espace engendré par 36(G)* 3C(G) dans l'algèbre normée B(G). C'est un idéal 
2 

de B(G) et A(G) n L (G) est partout dense dans A(G) qui est égal à L 2(G)»L 2(G). 

Il en résulte que A(G) X est un sous-espace vectoriel de A(G) contenant 

L 2 ( G ) X * L 2(G) X. 

(1.1.12) PROPOSITION. - L 2 ( G ) X , L

2 ( G ) X est partout dense dw.s A(G) X. 

2 
A(G)fi L (G) est dense dans A(G) ; par suite, A(G) XnL 2(G) est dense 

dans A(G) X. Soit f€A(G) Xn L 2(G) ; on a f = g * h où g, h€L 2(G). Soit 

( O i ) i 4 l

 u n e approximation de l'unité dans % ( G ) . Dans L 2(G), on a lim 
I 

< U i» g) = g- Comme | | u.. g.h - g,h|| $ ||u.* g - g| l 2 l |h| | 2, on a 

lim ( u i # g # h ) - f dans A(G) . Donc f - f
X=lim(u.. g* h ) X = lim u X * ( g « h ) X . 

I I 1 I 1 

On a ainsi montré que f est adhérent à % ( G ) X * L 2 ( G ) X donc à L 2 ( G ) X * L 2(G) X. 

Donc L 2(G) X« L 2 ( G ) X est dense dans A(G)Xfi L 2(G) et, par suite, dans A(G) X. 

REMARQUE- - En fait, on montrera l'égalité L 2 ( G ) X * L 2 ( G ) x = A(G) X . Lorsque 

l'algèbre de convolution L 1 ( G ) X est commutative. 

(1.2) Fonctions sphériques. 

On conserve les hypothèses et notations de (1.1). On suppose en outre, 

que l'algèbre de convolution U ( G ) x (ou, ce qui revient au même , L 1(G) X) est 

commutative. 
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(1.2.1) On dit qu'une fonction non nulle <f> e £(G) X est sphérique (relativement i 

à x) si l'on a, pour tous x, ycG, 

(1) <Mx) <Ky) - / № k H y ) dk. 
K 

Tout caractère non nul de l'algèbre L (G) A est de la forme 

f J f(x) 4>(x ') dx, où <J) est une fonction sphérique bornée. 
G 

(1.2.2) Soit Z = Z(G,K,x) l'ensemble des fonctions sphériques (relativement 

à x ) de type positif. Z est l'ensemble des fonctions non nules de P(G)^ 

vérifiant l'équation (1) de (1.2.1). Z est encore l'ensemble des points extrê-

maux non nuls du cone des fonctions de type positif de la boule unité de B(G)** 

Z est également l'ensemble des fonctions de type positif dont la repré­

sentation continue unitaire associée est irréductible et dont la restriction 

de cette représentation à K contient au moins une fois la représentation • 

(en fait, cette représentation restreinte à K contient x exactement une fois) 

De plus, la correspondance entre Z et ces classes de représentations est 

bijective. 

(1.2.3) EXEMPLES. - a) Soit G un groupe localement compact, produit semi-

direct d'un sous-groupe distingué et commutatif N de G par un sous-groupe 

compact K de G. Alors pour tout caractère x de K, D£(G)^ est commutative et 

i {0} (cf. [26], t.l, 6.1.1.6 et 4.5.2.1). 
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b) Soit G un groupe de Lie connexe, semi-simple et dont le centre est 

fini* et soit K un sous-groupe compact maximal de G ; pour tout caractère 

x de K, & ( G ) X est commutative et * {o} (cf. [26], t.l, 6.1.1.6 et 4.5.1.11). 

c) Soit G un groupe localement compact tel que l'ensemble I(G) des 

automorphismes intérieurs de G soit relativement compact dans le groupe 

Aut(G) des automorphismes de G, muni de la topologie usuelle. Soit I = T ( G ) , 

»oit G* • G * I le produit semi-direct de G par I défini par 

(x,a)(y,B) « (xa(y),aB), pour (x,a),(y,3)C G ) . I est un sous-groupe compact de 

G' et L'(G) 1* est commutative. Nous reviendrons sur cet exemple. 

d) Soit Çl un corps p-adique localement compact et tel que le corps 

résiduel soit de caractéristique impaire ; soit U l'anneau des entiers de fi. 

Soit G - GL(2,Q) et K = GL(2,U) ; K est un sous-groupe compact maximal de G 

et pour tout caractère de K, L ] ( G ) X est commutative. ([l9]). Pour d'autres 

exemples, voir [24] et [2l] . 

(1.2.4) Soit f e L ' ( G ) X et * e Z ; soit f(4>) = / f(x)4>(x"I)dx. On obtient 
G 

une fonction complexe f définie sur Z, appelée la transformée de Fourier, de 

f et on a f *g «= f g pour f , gtfL ( G ) X et f = f pour f c-L ,(G) X. 

(1.2.5) Munissons Z de la topologie de la convergence compacte sur G ; Z 

e»t un espace localement compact et cette topologie coïncide avec la topologie 

induite par a(L°°(G), L'(G)) sur L°°(G) . 
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Pour tout f É L ^ G ) * on a f €%°°(Z) ; et L ^ G ) ^ est partout dense dans 

%°°(Z) muni de la topologie de la convergence uniforme sur Z. On a le 

théorème suivant (théorème de Plancherel) (voir [6*] pour la démonstration)* 

(1.2.6) PROPOSITION - II existe une unique mesure dy sur Z telle que la transfer* 

motion de Fourier de 0£(G) A dans % (Z) se prolonge en un isomorphisms 

isométrique de L 2 ( G ) X sur L2(Z,dy) tel que pour tout f,geL 2(G)* 

/ f(x) £ÔÔ dx « / f(<j>) g(<t>) dy(<(>) . 
G Z 

De pluSj pour toute fonction i combinaison linéaire de fonctions de 

P(G) X0 L ](G), on a f €L ](Z,dy) et f(x) = f f(cf>)<j>(x) dy(4>) pour tout 

x eG. 

(1.2.7) Soit (Z) l'espace des mesures bornées sur Z, c'est-à-dire l'espace 

oo 2 

de Banach dual topologique de % (Z). L (Z,dy) est un sous-espace fermé de 

M ](Z). 

Soit 6 : M^Z) #(G) l'application v -*0(v) , où 6<v) (x) = J* <t>(x)dv(^ 

Z 

Pour tout V€M J(Z); 0(v) e £(G) X. L'application 0 est la transposée de 

la transformation de Fourier considérée comme application de L^(G) X dans 

Dt°°(Z). En effet, pour tout f é L , ( G ) X , on a J f(x)0(v)(x~1)dx= / f(<j>)d (*). 

G Z v 

Comme la transformation de Fouritr est continue et à image dense, sa transposée 

6 est faiblement continue et injective. 
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Pour tout cf>CZ, on a 6(<$̂ ) = <f> où 6̂  est la mesure de Dirac au point 

Donc 6 envoie bijectivement les points extrémaux du convexe formé des mesures 

positives de la boule unité de M 1 ( Z ) sur les points extrémaux du convexe des 

fonctions de type positif de la boule unité de B(G) X, d'après (1.2.2). Comme 

ces deux convexes sont faiblements compacts, on déduit du théorème de Krein-

Milman qu'ils sont homéomorphes par 6 ; il en résulte que e est surjective 

car B ( G ) X est engendré algébriquement par P(G) X. 

(1.2.8) PROPOSITION. - (i) La transformation de Fourrer se prolonge en un 

isomorphisme isométrique de l'algèbre stellaire C *(G) X sur wT(Z). 

(ii) e est un isomorphisme isométrique de l'espace 

de Banach M*(Z) sur l'espace de Banach B(G) X. 

Soit f € L 1 ( G ) X et \ \f\\4 sa norme dans C*(G) ; on a 

|If||,-sup{|<u,f>|/ u* B(G) X et ||u|| $ 1 } £ sup{|<<M>|/ 4>€Z} - ||f|| . 

La transformation de Fourier se prolonge donc en un morphisme dfalgèbres 

«tellaires de C (G) dans # (Z). Ce morphisme est à image dense donc surjectif 

et l'application transposée 6 étant une bijection, il est injectif ; c'est 

donc une isométrie (Dixmier 1.8.3). Par suite 6 est une isométrie. 

On obtient ainsi : 

(1.2.9) COROLLAIRE. - L'espace topologique Z s'identifie au spectre de 

C * ( G ) X . 
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Il suffit pour cela de remarquer que la transformation de Fourier entre 

C*(G) X et k°°(Z) est la transformation de Gelfand, car le spectre de C*(G)* 

s'identifie au spectre de «K (Z), qui est l'ensemble des mesures de Dirac en 

chaque Z. 

REMARQUE. - Soit ô le dual de G, alors Z est une partie de G et, d'après 

[ 2 ] , 13 . 5 . 2 , 2 . 7 . 5 , et 3 .4.11, la topologie sur Z est celle induite par 

celle de G. 

(1.2.10) PROPOSITION. - (i) La transformation de Fourier de ft (G) X * 3f(G) x 

dans 'k (Z) se prolonge en un isomorphisme isométrique de A(G) X sur 

L*(Z,dii), qui coïncide avec 6 ^. 

(ii) on a A(G) X = L 2(G) X« L 2 ( G ) X et pour tout f e A(G)X 

on a ||f|| « inf{!|g||2||h||2/f = g* h ; g, h€L
2(G) x} ; de plus, la 

borne inférieure est atteinte. 

2 y * A 1 * * 
LEMME. - Peur tout g, h€L (G) , on a g héL (Z,dy) et g * h » 6(g h ) . 

Soit g et h € L 2 ( G ) X ; d'après (1 . 2 . 6 ) , g et h€L 2(Z,dy) donc g h c L ' c z ^ 

Soit g n (resp. h n) , gnclC(G) (resp. h R € lC(G)) telle que lim g n » g dans 

L 2 ( G ) X (resp. lim h R - h dans L
2(G) X). g R# h R € A(G)

XAL 1 (G) ; donc 

g n * h (x) - f g 4 h (<J>) (J)(x) dy(<J)) d'après (1 .2.6), » / g (<(>) hn(<t>)<J>(x)dx 
Z z 

d'après (1 . 2.4), pour tout x£G. 
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Or g^* converge uniformément vers g4 h ; donc 

g* h(x) « lim / gn(<f>)hn(ct>)<t>(x)dy((})) * / g(<fr)h(4>)<J>(x)dy(<|>) car g h 
n Z Z n n 

A * 1 

converge vers g h dans L (Z,dy), d'après l'inégalité de Holder. 

Ainsi g* h » 6(g h) et le lemme est démontré. 

(i) Soit g et he3((G) X , posons f = g < h ; on a f = g h d'après (1 .2.4) , 

donc fCL^Z.dy) et f = 6(f) d'après le lemme ; ainsi f = 6 _ 1(f) et \\f\ \ = ||f||,. 

Par suite, la transformation de Fourier se prolonge en une isométrie de 

l'adhérence dans B(G) X de lC(G)X *UC(G)X sur une partie de L^Z.d»»). Or d'après 

(1.1.12) l'adhérence dans B(G) X de % (G) X„^(G) X est A(G) X. D'autre part, soit 

1 2 
o C L (Z.du) ; soient v et w € L (Z,dy) tels u = vw et soit f=g*h € L 2(G) X,L 2(G) X 

ou g • v et h = w, Alors d'après le lemme f = 8(u). Avec les notations du lemme, 

l'image de f par le prolongement de la transformation de Fourier est égale à 

lia gj,* \ " l i m Ê n \ = gh = u. Ainsi ce prolongement est surjectif et coïncide 
n _j n 
avec 6 

Pour tout ueB( G ) X , nous noterons u la fonction 6 - 1(u). 

(ii) Nous avons vu dans (i) que pour tout u€ L !(Z,dy), 0(u) €L 2(G) X# L 2 ( G ) X 

donc A(G) X » L 2(G) X« L 2(G) X. Comme, pour tout f € A ( G )
X , on a 

||f|| %< inf{||g||2||h||2 / f - g i h e t g, h£L 2(G) X> , il ne reste plus qu'à 

•outrer l'inégalité en sens inverse. 

Soit f € A ( G ) X , feL'(Z,dy); alors f - uv f où u(<J>) = /| f («j>) | et 

" vîîWl P ° u r t o u t * t e l q u e * (* } * 0 e t u ( * } = v ( < f ) = 0 d i l l e u r s -
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Or u.vc L2(Z,dy) et on a | |u| | 2 « | |f | | j / 2 et | |v| | 2 = | | f | | | / 2 .Soient 

g et h tels que g - u et h = v, on a g e L 2 ( G ) \ h ç L 2 ( G ) ^ et f = g# h. A l o r s 
l l f l l , - l l g | l 2 M h | | 2 - | | f | | î donc | | f | | « inf{||g||2||h|!2| gf = g . h et 

g, h e L (G)*} et la borne inférieure est atteinte. 

(1.2.11) COROLLAIRE. ) (formule d'inversion de Fourier). - Soit I X(G) = A C O ^ V l L 1 ^ 
i) I X(G) est partout dense dans № (Z). 

ii) Pour tout f €l X(G)j on a = \ f(x)<J>(x) dx pour tout é c Z . 

et f(x) * J Ç (x) f(Ç) dy(Ç) pour tout x c G. 
Z 

1 V 

En effet, soit v e M (Z) telle que, pour tout u € I A(G) , on ait 

f u(<(>) dv(<t>) 86 o ; c'est-à-dire <u,v> = o, ou encore <u,6(v)> = o d'après 
z i 

I Y 0 0 Y 

(1.2.8). Ainsi dans la dualité entre L (G) A et L (G) A , nous avons <u,6(v)> m0 

pour tout u € I X(G) ; or A(G) XAL ](G) est dense dans L 1 (G) X , car A(G)r\L 1(G) 

est dense dans L*(G) pour la norme || [|j ; ainsi, v = o ; donc I X(G) est 

partout dense dans Of (Z). 

(ii) est une conséquence directe de (1.2.10). Ce corollaire complète le 

théorème de Plancherel (1.2.6). 

REMARQUE . - Lorsque G est un groupe de Lie connexe semi-simple et de centre 

fini, Harish-Chandra puis Helgason [9] et Gangolli [5] ont montré la validité 

de cette formule d1inversion pour un sous-espace partout dense dans L^(G)^ j 
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c'est le sous-espace noté I C ( G ) des fonctions indéfiniment dérivafoles de9<:(G) K 

Or, d'après [4] 3.26, I c(G)CA(G)
S ; donc I C ( G ) c I*KG) . Ainsi, ce corollaire 

généralise ce résultat en donnant une réponse positive au problême posé par 

Harish-Chandra (existe-t-il un sous-espace partout dense dans L 2 ( G ) ^ tel 

que l'on ait sur cet espace une formule d'inversion de Fourier ?) même 

lorsque G n'est pas un groupe de Lie connexe, semi-simple et dont le centre 

est fini. 

(1.3) Les algèbres de convolution M*(Z) et L ](Z,dy). 

On conserve les notations et les hypothèses de (1.2). 

(1.3.1) Soit O É P ( G ) tel que | \a\| = a(e) = 1. Soit le produit défini dans B(G) 

par (f,g) ~ f £ S = fsa ; on a ||f £ g| | .< ||f|| ||g||. Ainsi B(G) est une 

algèbre de Banach pour ce produit que nous noterons B Q ( G ) ; cette algèbre B C ( G ) 

est isomorphe à B(G) si a est inversible dans B(G). A(G) est un idéal fermé 

de B Q ( G ) que nous noterons A a(G). 

(1.3.2) Soit G € P ( G ) X tel que a(e) = 1. L'espace B ( G ) X est une sous-algèbre de 

B 0(G) et A ( G ) X un idéal de B ( G ) X ; nous noterons B Q ( G )
X et A 0 ( G ) X ces algèbres 

de Banach. B O < G ) est unitaire et a pour unité 1/a si o est inversible dans B ( G ) . 
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EXEMPLE. - Soit x u n caractère de K qui se prolonge en un caractère x© de G, 

nous prendrons a » x<> ; en particulier, si x = '> nous prendrons a = 1 et 

nous noterons B(G)* et A(G)* les algebres B a ( G )
X et A Q ( G )

X . 

(1.3.3) DEFINITION. - On appellera produit de convolution sur M 1(Z) l'image 

par la transformation de Fourier du produit de B^(G) X . 

Ce produit est parfaitement défini d'après (1.2.8). 

REMARQUE. - Muni de ce produit, M 1(Z) est une algèbre de Banach commutative 

y 1 I 

isomorphe et isométrique à B^(G) A et L (Z,dy) est un idéal fermé de M (Z) * 

M*(Z) est unitaire si O est inversible dans B(G) ce que nous supposerons toujours 

dans la suite. 

NOTATIONS. - Soient v,v'f M ' ( Z ) ; nous noterons v * v' le produit de convolutio* 

de v par v'. Par définition v * v' « 1^x06^^*75" = e~*(e(v) * 0(v')). 

(1.3.4) Soit <J>cZ ; soit R0(<J>) : M
1(Z)-^M 1(Z) l'application \nRQ(<t) [v] « e * 1 ( e (vK* 

et soit D0(<J>) : M
1 (Z) -» M 1 (Z) l'application v+Da(<t>) [v] = e""1 (e(v)c<fr) * 6^#v (p*r 

définition du produit de convolution). 
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Da(<|>) et Ra(<j>) sont des opérateurs linéaires. Ils sont bornés par 1 car 

I I M W M H - M e ( v ) ^ l | V S < | | e(v)|| v - ||v|| et de même 
B(G) X B(G) X 

| |D0(<(i)[v] H < ||v|| . Ces opérateurs laissent stable L^Z.du). 

Pour fcL !(Z,du), on pose R0(<)>) [ f ] = R a (<i>)[f du] . Si f = Û avec 

u « A ( G ) X m ' i G ) , on a : 

R a ( < J > ) [ f]W - [ u(x)a(x",)(f)(x"
!)^(x",)dx-'iaiojO- 6 A »6,(0-

On a de même D (<J>)[f] = £ *f M ) . 

L (Z) est le dual de L (Z,dy) ; pour tout 4>eZ, soient u((J>) le transposé 

de D a(«) et v(<j>) le transposé de R (<J>). Les opérateurs u(tf)) et v($) sont 

00 
bornés par 1 sur L ;Z). 

LQtff i 1. - Soi* f € A ( G ) X n L ' ( G ) et g C A ( G )
X . /.Zore e _ 1(f«g) = e ~ ' ( f ) e " ' ( g ) . 

Ce lemme est immédiat par le calcul. 

Montrons que sur L°°(Z) r\ L 1 (Z, dp) les opérateurs u(<|>) et R (<t>) sont égaux. 

Soit f € L " ( Z ) A L (Z.dv). On a R 0 ( é ) f f ] = e " 1 ( e ( f )a<b), donc <R (<fr) [ f ] ,g> = 

A pour tout g cl'(Z). D'autre part, on a 
Z 
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<u(<î>)[ f ] ,g> « <£,D (*)[g]> pour tout g c L ! ( Z ) , donc <u(ó) [ f ] , g > « 

f f0 | / ) e" , (e (g)a({)) ( i j i )dy( i | ; ) « B. 
Z 

Pour montrer que A • B , i l s u f f i t de montrer l ' é g a l i t é des i n t é g r a l e s Opctf 

tout gt£^TG)^A^^Gy^, qui e s t p a r t o u t dense dans L ^ Z ) . Soit g = v £ L 1 (G)X/.À(G)*; 

on a D-(40 [g] 010 • va$(<i0 , donc B = f f 0¡0wü$OJOdy (i|0 . 
J Z 

D ' a u t r e p a r t A = / 0~* (0(f )o*) 010 gOjOdyOJO = / e " 1 (0(f ) c $ ) OJOwOJOdy(40 
Z Z 

donc d ' a p r è s l e lemme A « J© 1 (0(f )0<J? a w)(\p)dy(\|0* Ainsi par d é f i n i t i o n de 

Z 

0 e t en u t i l i s a n t l e f a i t que 0(f)a<î> * wc A ( G ) X # L 1 ( G ) X C A(G)* , on a 

A « (0 ( f )o$ # w) (e ) « (0(f) « wü<f0(e) - / 0 H ( 0 ( f ) * va<J>(i|0dy0jO ; a i n s i 
Z 

A « J £«i)wO0«/) « B. 
Z 

J oo v 

Sur L (Z) n L (Z) , l ' o p é r a t e u r u($) c o ï n c i d e donc avec R ($) , de même 

v(<Ji) coïncide avec D 0 (<t¡). Nous noterons donc u(<};) par (d>) et v(<{>) par D 

Nous avons ainsi la propriété suivante : pour tout f e L ' ( Z , d u ) et tout 

gCL°(Z) , on a <Ra(<(>)[g],f> - <g,D 0 (*)[£]> et <D0(<»[g]ff> = <g,Ra<<&)[f]>. 

REMARQUE I. - Si g € tf"(Z) alors Ra(<J>) [g] 0I>) - ^*fi^(g) et Da(<j>) [g] ty) -

($>gg)W>. car A(G) X/^L ,(G) est dense dans ^ ¿ " ( Z ) . 
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REMARQUE 2. - Si X = 1 et Z est un groupe pour la multiplication ordinaire 

des fonctions, alors D(<j>) [f] (<;,) = f(f\) et R(<fr) [f] ty) = f ( # ) pour tout 

f £#°°( z) et pour tout <J>,i(j€Z. 

LEMME 2. - Pour tout g £ ̂ °°(Z) , Z 'application (cf),^) 6 > 5 (g) e s t continue 

8UT ZtZ. 

Si g e M c T O ^ c T , alors $ # 6 (g) = J u ^ o C x ' 1 ^Cx" 1 ̂ ( x' 1 )dx 

o û u est tel que u = g. Si (4 , ,^ ) converge vers pour la topologie de 

la convergence compacte alors il en est de même pour ^ qui converge vers <>ôy. 

car U t i l . * 1 et 11*11^1 ; donc 6^« Ô^(g) converge vers 6̂  * 6̂  ig) . 

Si g fe X (Z) , alors il existe une suite g R dans A ( C ) X

a L
1(G), telle que 

li- llg^- g I L - 0 . On a . « ^ ( 8 ) - 5 ^ - 6^ ( g n)| N<||g- g n|| œ , d o n c l a 

fonction » 6 $ * 6^(g) e s t limite uniforme ée la suite de fonctions 

continues h- 6̂  # 6 4 )(g n). 

Ce lemme est ainsi établi et nous pouvons alors démontrer la proposition 

suivante. 

(1.3.5) PROPOSITION. - (i) Pour tout v,v>eM](Z) et tout f e «°°(Z), on a 

V o V ' ( f ) " / / R W W W d v ^ d v ' W - / / 6 . « ô , < f ) d v ( $ ) d v ' ( i » 
ù L» 2 Z 
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(ii) Pour tout f, f l€L 1(Z,dy) et presque tout $€Z, on a 

f § f f ( « - / D 0 0 » [ f ] ( 4 > ) f fOMduOW - / 6̂  g fOjOf'OlOduOj,) . 
z z 

(i) Soient v , v ' t M ' ( Z ) et soit f = û , avec u t # ( G ) x ; d ' a p r è s (1.2.8) on a 

v * v ' ( f ) - / f(<|>)dv * dv'(<fr) - / u ( x ) e ( v ) ( x " , ) e ( v ' ) ( x " 1 ) a ( x " , ) d x 
Z G 

- / / f u ( x)<T . ( x " 1 ) d v ( < J > ) i K x " 1 ) d v , ( ^ ) a ( x"W = 
G Z Z 

" f / J u ( x ) ô ô ô * ô ô ^ ( x " ' ) d x dv(<J>) dv'Oj») = J * / R 0 ( * ) [ f ] ( ^ ) d v ( * ) d v

, ( < l ) . 

Z Z G Z Z 

Or, comme 

l M * ) [ f ] 0 M | S | | f | | œ d'après ( 1 . 3 . 4 ) , 

f / / R (*) [f] W>)dv(<t>)dv'(ij/) existe et est continue sur ̂ ( Z ) . Conane 
Z Z 

)C (G)* est partout dense dans 1t°°(Z), (i) est démontré. 

(ii) En particulier, soient V C M ' u ) et feL^Zjdy) ; alors v £ f€ L 1 ( Z , d y ) t 

1 1 00 
car L (Z,dy) est un idéal de M (Z) et donc, pour tout g€% (Z), on a 

/ gO!Ov« fOîOdpGj;) * v * f ( g ) = / / Ra(<|>)[g]ty) f ( i | ; )dy(i | , )dv(*) d'après Ù 
Z Z Z 

Or, d'après (1.3.4), on a / Ra(<fr) [g] G|») f (4»)dyty) = / g G j O D ^ ) [ f ] ty)du(*). 

z z 

On a ainsi : 
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V * £(g) " / / z g W D

a ( * ) [ f ] W d V ( l l ' ) d v W ) = J g ( « ( J D a (<fr) [ f ] ( t | ; )dv(*) ) 

(ip)dv((})) pour presque tout ty€Z. 
Z 

En particulier, pour v » f cl^CZ.dp), on obtient (ii). 

COEOLLAIRE. 1. - Soit X = 1 ; supposons que Z soit un groupe pour la multi­

plication ordinaire des fonctions. Z est un groupe localement compact. 

De plus : 

(i) La mesure de Planchere l est une mesure de Haar • 

(ii) Le produit de convolution dans M 1 (Z) est le -produit de convolution 

ordinaire. 

(i) pour tout 4>eZ et pour tout x e G !<J>(x)| - 1 car I * " 1 (x)$(x) I - 1 

et | * 0 0 L 1 et |<j> ^ x ) ! ^ i. Soit u e K(Z), u - £ avec f &A(C) X; donc, 

poor toutl|>CZ, / u(iW>)dy(<|>) = £(e)if(e") = f(e) = / u (d> ) dy (<fc ). (ii) est 
Z Z 

évident. 

COROLLAIRE 2. - Soit x = 1 et supposons que G est compact : pour tout <j> et 

n(<J>,Ç,ii)dr 

f € Z, on a t(x)t(x) = Z — - — k Ç ( x ) > ^ d e 8 t r a dimension 

K € z a4>
 a t S 

de la représentation i r ç associée d Ç et n(<J>,Ç,t> est Za multiplicité 

de la représentation ^ dans TT ^ ; la sowrce est finie et 

2 * = 1. Donc ô\ » 6. = Z k A 
F € Z J d * t A , d. d. Ô Ç * 

Ce résultat est immédiat à partir des relations d'orthogonalité dans L 2(G . 
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(1.3.7) PROPOSITION. - (i) Pour tout <f) € Z et pour tout t f-L^Z.du). 

J R a ( * ) [ f l(*)dP ( 4 0 - f fOJOdUOP) - J D (*) [ f ] ( « d y ( i « . 
Z Z Z 

Ttij Supposons que X se prolonge en un caractère unitaire x 0 £fe G 

alors <f> ̂  <J>*- X 24> est une involution sur Z telle que 

J f(4>)dU(<t>) - J f(*)dV(<fr) pour tout f ôL !(Z,dy). 
Z Z 

(i) Soit f - G £ S f ( G 0 ^ S ^ ( G ) X alors 

/ R c ( * ) [ û ] ( * ) d y ( * ) « / uO*(iMdU(*) = Jâ$(e) - u(e) - / f (i/>)dy(iJ0 pour 
Z Z z 

****̂ (̂ Ss*** y 1 

tout Z. Comme ît(G) * 3( (G) est partout dense dans L (Z,dy) et que 

"a(<t>) est un opérateur continu de L^(Z,dy) , on obtient ainsi (i). 

(ii) Soit £ - u CÎt(G) X* JC(G) X ; alors f«fi - 5 ( X

2 « 

- / ^U)XmM
2Hx)às - uxt(*) , car ux&

2<= # ( G ) X , 3C (G) X . Donc 
G 

/ f(<t5dy(*) - / ux 2

ô (40 dy (* ) - / ux^(<fr)dy(<fr) = û X

2(e) = u(e) 
Z Z Z * 

f 2 
* Z f ^ ^ ( ^ • 0 r l'application f 6(f) X est un opérateur continu de 

l J(Z , d y ) , donc (ii) est démontré. 

REMARQUE (à propos des hypergroupes). - Nous avons montré que l'espace Z 

des fonctions sphériques est un espace localement compact tel que l'ensemble 

de ses mesures bornées possède une structure d'algèbre et tel qu'il existe une 
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mesure invariante par les translations généralisées R£(<J>) et D (<J>) . Ainsi nous 

obtenons un espace vérifiant des propriétés très proches de celles d'un 

•-hypergroupe au sens de [ 3 ] , ou d'un hypergroupe commutatif au sens de 

[20] . Mais en général, Z n'est ni un *-hypergroupe ni un hypergroupe commu­

tatif, par exemple lorsque le groupe G n'est pas amenable ; nous précisons 

ce point plus loin. 

il.3.8) Jusqu'au paragraphe ( 1 . 3 . 1 0 ) inclus, nous supposons Z denombrable à 

lfinfini. 

Cette hypothèse est réalisée par exemple si G est séparcble. 

Soit £ B(Z) l'ensemble des fonctions complexes continues et bornées sur 

Z. 

UBHE 1. - Pour tous, v, v'c M^Z) et tout g c 6 (Z) on a 
D 

v * v'(g) = / / 6<j> * 6^(8) dv(4»dv'(i|») 

Soient v, V ' € M ' ( Z ) et soit g € ^ ( Z ) . D'après les hypothèses sur Z, il 

e»i,te une suite ^ de ft°°(Z) telle que g = lim pour la topologie de con­

vergence compacte sur ^ ( Z ) et telle que M g J I . * ||g|| œ . On en déduit que 

V *Q V ( g ) " / g(Ç) d(v *a v')(Ç) = lim / g (Ç)d(v » V')(Ç) 
2 n Z N 
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- lim f f 6 ^ dv(4>)dv'<i|/) . 

Le théorème de Lebesgue permet donc d'affirmer le résultat. 

LEMME 2. - Pour tout g € ë D(Z), la fonction (<t,if/) ô. # 6 (g) est séparément 

continue sur Z * Z . 

Ce lemme, indépen dant du fait que Z soit dénombrable à l'infini, est 

un cas particulier du théorème III. 5 1°) de [20] . 

PROPOSITION. - Pour tout g€ & B(Z), et pour tout <M Z, la fonction R (é) Tg] 

est presque partout égale à la fonction continue et bornée 

c a v 

Il nous suffit de montrer que les fonctions R (<j)) [g] et t h- 6^ * 6 (c} 

définissent la même forme linéaire sur L'(Z,du). Soit donc fGA(G)^ L'(G) t 

alors <R0(e)[g],f > - <g,Do(<t)) [f]> = <g,6(j) * f> ; donc en appliquant le 

lemme I on a <Ra(*)[g],f> - / f 6̂  y 6^(g) f(*) 6 (n) dyiOJ,) -
Z Z 

/ 6 0 5 (g)f.(^) dyOJO-
Z c 

Ainsi <Ro(4>)[g],f> = < 6̂  * <5^(g),f>. 

(1.3.9) DEFINITION. - On appelle caractère de Z toute fonction complexe * 

continue et bernée dans Z et qui vérifie 

V * ) [*](*) - * ( • ) *M0 pour tout « f c i p e z , où R 0 (4>)[*] (v) est définie 

par R 0(*)[*]W - - ^d'après 
Z 
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Cette définition est due à Dunkl [3\ , à qui nous renvoyons pour les 

propriétés élémentaires. En particulier si $ est un caractère de Z, alors 

1 1 * 1 1 » ^ 1 e t $ e s t u n c a r a c t è r e d e Z. 

Soit Z l'ensemble des caractères de Z ; munissons Z de la topologie 

de la convergence compacte. Soit Z l'espace topologique quotient de Z par 

la relation d'équivalente " et <J>2 sont égales dans L°°(Z,du)". 

(1.3.10). On suppose que x = 1 et a = 1, de sorte que 1'involution sur Z 

e s t l'application <}> d> . 

PROPOSITION. - fi; Pour qu'une fonction $ continue et bornée sur appartienne 

à % il faut et il suffit que l'application de L](Z,d\i) dans définie 

par f /g$(<i>)f (<J>) dy(<j>) , soit un caractère de l'algèbre Ll(Z,du). 

(ii) Les espaces Z, K\G/K, X(A(G)* ) et xa^Z.dp)) sont homéonorphes 

et le diagramme suivant est commutatif : 

K\G/K 2 * X(A(G) ) 

V u' 

z — ^xa'cz.dp)) 
V 

D : K\G/K -» X(A(G)*) est définie par U(îc)(v) = v(i) où x*K\G/K et v*A(G)*; 

V : KVG/K * z est définie par V(x)(<b) = <J>(x) pour tout 4>*Z. 

U f : X(A(G)fc' ) -» xa^Z.dy)) est définie par u ( x ) • X<>6 pour tout 

X6X(A(G)^). 

V» : Z^» X(L (Z,dy)) est définie par V'($)(f) = / «î> (d>) f (<|>)dy (<p>, ozî 

• «Z et feL'cz.dy). z 
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Soit vcA(G) f c |; la fonction v prend une valeur constante sur toute double 

classe KxK = x, ce qui justifie la définition de U, et nous noterons abusivement 

v(x) cette valeur. Pour tout x e KAG/K l'application U(x) : A(G)N-» C définie 

dans l'énoncé est évidemment un caractère de A(G)^ et, comme A(G)^ sépare les 

points de k\G/K, car A(G) sépare les compacts de G, (cf. [4] , 3.2), l'appli­

cation U est injective. Par conséquent, d'après [17] (3.2.4), elle induit un 

homéomorphisme de K\G/K sur U(K\G/K) et U(K\G/K) est fermé dans X(A(G)^ ) . n 

ne reste plus qu'à montrer que U est surjectif. Soit X€X(A(G)^ ) et soit 

I » Ker(x) ; soit I* l'ensemble des f*A(G) tels que pour tout g*A(G), on ait 

(fg)^€l, c'est un idéal fermé de A(G). On a I*'nA(G)tï = I car I*nA(G)^ est 

un idéal fermé de A(G)fcn dont on voit facilement qu'il contient I et n'est pas 

identique à A(G) ; on en déduit que I* est un idéal propre de A(G), par 

conséquent (cf. [4], 3.38), il existe aéG tel que, pour tout f é l * , on ait 

f(a) • 0 ; donc Ker(x) cKer(â) et ainsi x = U(à). 

U' est un homéomorphisme de X(A(G)^) sur X(L*(Z,du)) car 6 est un 

isomorphisme isométrique de l'algèbre L (Z,dy) sur l'algèbre A(G) 4' d'après 

(1.2.10). 

Montrer que V est une application continue de K\G/K dans Z, revient à 

montrer que l'application Vj, définie par Vj(x)(<fr) = <})(x) pour tout xe K \G/K 

et pour tout <J>cZ, est continue de K\G/K dans Z. Montrcoc d'abord que V. (x) 

est un élément de Z : comme l'application <f) H- 4>(X) est continue sur Z et C O M 

|<(>(x)| ̂  1 pour tout <J> e Z , alors Vj(x) est une fonction continue et bornée 

sur Z. D'autre part, on a R(0) [v, (i) | W « <6<J) * 6̂  , V}(k)> = / V} (x) (Ç)d<ô^#^) 

» / Ç(x)d(6^5^)(Ç) » <Kx)iKx) d'aprèsfl.2.7) ; ainsi R(d>) [v, (x)] «,) « 

V.(x)(<J>) V^(x)0f>) ; donc Vj (x) * Z ; ainsi V(x)*Z. Pour montrer que V. est 

continue, il suffit de montrer que si x tend vers x 0 dans G, alors V^(x) tend 

vers V,(x) uniformément sur tout compact M de Z, c'est-à-dire que <b(x) tend 

88 
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vers <fr(xo) uniformément par rapport à <|>ç M. Or les fonctions x*+ <)>(x), où 

• C M sont équicontinues d'après le théorème d'Ascoli. Ainsi V} est continue 

et par suite V. 

Pour tout $ c z, V ' ( $ ) est par définition une forme linéaire sur 

L 1 (Z,dp) . Montrons que V'($) est multiplicative : soient f,g*L ' ( Z , d u ) alors 

V*(*)(f*g) =<f»g,$> , ainsi, d'après (1.3.8), lemme I, on a 

V'(*)(f*g) - / / ô ^ * <^($)f(<j>) dv(4>) g0(0 duty) et, par définition de *, 

on a V'($)(f*g) = J J * ( $ ) *(V>) f((|)) dy(<|>) g(*)dy(i|») = <f,«><g,*> = 
Z Z 

V*(*)(f) V'($)(g). V 1 est donc une application bien définie qui est injective 

car Z-Ch (Z,du). Le fait que V est continue s'établit facilement. 

Pour montrer que le diagramme est commutatif, il suffit de montrer que, 

pour tout f€ L (Z,dy) et pour tout x€ K\G / K , on a U ' , U(k)(£) = V' 0V(x)(f) ; 

or, U'.U(x)(f) = U(x)(6(f)) = 6(f)(x) = / f(c())(j)(x) dy(<|») et d'autre part, 
Z 

V' #V(i)(f) - / v(x)(4>) f(4») dy(<|)) = /<j>(x) f(<j>) dy(<fr). 
z z 

Le diagramme étant commutatif, v'. V = u ' . U est une bijection, donc V 

est injective et V surjective. Ainsi V* est une bijection continue donc 

y" 1 est ouverte. Il en résulte que V = V ' " 1 , U' 0 U est une bijection ouverte 

Jonc un homéomorphssme puisque V est continue. 

La proposition est ainsi complètement établie. 
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(1.3.11) Sur le support de la mesure de Plancherel. 

Soit p X la représentation de C * ( G ) X obtenue en restreignant la repré— 
M 4 y 

sentation régulière p de C (G) à C (G ) A , puis en prenant la sous-reprësenta-
2 y 

tion définie par le sous-espace stable L ( G ) . On a : 

C * ( G ) X P > & ( L 2 ( G ) X ) , soit C*(G) = p X(C*(G) X) ; ainsi le spectre de C * (G) 
pX # pX 

s'identifie à un fermé de Z * X(C (G)X). D'autre part, soit le support 

de la mesure de Plancherel sur Z ; d'après le théorème de Plancherel-Godement 

(cf. [6] ) , 7y est l'ensemble des 4> €- Z tels que |f(<J>)| >< | | | p X ( f ) | | | pour 

tout f É L ' ( G ) X ; ainsi en munissant Z^ de la topologie induite par celle de 

Z , on peut montrer la proposition suivante 

PROPOSITION. - Z s'identifie topo logiquement à X(C* (G)). 

P X 

Soit X(C* ( G ) ) ; pour f Q L 1 ( G ) X on a |f(<|>)| | | | p X(f)| | | donc $ c Z % 

p x U 

Inversement soit $ c Z^ alors |f(4>)| ^ | | | p X ( f ) | | | pour tout f * L ' ( G ) X donc $ 

définit un caractère de L * ( G ) X donc un caractère de P X(L'(G) x) qui se prolonge 

en un caractère de C* ( G ) . 
P X 

REMARQUE. - Lorsque G est un groupe métrisable et séparable, ce résultat est 

une conséquence du théorème (15.9.2) des Eléments d'analyse11, tome 2, de 

J. Dieudonné. (théorème qui reste valable sans ces hypothèses sur G ) . 

Soit pj . la représentation induite sur G par la représentation x (de 

dimension 1) de K. Soit C (C (G)X) . Les algèbres stellaires C * (G)* 
PK,X P K , X 

et C* (G) sont isométriques. En effet, l'espace de la représentation p est 
p * K>X 

2 j y Y 
L ( G ) * e , ainsi, pour tout f çL ( G ) a , l'opérateur p A(f) se déduit de p (f) 

par restriction et en utilisant le fait que si f f L ( G ) A et g « L ( G ) * c 
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alors f * g - f * g X ; ainsi, pour tout f <? L 1 (G) X on a | | | p X(f ) | | | = | | | p (f ) | j | . 
X 

Donc par prolongement, C* (G) X est isométrique à C* (G). 
P K , X p X 

Avec les notations de f 4 ] , soit B le sous-espace de B(G) dual de p, (C*(G)) 
P K , X

 K ' * 
v 

et soit B (G) celui formé des ueB (G) tels que u X = u ; alors d'après 
K»X P K , X 

le lenme (1.1.10), B (G)* est le dual de C * (G). Ainsi, nous obtenons le 
K > X P K , X 

corollaire suivant. 

COROLLAIRE 1. - La transformation de Fourrer se prolonge d'une part en un iso-

worphisme de l'algèbre stellaire C* (G) x sur l'algèbre lf(Z ) et, d'autre 
P K , X P 

part, en un isomorphisme isométrique d'espaces de Banach de B (G) x sur 

M'(Z y).
 P K , X 

REMARQUE. - En conséquence, M ' ( Z ) est une sous-al3ëbce de M ! ( Z ) et L*(Z,dv) 

est un idéal de M 1(Z^) lorsque x - \. 

Soit p la représentation régulière gauche de G; soit C*(G) X la C'-algèbre 

p(C #(G) X) et soit B p ( G )
X l'ensemble des éléments u€B p(G) tels que u

X = u. 

COROLLAIRE 2. - Les espaces B (G)* et B (G) X sont égaux, les algèbres 

K.X . P 

stellaires C* (G) x et C*(G) X sont isométriques et Z s'identifie au 

K>X ^ 

spectre de C*(G) X . 
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Montrons la première assertion ; les deux autres en découlent, B ( G ) * 

engendré algébriquement par Pp(G) , c'est-à-dire par les limites uniformes 

sur tout compact de G>d'éléments appartenant à P(G) X^0{(G). Soit \xe P ( G ) X n * CG)» 

alors u « f * g avec f,g€L 2(G) X d'après (1.2.10) , donc ueP ( G ) X n ^ ( G ) . 
PK,X 

Comme l'application u e «u est continue dans B(G) (muni de la topologie 
X 

de la convergence compacte) puisque est une mesure bornée à support compact 

on a P (G) X = P (G) X . Ainsi B (G)X = B (G)X. 
PK,X P PK,X P 

Ainsi, lorsque <bc Z^, la représentation unitaire irréductible T T ^ associée 

à <J> est dans le dual réduit da G. Précisons ce point lorsque y = !• 

(1.3.12) PROPOSITION. - Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(i)G est amenable ; 

(ii) C* (G)*» = C ^ G ) * ; 
P 

(iii)Z « Z^ ; 

(iv) 1€ Z^ (où 1 désigne la fonction sphérique triviale) ; 

(v)il existe Z^t tel que le Supp(ô. *<5t). 
m <p p 

Par définition de l'amenabilité de G (par exemple C*(G) « Cp(G) , ou 

encore 1 € B p(G) et d'après (1.3.11) les conditions (i), (ii) et (iii) sont 

équivalentes. D'autre part, on a (iii) (iv) ̂  (v). Montrons alors que 

(v) (iv) * * ( i ) . 

(v) (iv). Soit $ c Z^ tel que 1 c- Supp(ô^#6^), ceci signifie que pour fc3f(2) 

tel que f >, o et f(l) > o, J f (Ç)d(Ô^Ô-) (Ç) - R(0)[f](*) > o ; pour un tel 

on a / R(*)[f](Ç)dP(C) > o (car H Z H ) ou J f(Ç)dp(Ç) > o, par invariance 
Z Z 

de la mesure de Plancherel ; mais ceci veut dire exactement que le Z . 
U 

(iv) ad» i i ) : si 1*Z^ alors | f f(x)dx| «||p(f)|| pour tout fchl(G)* t ainsi 

1 C B (G) 1 1 et donc lcBp(G) ce qui signifie que G est amenable. 
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REMARQUE 1. - Si Z est un *-hypergroupe [3] ou si Z est un hypergroupe commu-

tatif [20] (ce qui est réalisé par exemple si G est compact), on a la propriété 

suivante : pour tout «|»cZ, on a ]« Supp^aô-), ce qui signifie, en particulier, 

que G est amenable. 

REMARQUE 2 . - Soit <j>tZ. Dire que 1 £ Supp^* <S-) équivaut à dire que la repré­

sentation triviale de G est faiblement contenue dans la représentation 
w | ( c e c i s e m o n t r e à Partir du théorème de Plancherel-Godement). Par 

suite, si tt^ est de dimension finie, on a If Supp(6^» <5̂ ) (cf. [2] ) Si pour 

tout *C Z, on a dim (tt̂ ) < 00 f a l o r s G e s t a m e n a b l e e t l e s assertions de la 

proposition sont équivalentes à la suivante : 

(vi) pour tout o> eZ, on a 1 € Supp(6A * 6.). 

Les remarques 1 et 2 conduisent à la conjecture suivante : 

Pour que G soit armnable, il faut et il suffit que, pour tout 

+ e.Z, on ait l c Supp(6^* 6-). 

2. ANALYSE HARMONIQUE CENTRALE. 

(2.1) Rappels et propriétés élémentaires. 

(2.2.1) Dans ce qui suit, on désigne par G un groupe localement compact. On 

« les définitions suivantes. 

( i ) G «[IN] si G possède un voisinage de l'unité compact et invariant par le 

groupe K G ) des automorphismes intérieurs de G, 

(ii) G c f s i N ] si G possède un système fondamental de voisinages de l'unité 
invariants par 1(G). 

(iii) G C [ F C] si toutes les classes d'éléments conjugués dans G sont relativement 
compactes. 

(iv) G«[FIA] si 1(G) est relativement compact dans le groupe topologique 

Aut(G). On note I l'adhérence de 1(G) dans Au(.(G). 
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(v) G* [MOORe] si toutes les représentations unitaires irréductibles de G 

sont de dimension finie. 

On a les relations suivantes entre ces différentes classes de groupes 

(avec abus de notations) : [FIA] = [fc] r\ [sin] c [fc] c [in] et [M00Re}c[sIï| cJB 

De plus, si G G [IN] , G est unimodulaire. (cf. [8] et [18] ). 

(2.1.2) Soit G un groupe localement compact unimodulaire. Désignons par F l fun 

des espaces 3£ (G), T\Q) , % (G) , L P(G), P(G), B(G) ou A(G) . On note F * 

l'ensemble des fçF tels que pour tout a.eI(G), on ait f©a = f presque partout* 

Donc F* est l'ensemble des éléments centraux de F. On note C^G)*^ l'adhérence 

de L l(G)* dans C*(G). 

Soit Pj(G)* l'ensemble des f £ ?(G)* tels que f(e) ^ 1 et soit E(G) 

l'ensemble des points extrémaux non nuls de Pj(G) . On munit E(G) de la topo~ 

logie de la convergence compacte sur G. Soit G 1 ensemble des classes de repré^ 

sentations unitaires irréductibles de G. Pour G£ [MOORE*}, soit 3f (G) l'ensemble 

des caractères normalisés de G; alors X(G) est homéomorphe à E(G) pour la 

topologie sur Ï(G) transportée par la bijection canonique entre X (G) et G ) % 

(2.1.3) Soit Ge[FIA] et soit da la mesure de Haar normaliséessur I. Pour toute 

fonction f continue sur G, soit f* définie pour tout xfG par f*(x)» /f(a(x)># 

L'application f ^ f * est définie par prolongement sur L^, pour 1 £ p < a>* 

PROPOSITION. - (i) Soit G un groupe localement compact unimodulaire y alo*§ 

L J(G)* (respectivement 3£(G)*) est le centre de l'algèbre L J(G) 

(respectivement 3f (G) ). 

(ii) Soit G€ [TIÂ\ ; alors f h» f* est un projecteur de L^(G) (resp. 

(G),L2(G)) sur L !(Gf (resp. 3C (G)4*" , L2(G)*) tel que (f*ig) » (f«**f 
4 ^ 1 • * 
f * g pour tout f,géL (G). Zte pZus., cette application se prolonge en 

an projecteur de C (G) swr C (G) possédant les mêmes propriétés. 
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Ce sont les propositions (1.1) à (1 .5) de [lij . 

(2.1.4) Pour tout (J>cP(G)4t tel que <j>(e) - 1, soit c})(f) = J f(x)<fcû)dx, 

1 G 

défini pour tout f Q L (G) . 

PROPOSITION. - Soit QQ ^FIA] les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) <fr*E(G) ; 

(ii) <J)(x) <j>(y) = / cj)(a(x)y)da pour tout x, y^G ; 
I 

(iii) *(f«g) = (|)(f) (j)(g) pour tout f, g £ L ] ( G ) * . 

C fest la proposition (4.4) de [ i s ] . 

(2.1.5) Soit X(L](G)*) (respectivement X(C*(G)*)) l'ensemble des idéaux maximaux 

réguliers de L (G) (respectivement C (G)* ), muni de la topologie spectrale 

usuelle. 

PROPOSITION . - Soit Ge[FC] . Alors E(G) est homéomorphe à X(L l(G)*). 

(resp. X(C*(G)*)) par l'application <}>t*Ker(4>) - {f « L 1 (G)* |$(f ) = o} 

(resp. <j>w. Ker(4>) Ainsi E(G) est un espace localement compact. 

C'est la proposition (4.8) de [l5\ (cf. aussi [\6\ ) . 

(2.1.6) Soit G un groupe localement compact unimodulaire. Pour tout f€ L1(G)** , 

,oit f définie sur E(G) par f(«j>) = /f(x)<Mx*)dx (<fr*E(G)) . On appelle f 

G ^ 
la transformée de Fourier de f et pour tous f, g d ^ G ) * , on a f*g = f.g" et 

°n * ̂  "J' 0 6 P L U S > S L G £ ^ F C 1 ' ° n 3 ? e t L !(G)* est partout dense 

dans % (E(G)). D'autre part, si Ge [SIN] , f ~ f est injective. 
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PROPOSITION (théorème de Plancherel) . - Soit G C [FC) II existe une unique 

mesure positive d̂ . sur E(G), appelée mesure de Plancherel, telle que 

pour tout f C L !(G)* O P(G), on ait f e L 1 (E(G) ,dy) et 

f(x) s ^ f (<J>)4>(x)dy(<t>) pour tout x€ G; De plus, pour tout 
E(G) 

f tg C (G)*0 L 2(G), on a 

J f(x) ¡ 0 0 dx - / f(<|)) g(4>) dp(cf>). 
G E(G) 

Ce sont les propositions A et 5 de [l0| . 

(2.1.7) PROPOSITION. - Soit G un groupe localement compact unimodulaire• 

i4Zors B(G)* est une sous-algèbre fermée de B(G). Si G6 [FIA] , Z ' a p p Z x ^ 

cation f n f ^ est un projecteur continu de B(G) sur B(G)*et B(G)(^ 

est Ze diwrZ de C*(G)*. 

Pour montrer cette proposition, il suffit de prouver que, lorsque Gc^FIA}. 

et lorsque f€ B(G) , on a f*€B(G). Ainsi (cf. [ 4 ] , 2.1. iii), il suffit de 

montrer que, pour tout gcW(G) tel que ||g||* « 1 (où ||g|| désigne la n o m 

de g dans C*(G)), on a |/ g(X)f*(x)dx \ * \\i \\ . Or 
G 

/g(x)f*(x)dx - / g**(x)f (x)dx. Ainsi en utilisant le fait que f »--» f • est i n 

projecteur de C * (G), on a le résultat. Le fait que B(G)^ soit le dual de 

C*(G) est une conséquence du lemme (1.1.10). 

(2.2) Où lfanalyse harmonique centrale devient un cas particulier de l'anayl&t 

sphérique. 

Sauf mention explicite du contraire, on suppose dans ce paragraphe que 

G € [FIA] . 
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(2.2.1) Soit G c[FIA] ; soit G 1 = G * I le produit semi-direct de G par I, 

s 

Ainsi défini pour tous (x,a),(y,B)e G«I , (x,a)(y,6) = (xa(y),c<e). G est un sous-

groupe distingué de G' et I est un sous-groupe compact de G'. De plus, dx d est 

une mesure de Haar sur G'. 

Soit h : S(G) g(G') l'application f ^ h(f), où h(f) est défini 

par h(f)(x,a) = f(x) pour tout (x,ot) & G'. 

Si f C t (G), on a h(f) c #(G') ; si f f £(G>* alors h(f) est bi-

invariante par rapport à I ; si feP(G), on a h(f)*P(G') ; h est une appli­

cation linéaire multiplicative de g(G) dans<£(G*). Soit F un espace de 

fonctions définies sur G*, soit F ̂  l'ensemble des fonctions de F biinvariantes 

par rapport à I. 

(2.2.2) PROPOSITION. - Soit G c [FIA] .Alors (cf. (2.2.1)), 

(i) h est une application linéaire bijective, multiplicative pour le 

produit de convolution et le produit ordinaire de X {G)* sur 3t(G')^ . 

(ii) h se prolonge en un isomorphisme isométrique (d'algèbres de Banach) 

de L (G) sur L (G')*» , et en un isomorphisme isométrique (d'espaces 

hilbertiens) de L 2 ( G ) * sur L 2(G') t > 

Uii) h se prolonge en un isomorphisme (d'algèbres stellaires) de 

C (G) sur C*(G')'« et h est un isomorphisme isométrique (d'algèbres 

de Banach) de B(G)* sur B(G')1» 

(i) est évident. Comme pour tout f € OC(G)*" , on a il f II j = Il h(f ) || 

et ||f|l2 " H h ( f ) l l 2 » e s t démontré. 

D'après (ii).h se prolonge en un morphisme bijectif de C*(G)*' sur 

C* (G»)" : c'est donc une isométrie. Et ainsi d'après (2.1.7) et (1.1.10), h 

e»t une isométrie de B(G)* sur B(G') b | 
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REMARQUE. - L'algèbre L ' ( G ) ^ étant commutative, L ^ G ' ) * 7 est une algèbre 

commutative. On peut donc appliquer les résultats du premier chapitre. Dans 

la suite on note Z l'ensemble des fonctions sphériques (zonales) de type 

positif de G' par rapport à I et dy' la mesure de Plancherel sur Z. 

(2.2.3) COROLLAIRE. - Soit G c [FIA] .Alors avec les notations de (2.2.1) > 

a, 

(i) h est un isomorphisme isométrique de A(G) sur A(G')^ et 

A(G)* = L 2(G) 4 r # L 2(G)* . 

(ii) h est un homéomorphisme de E(G) sur Z et L1(E(G),dy) est isomé-

triquement isomorphe à L^(Z,dy'). 
2 2 

(Hi) L (E(G),du) est isomorphe à L (Z,du'). 

(i) découle immédiatement de (2.2.2) ((ii) et (iii)) et de (1.2. 10), (ii) % 

D'autre part, h est une bijection de E(G) sur Z d'après (1.2.2) et 

(2.1.2). Et h est un homéomorphisme de E(G) sur Z d'après (2.2.2) (iii) # 

1 1 
En remarquant que, pour tout f C . P ( G ) a L (G) , on a h(f ) G P (G 1 ) a L (G1 ) ̂  e t 
Y* 1 

f(<J>) = h(f) (h(<j>)) pour tout <J>CE(G), on voit que L (E(G),dy) s'identifie à 

L](Z,dy) d'après (2.1.6) et (1.2.6). On en déduit (iii) par ces mêmes propo^ 

sitions (2.1.6) et (1.2.6). 

REMARQUE. - Les propositions (2.2.2) et (2.2.3) montrent que l'analyse 

harmonique centrale sur un groupe Gf [FIÂ\ est un cas particulier de l'analyse 

harmonique sphérique. On obtient ainsi les résultats suivants. 

(2.2.4) Soit G c [ F ! A ] et soit M^ECG)) l'espace des mesures bornées sur E(G) % 

Pour tout vcM 1(E(G)), soit 6(v) la fonction définie par 

e(v)(x) = / 4>(x)dv(<|>) ( x € G ) . 
E(G) 
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PROPOSITION. - La transformation de Fourier de l) ( G ) * dans 3c°(E(G)) se 

prolonge en un isomorphisme de C*(GJ* sur iC(E(G)) ; 6 en est le 

transposée ; ainsi 6 est une isométrie de M ](E(G)) sur B ( G ) * . 

Cette proposition découle de (2.2.2}, (2.1.7) et (1.2.8). 

(2.2.5) D'après (2.2.4), M'(E(G)) est une algèbre par transport de structure ; 

poor v et v ' € M (E(G) ), on notera v#v' le produit appelé produit de convolution. 

Pour ce produit, L 1(E(G),dy) est un idéal fermé de M 1(E(G)). 

Pour <J>€E(G), soit R(<f>) : M 1 (E (G) ) M 1 (E (G) ) l'application 

v - R ( * ) [ v ] - e~\e(v)4>). 

r($) est un opérateur continu de norme 1 de M*(E(G)), qui laisse stable 

L ,(E(G) fdy). Pour tout 0 c E ( G ) , on note 6̂  la mesure de Dirac au point 

PROPOSITION. - (i) Four tous v, v' c.M
1(E(G)) et tout f é oc°(E(G)), on a 

v * v'(f) = / f R(4))[f](^)dv((())dv'(^) = 
E(G) E(G) 

- / / « A * <$ (f)dv(<J>)dv'«,). 
E(G) E(G) V 

(ii) Pour tous f,ffç L1(E(G),d>;) et presque tout 4>c E ( G ) , on a 

f*fF(<J>) = / R(*)[f](4>) f ' W d y W = / 6 *f(<f>)f'(^)dy(<t). 
E( G> E(G) * 

Ceci est une conséquence de ( 1 . 3 . 5 ) . 

(2.2.6) Soit ? f i(E(G)) l'espace des fonctions complexes condinues et bornées 

sur E(G). On suppose que E(G) est dénombrable à l'infini. 
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oo 

Pour tout <}>CE(G), soit R(<()) l'opérateur défini sur L (E(G)) par dualité avec 

l'opérateur R((}>) défini sur Ll(E(G),dy). Comme en (1.3.8) on montre que, 

pour tout gc 2 g(E(G)), R(4>)[g] est presque partout égale à la fonction 

continue et bornée \b 6. * 6. (g). On identifie ces fonctions. 
<P W 

Soit E(G) l'ensemble des fonctions $ e « (E(G)) telles que 

R($)l*](<t>) - *0JO pour tout (}>,I|;É E(G) . On munit E (G) de la topologie de 

la convergence compacte. Soit G/I l'espace des classes d'éléments conjugués 
1 * 

de G, muni de la topologie quotient. Soient X(L (E(G),dy)) et X(A(G) ) les 
1 * 

spectres des algèbres L (E(G),dy) et A(G) , munis de leur topologie spectrale* 

Comme conséquence de (1.3.10) on obtient le résultat suivant. 

(2.2.7) PROPOSITION. - Les espaces E(G), G/I, X(A(Gj*) et X(L*(E(G),dy)) sont 

komêomorphes entre eux par les applications canoniques. 

D'après (1.3.10), il suffit de montrer que le support de y est E(G) 

tout entier, Or ceci résulte d'après (1.3.12) du lemme suivant, démontre, 

dans 12 , dont nous allons donner une autre démonstration. 

LEMME. - Soit Gc [FC] . Alors G est amenable. 

D'après le théorème de structure de G ( [lé] ,th. 3 D) ; il existe un 

sous-groupe de G compact, distingué K et tel que G/K = V<D, où V est commu­

tatif et D est un groupe discret tel que De [FC| . D'après [8] (prop. 3.13) il 

existe un sous-groupe Dj, périodique et distingué dans E, tel que D/Dj soit 

commutatif. Ainsi G est amenable si Dj est amenable en utilisant le fait que 

les groupes compacts et les groupes commutatifs sont aménables et le fait que 

si un sous-groupe distingué d'un groupe localement compact et le groupe quotieat 

correspondant sont aménables, alors le groupe est amenable. 
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Montrons qu'un groupe G discret, périodique et appartenant à [FC] est 

asenable. 

Deaprès [в] (prop, 3.15), chaque élément de G appartient à un sous-groupe 
distingué et fini de G. Soit L l'ensemble des sous-groupes distingués et finis 
de G- Si G, et G 2« L, alors G ^ = { X J X J / X ^ G , et x 2e G^cL ; par suite G 
est la réunion directe (au sens de [ 7 ] ) des éléments de L. Соотпе tout groupe 
fini est ménable, G est amenable (cf. [ 7 ] prop (1.2 . 7 ) ) . 

Le lernrne est ainsi démontré. 

(2.2.8) PROPOSITION. - Soit Gc [FC]. Il existe un sous-groupe G g de G compact, 

distingué, tel que G / G S € [ F I A ] , que B(G)* soit isomorphe et isométrique 

à b(G/Gsf et que E(G) soit homêomorphe à E(G/G g). 

(i) Soit G g l'intersection de tous les voisinages de l'élément neutre, 

invariants par les automorphismes intérieurs de G. D'après [s] (th. 2.5), G 
s 

est on sous-groupe compact et distingué de G tel que G/G g€ [SIN] si Ge[lN}. 

C o — e G£fFC], G/G € [FIA]. D'autre part, d'après [\o\ , on a G = (x £ G/фСх) = I 
pour tout <j>CE(G) . 

(ii) Soit M 1(G)* le centre de l'algèbre M 1(G) ; soit ф« P(G)*tel que 
#(e) - 1» alors d'après [îo] , on a l'équivalence suivante : 

• •E<G)4 - * Y v c t f (G)*" , tfxe-G , /<fr(xy)dv(y) = ф(х) /*(y)dy(y). Dans la 
G G 

démonstration de [l2"J , le fait que G soit amenable est utilisé. 

(iii) Soit p : В(G) -> B(G/Gs) l'application f~> f S , où f s(x) = / f(sx)ds 
G 

s 

«C d» est la mesurede Haar normalisée sur G . D'après [A], 2.26, p est un iso-

.orphisme isométrique de B(G) S sur B(G/G g) où B(G)
S est l'ensemble des éléments 

de B(G) invariants par rapport à G . 
s 
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S 1 ^ 

(iv) D'après (ii), on a E ( G ) c B ( G ) car d s * M (G) ; par suite, on a 

P(G)* C P(G) S. Soit u c B ( G ) S ; les propriétés u t B ( G ) * et u S * B ( G / G G ) ^ sont 

équivalentes. Mais alors E(G) et (E(G/G ) s'identifient par p, d'après (iii). 
s 

# s 
(v) Montrons que B(G) c B(G) . Tout d'abord, soit u£ B(G) ; pour que 

JET 

u€B(G) , il faut et il suffit que, pour tout a tf-I(G) et tout x«-G, 

u(a(x)) * u(x) ; posons u a » u 0a . Si u * B ( G ) , u s'écrit de manière unique 

u - U j - U j • i(u 2 - u 2 ) , ou U j , U j , u 2 , u 2 ^ P ( G ) , avec U j - U j = et 
u 9 = Jujll = u} (e) + u~(e) et l\u2H = u 2(e) + u~(e). Soit u^B(G) 3*; 

pour tout a C l ( G ) , on a u = u = U j - u^ + i(u 2 -u 2 ) et, par unicité, on a 

U j * Uj , u 2 • u 2 , U j * U j , u 2 = u 2 pour tout GLQ 1 ( G ) . Ainsi U j , 

u. , u* et u 2 sont dans ?(GJ* , donc dans P ( G )
S ; d'où u ^ B ( G ) S . 

Donc, d'après (iii), p est un isomorphisme isométrique de B(GJ^ sur B(G/G ) ^ 
s 

En vertu de cette proposition, on peut étendre les résultats obtenus 

à tout groupe G * [ F C ] . En particulier : 

(2.2.9) PROPOSITION. - Soit G É [ F C ] 3 

(i) la transformation de Fourier s fétend en un isomorphisme de C*(G)*~ 

sur 3C°°(E(G)) , de B ( G ) * sur M 1 ( E ( G ) ) et de A(Gj* sur L ] ( E ( G ) , d u ) . 

(ii) En conséquence* on a un produit de convolution sur M ' ( E ( G ) ) et sur 

M^(E(G),tiufr qui vérifie les propriétés énoncés en (2.2.5). 

Cette proposition provient de (2.2.8), (2 .2.4)f(2.2.5), et (2.1.6). 

(2.2.10) Remarques sur l'analyse harmonique centrale. 

On sait (cf. [8] th. 2.6), que, pour que G€[SIN] , il faut et il suffit 

qu'il existe une approximation de l'unité formée d'éléments de P(G)=4rnJlC(G) et 

que, pour que G € [IN] , il faut et il suffit que P(GJ*n3C(G) ^ 0. 
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Si G 4 [IN) , l'analyse harmonique centrale de G n'offre donc que peu 

d'intérêt. Si G C [s in] , il est possible d'espérer des résultats comparables 

à ceux obtenus pour G C [FIA] . Examinons la classe [MUORE] . 

D'après [2], on sait que, si G C [ M O O R E ] , G est homéomorphe à E ( G ) , car G 

est le type !• D'autre part, comme G est .amenable, on a une mesure de Plancherel 

y sur G, donc sur E(G), de support égal à E(G) et un théorème de Plancherel 

pour les fonctions centrales. Mais E(G) est un espace localement quasi-compact. 

On montre (cf. , th. 5.2) que, si G vérifie le deuxième axiome de dénom-

brabilité, E (G) n'est localement compact que si GéfFC] . Donc, si G€ [MOOREJ 

c t G ̂  [FIA] (exemple : G = lRXg (1/22) ), E (G) n'est pas homéomorphe à X(C*(G)*) 

et, par suite, la transformation de Fourier ne se prolonge pas en une isométrie 

de <f(fif sur 5C(E(G)). 

REMARQUE. - Soit G€ [FI^O[MOORE] . Alors E (G) est honnomorphe à G et 

E(G) est un *-hypergroupe au sens de [3̂ j . Par suite, d'après l'unicité (à une 

constante prés) de la mesure invariante sur un *-hypergroupe [ 3 ] , prop 3.2) 

la mesure de Plancherel est l'unique mesure "laissant invariant le produit 

de Kronecker'1 au sens de [2J] . Ceci généralise le résultat de Tatsuuma [23] 

qui a établi cette propriété d'unicité pour les groupes compacts. 

(2.2.10 Un exemple : L'algèbre de convolution du groupe des déplacements du 

plan. 

Nous utilisons les notations et résultats donnés par Vilenkin [25] . 

Soit G = M (2) le groupe des déplacements du plan. G est produit semi-
2 

direct G 8 8 N K du groupe N = R des translations du plan par le groupe 

% m f©(2.R) des rotations ; pour (x,a) et (x,a')cG, on a (x,a)(x',ct') = 

(««(*• ),a+a') où a(x') = t c o s a " s i n a ) / x'\, si on écrit x' = / x i et si a 

\ sina cosa / \ x̂ J ' 
e t a

f désignent les angles des rotations. 
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Le dual K de K n fest autre que 7 et tout caractère K s e définit par 

X Q(a) • e
 i n a . Le caractère s e prolonge en un caractère de dimension un 

de G, noté encore et défini par ^(xjOt) - e l n C X. Toutes les autres repré­

sentations unitaires irréductibles de G peuvent s'exprimer sous la forme 
2 * 

(T^ r ; L (U,d6)) pour tout r*R+ , où d6 est la mesure de Haar normalisée aur 

U ; elles sont précisément définies par : 

„ x _,_v ir II xii cosCe-a)^,^ x T. (x,a) f(6) - e 'f(e-a). 

1 *n 
Toutes les algèbres L (G) sont commutatives ; désignons par Z 

n 

l'ensemble des fonctions sphériques de classe x n

 e t de type positif. Soit 

la fonction de Bessel d'ordre zéro, (JQ(X) a -gp e* X C 0 S ® d 8) • 

Vilenkin [25] montre que Z Q * {<|>g : (x,ct) h> J Q (s||x||)| x e R + > . Or on a 

V Y 

L ' ( G ) * \i L l ( G ) * X n L , ( G ) t l ; a i n s i Z n m {*s : ^x»a>,-^e"îliajo^8te*)|~»#fc>-

Pour tout n£ Z , l'espace est homéomorphe à JR+ et on 

X 

L'(G) n - {ft L'(G) |f(x,a) - (J>( x )e" i n a , 

où • é L 1 (R+ , r dr) }. 
1 *n 1 

Ainsi l'algèbre L (G) s'identifie à l'algèbre L (R+,r dr) munie du 

produit défini par : 

/

00 2tt / — ~ . 

( Y7 / f ( V*2* 2 r t c o s 6 > d e> 8(r> r dr ; 
0 0 

ce produit s'écrit encore : 

« t + r 

/ «F / / f i ^ i 2 2 2> 
0 7 1 V 4 t r - (s -t Z-rV 

Pour faciliter l'écriture, posons pour t et r>0 : 

104 
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a(t,r) (.) - J ï < 4 t 2 r 2 " ( s 2 - t 2 - r 2 ) 2 ) H / 2 si|t-r|,sct +r , 

^ 0 ailleurs. 

Pour t et r >0, on a a(t,r) € L 1 (|R+,sds) et, ainsi, 
00 00 

(I) f «g(t) - J o (J"a(t,r) (s) f(s) s ds) g(r) rdr. 

La transformation de Fourier, appelée dans ce cae transformation de 

Beseel, peut se définir comme il suit. Pour f C L 1 ^ , r dr) et pour è * Z , 
oo + Y t n 

( t « R + ) , on a f(<|>t) = f( r) J Q(tr) r dr. En remarquant que, pour 

1 2 

f « L « R + , r dr)OL (R+,r dr), on a f €L
2<tR +,r dr) et II £ H £ - ||f || 2 , on en 

e n déduit que la mesure de Plancherel sur Z n identifié à R + est dy(r) = r dr. 

Par suite le produit de convolution sur Z^ est donné par la formule (1). 

Soient * t et * s € Z n ; calculons 6 • ô , q u e nous noterons ( 5 , 6 , 
wt *s t S 

pour tous t, S € R + . D'après la formule de multiplication de la fonction de 

B e s s e l suivante : 
t+s 

2 f ^0 r dr » 
J 0 ( t ) J 0 ( 8 ) - ? J :• - f a(t,s)(r)J (r)r dr, 

It-slV 4t' s 2 - (r 2 - t 2 - s 2 ) 2 J 0 ° 

On obtient : 

« t

# V f ) " l 0

 a ( t ' s ) ( r> f< r> r dr. Pour tout t, s c R + et tout f e3< œ0R +), 

00 

e n écrivant que <f>t(x) 4>g(x) = / a(t,s)(r)é (x) r dr. 
0 r 
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Cette dernière formule signifie en outre que pour tous t, s c R + , 

y 
on a <f>t <|>g ç A(G) , car a(t,s) ç L 1 flR+,r dr), mais Xn<f>t<f>ŝ L (R+,r dr) 

Enfin A(G) est l'image par la transformation de Bessel de L 0R^,r dr) 

ou encore l'ensemble des f*g, exprimes par la formule (1), pour f, gc L (R tr dr 

Nous étudierons, dans un autre travail, les algèbres de convolution 

du groupe $1(2,R), en utilisant les techniques et résultats de Vilenkin £26^ t 

Takahaski [22] et Pukansky [ lo] . 
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