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I - FORMES BILINEAIRES ET FORMES QUADRATIQUES. 

A - GENERALITES• 

Soient A un anneau commutatif, P un A-module et B : PxP—»A une 

forme bilinéaire symétrique. On désigne par d^ : P—> P* l'application 

linéaire associée à B; cette application est définie par : 

dg(x)y = B(x,y) Vx,y€P. 

DEFINITION 1 . 1 . - On dit que la forme bilinéaire B est non dégénérée si 

et seulement si l'application linéaire associée est un isomor-

phisme. 

Exemple. - Soit E une .extension algébrique séparable et de degré fini 

d'un corps K. L'application Tr : (x,y)i—• T r

E/ K

xy d e E » E d a n s K e s t y m e 

forme bilinéaire non dégénérée (N. BOURBBKI^Algèbm chap. k et 5 , § 10 , 

n° 6, Prop .12). 

DEFINITION 1 .2 . - Soit (P,B) un A-module bilinéaire. Un Sous-module 

U de P est dit totalement isotrope et U C U X , U A désignant 

l{forthogonal de U relativement' lia forme bilinéaire B. 

Un sous-module U de P est dit fortement non isotrope si l'applica

tion dgjy^y définit un isomorphe de U sur son dual U*. 
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PROPOSITION 1.1 . - Soient (P,B) un krrrodule bilinéaire et U un sous-k-

module fortement non isotrope de P. Alors P &st somme directe 

orthogonale de V et de . 

Comme la restriction de B à U*U est non dégénérée par hypothèse, 

l'application dg ^ u e s * 11X1 i s o m o r P h ^ 8 m e d e u s u r s o n d u a l . Par suite, 

pour tout ycP, il existe un élément y Q et un seul de U tel que : 

B(x,y) • B(x,yQ) VxtU. L'élément y-yQ appartient à U^ce qui prouve que 

P est somme directe orthogonale de U et U ̂  . 

PROPOSITION 1 .2 . - Soient (P,B) un k-rrodule bilinéaire non dégénérée et 

U un facteur direct de P. Les -propositions suivantes sont équi

valentes : 

a- Le facteur direct U est fortement non isotrope. 

b- Le facteur direct U 1 est fortement non isotrope. 

c- Le k-moctule P est somme directe orthogonale des sous-modules 

U et U 1 . 

a = ^ c , d'après la proposition 1 . 1 . 

Montrons que c =^a et que c . Par hypothèse P = U 1 U X ; par suite : 

(P,B) * (U,B 1)1(U 1,B 2) avec B 1 « BJUxU , B g « B|U
LxUL et d B » 6 dfi ; 

1 2 

or, dg étant un isomorphisme de P sur P* * dg est un isomorphisme de U sur 

U* et d- un isomorphisme de U X sur (U*1")* . 
^ 2 
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Montrons que "b a . 

LEMME. - Soit (P,B) un A-module bilinéaire non dégénéré et N un facteur 

direct de Pj alors N 1* 1^ N. 

Soient N un facteur direct du A-module P et M un supplémentaire de N dans 

P. Soit x un élément de P ; à cet élément lfisomorphisme dg associe une 

forme linéaire x* . Considérons la forme linéaire x* définie de la manière 

suivante : 

x̂  = x sur N , 

x* = o sur M. 

Il existe un élément x̂  de P et un seul tel que d^Cx^) = x* . Pour 

tout yeM on a B(^,y) s d^x^.y = x*(y) =0 , - donc x ^ M 1 . 

D'autre part : (x*- x*)(N) = o? donc NCKer(x*- x*) et, par suite, x-x1 € N **" . 

Finalement x = x ^ x

2 * x 1 e ^ 9 x 2 € N ^ * 1 1 e n r ^ s u l t e * u e p = ^ M ^ » 

mais N^OM^s P 1 = 0. Le A-module P est somme directe des deux sous-modules 

N X et M 1 . Ainsi P = N G M = H 1* M X = N x le M1"1. 

Or N C N U et M c M A 1 ; donc N = et M = M*11 • 

Le facteur direct U 1 est fortement non isotrope et (\JX)± = U"1"1* U. 

Il résulte de la proposition 1.1 que P est somme directe de U et de son 

orthogonal U 1 . 
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B - ESPACES HYPERBOLIQUES. 

DEFINITION 1 . 3 . - On appelle espace hyperbolique tout k-module bilinéaire 

non dégénéré, qui se décompose en somme directe de deux sous-

modules totalement isotropes. 

THEOREH! 1 . 1 , - Soit (M,B) un k-module bilinéaire. Les propriétés sui

vantes sont équivalentes : 

a - (M,B) est un espace hyperbolique • 

b - H existe un k-module reflexif TA tel que les k-modules bili-

néaires (M,B) et (N « N*, B N) soient isomorphes. 

N N r î La forme bilinéaire B est définie par B [(x,xf ),(y,y')J = <x,y,>+<y,xf>• 

r N 
b —*>a . Il suffit évidemment de montrer que (N 6 N , B ) est un espace 

hyperbolique. Comme B N [ (x,o), (y,o)] - <x,o>+<y,o> = 0 Vx,ysN et 

B N[(o ,x f Mo^y 1)] = <o ,x f > + <0,yf> = 0 V x'^'CN*, les sous-modules 

N et sont totalement isotropes. 
Montrons enfin que la forme bilinéaire B est non dégénérée. Il suffit de 

s'assurer que l'application d _ est un isomorphisme de N 9 N* sur (N 9 N*)* 
B 

qui est canoniquement isomorphe à N* f N**. En effet : 

BN[(x,x'),(y,y')J = [d w(y,y,)].(x5xf) = <x5y'> + <y,x'>. 
B 
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= <x,y'> + <x',CN(y)> = <(x,xt),(y,,CN(y))> ; 

donc d N(x,x !) = (xf,CN(x)) ; N étant un A-module réflexif, C N est un 
B 

isomorphisme. Il est alors immédiat de vérifier que d ̂  est un isomorphisme. 
B 

a s=̂ "b . Soit M = H • P une décomposition du A-module M en somme directe de 

deux sous-modules N et P totalement isotropes. Si № et P° désignent respec

tivement les orthogonaux de N et P dans M*, alors d B(N)c№ et d B(P)£P°. 

Or M* = № $ P° et la forme bilinéaire B étant non dégénérée, l'applica

tion linéaire d^ induit des isomorphismes h : N - > № et g : P—^P°. 

Désignons par $ : № — » P* (resp. ̂  : P°—* N ) l'isomorphisme canonique 

défini par <()(y) = y|P (resp. ¥(z) = Z|N). 

Les applications composées u = <f)0h et v = ̂ 0g sont également des isomor

phismes. Posons v = (*v) 1 = *(v 1) et étudions l'isomorphisme w^u : N-»N*\ 

Pour x£N et xf €N*,nous avons : 

<x\(v o u).(x)> = <v"1(xf),u(x)> = <(0,v~1(x»),h(x)> 

= <(0,v"1(x'),dB(x,0)> - <(x,0),dB(0,v~1(x'))> 

= <(x,0),(gdv~
1)(x»)> = <(x,0),f"1(xf)> = <x,x'> 

Ce calcul permet d'affirmer que : 

1 ) w o u = C N , 

2) B[(x,0),(O,v~\y'))] = <x,y'>, 

B[(0,v~1(x')),(y,0)] = <y,x'>. 
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Considérons alors lfisomorphisme k : M = N $ P - ^ N € N défini par 

k(x,z) = (x,v(z)), x€N, Z€P. 

Pour X = (x,x!) et Y = (y,y!) où x,y£N et x f,y feN*, il vient 

B[k~1(X),k~1(Y)] = B[(x,v'1(x')),(y,v~1(y'))] = 

B[(X, j + (0,v~\x')), (y,0) + (Q,v1(y'))] . 

En utilisant le fait que les sous-modules N et P sont totalement isotropes, 

on obtient : 

B[h"1(X)fk"
1(Y)] = B[(X , 0 ) , ( Q<v~1(y')] + B[0 ,v~1(x')),(y,Cf)] = <x,y'>+<y,x'>, 

Bo(k~ jk" 1) = B N. 

Les A-modules bilinéaires (M,B) et (N 6 N*, B N) sont isomorphes. 

Dans la suite, nous utiliserons certaines propriétés de la structure 

d'espace hyperbolique* pour une meilleure compréhension#nous les^appellerons 

avec leur démonstration. 

Soit P un A-module réflexif / nous notons IH(P) l'espace hyperbolique 

* P 

( P G P , B ). Soit alors f : P-*Q un isomorphisme de A-modules,* considérons 

l 1 isomorphisme A-linéaire H(f) = f ©(^f) 1 qui applique (H(P) sur (H(Q). 

Nous avons de plus : 

BQ[H(f)(x,x')^(f).(y,y')] = <f(x),(tf)"1(y')> + <r(y),(tf)"1(x')> 

= <f"1(f(x)),y'> + <f"1(f(y)),x'> 

= <x,y'> + <y,x»> = BP[(x,x,),(y,y,)J. 
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L1application H(f) est un isomorphisme de A-modules bilinéaires. Enfin : 

H ( 1 p ) = 1 p • ( \ ) = 1 p • 1 p * = i p < B P*. 

Pour des isomorphismes de A-modules f : P Q et g : Q —» R, on a : 

K(g of) - (g o f) • f'g o f)J"1 » (g o f) • [( t6)" 1 à ( tf)" 1] = H(g)oH(f). 

La correspondance H est un foncteur de la catégorie dont les objets sont 

les A-modules réflexifs et les morphismes, les isomorphismes de A-modules 

dans la caté gprie dont les objets sont les A-modules bilinéaires non 

dégénérés et les morphismes, les isomorphismes de A-modules bilinéaires. 

PROPOSITION 1 .3 . - Soient P 1 et P 2 deux k-modules réflexifs. Il existe un 

isomorphisme canonique <|> entre les k-modules bilinéaires 

E(P1) 1 H(P2) et H(P1 • P 2 ) , où 

P P 
K ( P 1 ) 1 K ( P 2 ) = [(P1 <B p*) e (P 2 e p*), B

 1i B 2 ] , 

p $ p 
K(P 1 • P 2) = [(P1 €> P 2)*, B

 1 2 ] . 

Considérons l'application <j> de KiP^lHfP^ dans HfP^Pg) définie 

de la manière suivante : 

$[(x1+f1) + (x2+f2)] = (Xl+x2)+ f , x 1«P 1 , f^P* , x 2€P 2 , f^P* , 

où f est la forme A-linéaire sur P^ $ P 2 telle que ffz^+Zg) = f^z^)* 

*2^Z2^> z 1 é P 1 9 Z 2 6 P 2 * ̂  e s t f a°il e de vérifier que <f> est un isomor

phisme. Enfin : 
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P $P P ®P 
B 1 2[4)(xl+f1+x2+f2),d)(yl+gl+y2+g2)J = B 1 2(x1+x2+f,y1+y2+g) 

= <Xl+x2,g> + <y1+y2,f>. 

= g 1(x 1)+g 2(x 2) + ^ ( y ^ + f 2(y 2). 
P P P P 

(B 1 1 B 2)(x l+f 1+x 2+f 2,y 1+g l+y 2+g 2) = B V x ^ ^ + g ^ + B 2(x 2+f 2 >y 2+g 2) 

= gl(x1)+f1(y1)+g2(x2) + f 2(y 2) ; 
P 1 6 P 2 P 1 P 2 donc E o (<J> x •) = B 1 B 

PROPOSITION 1.U. - Soient A 1 un anneau comnutatif unitaire^ h : A—>A ! 

un homomorphisme d9anneaux et P un k-module projectif de type 

fini. Il existe un isomorphisme canonique entre les k'-modules 

A 1 • H(P) et K(Af ® A P). 

Le A'-module A 1 ® A P est projectif et de type fini ; donc en particulier 

il est réflexif. L'espace hyperbolique H(A! %^ P) est défini. Soient 

g : A' ® A (P « P*") * (A' • P) $ (A1 « P*) le A'-isomorphisme cano

nique défini par : g ! [a1 S (x+f)] = (af • f) + (a' ® f) a'CA, x*P, ftP*, 

et v : A 1 %^ P-—* Hom^jCA' §^ P, A f) le A1-isomorphisme canonique tel 

que v(af A f) (a'^A1, féP*) soit la forme A!-linéaire V©y»-* afbfh[f(y)] 

et 9 : A' ® A (P 9 P*) y (Af « A P) e (Af • P ) le A'-isomorphisme 

( 1 A . , P « v) 0 g . 
A 
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Montrons que 0 est un isomorphisme de A'-modules bilinéaires : 

A 1 8. P A' P 
B [e(afO(x+f)),e(b»0(y+g))] » B [a'«>x+v(a'©f), b ,ey+v(b,«g)] 

= vCb'GgMa'axHv'U'GfMb'Gy) 

= a'b'h[g(x)]+a'b'h[f(y)] = a'b'h[g(x)+f(y)] . 

P 

Désignons par B f la forme bilinéaire obtenue à partir de B par extension 

des scalaires de A à A 1 relativement à l'homomorphisme h ; on a 
B'[a'e(x+f),bf©(y+g)] = a'b'hJB^x+f,y+g)] - a'bfh[g(x)+f(y)] ; donc 

A'(BP 
B o(©^e) = B'. 

Supposons maintenant que l'anneau A soit noethérien et intégralement clos. 

Etant donné un A-module M de type fini, nous noterons C(M) la classe de 

diviseurs attachée à M(N. BOURBAKI, Algèbre Commutative,Ch. 7 , § n° ?)• 

THEOREME 1 .2 . - Tout espace hyperbolique de type fini sur un anneau 

noethérien intégralement clos est de classe nulle. 

Nous démontrerons d'abord un lemme. 

LEMME 1. - Soit A un anneau noethérien intégralement clos; alors ^pour tout 

A-module M de type fini sans torsion, C(M*) = -C(M). 

Il existe un sous-module libre L de M et un idéal 6 de A tels que 

la suite de A-modules 0 — > L — ^ M — > 6 —* 0 soit exacte (H. BOURBAKI. 

Algèbre commutative* chap. 7 , § U, n° 9 , théorème 6 ) . 
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Les A-modules L,M, 6 étant de typesfiniç: C(M) = C(L)+C(6) = C(ô). 

Soit 1̂  un idéal premier de hauteur 41 dans A} la suite de A -modules 

u 
0 >L^ —> M »6 * 0 est exacte et scindée.car <5 est un A -moduli 

libre. Il s'ensuit que la suite de A -modules 
t 

0 j> 6^ ^ *V * ̂  e s ^ également exacte et scindée. Ceci 

montre que Coker(^u) est un A-module pseudo-nul•donc C(Coker^u) = 0. 

Considérons alors la suite exacte de A-modules 
t 

0 * 6*—=>M* u > L* >Coker u > 0. 

Il vient -C(ô*) + C(M*) = 0 ; donc C(M*) = C (5*) . Or C(6") = C(A:6) = 

C(div(A:6î) = C(divA-divô) = -C(div6) = -C(6). Ainsi C(M*) = - C(M). 

Soit M un espace hyperbolique sur un anneau noethérien intégralement clos. 

Il existe un A-module réflexif N tel que M soit isomorphe au A-module N ® N 

Si de plus M est de type fini, on a C(M) = C(N) + C(N*) = 0. 

THEOREME 1 .3 . - Tout espace hyperbolique de type fini sur un anneau de 

Dedekind est un A-module libre. 

Démontrons d'abord le lemme suivant : 

LEMME 1 • " Soit A un anneau de Dedekind. Pour tout A-module M de type fini 

sans torsionj les propositions suivantes sont équivalentes : 
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a - Le k-module M est libre . 

b - C(M) = 0. 

a t * Cf. N.. BOURBAKI, Algèbre commutative , chap. 7 , § ^ n° 7 , 

proposition 16. 

b =5> a .On sait quefpour tout A-module M sans torsion de type fini et de 

rang n > 1 , il existe un idéal 6 # 0 de A tel que M soit isomorphe à la 

somme directe des A-modules A et 6 . On a alors 0=C(M)=C(A )+C(6) = 

C(ô). 

Or les propositions suivantes sont équivalentes : 

c(6) = C(divô) = 0 ; 

div 6 est un diviseur principal ; 

il exis+e x c tel que div S = div Ax. 

Il en résulte que 6 = Ax;mais,A étant un anneau de Dedekind, 6 = 6 = Ax, 

x e A et M est isomorphe au A-module A *Ax qui est libre. 

Pour un espace hyperbolique M de type fini sur un anneau de Dedekind,on a 

C(M) = 0? M est donc un A-module libre. 

PROPOSITION 1 .5 . - Soient P un espace hyperbolique et (M,B) un b-module 

bilinéaire non dégénéréf projectif et de type fini; alors le A-

module bilinéaire P 9^ M est un espace hyperbolique. 
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Revenons d'abord sur la notion de produit tensoriel de formes bilinéaires. 

Soit u n e famille finie de m A-modules bilinéaires symétriques. 

L'application (x1,. . . ,x ;y1,... ,ym) | * TT B ^ x ^ y ^ (x^y^P^ i=1,...,m) 
i€ I 

est une application A-multilinéaire de P / . . . a P x P . . * . . . k P dans A et 
i m 1 m 

définit une forme bilinéaire symétrique B sur (® P.) * ( 8 P.). Celle-ci 
iél 1 i*l 

est caractérisée par : B(x^Q .. •®xm,y1®.. .®ym)== TTB^x^yj), x^y^eP^. 
i6l 1 

On dit que B est le produit tensoriel des formes B^ et on note B = ® B.. 
iel 

L'application _ : 8 P.—* ( 8 P.)* est composée de l'application 
. T î 161 ici 
161 

# * * 
8 cL : 8 P. * ® P. et de l'application canonique li: 8 P. •—>( 8 P.) 
i*I i i€l 1 i€I 1 i€l 1 i I 1 

Lorsque fJL est un isomorphisme, il est clair que, si les A-modules bilinéaires 

(P̂ ,Bj.) sont non dégénérés, il en est de même du A-module bilinéaire (P,B). 

Cette condition est réalisée en particulier lorsque les A-modules P^ sont 

projectifs et de type fini. 

Considérons le produit tensoriel R des A-modules bilinéaires P et M,» il 

existe des sous-modules totalement isotropes P̂  et P^ tel que P = P̂ ftP . On 

a alors R = (P1«M)*(Pg«M). Montrons que P 8M (resp. PgDM) est totalement 

isotrope. Soient x = £ x.8m., y = £ x-8m. des éléments de P.8M. On a 
i 1 1 j J J 1 

B(x,y) = £ B(x.©m. ,x.®m. )= I B (x. ,x. )B-(m. ,m. ) * C ; d'où le résultat. 
X 9 J X J 

COROLLAIRE. - Le produit tensoriel de m espaces hyperboliques projectifs 

et de types finis est un espace hyperbolique. 
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C - INDICE. 

Nous terminerons cette présentation de la théorie des formes bi-

linéaires en revenant sur la notion d'indice. Nous admettrons les résultats 

suivants dont on trouvera une démonstration dans : W. KLINGENBERG, 

Orthogonale Gruppen über Lokalen Ringen, Amer. J. Math.> 83 ( 1 9 6 1 ) . 

PROPOSITION 1 .6 . - Soient A un anneau local dans lequel 2 est inversible et 

(M,B) un A-module libre, de rang n et non dégénéré. Tout facteur 

direct totalement isotrope est contenu dans un facteur direct 

totalement isotrope et maximal. 

PROPOSITION 1 .7 . - Soient A un anneau locale dans lequel 2 est inversible et 

(M,B) un A-module libre de rang n et non dégénéré. 

a- Tous les facteurs directs totalement isotropes maximaux ont le 

même rang r et sont permutés transitivement par les automorphismes 

métriques de (M,B). 

b - r*[fl . 

Le nombre r est appelé l 1 ] indice de la forme bilinéaire B. 

Nous nous proposons de généraliser la proposition précédente dans 

le cas où A est un anneau de Prüfer. 
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Soient A un anneau de Prüfer dans lequel 2 est inversible, (M,B) 

un A-module bilinéaire projectif de rang n non dégénéré et (T) l'ensemble 

des facteurs directs totalement isotropes. Cet ensemble ordonné par 

inclusion est inductif ; en effet̂ ,toute chaîne de facteurs directs tota

lement isotropes est finie, les rangs formant une suite croissante d'entiers 

bornée par n. Ainsi tout facteur direct totalement isotrope est contenu 

dans un facteur direct totalement isotrope maximal. 

PROPOSITION 1.8. - Soient A un anneau de Prüfer dans lequel 2 est 

inversible et (M,B) un A-module bilinéaire projectif de rang net 

non dégénéré . 

a- Tous les facteurs directs totalement isotropes maximaux ont 

le même rang r et ce rang est égal à l'indice commune des formes 

bilinéaires B^ obtenues à partir de B par localisation relative

ment aux idéaux premiers de A. 

» - r s < [ f l . 

Nous admettrons le lemme suivant facile à démontrer en utilisant 

les propriétés des anneaux de Prüfer. 

LEMME. - Soient A un anneau de Prüfer, M un k-module projectif de type 

fini. Les propositions suivantes sont équivalentes : 
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a- Le sous A -module N est facteur direct de M. 

b- Il existe un idéal premier p de A tel que les conditions 

suivantes soient satisfaites : 

1) Le sous-module N est saturé pour la partie multiplicative 

S = A-f>. 

2) Le sous-k^ -module N est un facteur direct du A -

module . 

Soient alors et deux idéaux premiers de l'anneau A. Les 

formes bilinéaires B ^ et B ̂  obtenues à partir de B par extension des 
M ^ 2 

scalaires de A à A u sont non dégénérées ; soient r et r u leurs 

indices respectifs. Montrons que r = r . Soit N un facteur direct 
r i #2 

j>1 - 1 

totalement isotrope maximal du A -module . Le A-module N =(i ) (N^ ) 

est un facteur direct totalement isotrope de M,de rang . On a donc 

T 1 
r £ ru\ • ®n démontre de même, mais en partant cette fois d'un facteur 
T 1 T 2 
direct totalement isotrope maximal N. du A 1 A -module , que r <̂  r_ . 

Finalement r = r ; on désignera par r l'indice commun à toutes les 

formes bilinéaires localisées B.. . 
A* 

Désignons par K le corps des fractions de l'anneau A. 
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Soient U un facteur direct totalement isotrope maximal du A-module bili

néaire (M,B) et q son rang. 

Si IVon avait q > r , le sous-espace vectoriel U 0 = K ®^ U serait alors 

un sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel M Q = K M totalement 

isotrope de dimension q, ce qui est impossible ; donc q ̂  r. 

Si l'on avait q < r , le sous-espace vectoriel U Q serait alors un sous-

espace vectoriel de M 0 totalement isotrope de dimension q et, par suite, 

U 0 serait contenu dans un sous-espace vectoriel V Q totalement isotrope 

maximal ; ( i°) 1(V 0) = V serait donc un facteur direct de M totalement 

isotrope contenant strictement U, ce qui serait en contradiction avec le 

caractère maximal de U. Finalement q = r. 

DEFINITION - Soient A un anneau de Prüf er f (M,B) un A-module 

bilinéaire projectif de type fini et non dégénéré. On appelle indice 

de la forme B le rang commun des facteurs directs totalement 

isotropes maximaux. 

Les facteurs directs totalement isotropes maximaux ne sont pas 

nécessairement permutés par les automorphismes métriques (voir M. FLAMMANT 

cours de D.E.A.,1971-1972). 

PROPOSITION 1 .9 . - Soient A un anneau de Prüfer dans lequel 2 est inversible 

et (pfB) = (
p

1>
B

1) ® A ( P 2 ' B 2 ^ l e P r o d u i t ^nsoriel de deux 
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A-modules bilinéaires non dégénéréspprojectifstde rangs n^ et 

et d9 indices respectifs 6t r^. Lfindice du A-module bilinéaire 

(P,B) est au moins égal à r̂ rv, + rg^^r^r . 

La proposition 1.8 autorise à supposer l'anneau A local. 

Les A-modules bilinéaires (P^B..) et (P^jB^) admettent des décom

positions de Witt P 1 = (N1 • M1)J.R1 , P 2

S B(N 1 • M 2)1R 2 , où les facteurs 

directs et sont des facteurs directs totalement isotropes maximaux. 

Soit alors V le facteur direct de P, 8. P. défini par : 
1 A 2 r 

V = (H, ® A P 2) • (R, t A H g ) . 

X € V = ^ X = E n 1 . i ® e 2 , i + l . r 1 , j • n 2 , j e t y ' V = ^ y ^ n 1 i k i e 2 t k + f l . h Ä n 2 t h « 
1 J K N 

(e .) et (n ) étant des bases de P et de N 0. 

On vérifie sans difficulté que B(x,y) = 0,*V est donc un facteur direct 

totalement isotrope»on a de plus : rg^V = r-jn2 * (n^-2r^)rg = r i n 2 + r 2 n 1 ~ 2 r 1 r 2 * 

OCROLLAIRE 1. - Soient A un anneau de Prüfer dans lequel 2 est inversible et 

(P^,B^) (i=1,...,m) m A-modules bilinéaires non dégénérés projec-

tifs.de rangs respectifs n. et d9indice maximum. Le A-module 
i=m 

bilinéaire (P,B) « ® (P.,B.) est un A-module dfindice maximum. 
i=1 1 1 

Supposons d'abord les n^ impairsJ nous ferons la démonstration par récurrence 

sur m. 

http://tifs.de
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Pour ŒFl^la proposition est trivialement vraie. 

Supposons que la proposition soit vraie à l'ordre k-1 : le produit 

tensoriel B' des formes bilinéaires ,... ̂ B^-. est une forme bilinéaire 

V',nk-1 " 1 

d'indice maximum — — — — — — — „ Posons n f = n1»..n, et 
2 

n 1 " " # n k - 1 1 n ' - 1 
r' = = . Le produit tensoriel des formes B' et B, 

2 2 k 

est une forme bilinéaire d'indice au moins égal à r^n'+r'n^-2r'r^ = 

V 1 , A

 n ' - 1

 0 V 1
 n'-i

 nfv1 

2 2 K 2 * 2 

D'où le résultat. 

Si l'un au moins des n^ est pair, le résultat est une conséquence 

de la proposition 1.5* 

Nous utiliserons enfin le résultat suivant que nous énonçons sans 

démonstrat ion• 

PROPOSITION 1 .10 . - Soient A un anneau de Prufer dans lequel 2 est inver

sible et(M,B) un A-module bilinéaire non dégénéréJprojectif , de 

type fini contenant un facteur direct N totalement isotrope. Alors 

il existe un facteur direct totalement isotrope P et un facteur 

direct fortement non isotrope R tels que M = (N € P)_LR. 

Une telle décomposition du A-module bilinéaire (M,B) est appelée 

décomposition de Witt. 
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D - CARACTERISTAITON DES FORMES BILINEAIRES NON DEGENERES SUR UN A-MODULE 

FROJECTIF DE RANG 1 . 

Soient A un anneau intègre et K son corps des fractions. 

On désigne par J(A) le groupe des idéaux fractionnaires inversi

bles de K, par J(A) le groupe des classes d'idéaux fractionnaires inver

sibles et par P(A) le groupe des classes d'isomorphie des A-modules pro-

jectifs de rang 1 . L'application surjective Ct : J(A) —* P(A) permet 

d'identifier canoniquement J(A) et P(A). Soit <%> eJ(A)* à toute forme 

bilinéaire B surCb* &> est associée canoniquement l'homomorphisme d^ de 

CX> dans OU* tel que : B(x,y) = dg(y)x Vx,y£Ck. L'isomorphisme composé 

des isomorphismes canoniques Rom^(Ol> . —Eom^(ûL/cto
 1 ) et 

— 1 -2 
Eom^(Ob? tt> ) —* Ob associe à un élément X^ de OU tel que : 

B(x,y) = X£xy V x,yec^. 

PROPOSITION 1 . 1 1 . - Pour un A-module bilinéaire (*,B) ¿ les propositions 

suivantes sont équivalentes : 

a- Le A-module bilinéaire ((%¿B) est non dégénéré • 

b- Il existe un élément v de K* et un élément v de A, inversible 
B 

dans A tels que Ob = AV , X_ = v^v. 
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a« ~=^9 b , Le A-module bilinéaire ,B) est non dégénéré;donc d^ est un 

isomorphisme de ^ sur son dual (k* . Il en résulte que cl (ci) = cl(cfc*) = 

— 1 -2 
cl(<% );dfoù cl(̂ ? ) = 0? CJ, est un idéal fractionnaire principal et il 

existe ve K* tel que (JU = Av. La constante X^ se met sous la forme 

X^ = rV, r£A. Enfin la forme B étant inversible, Xfî admet un inverse qui 

2 -1 

appartient à ch = Av /d'où X^ = rV, r étant inversible dans A. 

b =^ a est évident. 
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II - EXTENSIONS CYCLIQUES. 

A - GENERALITES. 

DEFINITION 2 . 1 . - On dit qu'une extension E d'un corps K est cyclique si 

elle est galoisienne et si son groupe de Galois sur K est cyclique. 

Exemple. - Toute extension quadratique separable E d'un corps K est cyclique 

sur K. Le corps F est une extension cyclique de degré m du corps F . 
q11 q 

Dans la suite» on supposera que K est un corps de caractéristique 

différente de 2. Pour une extension cyclique E du corps K,on désignera par 

O un élément générateur du groupe de Galois T de E sur K. 

Nous rappellerons les deux résultats suivants : 

PROPOSITION 2 . 1 . - Soit E une extension algébrique separable de degré n 

du corps K, produit tensoriel d'extensions algébriques separables 

E^ de K de degré n^ • La forme bilinéaire 

Tr : (x,y)i * T IE/K ^ s u r E e s t ^e Vvo^u^ tensoriel des formes 

bilinéaires Tr i : (x,y) *—y T^^xy. 

On trouvera une démonstration dans N. BOURBAKI, Algèbre , chap. III, 

§ 9, n° 3 (1970) . 
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PROPOSITION 2 . 2 . - Soit E une extension cyclique d'un corps K. Alors E 

est isomorphe au produit tensoriel dfextensions cycliques de K 

dont chacune a un degré égal à une puissance d'un nombre premier. 

B - EXTENSIONS CYCLIQUES DU TYPE D1ARTIN-SCHREIER. 

Extensions cycliques du type d'Artin-Schreier simple (en abrégé exten

sions A.S.S.). 

Les extensions de ce type sont caractérisées par le théorème sui

vant, dont on trouvera une démonstration dans P. RIBENBOIM, lt'Arithmétique 

dans les corps, Hermann (1972). 

THEOREME 2 . 1 . - Soit K un corps de caractéristique p ̂  o. 

a- Toute extension cyclique E de K de degré p admet un élément 

primitif Qfracine dfun polynôme irréductible de K[X] de la forme 

XP-X-a. 

b- Pour tout aeK*, le polynôme XP-X-a de K[X] est ou irréductible 

ou le produit de p facteurs du premier degré. Dans le premier cas, 

le corps des racines E de ce polynôme est une extension cyclique 

de K de degré p. 

c- Pour deux polynômes X^-X-a et X^X-b de K[x],les propositions 

suivantes sont équivalentes : 
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1 - Les corps des racines de ces polynômes sont identiques-

2 - Jl existe кег , 1£k£p-1 et «£K tel que Ъ=ка+(с -с). 

Pour une extension A-SS. admettant un élément primitif 9 racine d'un 

polynôme X^-X-a de K[x] , nous désignerons par a le générateur du groupe 

de Galois défini par a (9) = 9+1 . Il vient alors : a ( h ) ( 9 k ) = t c r ( h ^ ( 9 ) ] k = 

(6+K) k (h = 1,2,...,p), T ( 0 k ) = 9 k + ( 0+l ) k + . . . + ( 0+p-l) k = 
ГЕ/К i = i = k 

= P 9 k + T2 ф.(р)е к" 1=?ф 1(р)е к" 1
; 

i=1 i=1 

avec Si(p) = l^ 1*.. . + (p-1 ) X . 

Or nous savons que : 

S^(p) s 0 (modp), si i n'est pas divisible par p - 1 ; 

S^(p) s - 1 (modp)ysi i est divisible par p - 1 . 

Il en résulte que : 

T r E / K ( 9 h ) = 0 (k=0,1,...,p-2) ; Тг^в 5" 1 = - 1 ; 

Т г Е / К ( б Р ) = T r E / K ( 6 + a ) = 0 ; 

T r E / K ( 0 P + h ) = T r E / K ( 0 k + 1 + a e k ) = 0 (k=U2,...,p-3) ; 

т г Е / к ( е 2 ^ ) = т г Е / к ( е Р Л а е Р - 2 ) = . 1 . 

V e 2 p ' 1 ) = V e P + a e P 4 ) = " a ' 
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PROPOSITION 2 . 3 . - Le K-espace vectoriel bilinéaire (E,Tr) est un espace 

vectoriel bilinéaire d'indice maximum. 

Posons p = 2s+1 et soit N le sous-espace vectoriel de E engendré par les 
-1 i=s-1 ^ 

vecteurs 1,G , . . . , 9 S ~ . xsN x~ C cuS , oufcK ; dfoù 
i=o 

i=s-1 i;j=s-1 
x 2 . I! a ? e 2 i + a. a. ei*j m 

i-o 1 • • 1 J 

On vérifie facilement en utilisant les relations précédentes que ^g/g* =0. 

Il en résulte que N est un sous-espace totalement isotrope de dimension s; 

donc l'indice de (E,Tr) est égal à s. 

PROPOSITION 2.h. - Le groupe de Galois T de E sur K est un sous-groupe du 

groupe des rotations de la forme Tr. 

REMARQUE. - Les vecteurs 

V l = e + e
2 s - 1 y ^ ' - V 1 , v s = e

s, T 8 + 1 - e - e 2 B - l . . . . , Y 2 B . 1 - e 8 - 1 - e 8 + \ 

2s 2s 
v 2 S

= e » v 2 s+1*® ~ 1 constituent une base orthogonale de E. 
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Extensions cycliques du type d'Artin-Schreïer généralisé (en abrégé 

extensions A.S.G.). 

Les extensions de ce type sont caractérisées par le théorème 

suivant : 

THEOREME 2 . 2 . - Soient K un corps de caractéristique p > o, E une exten-

• » e • 
sion cyclique de degré q = p du corps K9 a un automorphisme de 

E engendrant le groupe de Galois de E sur KetF le corps intermé-

e— 1 

diaire entre K et E de degré m=p sur K. 

Alors il existe un élément 6 de E, racine dfun polynôme irréduc

tible X P-X-a de F[X] tel que E= F ( 9 ) = K ( 9 ) . 

e e 
Soit E une extension ASG. de K de degré p . On pose p=2s+1, p =2s ! + 1 

• . e— 1 
et on désigne par F^ le corps intermédiaire entre K et E de degré p ; 

alors F ^ = ^(ÉK) = K(o^) , où Qj, est une racine dfun polynôme irréduc

tible X P-X-a. de F.[xl. 

Si le sous-espace vectoriel engendré sur F^ par les vecteurs 

9^ U=0,1 . . , s - 1 ) , il vient : 

e-i+1_ e-i 
dim^. — 2 E • 
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PROPOSITION 2 . 5 . - Le K-espace vectoriel bilinéaire (E,Tr)ést un espace 

vectoriel bilinéaire d9indice maximum. 

Le corps E peut être considéré comme une extension A.S.S.de P̂  

engendrée par la racine 0̂  du polynôme X^-X-a^ de F^x]. Le sous-espace 

s-1 

vectoriel de E engendré par les vecteurs 1, G^,...^ sur F̂  a pour 

e_ e-1 
dimension ̂ — ^ sur K et il est totalement isotrope ; en effet, pour 

2 
2 2 

tout x é N r on a Tr E / Kx = Tr ? ^ rE/F X ^ = 0 # 

i 1 e— 1 
Déterminons N 1 \ nous avons = N^±N^ , avec dim^N^ = p 

>» s . e—1 
Le sous-espace vectoriel engendré par 0^ sur F 1 pour dimension p ; il 

est orthogonal à N 1 et H ^ F ^ ® = \0\ \ donc Nj = F^Q* et n| = l^XF^® . 

D'une manière générale, supposons que nous ayons déterminé un sous-

espace vectoriel de E totalement isotrope tel que m£ = M -̂L P^©^ • • .6^ . 

» e—k 

Le corps F^ est une extension A.S.G. de K de degré p . En utilisant la 

méthode précédente, nous déterminons dans F un sous-espace vectoriel 

N totalement isotrope c'est-à-dire tel que T x =0 VxcN. 
' rF,/K k + 1 

Xv 
S S 

Le sous-espace vectoriel N f e + ̂ ©^•.•9^ est un sous-espace vectoriel de E 

totalement isotrope, car pour tout x de N^ + 1 nous avons : 

V 8 ? 8 " ' ^ = T^,/K *2*?-*l' ( T r E / F l

 6 ? S ) - ̂ F / K ^ ^ f •••^ S) 



99 

Extensions cycliques non ramifiées 

= T W K { - 1 ) k _ l x 2 e * s • T r v K ( * l ) k " 1 x 2 { T r V i / F

k

 e * S ) 

= T r V K ( - D k x 2 = 0. 

Posons = V W l ••• 9k ' ° n a 

e_ e-k e-k e-k-1 e_ e-k-1 

d i a K \ . i = ^ W ^ k + i = J L f L ~ +
 Î L - f = ^ • D o n c 

^¿•1 = Mk+l" L Fk+1 61 6 k + 1 » 

Nous obtenons finalement un sous-espace vectoriel M totalement isotrope 
e-1 

et de dimension sur K égale à ̂  ̂  • 

PROPOSITION 2 .6 . - Le groupe de Galois Y de E sur K est un sous-groupe 

du groupe des rotations de la forme Tr. 

Pour un générateur O de V on a 0 P (0 . ) = O. + 'Ud'où 
e-1 e-1 1 

(dét a ) P = dét(aP ) = 1. Or p étant impair, il en résulte dét a = 1. 

C - EXTENSIONS CYCLIQUES DU TYPE DE KUMMER. 

- Extensions cycliques du type de Kuntmer simple (en abrégé extensions K.S.). 

Les extensions de ce type sont caractérisées par le théorème suivant, 
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dont on trouvera une démonstration dans P. RIBENBOIM, Zf Arithmétique 

dans les corps 9 Hermann (1972)» 

THEOREME 2 . 3 . - Soient K un corps de caractéristique p, n un entier 

non multiple de p et tel que K contienne le corps des racines 

n-ièmes de l'unité. 

a- Pour toute extension cyclique E de K de degré n, il existe un 

polynôme irréductible de K[X] de la forme X n-a tel que E soit engendré par 

une racine quelconque 0 de ce polynôme. 

b- Pour tout aeK*, le corps des racines E du polynôme X ^ a est une 

extension cyclique de K engendrée par lfune quelconque des racines de 

X n-a et le degré d de E sur K est un diviseur de n. 

c- Pour deux polynômes X n-a et X 1 1-*), les propositions suivantes sont 

équivalentes : 

2 - Les corps des racines de ees polynômes sont identiques. 

k 
2- Il existe un entier kfcl premier avec n et tel que "b#a K* 

Pour une extension K.S. admettant un élément primitif 6 racine 

d'un polynôme X ^ a de K[ï];nous désignerons par 0 le générateur du groupe 

de Galois défini par c (9) = r)G5 où n désigne une racine primitive n-ème 

de l'unité. Il vient alors : 
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O ^ C e 1 ) = [ o ^ O ) ! 1 = n k V (k=1,...,n ; i-0,1,...,n-0 , 

n. 

T e i = e i

+ . . . + a ( h ) ( e i ) + . . . + a ( n - l ) ( e i ) = e i ( i + n i

+ . . . + r , n ' 1 ) = e i ^ - J - - o, 

E/K ^ 1 

T rE/K e n = n a-

PROPOSITION 2 . 7 . - Soit E une extension cyclique K.S. de degré n de K. 

a- Si n = 2h+1 , le K-espace vectoriel bilinéaire (E,Tr) a pour 

indice h. 

b- Si n = 2h et si -a est un carré dans K, le K-espace vectoriel 

bilinéaire (E,Tr) est un espace hyperbolique. 

Si n = 2h £t si -a n'est pas un carré dans K, £e K-espace vec

toriel bilinéaire (E,Tr) a pour indice h-1# 
a- n = 2h+1. 

Soit N le sous-espace vectoriel de E engendré par le système libre 

xeN x = Yl a.6 , a.fK. D'où Xx = 2_ afe +2 Z I a-a.8 d • 
i=1 1 1 i=1 1 i,j = 1 J 

2 

On vérifie facilement en utilisant les relations précédentes que Tr^^x =0. 

Il en résulte que N est un sous-espace vectoriel totalement isotrope de 

dimension h. 

b- n=2h. 
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Soit N le sous-espace vectoriel de E engendré par le système libre 

2 h—1 A 

0,0 5 . . . 5 0 .On vérifie que ce sous-espace est totalement isotrope. 

L ! orthogonal N x de N se met sous la forme N X = NlR ;où R est le sous-

h 

espace vectoriel de E engendré par les vecteurs 1 et 0 . Une condition 

nécessaire et suffisante pour que l'indice de (E,Tr) soit égal à h est qu'il 

existe un vecteur z de E satisfaisant aux conditions suivantes : 
h 2 

Z = a o 1+a h 0 +x , xc R , ocoO^ 0, ^^j^ =0. 

2 2 
La dernière condition s'écrit : n(a o

+aa^)=0; or n n'étant pas multiple 
2 2 * 

de p7 cette condition devient : a0+aot^ = 0. Il en résulte qu'une condition 

nécessaire et suffisante pour que E soit un espace hyperbolique est que 

-a soit un carré dans le corps K. 

COROLLAIRE. - Le sous-espace vectoriel bilinéaire T des éléments de trace 

nulle est un espace hyperbolique. 

On a E = K. 1 i T j donc T = (K. 1 ) x . 

Or E = K 1 JL (N $ P)^ où N et P sont les sous-espaces vectoriels 

totalement isotropes engendrés respectivement par les systèmes libres 

suivants : 0 , . . . ,0** ^ ; 0^+^ , . . . , 0 ^ \ 

Extensions cycliques du type de Kummer généralisées 

(en abrégé extensions K.G. ) . 

Les extensions de ce type sont caractérisées par le théorème 

suivant : 
102 
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THEOREME 2.U. - Soient K un corps de caractéristique p 5 q un nombre premier 

différent de p tel que K contienne les racines q-èmes de l'unité 

E, une extension cyclique de degré q e du corps K, a un automor-

phisme de E engendrant le groupe de Galois de E sur Y et ? le corps 

e-1 

entre K et m, de degré m=q sur K. Alors il existe un élément 

9 de E, racine d'un polynôme irréductible X^-a de F[X] et tel que 

E=F(e)=K(e). 

Soit E une extension K.G. de K de degré q . On pose q = 2h+1, 

q e=2h !+1 et on désigne par F^ le corps intermédiaire entre K et E de degré 

q e 1 ,* alors F^^Kle^) = F^(ô^), où 6̂  est une racine dfun polynôme 

irréductible X^-a^ de F. [x] • Soit N. le sous-espace vectoriel engendré 
e-i+1 

sur F^ par les vecteurs 6̂  , j=1,...,h ; il vient : dim^^hq 6 1= ( 1 

e-i+1_ e-i 
dim^N^hq6 ^ . 

PROPOSITION 2 .8 . - Le Y-espace vectoriel bilinéaire (E,Tr) est un espace 

vectoriel bilinéaire d'indice maximum* 

Le corps E peut être considéré comme une extension K.S. de F^ de 

degré égal à q, engendré par la racine 0^ du polynôme X^-a^ de F^Qc]. 

L'étude précédente montre que le sous-espace N 1 est totalement isotrope ; 

en effet, pour tout x C N ^ o n a ^ E / K ^ = ^E/K^E/F X ^ = °' 

De plus : Vxe^ f V y ^
 T r

E / K * y = / K

Y ( T R E / F X ) = °' 
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Les sous-espaces vectoriels et sont orthogonaux. Enfin, il est clair 

que N^OF-j = f 0f . Un calcul élémentaire sur les dimensions montre que 

= N 1 1 F . 

D'une manière générale, supposons que nous ayons déterminé un sous-espace 

vectoriel de E totalement isotrope tel que M̂ * = M̂ J. Le corps F^ 

e-k 

est une extension K.G. de K de degré q . En utilisant la méthode précé

dente, nous déterminons dans F^ un sous-espace vectoriel totalement 

isotrope, c'est-à-dire tel que Tr^y^x^ = 0 l^xéN^^. Il vient également 

Tr^^x = 0 Vxc-N^^ et N^ + 1 est totalement isotrope dans E. 
Posons = V * ^ . On a d i ^ ^ d i m ^ + d i ^ ^ s£=SL± + 1* V *'\ = 

i=e 

Nous obtenons finalement un sous-espace vectoriel M = -L N. totalement 
e i=1 1 

isotrope et de dimension sur K égale a ^ ̂  . 

COROLLAIRE• - Le sous-espace vectoriel T des éléments de trace nulle est 

un espace hyperbolique. 

Désignons par N| le sous-espace vectoriel engendré sur F^ par les vecteurs 

e<?(j=h+1,..,,2h) et posons T.«N.«N!. 
1 i i i k=e k=e 

Il vient : E = (^L1 T, ) X K1 = (M <B M' ) i- K. 1. avec M = JL N et M'= I N 1 

k=1 * , , k k' 

k=1 k=1 

Il en résulte que T = M © M' ; T est donc un espace hyperbolique de rang 

qe-1 sur K. 
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III - EXTENSIONS NON RAMIFIEES. 

Dans cette partie, sauf mention du contraire, tous les anneaux 

considérés sont supposés être commutatifs et unitaires. 

A. DEFINITIONS ET RAPPELS. 

DEFINITION 3.1. - Soient R un anneau (non nécessairement commutatif) et 

M un R-module. On dit que M est un R-module générâteur s 'il existe 

des éléments f^,...^ de Hom^CMjR) et , • • • ,m de M tels que 

h f . (x . )« i . 
i=1 

On dit que M est un R-module j>ro générât eur si M est un R-module 

générateur et un ^-module projectif de type fini. 

PROPOSITION 3 . 1 . - Soit R un anneau (non nécessairement corrmutatif). Pour 

un R~module M, les propositions suivantes sont équivalentes : 

a- Le R-module M est projectif . 

b- H existe une famille (m-)-^-r d'éléments de M et une famille 
J 1 l£l J 

(f^) i € l d'éléments de HomR(M,R) telle que : 

- VmeM, f^(m)=0 sauf pour un nombre fini d'indices i€l, 

- ^mTM, X f.(m).m.=m. 
ici 1 1 

La famille (^^^î^^j est appelée base duale de M. 
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PROPOSITION 3 . 2 . - Si R est un anneau dont les seuls idempotents sont 0 

et 1, alors tout R-module projectif de type fini (non réduit à 

{0} ) est fidèle et progénérateur. 

COROLLAIRE. - Si R est un anneau et M une ^.-algèbre telle que M soit un 

R-module progénérateur 3 alors R est facteur direct de toute sous-

algèbre de M en tant que 'R-module. 

DEFINITION 3.2 (algèbre separable). - Soient R un anneau et A une R-

algèbre. Nous désignons par A° l'algèbre opposée à A et par A e 

la K-algèbre A «_ A 0, dont la multiplication est définie par 

(aflbMa'Sb1) = aa'Bb'b. Va.a^VffA, 

Nous pouvons munir A d'une structure de -module à gauche par 

l'opération (aôb).x = axb , ̂ a,x,beA. 

L'application jx : A e-* A définie par p.(a©b) ^ ab est évidemment 

surjective et son noyau J est un idéal à gauche de A e engendré par 

les éléments de la forme a 8 1 - 1 • a , aeA. 

On dit que la R-algèbre A est separable si elle vérifie l'une des 

propositions équivalentes suivantes : 

a- A est une A -module projectif » 

b- La suite exacte de Ae-modules à gauche 0 —•* J —» Â -̂ > A—* 0 

est scindée. 

c- Il existe un élément e de A e tel que /i,(e)=1 et Je « {0} 

(e est idempotent). 
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Remarque . - Rappelons quey si R est un corps, une R-algèbre A est dite 

separable au sens classique si le radical de Jacobson de A ® R K est nul pour 

toute extension K de R (N. BOURBAKI, Algèbre, Ch. 8). 

On démontre qu'une R-algèbre A est separable (lorsque R est un 

corps) si et seulement si elle est separable au sens classique et si elle 

est un espace vectoriel de dimension finie sur R. 

PROPOSITION 3 .3 . - Si sont deux R-algèbres séparables, la R-

algèbre A^ ® R A^ est alors separable. 

Si A^ et A^ sont deux R-algèbres telles que A^ ® R A^ soit une 

'R-algèbre separable et K un facteur direct de A^ en tant que 

R-module, alors A^ est une R-algèbre separable. 

PROPOSITION - Soient S une R-algèbre commutative et A une R-algèbre. 

Si A est une R-algèbre separable, alors S 1 R A est une ^-algèbre 

separable. 

PROPOSITION 3 . 5 . - Soit A une R-algèbre telle que A soit un R-module de 

type fini. Les assertions suivantes sont équivalentes : 

a- A est une R-algèbre separable . 

è- Pour tout idéal maximal r^de A, A/mA est une R/m-algèbre 

separable* 

c- Pour tout idéal maximal^ de A, At% est une R ^algèbre separable. 
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PROPOSITION 3 .6 . - Soient k^ et deux R-algèbres. Les assertions suivantes 

sont équivalentes : 

a- A^xA^ est une R-algèbre separable. 

fo- A^ et A^ sont des R-algèbres separables. 

(On peut trouver les démonstrations des résultats énoncés dans : 

F. DEMEYER et H. INGRAHAM , Separable Algebras Over Commutâtive Rings, 

Lecture Notes in Mathematics - Springer, Berlin (19 71). 

PROPOSITION 3 .7 . - Soient A un anneau intègre et intégralement cloSj K 

son corps des fractions¿ K f une Y-algèbre separable de dimension 

finie et A' la fermeture intégrale de A dans K'. Alors A 1 est 

contenu dans un k-module de type fini. 

Plus précisément, soit (uy ...,\t^) une base de K 1 sur K contenue 

dans A 1 ; il y a alors une base unique de K 1 sur K pour laquelle 

on a T r

K t / K (
w i w j * ) = ô —(indice de Kronecker) ; si d est le discriminant 

de la base ,... ,w n), d = D^t /K^
W1 5 ' * * *Wn^ ' o n a d ^ 0 e t 

n n n 

II Av.CA'c y; A vjcd (.̂  A v.) . 

En particulier, si d est un élément inversible de A, A 1 est un A-module 

libre de base ( v ^ . . . ^ ) . (N. BOURBAKI, Algèbre commutative3Ch. V, § 1, 

Prop. 18 ) . 
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COROLLAIRE. 1. - Si A est un anneau noethérien, le k-module A 1 est de type 

fini et en particulier A* est un anneau noethérien. 

COROLLAIRE 2 . - Si A est un anneau principal, A 1 est un k-module libre 

de rang n. 

DEFINITION 3.3 (Extension non ramifiée d'un anneau local). - Soient 

A un anneau local, intègre et intégralement clos, K son corps 

des fractions et$1 son idéal maximal. Soient K' une extension 

algébrique de degré n de K, A 1 un sous-anneau de K1 contenant A, 

ayant K' pour corps des fractions et entier sur A, 

On dit que l'idéal maximal ^ de k est non ramifié dans A 1, s'il 

existe une base (v^...^ ) de K' sur K, formée d'éléments de A1 et dont 

le discriminant D

K t / K ( w < | »• • • * v

n) appartient à A - uru . 

Si TTC, est non ramifié dans A 1, K' est alors une extension séparable 

de K, A 1 est la fermeture intégrale de A dans K' et A' est un A-module 

libre de rang n dont toute base sur A est une base de K f sur K ( N. BOURBAKI, 

Algèbre commutative, Ch. V, ex. 18 ) . 

DEFINITION 3.U (Extension non ramifiée d'un anneau intègre . - Soient 

A un anneau intègre et intégralement clos, K son corps des fractions, 

K' une extension algébrique de degré n de K, A' un sous-anneau de 
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Kf contenant A , entier sur A et ayant Kf pour corps des fractions. 

Si jft est un idéal premier de A, on note A T l'anneau des fractions 

de A 1 dont les dénominateurs sont dans A - f> 

On dit que l'idéal premier & de A est non ramifié dans A' si 

l'idéal maximal j>A^ de A^est non ramifié dans A^. 

On dit que l'anneau A est non ramifié dans AUou que K ! est une 

extension non ramifiée de K) si tout idéal premier p de A est non 

ramifié dans A1. 

PROPOSITION 3 .8. - Soient A un anneau intègre et intégralement clos, K 

son corps des fractions, K ! une extension algébrique de degré n 

de K et K" une extension algébrique de degré n f de K' . On désigne 

par A' la fermeture intégrale de A dans KT et par A" la fermeture 

intégrale de A 1 dans K". 

Les assertions suivantes sont équivalentes : 

a) A est non ramifié dans A", 

b) A est non ramifié dans Af et Af est non ramifié dans A". 

(N. BOURBAKI, Algèbre oorrmutative, Ch. V, ex. 1 9 ) . 

DEFINITION 3.5- (Indice de ramification et degré résiduel). - Soient A 

un anneau de Dedekind, K son corps des fractions, V une extension 

algébrique séparable de degré n de K et A" la fermeture intégrale 
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de A dans K 1. Pour tout idéal premier J» de A, les idéaux premiers 

de A 1 figurant dans la décomposition de jo A 1 sont exactement les 

idéaux premiers (P de A 1 situés aurdessus de p ; On notera 

l'exposant de <P dans la décomposition en idéaux premiers de 

L'entier est appelé l' indice de réuni fie at ion de F* dons 

l'extension K1 de K. D'autre part, comme A 1 est wn k-module de 

type fini (prop. 3 .6 . cor. 1 ) , alors pour tout idéal première 

de A' situé au-dessus de ^ A'iF est une extension de degré fini 

de k/y> . Le degré de cette extension est noté fp et est appelé 

le .degré résiduel de dans l'extension K 1 de K. 

De pluSf l'anneau A V j o A ' est une k/f»-algèbre de degré n, isomorphe 

au produit Tt A 1 / ^ et on a la formule : n = £1 e^f* 

(J.?. SERRE, Corps Locaux, Ch. 1, § U). 

B - CARACTER.ISATTON DES EXTENSIONS NON RAMIFIEES. 

LEMME 1. - Soient A un anneau intègre et intégralement clos, K son 

corps des fractions, Kf une extension algébrique de degré n de 

K, A 1 un sous-anneau de K 1 contenant A, entier sur A et ayant K F 

powr corps des fractions. On suppose que A 1 est wn k-module de 

type fini. Alors A ! ® A K = K
1. 
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L'application A-linéaire A 1 -* K se prolonge en une application K-linéaire 

unique u : A 1 • K-^K 1 telle que u(x$i) = x, Vx€A'. 
_! A' „ K' 

Soit yfrA1 ® A K} posons y = a (x ® 1) avec <x*A, a J 0, xéA*. 

Si u(y) = o, on a a .x = o dans K'; donc x = o et y = o, • ' u 

L'application u est donc mjective et est un homomorphisme A' ® K 
A 

de K-algèbres. La K-algèbre A 1 ®^ K est alors de rang fini 

et intègre ; c'est donc un corps (N. BOURBAKI, Algèbre, Ch. V, § 2,n° 1), Comme 

K' est le corps des fractions de A', il s'ensuit que A' ®^ K = K' . 

PROPOSITION 3.9. ~ Soient A un anneau local intègre et intégralement 

cloSj d* idéal maximal Ï̂ÏL , .1 son corps des fractions, K' une 

extension algébrique de degré n de K et k* la fermeture intégrale 

de A dans K'. 

Les propositions suivantes sont équivalentes : 

a- 'TU est non ramifié dans A' 

b- A' est une A-algèbre sêparable, de type fini en tant que 

A-module. 

a -=3> b .11 existe une base (w^,...,w ) de K' sur K formée d'éléments 

de A' et telle que le discriminant D„t / x r (v. y...,v ) appartienne à A-'ïfëf 
rv /xv i n 

La A-algèbre A' est alors libre et admet pour base (v1f...,w ) (prop. 3 .7 ) 

et A'/TïlA' est une A/W-algèbre libre dont la base (w^,...,w ) est telle 

que D

A » / > r r j , A i /A/40, (w

1>---»wn) 4 0. Donc A'/HfcA' est une A/fU, -algèbre 

sêparable et par suite A' est une A-algèbre sêparable (prop. 3*5)• 
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D'après le lemme précédent, K' s'identifie à A' G K̂ et,par suite , est une 

K-extension separable (prop. 3.10. D'autre part, A 1 étant une A-algèbre 
m 

separable, il existe un idempotent e = Y. x. G y. de A 1 A f tel que : 
J = 1 0 J 

10, 

E xjj = 1 et ( H x - x M ) e = o l^xCA'. 

Soit £2 une clôture algébrique de K. Pour un K-isomorphisme O de K' dans 

Q nous désignerons par C ' sa restriction à A'. Nous savons qu'il y a 

exactement n K-isomorphismes a^,...,a de K' dans fi etp pour i^j, on a 

oï £ aî ; en effet, soit y CK' et posons y = xz 1 , xcA', z *A' , z # o, on a 

o^y) = ai(x)(oi(z))"*
1 = aj(x)(a^(z))~1 ; il en résulte que o£ = o\ 

entraîne o.=0.. 
i J 

La restriction o' d'un K-isomorphisme C de K' à A' est un isomorphisme de 

A' sur a'(A') par suite 1̂ ,« a 1 : A' ® A A'-
5* A' « A o'(A

f) est un isomor

phisme. Désignons par y : A f ® A a'(A')—? A
!a'(A') l'application définie 

par y( £ a^ 8 a'(aî)) = 2T a.a(aî); y est un homomorphisme d'algèbres. 
i i 

Posons e g = y£( ̂ 0o f ) (e)J ; e Q est évidemment un idempotent de A'a'(A). 

Soit x un élément de A, nous avons : 

xea=x.[y(lAt®a')(e)]=y[(x«l)(1AIQa)(e)]=y[(lAf«a)((xdl).e)] 

=y[(lAf®a')((l®x).e)]=y[(lAIOa).(l«x)]ea=a'(x)ea. 

Ainsi, (x-Q'(x) )e =0, V x€A\ 
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Si eQ = o, on a x = af(x), VxcA' , d'où cr? = 1 A, ; donc O = 1 R I et 

e = n xaHy.) = 21 x.y.=1. 

Donc, pour un K-isomorphisme a de K', on a e,, = { . .11 en résulte 9 * 0 cr,1KI 

que pour tout élément x de A', nous avons : 
m n m n 

£ x.Tr(y.x) = H x.( r a(y.x)) = E x.( E cr (y.)a (x)) 
j = 1

 J J
 j=1

 J
 k=1 * J j = 1 k=1 

n m n 
= r a (x)( Ex.o (y.)) = 21 cJx)ea =x • 

k = 1 j = 1 J k a k = 1 k ak 

Cela entraine que A* est une A-algèbre libre (prop. 3 .1) et que A'/tttA' 

est une A/4ît-algèbre separable (prop. 3.5) de rang n. 

Soit (w.,...,w ) une base de A 1 sur A, les images (w,., ) forment 
i n » ' Tl 

évidemment une base de A'/ffiA1 sur A/fli , dont le discriminant 

D,A,//IToA,)/(A/1Ti ) ^ 1 > " . > \ ) e s t n o n n u l î P a r suite, l e discriminant 

DK f /K^W1 * * ' * ' Wn^ e s t ^ ^ 1 ^ m e n t d e A" ̂  e t ^ e s * n o n ramifié dans A 1. 

REMARQUE. - L'une ou l'autre des propositions a et b du résultat pré

cédent entraine la proposition suivante : 

La forme k-bilinéaire B sur A* définie par (x,y)H* Tr̂ t/K(xy) est 

non dégénérée. 



115 

Extensions cycliques non ramifiées 

SifKest non ramifié dans A', il existe une "base (w^,...,wn) de K
1 sur K, 

qui est aussi une "base de A 1 sur A, et dont le discriminant 

D^f / i r (w , ...,v ) = det pTr^./Lr(w.w. )1 est inversible dans A. La forme 

A-bilinéaire B est alors non dégénérée. 

THEOREME 3 . 1 . - Soient A un anneau de Dedekind, , K son corps des 

fractionsj K' une extension algébrique de degré n sur K, separa

ble sur K et A 1 la fermeture intégrale de A dans K'. les propo

sitions suivantes sont équivalentes : 

a- L'anneau A est non ramifié dans A\ 

b- A 1 est une A-algèbre separable. 

c- La forme A-bilinéaire B définie sur A ! par (x,y)h-> Tr K § ̂ (xy) 

est non dégénérée• 

d- Tour tout didéal premier f> de A 5 lrindice de ramification e ̂  

de tout idéal premier p de A1 situé au-dessus de f> est égal à 1 

Bt A'/i° est- une A/f^ -algèbre separable. 

- Cas local. 

Supposons que A soit un anneau de valuation discrète d'idéal 

maximal 171. Nous asavons que dans ces conditions A ? est un A-module libre 

de rang n (prop. 3.7.5 cor. 2). 

Les propositions a et b sont évidemment équivalentes et l'une quelconque 

d'entre elles entraine la proposition c (remarque précédente). 
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c zz? a . Si B est non dégénérée, toute base du A-module A 1 a son discri

minant dinversible dans A ; on toute base du A-module A 1 est une base de 

K 1 sur K car A f « A K = K
1 (lemme 1 ) . 

A 

a d • Si % est non ramifié dans A', A 1 est une A-algèbre separable et 

par suite A'/W* A 1 est une A/% -algèbre separable (prop. 3 - 5 ) . 

Comme A 1/ m A 1 est sans radical et Tfl.A' est contenu dans le radical 

de A 1, on a 171A' = Rad(Af). Désignons par 17fc\j,...,, fR>r les idéaux 
i=r i=r 

maximaux de A 1 ; on a 1TI A f = /°\ ffe' • = 7C 1W . et A'/^A' est 
i=1 1 i=1 1 

isomorphe à 71 A'/TT£- en tant que A/fïl -algèbre. Pour tout indice 

i=1,...,r l'indice de ramification e^ de 412̂  est égal à 1 et A'/'TTo ^ est 

une A/W> -algèbre separable (prop. 3 . 6 ) . 

Réciproquement, si la proposition d est vérifiée, W>A' est évidemment 

le radical de A' et A'/fli A' est isomorphe à Jl A'/W> . en tant que 

A/1tt -algèbre (^ 4fl/ étant les idéaux maximaux de A'). Comme 
» IT 

chacune des Al № -algèbres A'/W,'^ est separable, leur produit l'est 

aussi (prop. 3.6) et par suite A'/tfl» A' est alors une A/ifl -algèbre sepa

rable. Il en résulte que A' est une A-algèbre separable (prop. 3 . 5 ) . 

- Cas d'un anneau de Dedekind. 

Nous supposons maintenant que A est un anneau de Dedekind. 

Pour tout idéal premier f> de A; A^> est un anneau de valuation discrète 

dont K est le corps des fractions et A'p> est la fermeture intégrale de 

A p dans K '. 
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Nous désignerons par |$-j 5 • • • 5 f*r les idéaux premiers de A1 situés au 

dessus de l'idéal premier [o de A et par e , ...,e leurs indices de rami-
r 1 r 

fication reppectifs : je* A' = TT *p . 

i=1 1 

Nous savons que A' est un A-module de type fini (prop. 3.7> cor.l) et que 

A'jo est un A\fs, -module libre de rang n (prop. 3 . 7 , cor. 2 ) . D'autre part, 

les e^ sont aussi les indices de ramification des idéaux premiers de A'^ 

situés au-dessus de (o Aj^ . 

Enfin, considérons la forme bilinéaire B' définie sur le A^-module 

A'|<> par (x,y) h> Tr K ty K(xy) ; il est clair que B' = B r> , car les modules 

(A'*)jo et (A* jo)* sont isomorphes. 

a é=*>\) . Si A est non ramifié dans A 1 , alors pour tout idéal premier 

de A, A'jo est une A ̂ -algèbre separable (prop. 3-9) et par suite A' est 

une A-algèbre separable (prop. 3-5) (dans un anneau de Dedekind, tout 

idéal premier non nul est maximal). Réciproquement, si A' est une A-algèbre 

separable, alors pour tout idéal premier ç> non nul de A, A'fo est une A p -

algèbre separable. Donc tout idéal premier non nul est non ramifié dans A'. 

L'idéal {o} est non ramifié dans A' car K' est une extension separable 

de K. L'anneau A est par suite non rami fié dans A'. 

a£=*c . Si A est non ramifié dans A', alors pour tout idéal premier y> 

de A, l'idéal \s Ap est non ramifié dans A' et la forme kp -bilinéaire 

B\> est non dégénérée. Comme toutes les formes localisées Bp sont non 

dégénérées, la forme B l'est aussi. 
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Inversement, si B est non dégénérée, alors pour tout idéal premier non 

nul 10 de A, B £ est non dégénérée. Par suite, tout idéal premier non nul 

de A est non ramifié dans A 1. Comme 1 / idéal premier {o} de A est 

évidemment non ramifié dans A 1, l'anneau A alors non ramifié dans A 1. 

a ^ d', Si Â est non ramifié dans A 1, alors pour tout idéal premier |o de 

A, les indices de ramification des idéaux premiers de A'^ situés au-

dessus de pAj^ sont égaux à 1. Donc, pour tout idéal premier de A. 

les indices de ramifications e1»...»er des idéaux premiers 'p^,..., (> 

de A f situés au dessus de |̂  sont tous égaux à 1. D'autre part, comme 

A' est une A-algèbre separable, A'/|o A' est aussi une A/p -algèbre 
r 

separable (prop. 3.5) ; or A'/*oAf est isomorphe à T[ A'/|e . en tant 
i=l 1 

que A/p -algèbre ; il en résulte que chacune des A/|o -algèbres A'/fo ̂  

est separable (prop. 3 . 6 ) . 

Inversement, si la proposition d- est satisfaite, A'/|o A' est isomorphe 
r 

à la A/p -algèbre TtA'/fo ; A*/P A' est donc une A/f> -algèbre separable 
i=1 i 

(prop. 3.6) pour tout idéal premier fO de A. Par suite, A' est une A-

algèbre separable et A est non ramifié dans A'. 

COROLLAIRE. - On désigne par T le sous-A-module des éléments de trace 

nulle de A' : T n'est autre que l'orthogonal de A. 1 f dans le 

A-module bilinéaire (A',B). On suppose l'entier n inversible dans 

A. Alors A' = AlT et les propositions suivantes sont équivalentes : 
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a- A est non ramifié dans A 1 • 

fc- ïe A-module bilinéaire (T,B/T*T) est non dégénéré. 

L'hypothèse n inversible dans A entraine que le sous A-module de A' est 

fortement non isotrope , d'où la décomposition de A' sous la forme A' = 

A 1 A X = Al T (prop. 1 . 2 ) . 

a e^b . La forme A-bilinéaire B étant non dégénérée et le facteur direct 

A . 1 ^ , étant fortement non isotrope, le facteur direct T est alors forte

ment non isotrope, c'est-à-dire que le A-module (T,B/T>cT) est non dégénéré. 

b =̂  a • Le A-module bilinéaire (A,B) est non dégénéré, car il est la 

somme directe orthogonale de deux A-modules bilinéaires non dégénérés ; 

par conséquent, A est non ramifié dans A\ 

C - PROPRIETES DES EXTENSIONS NON RAMIFIEES. 

THEOREME 3 .2 . - Soient A un anneau de Dedekind, K son corps des fractions, 

K' une extension algébrique separable de degré n de K. On suppose 

de plus que K' est le produit tensoriel de q extensions algébriques 

separables K i de degré de K. On désigne par A 1 la fermeture 

intégrale de A dans K et par A'^ la fermeture intégrale de A 

dans K^. Les propositions suivantes sont équivalentes : 

a- Tour tout i, A est non ramifié dans k\. 

b- A 1 = ® A'. et k est non ramifié dans A'. 
i=l 1 
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a =5>b . 

- Cas local. On suppose que A est un anneau de valuation discrète, d'idéal 

maximal . 

La démonstration se fait par récurrence sur l'entier q. 

La proposition est évidente pour q=1. Supposons-la vraie jusqu'à l'ordre 
q q-1 q-1 

q-1 et posons : K' = ® K • = ( <8> K-) K., - F K n avec f = € K., 
i=1 1 i-1 1 K 4 K q i=1 X 

dirn̂ F = n^ .,. n Désignons par B la fermeture intégrale de A dans T. 
q" • q-1 

W, est non ramifié dans B et B - ® A'.. Comme B et A'q sont entiers sur 
i=1 1 

A, leur produit tensoriel B $ A A'q l'est aussi (N. BOURBAKI, Algèbre,Ch. V, 

§ 1, n° 1) et B 8. A'q C A'. Il existe une base (e.), . de F 
A 1 n<j,.. • >ng_-j 

contenue dans B et une base (f-)- • de K sur K contenue dans A' % dont 
J U j P ^ q q * 

les discriminants respectifs sont inversibles dans A; La f ami lie 

(e- G est une base de K' sur K contenue dans A'. 

Calculons le discriminant de cette base ; à cet effet, considérons les 

applications linéaires suivantes : 

$l est l'application linéaire de F dans K définie par : x ̂  T rF/K ^ x 1 ^ * 

<J> est l'application linéaire de K dans K définie par x 0*~*5>Tr yt_(x_). 
à q c. K^/K 2 

Le produit tensoriel <J>̂G %^ est défini par 

(•1»*2)(xlfcc2)- 4>l(x1).<()2(x2) = Tr F / K( X l).Tr K , K(x 2) = Tr p 9 K / K(x 18x 2). 
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Le discriminant D èe la base (e.© f.)-#.„
 e s* t donné par 

i j ^ . . . n ^ 

n^.. »n ^ n ^ 
D « (det <t>2)

 01 . (det(<j>.j)) ̂  . Le scalaire D est un élément inversible 

de Aî donc^t est non ramifié dans B 0^ A'^ . Il en résulte que A 1 = B © A A'^ 

= $ A fj (déf. 3.3). 

i=1 

- Cas d'un anneau de Dedekind. On suppose maintenant que A est un anneau 

de Dedekind. Comme A est non rami fié dans A'^, alors pour tout idéal premier 

p de A, l'idéal maximal f>A^ de A|© est non ramifié dans (A'^JJP , 

fermeture intégrale de A )o dans K^. Il en résulte que l'idéal maximal 

est non ramifié dans A'jo , pour tout idéal premier \* de A. Par 

suite, A est non ramifié dans A'. 

q-1 q-1 
Il nous reste à montrer que A' = © A'.. Posons encore B = ® A'. ; 

i«1 1 i-1 
q q 

il est clair que B C A'. D'autre part,( & A'.) = £ (A1. ) ; or ce 
i=1 1 r i«i 1 P 

dernier anneau est intégralement clos dans son corps des fractions ; donc 

B est intégralement clos dans son corps des fractions. Par suite, B ^ A' 

et finalement B = A'. 

b =^ a . 

- Cas local. Supposons que A soit un anneau de valuation discrète d'idéal 

maximal 1tt . Pour tout indice i=1,...q, A'^ est un A-module libre de rang 

fini (prop. 3.7, cor. 2). Par suite, A est facteur direct de chaque A 1^ 

en tant que A-module (prop. 3.2, corollaire). Comme A est non ramifié 
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dans A 1, A 1 est une A-algèbre séparable (théorème 3 . 1 ) ; donc pour chaque 

indice i, A'^ est une A-algèbre séparable (prop. 3 . 3 ) . L'anneau A est alors 

non ramifié dans chaque A'^. 

- Cas d'un anneau de Dedekind. On suppose maintenant que A est un anneau 

de Dedekind. Pour tout idéal premier )^ de A, l'anneau de valuation dis-

crête A ï o est non ramifié dans A W \ or A ' ^ = ( ® A ' . ) = ® ( A ' . ) J 
i=1 1 P i-1 1 P 

donc pour tout idéal premier jo de A , l'idéal maximal A ^ est non 

ramifié dans chacun des (A'^)^ . Par conséquent A est non ramifié dans 

chacun des A ' . . 
i 

THEOREME 3 .3 . ~ Soient A un anneau de Dedekind, K son corps des frac

tions, K' une extension non ramifiée de degré n de K et A ' la 

fermeture intégrale de A dans K\ On désigne par T le sous-k-

module des éléments de trace nulle de A'# 

Nous avons les propriétés suivantes : 
Tr 

a- La suite de A-modules O-* T—* A ' —* A — > 0 est exacte et 

scindée* 

Le A-module T est projectif de rang n-1 • 

c- Si A ' est un A-module libre, alors T est un A-module libre de 

rang n-1. 
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Le A-module A 1 est projectif de rang n ; c'est donc un A-module générateur 

(prop. 3 . 2 ) . Par suite, il existe des éléments f̂ ,...,!̂  de Hom^(A' ,A) et 
n 

des éléments x„,...,x de A 1 tels que 21 f.(x.)=1. La forme A-bilinéaire 
1 n i=1 1 1 

B définie sur A' par (x ,yW T rKt/ K(xy) étant non dégénérée (Théorème 3.1)/ 

il existe pour chaque indice i=1,...,n un élément y^C A 1 tel que 
c 

f.(x. ) = Tr„t ,__(x.y. ) • Posons c = Z x.y. ; nous avons 
I l I\. / JV 1 1 . . I l 

1=1 
n n n 

Tr / (c)=TrK (I x.y.) = E Tr / (x^.) = * M x ^ - I . ce qui 
1=1 1=1 1=1 

démontre l'assertion a . 

Il en résulte que T est un facteur direct du A-module projectif A' de rang n ; 

C'est donc un A-module projectif de rang n-1 ; d'où b . 
Tr 

Comme la suite o~f T A' — * A-* O est exacte, nous avons 

C(A') = C(T)+ C(A). Si A' est un A-module libre, alors C(A')=C(A)=0 

(Théorème 1 . 3 , lemme 1 ) ; d'où C(T) = o. Le A^module T est, dans ce cas, 

libre de rang n-1 (Théorème 1 . 3 , lemme 1 ) . 

COROLLAIRE. - Sous les hypothèses de la proposition précédente, il existe 

au moins un élément x de A tel que T r^i/ K(
x) = 
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D - CARACTERISATION DES EXTENSIONS CYCLIQUES DU TYPE D' ARTIN-SCHREIER 

NON RAMIFIEES. 

Soient A un anneau de Dedekind, K son corps des fractions, K' une 

extension algébrique séparab 3e de degré n de K et A' la fermeture intégrale 

de A dans K 1 . 

THEOREME 3.^. - Si K' est une extension cyclique A.S.S., les propositions 

suivantes sont équivalentes : 

a- A est non ramifié dans A'. 

fc- U extension K* de K est engendrée par une racine dfun polynôme 

xrrêductible de K[X] de la forme X - X-a, où afÀ. 

b à? a . Soit 9 une racine du polynôme irréductible )P -X-a. L'extension 

K'=K(9) est une extension cyclique de degré p de K et les autres racines 

du polynômes XP-X-a sont 9+1, 9+2,...,9+p-1 . Par suite, le discriminant 

de la base (1,9,...,9P 1) de K' sur K est 

DK,/K(1,9,...,9
P~1) = det [ T r K , / K ( e V)l = (-1) 2 . La valeur de ce 

discriminant étant un élément inversible de A, A' est alors un A-module 

libre de rang p admettant pour base ( 1,9,... ,9P~"1 ) (Prop. 3.7) et la forme 

A-bilinéaire B définie sur A' par (x,y)i-* Tr^,^(xy) est non dégénérée ; A 

est alors non ramifié dans A'. 
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a «^t . Il existe un élément v de Ax tel que T I K 4 / K ( v ) = 1 (théorème 3»3, 

corollaire). Comme v^ K 5 il vient K
f = K(v). Désignons par 0 un générateur 

du groupe de Galois de K 1 sur K. Nous avons a-a(a) = 1 avec 

a = v+2a(v)+...+(P-i) a
( p"^(v); d'où a(ap-a)=[o(a)]p-a(a)=(a-l)p-ap-i=a

p-a , 

avec a=aP-acA et par suite a est racine du polynôme XP-X-aC K[x] . 

THEOREME 3 . 5 . - Soit K 1 une extension cyclique A.S.G. de K. On désigne 

par F^.^.jF les corps intermédiaires entre K et K1 de degrés 

e-1 

sur K respectivement égaux à p ,.,.,p et par A 1^ la fermeture 

intégrale de A dans F^ (i=1,... ,e -1 ) . On pose A=A'e , k*=kx

o , 

K=Fe et K f=F f

o. Les assertions suivantes sont équivalentes : 

a- A est non ramifié dans A 1 . 

fc- Peur tout indice i=o,1....,e-1, F^ est une extension cyclique de 

degré p de F^ + 1 engendrée par une racine d'un polynôme irréductible 

de la forme X p-X-a i + 1 de F^Jl^où a i + 1

€ A i + 1 * 

a ^ b . Si A est non ramifié dans A 1, alors, pour tout indice i=o, 1,.. • ,e -1 , 

Ai+1 e s t n ° n r a m ^ ^ ^ d a n s Ai (prop. 3.8) et l'assertion b- découle immé

diatement du théorème précédent. 

b =^ a . Pour tout indice i=o,1,...,e-1, A^ + 1 est non ramifié dans A^ 

et A est alors non ramifié dans A 1 (prop. 3 . 8 ) . 

REMARQUE. - Il existe des extension du type d'Artin-Schreier qui se rami

fient . Soient K' une extension cyclique A.S.S. de K ; K' est engendrée peu: 
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une racine d'un polynôme irréductible XP-X-aC K(x] avec a€K. Nous allons 

montrer qu'il n'est pas toujours possible de trouver un polynôme de la 

forme Xp-X-b, bcA, tel que K' soit engendré par une racine de ce polynôme. 

Nous rappelons que le corps des racines sur K des polynômes XP-X-a et XP-X-b 

coïncident si et seulement s'il existe kcl, et ce K tels que 

b=ka+cP-c. 

Soit A = iFp[xl l'anneau des polynômes à une variable sur le corps premier 

à p éléments ; A est un anneau principal de caractéristique p dont le 

corps des fractions est K = (P^fX). Considérons le polynôme Y P-Y -1/X de K[Y} . 

Ce polynôme est irréductible dans K[Y] , sinon il admettrait une racine dans 

K de la forme P/Q , où P et Q sont des polynômes de A premiers entre eux 

et nous aurions : — - — - — = o =v XP(PP 1-Q P 1 )=o ;. alors P diviserait 

Q P Q X 

Q, ce qui est impossible. 

Supposons qu'il existe un polynôme de la forme Y P-Y-a, aG-A, tel que K 1 

soit engendré par une de ces racines. Alors, il existe kc7, 1<k*p - 1 , 
pP p 

et deux polynômes P et Q de A premiers entre eux, tels que k/XH = acA. 
Q P Q 

kûp+XP ( P^ 1 -Q p~ 1 ) 
Il s'ensuit que — ^ G A , c'est-à-dire que X divise Q. En 

XQ P 

posant Q » XR, alors (kR P)+PP ç ^ et9 par suite, P et Q ne 
X P R P 

sont pas premiers entre eux, ce qui est contradictoire. 
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IV - ELEMENTS DE TRACE NULLE DANS UNE EXTENSION CYCLIQUE NON RAMIFIEE. 

Nous nous placerons dans la situation suivante : 

A est un anneau de Dedekind de caractéristique p, dont on désigne 

par K le corps des fractions ; K 1 est une extension algébrique séparable 

de degré n de K et A 1 est la fermeture intégrale de A dans K'• Nous 

notons T le sous-A-module des éléments de trace nulle de A' et B la 

forme bilinéaire définie sur le A-module A 1 par (x,y)i-v Tr K l /K(*y) • 

A - CAS DES EXTENSIONS CYCLIQUES DU TYPE D1ARTIN-SCHREIER. 

THEOREM U . 1 . - Si Kf est une extension cyclique non ramifiée A.S.S. ou 

A.S.G., nous avons les propriétés suivantes : 

a- le k-module A 1 est libre de rang n ; de plus si p est différent 

de 2, A 1 admet une base orthogonale ; 

b- le k-module T est libre de rang n - 1 . 

De plus, si K* est une extension cyclique du type d'Artin-Schreier 

simple, k% est alors un k-module libre de rang n de la forme 

A'=:A[0] . 

C'est une conséquence immédiate des théorèmes 3 . ^ , 3.5> 3.6 et de 

la remarque suivant la proposition 2.U. 
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B - CAS DES EXTENSIONS CYCLIQUES DU TYPE DE KUHMER. 

a) Extensions cycliques du type de Kummer de degré impair. 

On suppose 2 et n inversibles dans l'anneau A„ 

THEOREME h .2. - Si K' est une extension cyclique non ramifiée K.S. ou 

K.G. j de degré impair sur K, alors : 

a- le A-module bilinéaire T est un espace hyperbolique du type 

fini i 

b- tout élément de T s'écrit d'une manière unique sous la forme 

x=y+z, avec Tr K, / K(y
2)= Tr K, / K(z

2) = o. 

L'entier n étant inversible dans A, le A-module A se décompose 

sous la forme A 1 = A 1A,i T. Les modules bilinéaires (A
1 ,B) et (T,B/T«T) 

sont non dégénérés puisque K' est une extension non ramifiée de K 

(Théorème 3 . 1 . , corollaire). Désignons par w le sous-espace vectoriel 

des éléments de trace nulle de K1 ;W est un espace hyperbolique de rang 

n-1 (prop. 2 . 7 , corollaire) et nous avons évidemment T = WOA. D'autre 

part, comme K 1 = K © A A', la forme bilinéaire non dégénérée B a même 

indice que la forme bilinéaire non dégénérée définie sur K' par 

(x,y) TrK,yK(xy) (prop. 1 . 3 ) . Il en résulte que T est un espace hyper

bolique de type fini. 
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COROLLAIRE. - Les A-modules A et T sont libres de rang n et n-1» 

Comme T est un espace hyperbolique de tyep fini sur l'anneau de 

Dedekind A, c'est un A-module libre de rang n-1 ; par suite A' = A.1A»i.T 

est un A-module libre de rang n. 

THEOREME h.3. - On se place dans les hypothèses suivantes : 

- n = q1 ... q̂  , où q̂ ,... ,qg sont des nombres premiers dis

tincts de p ; 

- le corps K contient les racines q -èmes,...,q -èmes de lfunité ; 
i s 

- K' est une extension cyclique de degré n de K ; 
e. 

- Chacun des corps intermédiaires entre K et K' de degré q̂  est 

une extension non ramifiée de K. 
Dans ces conditions : 

a- le A-module bilineaire T est un espace hyperbolique de type 

fini ; 

b- tout élément de T s'écrit dfune manière unique sous la forme 

x=y+z avec Tr K I / K(y
2) = Tr R f / K(z

2) = 0. 

Soient E^, i=1,... ,Sjles corps intermédiaires entre K et K' de 
e. 

degrés q̂  , i=1,...,s. L'extension E de K est isomorphe au produit tensoriel 

des E^ qui sont des extensions cycliques K.G. de K. Désignons par A'. 

la fermeture intégrale de A dans E. , i=1,...,s. Comme A est non ramifié 
1 s 

dans chaque A!, A est non ramifié dans A' et A' = © A! (Théorème 3 . 2 ) . 
i=1 1 
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Pour tout indice i=1,...,s, le sous-A-module T. des éléments de trace 
e. 

nulle de A^ est un espace hyperbolique de rang q̂  - 1 (Théorème U .2 ) 

tel que A| • A 1 T^ (Théorème 3 . 1 . , corollaire). Nous avons donc 

s s s s 

A 1 = ® Aï - ® (A 8 T.) = Ai ( ® T. ) J- ( 1 T.). 
i=1 1 i*1 1 i=1 1 i=1 1 

Ce qui montre que le sous A-module T des éléments de trace nulle de A 1 

s s 

est T - ( ® T.) 1 ( -L T.). D'autre part, nous savons qu'un produit 
i=1 1 i=1 

tensoriel (respectivement une somme directe) d'espaces hyperboliques est 

un espace hyperbolique. Il en résulte que T est un espace hyperbolique de 

type fini. 

COROLLAIRE. - Les A-modules A' et T sont libres de rang n et n - 1 . 

b) Extensions cycliques du type de Kummer de degré pair. 

On suppose n inversible dans l'anneau A. 

THEOREME k.k. - Soit K' une extension cyclique non ramifiée K.S. de degré 

pair de K ; l'extension K' de K est engendrée par une racine d9un 

polynôme irréductible de K[x} de la forme J^-a, où es A. 

a-Si A' est un A-module libre3 alors tout élément de T s'écrit 

d'une manière unique sous la forme x=y+z+ Au , X€A, avec 

Tr K l^ K(y
2) = Tr K l^ K(z

2) = 0 et Tr K.^ K(u
2) inversible dans A. 
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b- Si -a est un carré dans A, alors A' et T sont des A-modules 

libres. 

Si -a n'est pas un carré dans A, alors A 1 et T sont sommes directes 

orthogonales d'un A-module libre et d'un même A-module R projectif 

de rang 1̂  fortement non isotrope et tel que C(R)=C(A'). 

Le fait que K* puisse être engendré par une racine d'un polynôme 

irréductible de Kfx"] de la forme X n-a, aCA, résulte du théorème 2.3- Le 

A-module A* se décompose sous la forme A' = AIT et T est un A-module 

projectif de rang n-1 et un A-module bilinéaire non dégénéré. L'espacfe 

vectoriel Kf 8^ T n'est autre que le sous-espace vectoriel des éléments 

de trace nulle de K 1 ; c'est donc un espace vectoriel bilinéaire non 

dégénéré d'indice -|-- 1 (prop. 2.7, corollaire). Par suite, T est un A-

module bilinéaire non dégénéré d'indice ~ - 1 (prop. 1.8). Le A-module 

T admet une décomposition de Witt sous la forme T = (N • P)j.Rt où N et P 

sont des facteurs directs totalement isotropes maximaux et R un facteur 

direct fortement non isotrope projectif de rang 1. Comme N « P est un 

espace hyperbolique de type fini sur l'anneau de Dedekind A, c'est un 

A-module libre de rang fini et nous avons C(T)=C(N«P)+C(R)=C(R) et 

C(A')=C(A)+C(T)=C(T) ; d'où C(T)=C(A')=C(R). 

a- Si A' est un A-module libre, alors C(T)=C(A')=C(R)=0 (Théorème 1.3, 

lemme 1). Ainsi T est un A-module libre de rang n-1 et R un A-module libre 

de rang 1, fortement non isotrope. Nous en déduisons l'existence d'un 
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élément u de A' tel que T r

K i / g ( u ) soit inversibl dans A, et que 

R = A.u. 

b- Si (-a) est un carré dans A, K 1 est alors un espace vectoriel bilinéaire 

non dégénéré d'indice ~¡ , donc un espace hyperbolique (prop. 2.7). Ainsi, 

A' est un espace hyperbolique de type fini sur A (prop. 1.8) , donc un 

A-module libre (Théorème 2 .3) et par suite T est aussi un A-module libre 

de rang n-1 (Théorème 3 . 3 ) . Si (-a) n'est pas un carré dans A, K' est 

alors un espace vectoriel bilinéaire non dégénéré d'indice ~ -1 (prop. 2.7). 

Dans ce cas, la décomposition de A' sous la forme 

A' = AIT = Al[(NeP)i.R3 = [A i(NGP)] 1R montre que A' et T sont sommes 

directes orthogonale*d'un A-module libre et d'un même facteur direct R, 

projectif, de rang 1, fortement non isotrope tel que C(R) » C(A'). 

COROLLAIRE. - Si (-a) est un ватте dans A, il existe un élément x Ф о 

de A tel que TrK,^K(x) = о et T r

K i / K ( x ) oont inversibles dans A . 

REMARQUE. - Nous nous proposons de montrer qu'il existe des extensions 

cycliques K.S. non ramifiées de К pour lesquelles T n'est pas un A-module 

libre. 

On considère l'extension quadratique K=^(e) du corps des rationnels 

par e = V-kî et on désigne par A le sous-anneau constitué par les éléments 

de la forme a+be, où a et b sont des élément de l'anneau В = tItj) 9 anneau 
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de fractions de 7 défini par la partie multiplicative S » {2 n,ncï ]. 

• L'anneau A est la fermeture intégrale de l'anneau principal 

B dans K ; c'est donc un anneau de Dedekind. 

Soit CX l'idéal de A engendré par 1+e et 3 ; l'idéal k= dL est engendré 

par les éléments ( 1+e) 2, 30+e) et 9 ; mais 3( 1+e)=|( 1+e) 2+7 9 ; donc 

|& peut être engendré par les éléments e.^-e; e 2=9. Montrons que l'idéal 

)f> n'est pas principal. A cet effet considérons l'application 

N: A —* B | N(a+be) = a^+Hb et appelons norme de l'élément a+be de A 

l'image de a+be par cette application. On a en particulier : 

N[(a+be)(c+de)l = N(a+belN(c+de). 

Pour un élément a+be de k , on a : 

a+be=(a+&e)e1+(y+6e) e 2 = (2a+UlB+9r)+(-ot+26+96)e / a,$,Y,<5cB ; 

N(a+be)=(2a+U1B+9Y)2+U1(-a+2B+9^^ 

d'où N(a+be) « 0 (mod.9) dans B. 

Supposons Y> principal et soit tf A un élément générateur; k = At et 

N(t) b 0 (mod 9)- Posons e ^ t , e2*frt. Il vient : N(e1 )=N(a).N(t)=U5, 

H(e2)»N(6).N(t)«8l ; donc U5 s 0 (mod. N(t)), 81 s 0 (mod. N(t)) ; 

d'où 9 = 2 1*5-81 * 0 (mod. N(t)). 

r9 s 0 (mod.N(t)); /-9=TN(t) , Y € B , Y>0, 

Les relations < entrainent< 

^ H(t) » 0 (mod. 9) . y N(t)=96 , 6CB , ô>0 ; 

d'où yS - 1. 
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t* s rs • m ' vn i 
Or y = — > 0 , ô = — > 0 ; donc = 1 et, par suite, r « 2 , s = 2^ 

2 n 2 P

 2n+p 

avec m'+p' = m*-p . Ainsi 6 = — , nC2? et N(t) = ̂ — , n€ J . 
2 n 2 

On en déduit que N(a) = 5 2 n , ncJ , Posant a=x+ye , x,yé~B, la relation 

2 2 n 

précédente signifie que l'équation : x +l*1y =5*2 , n c 2i possède des 

solutions dans l'anneau B. Or ceci est impossible comme le montre le 

raisonnement suivant. 
2 2 n 

Si l'équation x 4*Uly =5*2 (nc2) possédait une solution dans B, il 
existerait des valeurs entières positives ou nulle de n pour lesquelles 

2 2 n 

l'équation x +My = 5 2 (1 ) aurait des solutions dans 1 . Pour n=0,1,2,3.,!*, 

on constate sans difficulté que (1 ) n'a pas de solution. Il reste à 

examiner s'il existe des valeurs de n entières et supérieures ou égale à 5 

pour lesquelles (1 ) admet des solutions entières. Toute relation de 

cette équation est nécessairement constituée par des nombres pairs car, 

modulo U, le second membre est nul. Supposons qu'une telle solution existe 
* 2 2 n—2 

et posons x = 2x,j , y s s 2y 1 . L'équation x +Uly =5*2 admet la solution 

(*-|,y-|). En itérant le procédé, on arrive à la conclusion suivante : 

2 2 n 
x +l*1y =5*2 p n <5 admet des solutions, ce qui est impossible. 

2 k 

Par contre, l'idéal h = OU est principal. Il est engendré par les 

éléments ( 2-e) 2, 9(2-e) et 81 . Or 9(2-e)-2(2-e) 2 -8l= 11-ejdonc 11-e 

est un élément de fc2'• Il est facile de vérifier que les éléments ( 2-e) 2, 

0(2-e) et 81 appartiennent à l'idéal A(11-e) ; donc b 2= A (11-e). 



135 

Extensions cycliques non ramifiées 

Les éléments 11+e et - (11+e) ne sont pas des carrés dans H( )< on 

désigne par E l'extension quadratique de Q(V+Ul) par une racine du poly-

nome X - (11+e) et par A1 la fermeture intégrale de A dans E. 

2 
z CE z = u+vx , u,v 6- K 5 x = 1 1+e. 

Îz+z sb 2a £A faeA 2 

p p \ p p — * afA,B (11+e)«A. 
zz=a -p ( 11+e) ç A [ a -g ( 11+e)* A 

Ces conditions sont nécessaires pour que l'élément z - a+3x de E appartienne 

à A'%, elles sont aussi suf fi santés 9 car alors z est racine de 

x 2 -2ax + a 2 -6 2(H+e) = 0. 

Soit T l'ensemble des éléments de trace nulle dans A' ; alors 

T = { 3x, B€K | $ ( l 1 + e)cA J. Nous nous proposons de déterminer complè

tement l e sous-A-module T. 

Posons 8 = u+ve ; u , v c Q . On a : 

6 2( 11+e)=(u+ve) 2 ( 11+e)=(u 2 -Ulv 2 +2uve) ( 11+e)=11 (u 2 - l+1v 2 ) -82uv+[u 2 -Ulv 2 +22uv]e ; 

p f l l ( u 2 - U l v 2 ) - 8 2 u v €B , 
B ( 11+e) € A | 

u -Ulv +22uv «B. 

T 11 ( u 2 - U l v 2 ) - ^ 2 u v €B ( 1 ) , 
Considérons l e système ( i ) ? 

k u -Ulv +$2uvCB ( 2 ) . 

"81 uvcB ( 0 , 
(I)=^(II) j 

8 K u - U 1 v 2 ) € B (20. 
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En multipliant et ( 2 f ) par une même puissance convenable de 2 , on 

voit que : 

r 2 e 1 81uv = X ( 1 " ) > 
(i)—»(n) I p p € i). 

\ 2 m 81 (u 2 -U1v 2) = y ( 2 , f ) , 

Si u = p/q est une représentation irréductible de u, alors q=2ns/où s est 

un diviseur de 8l^donc 81 = st ; s peut prendre les valeurs 1 , 2 , 9 , 2 7 , 8 1 . 

Tirant v de ( 1 " ) et portant dans ( 2 ) , il vient toutes réductions faites : 

22r%%k + 2 m + 2 nst p 2(22A - 2 ^ 8 1 T ) - U 1 « 2 S 2 8 2 = 0 , v * B. 

2 
Il en résulte que s divise t 5 donc s ne peut prendre que les valeurs 

c 
v 1 , 3 , 9 « Finalement, u se met sous la forme u = , r € 2. 

r 1 

Utilisant ( 2 " ) , il vient alors : v = , r 1 € 1. 
n 

2 n 9 
Exprimons enfin que ces valeurs de u et v sont solutions du système (I), ce 

qui revient à écrire que,modulo 81, r et r' satisfont au système : 

f 1l(r2-Ulr,2)-rr' = 0 , 
(IV) { 2 2 

{ r -1*1 r' +22rr ' = 0, 

* • 2 
qui se réduit à la seule équation (r+11r') 25 0 (mod. 81 ) équivalente 

à r+11r* s 0 (mod. 9 ) . 

La solution générale du système (i) est donnée par B=^ "V 
9x2a 9x2° 
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k-1 l 2- e 
Or B = •—~ ; les éléments B constituent un idéal fVaction-

2 n 2 n 9 

naire de K engendré par les éléments 1 et ; cet idéal est isomorphe 
9 

à l'idéal entier b de A par l'isomorphisme de A-modules O : 6 ^ Y = 96* 

De ces différentes remarques, il résulte que le A-module T est isomorphe 

au A-module h ; par conséquent T est un A-module projectif de rang 1 qui 

n'est pas sur A-module libre. 

D'autre part, considérons la forme bilinéaire B sur TxT définie par 

( 6 , 6 ' )t-* Tr Ey R 36'x2 = 266 '01+e) et effectuons l'isomorphisme de A-

modules c^qui au A-module bilinéaire (T,B) associe le A-module bilinéaire 

( k> ,B') avec B'(y,T') = B'(a (6 ) ,o (B f )) = B ( 6 , B ' ) = 2&& , (11+e), 
« i / , \ 2( 1 He) . B'(Y,Y') = — L YY 

81 

L'idéal b~ 2 est engendré par l'élément (11-e)""1 et 2 ( 1 1 + e ) = U ( l 1-e)~ 1; 
81 

il en résulte que les formes bilinéaires B' et B sont non dégénérées. 

Nous avons ainsi un exemple d'une extension du type de Kummer simple, non 

ramifiée par une racine d'ion polynôme de la forme Xn-a, avec -a non carré 

dans A^et pour laquelle T n'est pas un A-module libre. 

THEOREME U.5- - Soit K' une extension cyclique K.S. non ramifiée de degré 
e • a— 1 

n = 2 de K. Soit F̂  le corps intermédiaire de rang 2 entre 

K et K' s on suppose que K' est engendré sur F 1 par une racine 

dfun polynôme de la forme X p-a 1, avec a.<ç F et que (-â  est 
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carré dans . 

Alors, les A-modules A' et T sont libres. 

Lfhypothèse (-a<j) carré dans F 1 implique que K
1 est un plan hyper

bolique sur . Il existe alors un sous-F^-espace vectoriel de K* 

totalement isotrope et de rang 1 ; donc N 1 est un K-espace vectoriel 

e-1 

totalement isotrope de rang 2 . Par suite, K 1 est un K-espace hyperbolique. 

Il en résulte que A1 est aussi un espace hyperbolique sur A, donc un A-

module libre. Le A-module T est alors libre. 

REMARQUE. - Considérons la situation suivante : 

A = (a+be ; a,bC l(^)} , K = Q(e), Kf=K(x), x 2=11+e, K" = K f(i). 

L'extension K,f de K est une extension cyclique K.G. de degré k. Les exten

sions K' de K et Kft de K' sont non ramifiées^donc K" est une extension 

non ramifiée de K. D'autre part, 1 étant carré dans A, la fermeture inté

grale A" de A dans K" est un A-module libre de rang k. Enfin A" étant 

aussi la fermeture intégrale de A' dans K", A" est un A'-module libre. 

Ainsi les propositions : 

*ACA'CA" ; A" est A-module libre ; A" est A'-module libre'! 

n'impliquent pas ^A' est A-module libre" 
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