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P u b l i c a t i o n s du 

D é p a r t e m e n t d e 
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UNE TOPOLOGIE MIXTE SUR L'ESPACE L°° 

par Jean DAZORD et Michel JOURLIN 

oo 
Etant donné l'espace C (T) des fonctions numériques réelles continues 

00 

et bornées sur T, la topologie stricte sur C (T) - et nous entendons par 

là la plus fine topologie localement convexe coïncidant sur la boule unité 
00 

de C (T) avec celle de la convergence compacte sur T - entre à la fois 

dans le cadre des topologies mixtes étudiées par WIWEGER [ VJ] et dans celui 

des limites inductives généralisées au sens de GARLING [ Gl] • L'origine de 

notre étude est alors double ; dans [Cl] COLLINS considère de façon dé-
00 

taillée la topologie stricte lorsque l'espace T est discret ; C (T) est, 
00 

dans ce cas, l'espace £ (T) des familles réelles bornées (x^) ; par 

ailleurs un résultat dû à DIEUDONNE et GROTKENDIECK ( [G3] , prop. 3, p. 139) 

» 00 

affirme que sur la boule unité de L (y), où y est une mesure de Radon sur 

un espace localement compact, la topologie de la convergence en mesure 

coïncide avec la topologie de Mackey T C L ^ L 1 ) * Un des objets de notre étu

de est de préciser ce dernier résultat en prouvant que la topologie 
oo i 

x(L ,L ) est la plus fine topologie vectorielle qui coïncide sur la boule 
00 

unité de L avec celle de la convergence en mesure, ce qui met en évidence 

1 
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sur L° une topologie mixte analogue à la topologie stricte sur C°°(T) . 

Lorsque T est discret, la topologie étudiée peut être considérée aussi 

bien comme la topologie stricte que comme la topologie mixte introduite 

00 

ici d'une manière générale sur L (y), y étant, en 1 occurrence, la mesure 

canonique de masse 1 en tout point de T. 

Les notations et les résultats de théorie de la mesure que nous sup

posons connus proviennent de BOURBAKI ([B2], [B3], [B4]) ; on pourra éga

lement se référer à [DJl]. Précisons cependant que sTil est vrai que par 

mesure nous entendons en général une mesure positive, pour des raisons de 

commodité, nous sommes conduits parfois à envisager des mesures signées ; 

il en est ainsi lorsqu'il s'agit d'espaces de mesures. Dans le même 

esprit ajoutons que, conformément à l'usage, nous assimilerons très sou

vent les classes de fonctions à des fonctions. 

Etant donné un eie E, nous désignerons toujours par E' son dual topo

logique. Nous noterons E^ l'espace E' muni de la topologie de Mackey 

T(E',E) et E^ (resp. E^) l'espace E' muni de la topologie de la conver

gence uniforme sur les ensembles précompacts de E (resp. sur les disques 

compacts de E). 

Il faut mentionner ici que des travaux récents annoncés dans Zentral-

blatt fur Mathematik (t. 247, 11 juillet 1973, 46049) établissent le 

résultat central de cet article, à savoir que la topologie mixte de L°° 

oo i 

est la topologie de Mackey x(L ,L ). En termes d'analyse non standard, 

cela figure dans K.D. STROYAN, "A characterization of the Mackey unifor-

oo 1 . . 

nrity m(L ,L ) for ftmte measures", à paraître au Pacific Journal of 
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Mathematics. L'auteur signale que la version standard de ce résultat a été 

établie dans un texte non publié de J.B. COOPER. Il faut toutefois noter 

que Stroyan se limite au cas d'une mesure bornée. Ajoutons qu'une première 

version de notre article a paru dans la série de prëpublications de l'Uni

versité de Saint-Etienne [DJ3]. 

Avant d'en venir à l'objet propre de notre étude, précisons que ce tra

vail n'aurait pas pu être réalisé sans les indications qui nous ont été 

données par le Professeur Z. SEMADENI à l'occasion d'un séjour à Lyon en 

juin 1971. Nous lui sommes, en particulier, redevables d'avoir attiré 

notre attention sur les travaux de l'Ecole polonaise et plus particuliè

rement sur les articles de Wiweger. 

Dans la suite, T désigne un espace localement compact et y une mesure 

strictement positive sur T. Nous désignons par «C1 (y) ou «C1 l'espace des 

fonctions mesurables de T dans R telles que y'(|f|) < + 0 0 (autrement dit, 

l'espace des fonctions essentiellement integrables) muni de sa semi-norme 

f y'(|f |) et par L 1 (y) ou L1 son séparé associé. De même <C°°(y) ou £ 

est l'espace des fonctions essentiellement bornées de T dans R et L (y) 

ou L son separe. 

Nous rappelons tout d'abord deux résultats fondamentaux : 

Nous dirons qu'une mesure v sur T est de base y si v= tp.y,où cp est 

une fonction de T dans R (qui n'est pas nécessairement positive) y-inté-

grable sur tout ensemble compact. On établit alors le théorème de RADON-
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NIKODYM, ([B3], th. 2, p. 52, et cor. 5, p. 55, [B4], prop. 3, p. 28). 

(1) THEOREME (RADON-NIKODYM) • - Soit T un espace complètement régulier 

séparé et y une mesure positive sur T . Pour une mesure positive v sur 

T , les assertions suivantes sont équivalentes : 

(a) v est une mesure de base y ; 

(b) tout ensemble compact ^-négligeable est ^-négligeable j 

(c) pour tout ensemble compact K et tout z>0> il existe r\>0 tel que 

les relations A C K et y* ( A ) < n entraînent v ' ( A ) < e. 

Le théorème de DUNFORD-PETTIS met en jeu la notion de partie équi-

intégrable qui joue un role essentiel dans notre étude ((B2], Dêf. 10, 

p. 199) : 

(2) DEFINITION. - Une partie $ de £l (y) est dite équiintégrable si elle 

satisfait aux conditions suivantes : 

(E^) pour tout e>0> il existe 6>0 tel que pour tout ensemble essentiel

lement integrable A vérifiant y ( A ) < 6¿ on ait : 

Sup |tp|dy < c ; 
< p e $ J A 

(E2 ) pour tout z>0y il existe un ensemble compact K de T tel que : 

Sup |cp|dy < e . 
p̂eï> I T \ K 

(3) THEOREME (DUNFORD-PETTIS). - Pour une partie bornée i de £l , les as

sertions suivantes sont équivalentes : 

(a) 4> est équiintégrable ; 

(b) l*ensemble quotient $ de $ dans L1 est relativement faiblement 

compact* 



U n e t o p o l o g i e m i x t e sur l ' e s p a c e L 0 0 

5 

oo 

Nous avons déjà indiqué que la topologie mixte sur L envisagée ici 

est construite à l'aide d'une part de sa topologie d'espace de Banach et 

d'autre part de la topologie de la convergence en mesure. Le lemme sui

vant a, en partie, pour objet d'établir que ces deux topologies vérifient 

la condition de voisinages fermés (VF) qui joue un role important dans 

l'étude des ensembles bornés pour la topologie mixte (LlîK 2.4.1, p. 56). 

(4) LEMME. - Pour la topologie de la convergence en me sure¿ la boule uni

té de L°° est l1 adhérence de celle de C°°(T). 

Preuve. - Soit A la boule unité de C°°(T) et B celle de L°°. Etablissons 

tout d'abord la densité de A dans B. Considérons un ensemble compact K 

^ OO 

de T et un réel e>0 qui définissent un voisinage V(K,c) de zéro dans L , 

à savoir ([DJ1], (1.1), p. 89) : 

V(K, e) = {fEL 0 0 ; 3K fG3i f, K fC K, y(K\K f) < e, ||f|| < e] 

où 3Í£ désigne la compactologie sur T constituée des ensembles compacts 

sur lesquels f est continue. Soit fGB ; f étant mesurable, il existe 

un ensemble compact K'Eût^ vérifiant K'C K et y(K\ K' ) < £. La restriction 

f J K F de f à K' est continue et admet un prolongement continu f
1 à l'espace 

T tout entier ; on peut supposer que l'on a ||ff|lT < li c'est-à-dire ffeA. 

11 est alors immédiat qu'on a f-f'EV(K,e). Prouvons maintenant que B est 

fermée. Pour cela, soit f£B. Posons : A = {xGT ; |f(x)| > l}. Nécessaire

ment y"(A) > 0 et, A étant mesurable, il existe un ensemble compact K 

contenu dans A vérifiant y(K) > 0. Etant donné e>0 tel que 0<e<y(K), il 

existe un ensemble compact K G dans contenu dans K, tel que l'on ait 
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y(K\KG) < e, d foù y(K 0) > 0. Soit m « inf|f(x)| ; par continuité de f sur 
xEK 0 

K 0, on a m>l. Supposant alors que r) est un nombre vérifiant 

0<n<inf (y(Ko) ,m-l) montrons que l'on a (f+V(K0 ,n) n B * 0. Pour cela 

considérons gGf+V(K 0 >n)- Il existe ^€31 tel que KjCK o l ydC^K,) < r) 

et llg-fll < r|. Ainsi y(K ) est strictement positif et on a : 

||g | - | f | | ^ < n , soit |f(x)| - n < |g(x)| < |f(x)| + n pour tout a e q . 

Or pour tout xEKj , on a |f(x)| > m > 1+n ; finalement on a |g(x)| > 1 pour 

tout xEKj ,avec y(Kj ) > 0. C'est dire que g n'appartient pas à B. 

Rappelons que pour une mesure bornée V sur un espace T on appelle 

masse totale de v le scalaire |v|(T). On sait alors que, muni de la norme 

de la masse totale, l'espace des mesures bornées de base y (ou de densité 

par rapport à y) est isométrique à L 1 (y), la densité n'étant pas ici né

cessairement positive. Avec cette interprétation de l'espace L1 (y), la 

proposition qui suit est tout à fait analogue à la caractérisation des 

00 

mesures bornées sur un espace T comme formes linéaires sur C (T) conti

nues sur sa boule unité pour la topologie de la convergence compacte sur 

T ([ B4] , prop. 12, p. 65) : 

(5) PROPOSITION. - L'espace L1 s'identifie à l'espace des formes linéaires 

00 

sur L continues sur sa boule unité pour la topologie de la convergence 

en mesure. (l ) 

C) Une rédaction antérieure de ce travail ne mentionnait pas la densité 
de A dans B ; la preuve de la proposition était alors incomplète. Nous 
remercions D. GARLING de nous avoir indiqué cette omission. 
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Preuve. - Soit cpSL1 et soit v la mesure de densité ip par rapport à y. 

Nous supposons, ce qui est sans inconvénient, que cp est une fonction po

sitive, v étant alors une mesure positive. Puisque v est une mesure bornée, 

pour tout e>0, il existe un ensemble compact K tel que V(T\YS) < y . 

D'après le théorème de Radon-Nikodym, il existe un nombre n>0 tel que pour 

ACK et y" (A) < n> on ait V*(A) < j . Montrons qu'on peut trouver a>0 pour 

lequel l'inégalité |v(f)| < e soit vérifiée pour toute fonction 

fEV(K,a)rï B, V(K,a) étant un voisinage fondamental de zéro pour la topolo

gie de la convergence en mesure. On peut supposer que l'on a I f l ^ < 1. 

Comme fEV(K,a), il existe un ensemble contenu dans K tel que l'on ait 

u(&K f) < a et B f B K < a. En supposant ot<inf ( n > 3 v ^ ) , on a alors : 

y(&K f) < | . Ainsi 

| v ( f ) | = |jfd\>| < v ( K \ K f ) l f l R + v(K ) H f l l K f + v(T\K ) H f l l T . 

Soit |v(f)| < ~ + ctv(K) < & 

Pour établir la réciproque, considérons une forme linéaire \^0 sur L (z) 

continue sur sa boule unité B pour la topologie de la convergence en 

mesure. En raison de la densité de A dans B, v s'identifie, par restric-

00 00 

tion à C (T), à une forme linéaire sur C (T) continue sur A pour la topo

logie de la convergence en mesure et, a fortiori, pour la topologie de 

la convergence compacte sur T. C'est dire que v est une mesure bornée sur 
00 # 00 

T. Comme L est le quotient de JC par l'espace des fonctions localement 

y-négligeables, il est clair que toute fonction localement y-négligeable 

est localement v-négligeable. 11 résulte alors du théorème de Radon-Niko

dym que v est une mesure bornée de base y. 
(2) On suppose v>0 car la topologie de la convergence en mesure admet des 

voisinages de l'origine convexes pour l'ordre. 
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Nous pouvons maintenant formuler une caractérisation des mesures bor

nées similaire à la caractérisation classique : 

(6) COROLLAIRE. - Pour que y soit une mesure bornée sur T, il faut et il 

00 . 

suffit que y soit une forme linéaire sur C (T) conttrvue sur sa boule 

unité A pour la topologie de la convergence en \i-mesure. 

oo oo 

Nous noterons dans la suite L^ 1 espace L muni de la topologie de 

la convergence en mesure. Conformément aux notations de Wiweger, nous 
oo oo 

désignerons par yÇL ,L^) ou, plus simplement, par y la topologie mixte 
00 „ 

sur L , autrement dit la plus fine topologie vectorielle coïncidant 
ce 

sur la boule unité B de L avec la topologie de la convergence en mesure ; 
00 

L̂ . désigne lfevt ainsi obtenu. Notons ici que puisqu'une forme linéaire 

00 

continue sur Ly est une forme linéaire continue sur B pour la topologie 

de la convergence en mesure ([W], 2.2.3, p. 52), le théorème (5) exprime 

1 isomorphisme algébrique de L avec le dual (L^) . 

Bien que 1!espace L ne soit pas localement convexe, en général, pour 

la topologie de la convergence en mesure, on prouve cependant que LÇ*(T,y) 

oo 

est un elc ainsi : si T est compact, la boule unité B de L est équiinté-

grable et sur B les topologies de la convergence en mesure et de la conver

gence en moyenne coïncident ((B2), remarque p. 199 et prop. 21, p. 199) ; 

comme cette dernière topologie est localement convexe le résultat est 

acquis ( (w) , remarque, p. 55). Dans le cas général, on considère un y-

concassage (K^) de T ( (BA), déf. 10, p. 18) et on montre que la topologie 

oo 00 

de l'espace coïncide sur la boule unité de L avec celle de l'elc 
TT L Œ ( K . ) . 

I Y 1 

file:///i-mesure
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La démonstration qui suit reprend en partie la preuve du théorème de 

Dieudonné-Grothendieck tout en établissant un résultat plus précis : 

(7) THEOREME. - Sur l'espace L°° la topologie mixte y est identique à la 

topologie de Mackey TCL^L 1 ) . 

Preuve. - En vertu du théorème de Dunford-Pettis, il s'agit de prouver 

00 

qu'une base d'ensembles équicontinus de ( L ^ ) ' est constituée des quo

tients dans L 1 des parties équiintégrables et bornées de X 1 . Notons C(E) 

l'espace des fonctions de B dans R continues pour la topologie de la 

convergence en mesure. Nous savons que pour qu'une partie H de (L^) 1 

soit équicontinue, il faut et il suffit que les restrictions à B des 

éléments de H forment une partie équicontinue de C(B) ([C3], prop. 1, 

p. 586). Soit $ le quotient dans L 1 d'une partie équiintégrable et bornée 

de «C1 . Nous avons donc à prouver que pour tout e >0, il existe un voisi-

00 t i 

nage V(K ,n) dans L tel que l'on ait Sup | <4)fdy| < z pour toute classe 
m < j > e * J 

de fonction fEV(K , n ) r B. Or il existe un ensemble compact K de T tel que 

l'on ait : |cp | dy ^ Comme f appartient à V(K , n ), il existe un en-
J T \ K 

semble K^G Si^, étant contenu dans K , vérifiant y (K\ K^) < n et 
llfIL < r,. Or 

Kf 

f f f r 

f i p d y < |fcp|dy + j f cp | dp + |f(p|dy. Comme f appartient 

à la boule unité de L°°, on a 

| f :.p | dy < | (p | dy < \ . 

> T\ K 1 T\ K J 

D'autre part 
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( ( ( 

|ftp|dy<n |cp|dy<n |cp|dy< n M y 

J K f > K f

 J T 

où M = Sup M cp ¡ dy est fini puisque $ est un ensemble borné de L1 . Suppo-

sons maintenant que, conformément à la condition d'équiintégrabilité (Ej)^ 

on ait choisi 6>0 tel que, pour tout ensemble essentiellement integrable A 

vérifiant y (A) < <5, on ait Sup J cp f|dy < e. Alors en supposant 0<r|<i5, 

on peut écrire, puisque y(K\K^) < rj < 6 , 

f |cp f |dy < í I cp |dy < f . 

Finalement, en choisissant n < inf(6,~j^), on obtient | f ip | dy < e 

pour tout cp E$ et tout fEV(K , n ) n B. Ainsi nous avons prouvé que toute par-

tie faiblement compacte de L est équicontinue dans (L ) ? , ce qui termine 

la démonstration. 

Le résultat précédent appelle plusieurs remarques. Tout d'abord, la 

preuve que nous venons de donner montre qu'une partie faiblement compacte 

de L , disquée ou non, est équicontinue, autrement dit L^ est un espace 

de Mackey au sens fort (MStrong Mackey space" suivant la terminologie de 

CONVAY, [C2], p. 475). D'ailleurs dans L1 , comme dant tout ele E quasi-

complet pour la topologie de Mackey x(E,E'), l'enveloppe disquée faiblement 

fermée d'une partie faiblement compacte est faiblement compacte, comme il 

résulte du théorème de KREIN ([El, 8.13.1, p. 553). 

En ce qui concerne l'analogie que nous avons mentionnée entre la topo-

00 00 

logie mixte de L et la topologie stricte de C (T), il faut noter que les 
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parties équiintégrables de L1 jouent, pour la dualité entre L1 et L°°, le 

même role que les parties de PROKHOROV ([B4], déf. 2, p. 63) de l'espace 

M^T) des mesures bornées sur T pour la dualité (C°°(T), M ^ T ) ) . On sait 

oo 

cependant que, pour la topologie stricte, C (T) n'est pas en général un 

espace de Mackey ([C2], p. 481). 
oo 

Nous disposons ainsi de trois topologies sur L à savoir, par ordre 

de finesse, sa topologie d'espace de Banach, la topologie mixte y et la 

oo . . 

topologie de la convergence en mesure. La boule unité de L est evidem-
oo oc co 

ment bornee dans L^. Comme les topologies de L et L^ vérifient la condi

tion ( V F ) , il en résulte ([ W] , 2.4.1, p. 56) que L°° et L^ ont les mêmes 

ensembles bornés. Ainsi nous avons établi, ce qui précise la proposition 

(5) : 

(8) PROPOSITION. - L1 est isomorphe au dual fort de L~. 

00 

Avant d'énoncer les principales propriétés de l'elc L^, rappelons 

quelques définitions. Un eie E est dit hémiborné s'il possède une suite 

fondamentale de bornés. On dit que E est un b -espace si toute forme liné-

aire sur E continue (ou faiblement continue) sur les ensembles bornés de 

E est continue sur E. On peut, dans cette dernière définition, utiliser 

indifféremment la topologie de E ou sa topologie faible puisque, d'une 

manière générale, une forme linéaire sur un elc continue sur un disque 

fermé est faiblement continue sur ce disque ([Bl], exercice 3, p. 91). 

Alors : 

00 00 

(9) PROPOSITION. - L est l'espace bornologique associé à L^ est c'est 

aussi le bidual fort de LÇ. Tout disque bornivore de contient un 
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tonneau bornivore. L*" est hêrrrlbomê et contient un tonneau borné borni-

y 
vore. C'est un b^-espace semi-réflexif et complet. 

Preuve. - Montrons seulement que est complet, les autres assertions 

étant évidentes. L1 est un elc de Kelley et (L 1)^ est complet ([ B7] , 3.4.7, 

p. 32). Alors (L1 )^ est complet grâce à la condition (VF). 

00 

La caractérisation de la topologie mixte de L comme topologie de 

Mackey permet d'apporter une précision supplémentaire. On sait que le b-

bidual d'un elc E est l'espace des formes linéaires sur son dual E' bor

nées sur les ensembles équicontinus de E' et que E est dit b-réflexif 

s'il est égal algébriquement à son b-bidual ([B6], p. 43-44). Or il est 

établi dans [B5] (th. 3, p. 105) que si E est ultrabornologique, E^ est 

b-réflexif. Ainsi, puisque = (L 1)^ : 

(10) PROPOSITION. - L 'elc lT est b-réflexif. 

CO 

Notons ici qu il résulte de sa b-réflexivité que 1 elc est semi-

réflexif et complet ([B6], 4.5.2., p. 44), ce que nous savions déjà. 

Lorsque la mesure y est atomique, l'espace de Banach L1 (y) est iso

morphe à un espace il (I). Il résulte alors de l'identité des parties fai

blement compactes et des parties compactes de Zl (I) que les elc L^ et 

(& 1(1))^ sont isomorphes. L'elc L^ est donc un espace de Schwartz. La pro

position qui suit établit la réciproque : 

(11) PROPOSITION. - Les assertions suivantes sont équivalentes : 

oo 

(a) Ly est un espace de Schwartz ; 

(b) est un elc de type (i.e. les ensembles bornés de L^ sont 

12 
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relativement compacts) ; 

(c) les parties faiblement compactes de L1 sont compactes ; 

(d) la mesure y est atomique. 

Preuve : 

00 

(a) => (b) : cela résulte de la complétude de L^. 

(b) => (c) : c'est évident. 

(c) => (d) : cela provient d'une remarque de Grothendieck selon laquelle, 

si une mesure y n'est pas atomique, il existe dans L 1(y) une suite faible

ment convergente non convergente ([G2], p. 60). 

L'implication (d) => (a) a déjà été vue. 

(12) COROLLAIRE. - Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(a) L°° est un elc nucléaire : 
Y 

(b) la mesure y est à support fini. 

Preuve. - L'implication (b) => (a) étant évidente, prouvons (a) => (b). 

oc 
L'elc Ly étant un espace de Schwartz, nous savons que la mesure y est ato-

oo • 
mique et L est isomorphe à un espace (£ (I))'. Supposons que I est in-

"Y c 

fini, ce qui revient à dire que le support de y est infini. Alors il est 

isomorphe à un facteur direct de l1 (I) et il en résulte que (Ji1)^. est 

isomorphe à un sous-espace de (SLl(I))^. L'elc (J^1)^ est donc nucléaire. 

Or nous savons ([J]) que l'espace est universel dans la classe des 

espaces de Schwartz. Il en résulte que tout espace de Schwartz est nu

cléaire, ce qui est absurde. 

Nous terminerons ce travail en abordant diverses conditions de tonne-



U n e t o p o l o g i e m i x t e sur l ' e s p a c e L°° 

14 

lage sur l'espace lÇ. Il faut tout d'abord noter que bien qu'il soit tou

jours un espace de Mackey, l'elc L Ç n'est, en général, ni tonnelé, ni bor-

00 

nologique, ni par conséquent réflexif. Car si est infratonnelé (donc 

tonnelé puisqu'il est complet), on en déduit l'identité topologique L°° - L^, 
00 . 0 0 

puisque la boule unité fermée de L est un tonneau bornivore de L^. Ainsi 
oo 

L est réflexif. Or cela n'est possible que dans le cas où la mesure y est 

à support fini. D'une manière plus précise, sachant qu'un elc E est dit 

G-infratonnelé (resp. a-tonnelé) si toute suite fortement bornée (resp. 

faiblement bornée) de son dual E' est équicontinue, nous pouvons énoncer : 
(13) PROPOSITION. - Les assertions suivantes sont équivalentes : 

oo , 

(a) est infratonnelé (resp. tonnelé* bornologique, réflexif) ; 

(b) L^ est un espace (DF) ; 

oc 

(c) est o-infratonnelé (resp. o-tonnelé) ; 

(d) toute suite bornée de L 1 (y) est équiintêgrable ; 

(e) la mesure y est à support fini. 

Preuve. - Nous venons de voir qu'on a l'implication (a) —> (e) et il est 

clair qu'on a (e) => (a) ; du même coup les diverses formulations de 

l'assertion (a) deviennent équivalentes. On a (a) => (b), car est hé

miborné. Les implications (b) «> (c) => (d) sont claires. L'implication 

(d) => (a) provient du fait qu'un espace de Banach dans lequel toute suite 

bornée est relativement faiblement compacte est réflexif, ainsi que cela 

résulte immédiatement du théorème d'EBERLEIN ([4], 8.12.7, p. 551). Il 

faut cependant noter que des propriétés de tonnelage moins restrictives 

que celles qui sont envisagées dans la proposition (11) peuvent être véri-



U n e t o p o l o g i e m i x t e sur l ' e s p a c e L 0 0 

15 

oo 
fiées par L^. A titre d'exemple, il résulte de sa b-réflexivité que 1 elc 

00 
est hypotonnelé au sens de [B5] (p. 95 et prop. 13, p. 103), c'est-à-

. oo 

dire que tout disque de (L^)' qui absorbe les ensembles équicontinus absor

be les parties faiblement bornées. Dans le même ordre d'idées, rappelons 

qu'un elc E est dit p-infratonnelé si toute partie précompacte de l'elc 

E^ est équicontinue ([DJ2], Déf. 3.1., p. 47). La preuve du caractère 
oo 

p-infratonnelé de l'elc L^ nécessite alors quelques préliminaires. Rappe

lons qu'un espace topologique T est dit a-compact s'il est réunion d'une 

suite d'ensembles compacts. 
(14) LEMME. - Si T est o-corrpact> l'elc L^(T,p) est p-inf ratonnelé. 

00 

Preuve. - L espace L est métrisable pour la topologie de la convergence 

en mesure lorsque T est a-compact ([B2 ], prop. 18, p. 196). Les ensembles 
^ 00 00 

bornés de L^ sont donc métrisables. Soit u une forme linéaire sur L^ conti

nue sur les ensembles compacts ; u est continue sur les ensembles bornés 

00 oo oo # 

de Ly, donc continue puisque L^ esttun b^-espace. Ainsi l'elc (^)^ e s t 

oo 

complet et les ensembles précompacts de (1^)^ sont relativement compacts, 

donc relativement compacts pour la topologie faible a(L ,L ) . 
s* ê oo „. 

Nous établirons que L^ est p-infratonnelé en nous ramenant au cas ou 

T est a-compact. Pour cela, il faut noter que si une partie H de L1 est 

équiintégrable, il existe un ensemble A qui est un de T (i.e. A est 

réunion d'une suite de compacts de T) tel que l'on ait 

Sup |f|dy = 0, 

ce qui résulte de la condition (E2 ). Nous dirons dans ce cas que la partie 
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H de L1 est portée par A. On obtient alors la proposition suivante, dont 

la preuve nous a été fournie par Rome : 

(15) PROPOSITION. - Tout ensemble précorrpaot de (L^)^ est porté par un 

de T. 

Preuve. - Le principe de la preuve est de se ramener au cas où la mesure 

y est atomique. Pour cela considérons un concassage (K^)^ de T ([B4], 

Déf. 10, p. 18) et définissons l'application linéaire continue 

u : L1 (y) + ll (I) par 

u(f) = ( fdy) . 

Par bitransposition, il est immédiat que l'application 

u : ((L'Cy)) 1) 1 + ((^(I)) 1) 1 est continue. Or l'espace ((^(I))')' est 
T C T C T c 

isomorphe à 9} (I). Ainsi l'application u : (L 1)^ £J (I) est continue. 

00 l 

Soit alors H un ensemble précompact de (L ) ^ î s o n iwage u(H) dans £ (I) 

est relativement compacte, donc équisommable. Il en résulte que l'ensemble 

u(H) est porté par une partie dénombrable J de I et H est porté par l'en

semble K : A « M K. . 
î E J 

(16) PROPOSITION. - L'elc L^ est p-infratonnelé. 

00 
Preuve. - Soit H un ensemble précompact de (L )' et soit A un ensemble K 

Y c O 

portant H. Désignons par L1 (T) l'espace des classes de fonctions réelles 

y-intégrables et par L1 (A) le sous-espace de L 1 (T) constitué des classes 

de fonctions nulles en dehors de A. Comme précédemment, on déduit de la 

continuité de l'application de restriction r : L1 (T) -> L 1 (A) la continuité 

de l'application : 
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Ainsi r(H) est une partie précompacte de (L^(A))^ donc une partie de 

L 1 (A) qui est relativement compacte pour la topologie o(Ll(k)9 L (A)). 

Comme cette topologie faible est induite sur L1 (A) par la topologie faible 

a(L 1(T), L°°(T)), il en résulte que r(H) est une partie relativement fai

blement compacte de L1 (T). Or H s'identifie à une partie de L1 (A) et sur 

L1 (A.) l'application linéaire r est un isomorphisme d'espaces de Banach. 

Finalement H est une partie relativement faiblement compacte de L 1 ( T ) . 

Précisons pour terminer que nous ne connaissons pas de caractérisation 

des espaces de Banach X tels que soit p-infratonnelé. 
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