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INTEGRATION NON ARCHIMEDIENNE 

par Ibrahim RIHAOUI 

INTRODUCTION. - Ce travail constitue une contribution à l'élaboration 

d'une théorie de l'intégration où le corps des scalaires K est un corps 

value non-archimédien (n.a.). L'idée d'une telle étude remonte à MONNA et 

SPRINGER et l'on trouve dans leur article Ç$) l'essentiel de la théorie 

de l'intégration n.a, dans le cas d'un espace éparpillé localement compact 

et dénombrable à l'infini, développé à partir des conditions et définitions 

analogues à celles qu'on trouve dans BOURBAKI CO. 

En vue de généraliser ces résultats, on se place ici dans le cadre 

plus vaste des espaces éparpillés, donc en supprimant la condition de 

compacité locale. De plus, on aborde ce problème selon une approche qui 

utilise à la fois les méthodes ensemblistes et les méthodes fonctionnelles 

de la théorie, en essayant d'établir la liaison entre ces deux aspects. 

Ainsi, le 1 e r chapitre est consacré à la caractérisâtion des fonc

tions d'ensembles o-additives définies sur une tribu C de parties d'un 

ensemble X et à valeurs dans K. A cet égard, on peut noter que l'inégalité 

triangulaire forte de la valeur absolue n.a. nous conduit à un résultat 

remarquable que l'on ne trouve pas dans le cas classique : en effet, pour 

toute fonction d'ensembles o-additive y, X est réunion d'une suite de 
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Intégration non archimédienne 

y-atomes deux à'deux disjoints et d'un ensemble T tel que la restriction 

de y à T soit nulle (Théorème 1 . 2 . 1 0 ) . 

Cette question étant réglée, on voit que dans le cas n.a. il faut 

plutôt s intéresser aux fonctions d'ensembles définies sur un clan Çi de 

parties de X, ce qui nous amène, au 2ème chapitre, à définir la notion 

de mesure y sur Îî, et à établir quelques résultats dépendant à la fois 

de la mesure y et de la topologie T(f2) engendrée par Ü. 

La notion d'intégrale est introduite au chapitre ( 3 ) à partir des 

données suivantes « Soit E un espace vectoriel de fonctions définies sur 

X à valeurs dans K, On pose, pour f eE, S(f) = {xcX tels que |f(x)| ¿ 0 } / 

ensuite S(E) = {UCX ; ifcE ; UcS(f)} et £2(E) = {U€S(E) ̂ ^ E , VfcE}. 

On dit que E est un W-espace si : 

(a) fi(E) recouvre X. 

(b) La topologie T = (E) ) engendrée par Q(E) coïncide avec la 

topologie initiale associée aux fonctions fcE. 

Alors si E est un W-espace, on appelle intégrale sur E une forme linéaire 

I : E K vérifiant la condition suivante : 

(i) Si (f ) . est un net de fonctions de E tel que f +0 (i.e. VxcE 
a acA a 

lin f ( x ) • 0 et If (x)| < |f0(x)| si a>B) alors l(f ) 0. 
Ct Ot p 01 

Dans cette situation générale, on retrouve comme cas particulier le 

travail de MONNA C53. 

Pour étendre la définition de l'intégrale à un ensemble contenant 

E, on utilise les résultats du chapitre 2 pour définir une fonction 

Hj : X J R + , T-semi-continue supérieurement ( 3 . 3 . 5 ) ce qui permet de 

définir sur E la semi-norme n.a. | | • | | j : f | | f | | j • Sup| f(x)| N^ix) 

et d'introduire les ensembles X = {xeX;N_(x) > —} (neuf) et l'espace 
n i n 

F(I) = {f:X + K ^Ifllj < est un espace semi-normé contenant 

E et l'intégrale I peut se prolonger de façon unique en une forme linéaire 

I* sur l'espace L(l) des fonctions integrables, qui n'est autre que 

l'adhérence de E dans F(l). , 
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Ce procédé permet d'éviter le recours aux recouvrements spéciaux 

de MONNA et lfon obtient en même temps un certain nombre de résultats 

originaux et des caractérisations plus satisfaisantes de certaines notions. 

Ainsi si l'on note E Q l'espace E muni de la topologie stricte 
Po 

(c'est-à-dire la topologie localement K-convexe définie par les semi-

normes ||f|L = Sup| f (x) |<J>(x) où <}> parcourt l'ensemble des fonctions 

* X€X 

r-s.c.s. telles que, pour tout 6>0 et tout f€E, l'ensemble 

{x€X ; |f(x)|<|>(x) ̂  6} est !F-compact), le théorème (3.3.10) montre que 

I est une intégrale sur E si et seulement si I«EI • 
Po 

D'autre part le théorème (H.1.2) établit qu'une fonction f est 

élément de L(l) si et seulement si elle vérifie les conditions suivantes : 

(a) Pour tout n€N, la restriction de f à X est T-continue. 
n 

(b) Vô > 0, {xcX ; |f(x)| NI(x) * 6} est T-compact contenu dans un 

X . 
n 

De plus L(I) est un W-espace, ce qui permet d'introduire la topo

logie T* engendrée par Í2(L(I)). Le théorème (4.1.6) montre que I* est une 

intégrale sur L(l) mais l'on ne peut pas de nouveau prolonger I* puisque 

L(I*) = L(I). 

Quant aux fonctions mesurables, définies d'une façon analogue à 

celle de B0UEBAK1, elles sont caractérisées comme étant les fonctions 

^-continues (4.3.3), ce qui montre, qu'en général, une limite simple 

de fonctions mesurables n'est pas mesurable et l'on est amené à définir 

la convergence selon Egoroff qui conserve la mesurabilité (4.3.5)« On 

donne ensuite la version n.a. du théorème de Lebesgue (4.3.8) qui constitue 

une généralisation du théorème (7.6) de £5}• 

Pour un espace éparpillé X, la liaison entre mesures et intégrales 

est fournie par le théorème (5.2.2) où l'on établit une correspondance 

biunivoque entre les intégrales sur C(X,K,b) et les mesures définies sur 

l'algèbre des ensembles à la fois ouverts et fermés de X. 
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Signalons aussi les résultats suivants, non valables dans le cas 

classique : 

1 ° Il existe dans X un plus grand ensemble négligeable (U . 2 . 2 ) . 

2 o Le dual de l'espace normé L(l) (espace des classes des fonctions inté-
00 

grables) n'est pas égal à l'espace L (i) des classes des fonctions mesu

rables essentiellement bornées, même si X est compact {k.k.j). 

3° Les compacts de X ne sont pas tous integrables et ils le sont si et 

seulement si la topologie T* est discrète (5«*0. 

Au chapitre 6, on introduit par analogie avec le travail de 

BUCHWALTER QS), la notion de parties K-bornées de X, et l'on démontre que 

C£(X) (Cg(x) étant l'espace des fonctions continues f : X K muni de 

la topologie de la convergence uniforme sur les parties K-bornées) s'iden

tifie à l'espace des intégrales sur C(6^X,K) (ô^X étant le compact étudié 

dans Q*)) dont le support est contenu dans l'adhérence dans 6% d'une 

partie K-bornée de X. 
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CHAPITRE 1 . - FONCTIONS D'ENSEMBLES a-ADDITIVES A VALEURS DANS 

UN CORPS VALUE NON ARCHIMEDIEN. 

1 . 1 . CORPS VALUE NON ARCHIMEDIEN. 

( 1 . 1 . 0 ) Dans ce paragraphe on donne sans démonstrations quelques propriétés 

classiques des corps values n.a. dont on aura besoin pour la suite : 

( 1 . 1 . 1 ) DEFINITION. - On appelle corps value n.a. un corps K muni d'une 

valeur absolue n.a. y c'est-à-dire d'une application x •+ |x| de K 

dans (R+ satisfaisant aux conditions suivantes : 

( 1 ) |x| = 0^=d>x=0 ; (2) |xy| = |x||y| ; (3 ) |x+y| « max(|x|,|y|) 

pour tout x et tout y dans K. 

Un corps value est toujours considéré comme muni de la topologie 

définie par la distance d(x,y) = |x-y| qui en fait un corps topologique. 

De plus la valeur absolue est toujours supposée être non triviale. Enfin, 

on suppose que le corps value K est complet. 

( 1 . 1 . 2 ) PROPOSITION, - Soit K un corps value n.a. complet et soit (x^)^ € l 

une famille de points de K. Pour que la famille (x^) soit sommable> 

il faut et il suffit que lim x^ = 0 suivant le filtre des complé

mentaires des parties finies de I. 

( 1 . 1 . 3 ) COROLLAIRE. -

(a) Soit (x ) une suite de points de K. La série (x ) est convergente 
n n 

si et seulement si lim x = 0 . 
n 

(b) Dans K toute série convergente est commutativement convergente. 

( 1 . 1 . k ) LEMME. -

(a) Soit Ex n une série convergente dans K3 alors | 2 x | ̂  Supjx^j. 
(b) Soient x et y deux points de K. Si |x| < |y| alors |x+y| = |y|. 
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( 1 . 1 . 5 ) PROPOSITION. - Tout point de K possède un système fondamental 

dénombrable de voisinages à la fois ouverts et fermés* 

1 . 2 . FONCTIONS D'ENSEMBLES a-ADDITIVES. 

( 1 . 2 . 1 ) Soient X un ensemble, C une tribu de parties de X, K un corps 

value n.a. complet, et y une application de C dans K vérifiant : 

( 1 ) y(0) = 0. 

(2) Si (A^) est une suite d'ensembles de C deux à deux disjoints 

li(Û A ) = C U(A). 

On va dans la suite caractériser les fonctions d'ensembles de ce 

type ; donnons-en d'abord quelques propriétés : 

( 1 . 2 . 2 ) PROPOSITION• - La fonction y définie ci-dessus vérifie les pro

priétés suivantes : 

(a) Soient A, Bed alors y (A) « y(AAB) + y (A\B). 

En particulier si BCA on a u(A\B) = y (A) - y(B). 

(b) Soit (A^) une suite de parties dans C deux à deux disjointes 

alors lim y (A ) = 0 . 
n 

(c) Si (A Q) est une suite monotone de parties dans C alors 
y(lim A ) = lim y(A ). n n 

Preuve. - Elle est classique et ne présente pas de difficultés. 

( 1 . 2 . 3 ) On va définir en quelque sorte la valeur absolue de y de la 

manière suivante : 

Soit m l'application de C dans R + définie comme suit : 

Pour A€C m(A) = Sup{|y(B)| ; B€C , BcA} ( 1 ) . 

Les propriétés de m sont rassemblées dans la proposition suivante 
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(1 .2.U) PROPOSITION. - L'application m vérifie les propriétés suivantes : 

(a) m(0) = 0 ; |y(A) | <: m(A) VA€C\ 

(b) AcB a^m(A) < m(B) (croissance de m). 

(c) Si (A Q) est une suite quelconque de parties de C on a 

m ( U A ) = Sup m ( A ) . 
n n 

(d) Si (A Q) est une suite décroissante de parties de C telle que 

H A =0 alors m(A ) + 0 . 
n n 

(e) Si (A ) est une suite monotone de parties de C on a 

m (lim A ) = lim m(A ). 
n n 

(f) Si ( A ) est une suite de parties de C deux à deux disjointes 

alors lim m(A ) = 0. 
n 

Preuve• -

(a) et ("b) sont évidentes. 

(c) 1 ° ) Considérons d'abord une suite (A ) de parties deux à deux disjointes 
n 

et soit A = U A • D'après (b) on a m( <J A ) > Sup m(A )• D'autre part si n n n 
B€C , BCA, alors B = BOA €C et B CA • Les ensembles B étant deux à 

* n n n n n 
deux disjoints on a u(B) = Ep(B ) f d'où 

|v(B)| * |Ey (B N )| « Sup |p(Bn)| « Sup m ( A ) d'après ( 1 . 1 . U ) (a) et la 

relation ( 1 ) de (1.2.3)>donc m(A) ̂  Sup m(An) et par suite 

m(UA ) « Sup m(A ). 
n n 

2 ° ) Si (A ) est une suite quelconque, posons * A^ et B n * A Q \ LJ A^ 

pour n > 2 • 

(B ) est une suite de parties de C deux à deux disjointes d'où 

m(A ) * m(L)A ) * m(UB ) = Sup m(B ) < Sup m(A ). L'inégalité dans l'autre n n n n n 
sens est vérifiée en vertu de la croissance de m d'où (c). 

(d) Supposons que m(A^)-fr 0. Alors il existe 6 > 0 tel que 

m(A ) > 6 V n € B ( 2 ) . n 
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On va définir par récurrence 3 suites ( A ), ( B ) et (E^) comme 

suit : 

Posons n„ = 1. Comme m ( A « ) > ô , 3B C A , | y ( B )| > 6 . Or la suite 
1 » n. n. n„ 

00 1 1 1 
( A O B ) est décroissante et O A O B =0 donc y ( A fl B ) + 0 quand 
n n = 1 n n 

n -> + « s d'après (1.2.2)(C). 

Donc 3 n n > n, tel que | y ( A O B ) | < 6 . Soit E = B \ A C A \ A . 
2 1 1 n g n 1 1 n 2 n 1 n2 

On a y ( B N ) = utE^ + y(A nAB n ) et | y ( B N ) | « max{ |y(E1 ) |, |y (A nOB n )|} 

d'où ) | > 6 . 

En continuant ainsi on construit la suite ( A ) et la suite ( B ) telles 

\ °k 
que 

B C A , | y ( B ) | > 6 et | y ( A N O B ) | < 6 * 

On pose E = B \ A C A \ A (3) 

et l'on trouve |y(E^)| > 6 V k € N (h) . 

D'après (3) (E^) est une suite de parties dans C deux à deux disjointes 

donc lim y(Ek) = 0 (1.2.2) (b), ce qui est en contradiction avec {h). 
(e) 1 ° ) Si ( A ) est une suite croissante on a d'après ("b) et (c) 

n 
m(lim A ) = m ( U A ) = Sup m ( A ) = lim m ( A ) . 

n n n n 

2°) Si ( A ) est une suite décroissante, posons A « lim A = H A et 
n * n n 

pour tout n€ï, B = A \ A . La suite ( B ) est décroissante avecHB = 0, 
n n n n v 

donc m ( B ) • + 0. Pour tout e > 0, 3n 0|n > n 0 * ^ m ( B ) < e. Or A = B U A 4 n n n n 

par suite : pour n > n 0 , M ^ A

N ^ S ^ U P { m ( B N ) , m ( A ) } m ( A ) + e donc 

lim m ( A N ) ^ m ( A ) + e, comme z est arbitraire lim m(An) < m ( A ) . L'inégalité 

dan» l'autre sens résulte de (b). 
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(f) Supposons que m(An) - / * 0 . Alors il existe 6 > 0 et une sous-suite 

(A ) telle que m(A ) > 6 Vk€Ï. Pour tout kcï, 3B CA tel que 
nk *k \ \ 

|y(B )| > 6 ( 5 ) . 
nk 

La suite (B ) est formée d'ensembles deux à deux disjoints, ce 

qui montre que ( 5 ) est en contradiction avec (l,2.2)(b). 

Deux familles particulières de C retiennent l'attention : ce sont 

les parties négligeables et les atomes que nous allons définir dans ce 

qui suit : 

( 1 . 2 . 5 ) DEFINITION. - Soit N{m) = {AeC ; m(A) • 0 } . On appelle négligeable 

tout ensemble N appartenant à N{m). 

La notion d'ensembles négligeables va permettre de définir sur 

C la relation d'équivalence suivante : 

Si A,B€C on pose A#B<=^AAB€W(m). 

Pour A€Cy la classe A de A est donnée par la relation 

A = {B€C ; B = AAN avec N€ff(m)}. 

Quant aux atomes, on a la : 

( 1 . 2 . 6 ) DEFINITION. - On appelle atome tout ensemble k€C vérifiant : 

(1) m(A) > 0 . 

(2) B e C ^ m U H B ) = 0 ou m(A\B) = 0. 

A désignera par la suite l'ensemble des atomes. 

On obtient alors les résultats suivants : 

( 1 . 2 . 7 ) PROPOSITION. -

(a) Si A*A alors AcA et |y(A) | > 0. 

(b) Si nous appelons distincts deux atomes A et B tels que A#B, 

alors pour toute suite (A^) d'atomes deux à deux distincts on a 
p ( U A ) = Zy(A ). 

n n 
en particulier lim y(A ) = 0. 

n 
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Preuve. -

(a) résulte des définitions, 
(b) Posons = A, et В = A \ ( I A, . La suite ( B ) est formée d'ensembles i l n n л—̂  к n k<n 
deux à deux disjoints avec U B S U A . 

n n 

De plus v(Bj = y(Aj et pour n£2 , A • В U ( U (A ЛА. )) dfoù 1 1 n n k < n n к 

y(An) = y ( B N ) + y(U А п П А к ) . Mais 
k<n 

|y(U A 0 A,)| <: m(U A OA.) = Sup ш(А ЛА.) = О. 
k<n п * к<п П * к<п П * 

D'où у(А ) = у(В) et y(UA ) = y ( U B ) = £у(В ) = Еу(А ). n n n n n n 

( 1 . 2 . 8 ) PROPOSITION. - Soit la partition de A correspondant à 

la relation d'équivalence R. Alors I est au plus dénombrable. 

Preuve. - Pour tout i€I on a y(A^) Ф 0 ( 1 . 2 . 7 ) (a). Or tout point de 
К possède un système fondamental dénombrable de voisinages, donc si 
card(l) n'était pas dénombrable, la famille (y(A.)). _ ne serait pas 

sommable. Alors il résulte de ( 1 . 1 . 2 ) que y(A^) ne tendrait pas vers 

zéro suivant le filtre des complémentaires des parties finies de I. 

Par suite 3 6 > 0 ; V j Q partie finie de I, 3 i ^ J 0 ; |р(В^| > 6 . 

Soit i0€I un indice quelconque,» alors 3 i #i 0 ; | y ( B . )| > 6 . 

Pour la même raison Bi^fCio,^} ; | y ( B ^ )| > 6 . On construirait alors 

une suite ( B ^ ) telle que pour tout n€tf2, i ̂ {i 0 » • • • Л _.,} et 
n 

| y ( B . )| > 6 . Or la suite ( B ^ ) est formée d'atomes deux à deux dis-
n n 

tincts ce qui implique, avec ( 1 . 2 . 7 ) que y ( B . ) 0 et l'on aurait 
n 

ainsi une contradiction. 
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( 1 . 2 . 9 ) La proposition ( 1 . 2 . 8 ) nous permet de considérer une suite 

(A^) de représentants des classes (Â^) de A et on peut toujours supposer 

que la suite (A^) est formée d'atomes deux à deux disjoints. Soient 

S = U A et T = X\S. Alors T ne contient aucun atome. En effet si n 

B€A et B C T , alors 3 k e N ; BCA^ donc m(AAB) * 0 mais comme Aft B * 0 

alors m(AOB) = 0 d'où m(AUB) = 0 et par suite m(A) = 0 et m(B) = 0 

ce qui est absurde. 

On est maintenant en mesure d'établir le théorème principal qui 

caractérise les fonctions d'ensembles c-additives définies sur une 

tribu C. Ce théorème est en fait intimement lié à la nature n.a. du 

corps K : 

( 1 . 2 . 1 0 ) THEOREME. - Soient X un ensemble, C une tribu de parties de X, 

K un corps value n.a. complet et y une application o-additive 

de C dans K. Il existe une partition de X formée d'une suite 

(A^) d'atomes et d'un ensemble négligeable T. 

Preuve. - Il faut prouver que m(T) = 0. Montrons que si m(T) > 0 alors 

T contient un atome, ce qui contredit (1 . 2 . 9 ) • 

Soit B = T . Posons P(B ) « {E€C ; ECB1 et m ( E ) » m(B1)} 

a = Sup{m(B1\ E) ; E€F(B^)}. 

On construit une suite décroissante (E )cF(B-) ; 
1 n 

tfnCl.mU-NEj > a - - . Soit B = O E , on a m(B0)=lim m(E ) = 
* 1 n n 2 n d n 

m(B1) = m(T) d'après ( 1 . 2 . 1 0(e) donc B ^ F t B ^ et m(B^\ Bg) « a . 

En répétant le même raisonnement, on construit une suite décroissante 

(BR) telle que : 

( 1 ) \/nC K,m(Bn) = m(T) . 

(2) m(B n\B n + 1) = Sup {m(Bn\E) ; ECFÇB^)}. 

Soit B = O B . Alors B est un atome.en effet m(B) = lim m(B ) = m(T) > 0 . n * n 
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D'autre part, s'il existait YQC ; FcB avec m(F) > 0 et m(B\ F) > 0 ; 

on pourrait supposer m(F) = m(B). Or lim i&(Bn

x B

n + 1 )
 = 0 (l.2.U)(f). 

Donc 3 n c ; n £ n 0 -¥m(B \B A J < m(B\ F) • 
r n n+1 

Or F€F(B ) d'où m(B\F) <: m(B \ F) m(B \B .J < m(B \ F) ce qui 
n 0 n 0 n 0

A n Q

+ 1 

serait une contradiction et le théorème est démontré. 

On voit ainsi que, dans les conditions du théorème ( 1 . 2 . 1 0 ) , on 

peut toujours se ramener à supposer X = ï ce qui n'est évidemment pas 

le cas si K = IR ou <E. 

Pour avoir d'autres situations, on va donc s'occuper des fonctions 

d'ensembles définies sur un clan de parties de X, ce qui fera, entre 

autres, l'objet des chapitres suivants. 

34 



Intégration non archimédienne 

CHAPITRE II - MESURES A VALEURS DANS UN CORPS N.A. 

2.0. NOTATIONS. - Compte tenu du chapitre précédent, on va considérer 

des fonctions d'ensembles définies sur un clan de parties d'un ensemble X. 

Soit donc un clan de parties de X. On suppose que îî forme un 

recouvrement de X. On peut considérer £2 comme une base pour une topologie 

et on voit que pour cette topologie, tout ^€ Çl est un ensemble à 

la fois ouvert et fermé (on écrit en abrégé : of). 

Si ( u

a ) a 6 ^ est un net de parties de X, U^* 0 signifie que le net 

est filtrant décroissant et que H = |J. 

On peut alors donner la définition suivante : 

(2.1) DEFINITION. - On appelle mesure une application y ; fi K véri

fiant les propriétés suivantes : 

(a) y(0) = 0 ; y(U 1UU 2) = y(U^ + y(U2) si U ^ U g = 0 

(b) Si ( u

a) a e^
 est un net d'ensembles de 0, tel que U^r 0 

alors limy(Va) = 0 pour toute famille (
v

a)a€^ à& G telle que 

Va CV 

(c) Pour tout acX, il existe Ucft tel que aeU et (y(V) ; Vfcft et 

VCU} est borné pour la valeur absolue (y est "localement*bornée). 

2.2. EXEMPLE. - Soient X un espace localement compact éparpillé (c'est-

à-dire dont la topologie admet une base formée d'of) et T sa topologie. 

Si on prend pour Q le clan des parties ouvertes et compactes de X,on a 

T = T(9.). Une fonction additive y : Q K est alors une mesure si et 

seulement si pour tout UeŒ l'ensemble (y(V) ; V€ft et V C U } est borné 

pour la valeur absolue. La condition (b) est en effet satisfaite d'après 

la propriété d'intersection finie. Ces fonctions dfensembles sont celles 

considérées dans Ç$) (3.2). 
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Le reste de ce chapitre est consacré à quelques résultats techniques 

concernant la mesure y. L'introduction des fonctions à valeurs dans JR+ 

étant indispensable, on a ainsi les définitions suivantes : 

2.3. Soient y une mesure sur un clan fi et T la topologie engendrée par 

Q. Pour tout T-ouvert G on pose m(G) = Sup{|y(U)| ; U€îî, UCG} (1). 

Pour ACX, on pose m*(A) = Inf{m(G) ;G T-ouvert, G d A } (2) , 

p(A) = Inf{m(U) ; U«Q , U»A} (3) 

On a alors le lemme suivant : 

(2.U) LEMME. -

(i) m(0) = 0 ; U€ft«fr|y(U)| « m(U) ; U,V€Î2 et UcV m(U) m(V). 

(ii) Si (V, ) est une suite finie d'ensembles de (à> alors 
J C 1£ Ki% n 

m(UV, ) = max m(V ) . 
k k 

(iii) Si (U ) est un net de Œ tel que U +0 alors m(U )+0. 
ot ot ex 

(iv) m, m* et p sont des fonctions croissantes et si U6Î2 on a 

m(U) = m*(U) = p(U). 

(v) Pour tout T-ouvert G, on a m(G) = Sup{m(U) ; U€J2 , UCG}. 

(vi) Pour tout T-compactj A, on a m*(A) = p(A). 

Preuve. -

(i); (iv) et (v) sont évidentes. 

(ii) Voir (1.2.k) (c). 

(iii) Pour tout a, soit V €fl tel que V C U et m(U ) <: 2|y(V )| . 
OC 01 ot ot ot 

D'après (2.1) (b)Jy(V a)| 0, il en est donc de même de m(U a). 

(vi) On a m*(A) ̂  p(A). Réciproquement, soit e>o, il existe G, Couvert 

tel que G^A et m(G) <: m*(A) + e. Or G = U U„ (U €Q) donc Acrn\ u . 
_ A Ot Ot A* -' Ot 

acA k=1 k 
D'où p(A) * p(UU a ) = m(UU ) < m(G) < m*(A) + e. 

k k 
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L'introduction de la fonction suivante sera d'une grande utilité : 

( 2 . 5 ) Pour tout x€X on pose : 

Ny(x) = p({x>) * Inf{m(U) ; U€fi , x*U} (U) • 

Il est clair que N est une fonction T-semi-continue inférieurement• 

On a alors la relation suivante : 

( 2 . 6 ) PROPOSITION. - Si G est un T-ouvert on a 

xn(G) = Sup N (x) ( 5 ) • 
xeG 

Preuve. - D'après ( 2 . H) (v) et la définition de T, il suffit de montrer 

la relation ( 5 ) pour U€fi. On a évidemment m(U) £ Sup N (x). Réciproquement 
xCU 

soit e > 0 un nombre positif quelconque. 
Posons s = Sup N (x). L'ensemble A = {V€f2 ; m(V) <: s+e/2} est un recou-

X 6 U y 

vrement de U. De plus, si V 2€A alors V ^ V ^ A d'après (2.U) (ii). 

Donc si on pose pour V^V^CA : « V 2 < = = ^ V 1 C V 2 5 a l o r s A e s t u n 

net tel que (U\V)+0. Donc m(U\V) + 0 d'après (2.U) (iii), par suite, 

il existe VcA tel que m(U\V) e/2 , d'où 

m(U) « max{m(UOV), m(UW)} <: s+e/2 + e /2 = s+e. 

( 2 . 7 ) COROLLAIRE. - Pour tout ACX 

m*(A) = Sup N (x) (6) 
xeA y 

Preuve. - Vx€A,p({x}) = m*({x}) m*(A) d'où m*(A) £ Sup N (x). 
x€A y 
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D'autre part, posons pour tout n€N, A = {xcX ; N (x)<Sup N (t)^}. 
n U tcA y n 

Alors A est un ouvert car N est 7-s.c.s., de plus A 3 A dfoù 
n y n 

m*(A) ̂  m(A ) = Sup N (x) ̂  Sup N (t) + ̂  . 
x€A U t6A M 

n 

La fonction m définie sur fi est régulière par rapport aux compacts 

dans le sens suivant : 

( 2 . 8 ) PROPOSITION. - Soit Ifcfi. Alors pour tout e > 0 , l'ensemble 

P » {x€U ; Ny(x) > est un T-compact. En particulier m (U) < + <*>, 

Preuve. - Soit ( G

a ) a € ^ un recouvrement ouvert de P. Pour tout x€P, il 

existe U €fi et acA tel que xcU C G . Montrons qu'il existe une suite 
X X oc 

n 

finie (x, ) _ w dans P telle que P c M U . Pour x € U\P, on a 

N^(x) < e ; comme N^ est !T-s.c.s. il existe U x € fi tel que X I U ^ U n P et 

m ( U x ) < e. Soit F l'ensemble des parties finies de U. Pour FcF,soit 

U_ = U \ (_J U ; (U ) est un net de fi avec U +0. D'après (2.1+) 
x€F x 

fiii), il existe F 0 € f tel que m(U_ ) < e ; par suite P A U . = 0; donc 

PcLJ U . Or P O U = 0 si x i P ; d ' o ù P C l J U . Comme N est s.es. 
xeFo X X x€POF 0

 X U 

elle est bornée sur P, donc sur U,ce qui montre que m (U) < + » d'après 

( 2 . 6 ) . 

Cette proposition montre que si Uef i , alors pour tout e > 0 ; / il 

existe un T-compact P C U tel que m(U \P) £ e. 
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CHAPITRE III - INTEGRALES A VALEURS DANS UN CORPS N.A. 

(3-0) Ce chapitre est consacré à l'introduction et à l'étude de la notion 

d'intégrale définie sur un espace vectoriel de fonctions définies sur un 

ensemble X à valeurs dan3 un corps n.a. K. 

Comme l'espace topologique K est éparpillé ( 1 . 1 . 5 ) , cette étude 

fera nécessairement intervenir des topologies éparpillées sur l'ensemble 

X. C'est donc dans ce cadre naturel et général que l'étude est entreprise 

(cette situation correspond d'ailleurs à celle des topologies complètement 

régulières lorsque K=€ ou R). 

Pour commencer, on va donc jeter un regard sur les espaces épar

pillés considérés dans leur relation avec les espaces de fonctions 

continues à valeurs dans K. 

3.1. ESPACES EPARPILLES ET FONCTIONS CONTINUES A VALEURS DANS K. 

(3.1.0) NOTATIONS : 

(a) X désigne un espace topologique, K un corps value n.a. complet et b 

une bornologie sur K (pour plus de détails voir 0 0 ) * 

(b) L'espace des fonctions f : X K continues et telles que f(X)€b est 

noté C(X,K,b). 

(c) Si UCX, : X •+ K est la fonction caractéristique de U. 

(3 . 1 . 1 ) DEFINITION. - On appelle espace éparpillé un espace topologique 

séparé dont la topologie admet une base formée d'of. 

(3.1.2) PROPOSITION. - Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) X est éparpillé. 

(ii) Pour toute bornologie b, C(X,K,b) définit la topologie de X. 

Preuve. - (i) fr(ii) Soient T la topologie de X et T' la topologie 

définie par C(X,K,b), on a évidemment T ' J^T . 
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Soient V un ouvert de X et acX; il existe un of U tel que aeUcV. 

Alors $ €C(X,Kfb) et a c{x € X ; |*u(x) - ̂ (a) | \< • } C V donc V € T ' . 

(ii)—> (i) Comme K est éparpillé, la topologie initiale associée à la 

famille des fonctions continues C(X,K,b) admet une base d'of. 

(3.1.3) PROPOSITION. - Soit X un espace topologique séparé. Les conditions 

suivantes sont équivalentes : 

(i) Pour tout a€Xj l'intersection des of contenant a est égale 

à {a}. 

(ii) Pour toute bornologie b, C(X,K,b) sépare les points de X. 

Preuve. -

(i)=^(ii) Soit x#y. Il existe un of U tel que xcU et y^U. Alors 

(j^ÉCU^b), ^(x) = 1 et ̂ (y) = 0. 

(ii)=^(i) Soit x#y. Il existe f€C(X,K,b) telle que f(x) 4 f(y). Alors 

U = {z€X ; |f(x)-f(z)| < |f(x)-f(y)|} est un of contenant x alors que 

(3.1.1*) PROPOSITION. - Soit X un espace localement compact. Les conditions 

suivantes sont équivalentes : 

(i) X est un espace éparpillé. 

(ii) Pour tout a€X, l'intersection des of contenant a est égale 

à {a}. 

Preuve. - Voir ( fé) Cor. de la prop. 6 n° k §1+, ch. II). 

(3.1.5) PROPOSITION. - Soient X un espace compact, Q l'algèbre de ses 

of j E(fi)l'espace vectoriel des fonctions Sl-étagées à valeurs 

dans K. Les propriétés suivantes sont équivalentes : 
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(a) X est éparpillé. 

(b) Pour tout xeX, l'intersection des of contenant x est égale à {x}. 

(c) X est totalement discontinu. 

(d) E(îî) définit la topologie de X. 

(e) E(fi) sépare les points de X. 

(f) C(X,K5b) sépare les points de X. 

(g) C(X9K5b) définit la topologie de X, 

Preuve. -

(a)^=*(b) d'après ( 3 . 1.U). 

(b)^(c) d'après prop. 6 , n° U, §l*t ch. II). 

(a)=»(d)=*(e)=>(f) : facile. 

(f)=>(b) d'après ( 3 . 1 . 3 ) . 

(g)^(a) d'après ( 3 . 1 . 2 ) . 

( 3 . 1 . 6 ) PROPOSITION. - Soient X un espace éparpillé, Û l'algèbre de ses 

ofj et E(fi) l'espace vectoriel des fonctions Qr-étagées à valeurs 

dans K. 

Considérons sur K la bornologie p des parties relativement compactesj 

alors E(fl) est dense dans l'espace de Banach n.a. C(X,K,p) (la 

norme étant définie par f ||f|| s Sup|f(x)|). 

x€X 

Preuve. - Soient f€C(X,K,p) et G > 0. Soit P = f(K); P est un compact 

de K. Pour tout acP, soit V = {XeK ; |X-a| 4 e}. La famille (V ) 

constitue un recouvrement of de P,» il existe par suite une famille finie 

(fl^),^ telle que UV^DP. Pour tout k , 1v<k£n , soit Ak«f"
1(VQt ) ; 

k k 

est un of de X et L)A k = X. 

Posons U 1 « A 1 et = A^ (2*k$n) ; alors (Uk) est une partition 
i<k 

n 
of finie de X. Pour tout k, 1^k*n , soient e t * = C • 

k — 1 k 
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Alors <j)€E(f2) et | |(f>-f | | ̂  e. En effet si x€X il existe k, xcU^ , alors 

|f(x)-<j>U)| = |f(x)-Xk| = |f(x)-f(xk)| < e car f(x) et (fta^) sont deux 

éléments de et l'on a f(Uk) Cf(A^) C V ^ , d'où la proposition. 
k 

(3.1.7) COROLLAIRE. - Soient X un espace compact totalement discontinu^ 

E(fi) est dense dans l'espace de Banach n.a. C(X,K). 

(3.1.8) PROPOSITION. - Soient X un espace topologique séparé et 

f€C(X,K) Si a€X est tel que |f(a)| > 0, alors il existe un of 

U contenant a tel que |f(x)| = |r(a)| VxcU. 

Preuve. - En effet, il suffit de prendre U = {xcX ; |f(x)-f(a)| < |f(a)|} 

et d'appliquer (l.1.U)(b). 

3.2. LES W-ESPACES. 

(3.2.1) La notion d'intégrale va être définie pour une classe d'espaces 

vectoriels contenant en particulier les espaces C(X,K,b) du paragraphe 

précédent, ces espaces seront appelés W-espaces et leur définition fait 

l'objet de ce paragraphe. 

(3.2.2) Soit E un espace vectoriel de fonctions de X dans K. 

Pour f€E, soit S f = (xeX ; |f(x)| i 0}. 

Posons S(E) = {UCX ; 3f cE ; UcS f}. 

On remarque que si 1 €E, S ] s X et S(E) =P(X). 

(3.2.3) LE CLAN tt(E). - Soit Q(E) = {U€S(E) ; VfsE f^gE}. 

(3.2.LEBME. - fi(E) est un clan de parties de X. 

Preuve. - Facile. 

42 



Intégration non archimédiemae 

(3.2.5) DEFINITION. - Soit E un espace vectoriel de fonctions de X dans 

K. Alors E est un ̂ -espace si : 

(i) ft(E) est un recouvrement de X. 

(ii) Toute fonction fG E est continue pour la topologie T{E) = r(ft(E)) 

engendrée par ft(E). 

(3.2.6) REMARQUES : 

(a) Il résulte de la condition (i) que pour tout a€X, il existe 

f€E telle que f(a) = 1. 

(b) Si E est un W-espace, la topologie T(E) est en fait la topologie 

initiale associée aux fonctions f€.E. En effet, 7(E) rend continues toutes 

les fonctions f €E. D'autre part si T1 est une topologie rendant continues 

les fonctions f€E, Tf est plus fine que T> car si tfcft(E) et a^U, il 

existe fgE telle que f(a) = 1. Alors f<(> 6E et a€{x€X ; f^U) ¥ 0}cU. 

Or {x€X ; f^tx) # 0}eî" donc U € T \ 

(3.2.7) EXEMPLES. - Soit X un espace éparpillé. 

1° Si X est un espace loaclement compact, l'espace K(X) des fonctions 

continues à support compact et à valeurs dans K est un W-espace. En effet, 

ft(X(X)) est la famille des ouverts compacts et T(K{X)) est la topologie 

initiale de X. C'est cet espace K{X) que l'on trouve dans Ç3). 

2° L'espace C(X,K,b) est un W-espace. En effet, ft(C(X,K,b) est 

l'algèbre des of de X et !T(C(X,K,b)) est la topologie initiale de X 

(Voir 3.1.2). 

(3.2.8) A partir d'un W-espace E, on a défini le clan ft(E). Réciproquement, 

si ft est un clan de parties de X recouvrant X, on peut considérer l'espace 

E(fi)- des fonctions ft-étagées à valeurs dans K et l'on a le résultat 

suivant : 

(3.2.9) PROPOSITION. - Soient ft un clan de parties de X recouvrant X 

et E (ft)l'espace des fonctions Qrêtagées à valeurs dans K. Alors : 

(i) Q(E(ft)) = ft. 

(ii) E(ft) est un U-espace et r(E(ft)) = T(ft). 
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Preuve. - Remarquons tout d'abord que toute fonction g€E(fi) peut se 

n 

mettre sous la forme g = °^ ̂ Vk^1<k$n 6 S t X m e ^ > Q' r t^ t^ o n finie 
k~ 1 k 

de X par des ensembles de Q. C'est toujours sous cette forme que l'on 

considérera les fonctions de E(Œ). 
n 

(i) Si U€îî , alors U€S(E(fi)) et si g«E(R), g = T\ ot,<J>v donc 
k-1 * Vk 

n 
= YL ^ u n V SE(fi) par suite U€fl(E(fi)). Réciproquement si 
k=1 k 

U6Q(E(fl)) , il existe g€E(fi) telle que UCS . Or S € fi donc par 

définition de Î2(E(ÎÎ)) , ^yOS * ̂ U^S € E ^ d o n c u r^ s

g

€^» P a r suite 
g g 

U = Uns €ft . 
g 

(ii) E(fi) est un W-espace car pour tout <f>v est continue pour 

T(Çl) qui est égale d'après (i) à T(fl(E(fl)) c'est-à-dire T(E(fi)). 

On est maintenant en mesure de définir l'intégrale. 

3-3. INTEGRALES SUR UN W-ESPACB. 

(3.3*0) NOTATIONS. - Soient X un ensemble et K un corps value n.a. 

complet. 

(a) Si f est une fonction de X dans K, on désigne par |fj la fonction 

de X dans P + définie par |f|(x) = |f(x)|. Si f et g sont deux fonc

tions de X dans K, alors |f| 4 |g| signifie que pour tout xcX, 

|f(x)| N< |g(x)|. 

(b) Pour -un net (f ) . de fonctions de X dans K on écrit f +0 
ot ot€A 

lorsque f a + 0 simplement sur X et |fj ̂  |fg| si a £ 6 

(c) Si UCX ; <\>^ désigne la fonction caractéristique de U à valeurs 

dans K. 
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(d) Dans ce paragraphe, E désignera un W-espace. On écrira fi et T 

au lieu de fi(E) et T(E) = r(fi(E)). Les propriétés topologiques qui inter

viendront sont relatives à T. 

(3.3.1) DEFINITION. - Soit E un W-espace. On appelle intégrale sur E, 

toute forme linéaire I : E K vérifiant l'une des conditions équi

valentes suivantes : 

(I) Soit (f ) A un net dans E tel que f 4 O.Pour tout a€A soit 

g a€E telle que \g^\ 4 |f | . Alors I(g ) 0. 

(If) Soit (fa)a€y^ «et dans E, tel que f

a

+ 0 ' ^our tout e > 0, il 

existe aeA tel que |l(g)| e pour toute geE teZZe que |g|<|fa| 

(3.2.2) EXEMPLES : 

1° Soient X un espace compact éparpillé et C(X,K) l'espace de Banach 

n.a. des fonctions continues de X dans K. Tout élément du dual C(X,K)! est 

une intégrale sur C(X,K). 

2° Soient X un espace localement compact éparpillé et K(X) l'espace 

des fonctions continues à support compact et à valeurs dans K. Toute forme 

linéaire I : X(X) K vérifiant la condition suivante : Pour tout compact 

P, il existe une constante A^ telle que pour toute fonction fGK(X) dont 

le support est contenu dans P on ait |l(f)| $ /̂ >||f|| , est une intégrale. 

Cette définition de l'intégrale est celle donnée par MONNA C5) • 

Une intégrale sur E, peut d'une manière simple engendrer une famille 

de mesures sur fi . Ainsi, on a : 

(3.3-3) LES MESURES y . - Pour toute f €E, on considère la fonction 

d'ensembles y f : fi K définie comme suit yf(U) =
 I(f<t)u^ ^ * Alors : 

(3.3.*0 LEMME. - La fonction y f est une mesure bornée sur fi . 
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Preuve. - Il est clair que y f vérifie les condition (a) et (b) de la 

définition (2.1). La condition (c) résulte du fait que y f est bornée. 

En effet soit T T € K tel que |TT| = A > |. Si Sup {|pf(U)| ; U€îî} • + <*>, 

il existe une suite (U ) d'ensembles de îîtelle que |l(f(f> ) | > X n pour 
Tl n — 

tout nci. Or (îfnf) + 0 et I T T " 1 1 ^ I |ir nf|;d'où lim I\TT nf<()u ) = 0, 
n n 

ce qui est une contradiction. 

Comme y f est une mesure, on définit comme en (2.3) la fonction m f 

pour tout ouvert G en posant mf(G) = Sup{|y(U)| ; UCG, U€ fi}=Sup{ | I(f<|) ) | ; 

UCG,U€fi} et la fonction s.es. N qu'on écrit H- pour simplifier. 

On a Nf(x) = Inf{mf(U) ; x€U , Ueft}. 

Il s'agit maintenant de définir une fonction dépendant essen

tiellement de l'intégrale I. 

(3.5.5) PROPOSITION. - Il existe une unique fonction s.es. N^ : X IR 

telle que = N f pour tout fcE. 

Preuve. - Soient f, g€E, aeX, e > 0. Posons h = f(a)g - g(a)f et soit 

A = {U 6 (2 ; aeU}. Pour U^UgCA, on pose U 1 4 U2+*> U-,
3^ > a l o r s 

(h<|>y)ŷ ^ est un net avec h<j)̂ 0. Il existe donc U€A tel que V€ £2 et 

VCU =^ |l(h<J>v)| e . Comme N^ est s.es. , on peut supposer que 

mf(U) 4 Nf(a) + e. 

Alors pour VCU, on a |f(a)y (V) - g(a) y f (V) | = |l(h<J>v) Uc , et 

|yf(V)| « mf(V) <: mf(U) * Nf(a) + e, donc 

|f(a) y (V)| max { e, |g(a) | (Nf (a) + e)} d'où 

|f(a) m g(U)| £ max{e,|g(a)|(Nf(a) + e)} et par suite 

|f(a-)|Ng(a) ̂  max(e, |g(a) | (Nf(a) + e)}, comme e est arbitraire, on obtient 

|f(a)|N (a) « | g(a)|Nf(a). 
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En échangeant les rôles de f et g, on obtient l'inégalité dans 

l'autre sens, on a ainsi | ±*|= |g|N^. Pour tout a€X, il existe f

a

e E 

telle que f(a) = 1 ( 3 . 2 . 6 ) (a), donc il existe Uef i tel que a€ U et 

|f (x)| = 1 V x € U ( 3 . 1 . 8 ) , on définit alors N T sur U par N = N f , 
a i 1 i a 

cette définition est cohérente en vertu de la relation l^ l Ng " l f i l Nf e t 

la fonction N x ainsi définie localement vérifie les conditions de la 

proposition. 

La fonction sera d'une grande utilité ; nous en donnons ici 

quelques propriétés découlant de la proposition ( 3 . 3 . 5 ) . Posons d'abord 

pour f €E, | |f| \ z = mf(X) = Sup{|l(f<t)u)| ;Uefi) . La fonction | | . | \ T est 

une semi-norme n.a. sur E et l'on a : 

( 3 . 3 . 6 ) COROLLAIRE. - Soit feE, on a : 

(i) |l(f)| « | | f | | r 

(ii) | | f | | j < + • et si U c n,m f ( U ) = | IfyJ l r 

(iii) ||f|| = Sup | f(x)|NT(x). Donc |f| « | g | ^ | | f | | < ||g|| 
X6X 1 1 

(iv) Pour tout ô > 0 , {x€X ; |f(x)|N];(x) ̂  6} est compact. 

(V) Mfllj = Sup{|l(g)| ; g € E , |g| « |f|} t 

(vi) NjU) = infCHfHj ; f€E, f(a) = 1} pour tout agX. 

Preuve. -

(i) Si |l(f)| = 0 l'inégalité est évidente. 

Supposons |l(f)| = C > 0. Pour U 1 , UgCfl posons U 1 ^ U ^ U ^ U ^ 

Pour Ue î î soit gy = f " f < f > t j » comme {J U = X, on a g.Ao d'où 
lim(l(f)-l(f(|>u)) = 0 ; par suite, il existe Ueft tel que 

|l(f) - K f ^ ) ! < z = | K f ) | . Donc i K f î l - l K f ^ ) ! ,< S u p d K f c y l ; 

UCfi} = ||f|| r 
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(ii) Résulte des définitions et de (3.3.et (iii) résulte de 

|f|N][ = N f et de (2.6). 

(iv) Soit P = {x€X ; Nf(x) £ ô}, P est T- compact. En effet : 

Soit ( G

a ) a € ^ recouvrement ouvert de P. Pour tout xcP, il existe 

U X G Î2 et a€A ; xeU^CG^. Montrons qu'il existe une suite finie 

^Xk?1«k$n d e P t e l l e ^ u e P c ^ u • P o u r X€X\P on a Nf(x) < 6, 

comme N-, est s.es. et queXNP est ouvert, il existe U G fi ; U C XVP 
i x x 

et iûf(Ux) < 6. Soit F l'ensemble des parties finies de X. Pour FçF, 

soit U = X\ {J U , f<f> €E et ffa +0. D'après (3.3.1) (i»), 
x€F X U F F 

il existe F0€F ; |l(g) ̂  ô,^ pour toute geE telle que |g| <: |f$ j, 
F 

Soit VgÏÏ ; V c U F o alors \f^\ << | f^ | donc |yf(V)| = |Kf<j>v)| < 6 / 2 . 

D'où nu(U_ ) < 6 et N_(x) < <5 vxeU,, d'après ( 2 . 6 ) , ce qui montre 

que P/1U- = 0. Donc Pc U U . Or POU = 0 si xÀP d'où 
F ° xeF0

 x X r 

PC L J u . 
x€P O F 0

 A 

(v) On a Mfllj - Sup{|l(f<J,u)| ; U€ Q } 4 Sup{|l(g)| ; |g| « |f|,g«E> 

.< Sup{||g||I ; |g| « |f|,g€E} « ||f||I. 

(vi) Posons N(a) = Inf{||f|| ; fCE f(a) • 1}. 

Pour toute f€E, | | f | | -,. > | f (a) |N;[(a) ; donc si |f(a)| = 1, H f M j » ( a) 

et par suite N(a) > N^(a). 

Réciproquement, soit f€E telle que f(a) « 1. Alors 

Nf(a) = Njtaîl^a)! = N^a). 

Or Nf(a) • Inf{mf(U) ; U€fl, aCU) • 

Infdlf^l\ I ; U€£2, a€U} £ InrfHgHj ; g(a) = 1 , g c E } = N(a). 
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(3.3.T) COROLLAIRE. - Pour tout a€X, il existe U€iî tel que aeU et tel 

que pour tout ô > 0, l'ensemble {x€U ; N^(x) > 6} est compact. 

Preuve. - Il existe f €E ; f(a) = 1. Comme f est continue, il existe U e f i 

tel que a6U et |f(x)| = 1 VxeU (3.1.8). Par suite Nj et N f coïncident 

sur U et il suffit d'appliquer (2.8). 

(3.3.8) COROLLAIRE. - N est la plus petite fonction s.es. <J> telle que 

V f € E |i(f)| « Sup|f(x)|<|>(x). 
x€X 

Preuve. - Soient aeX et s tel que <f>(a) < s , montrons que Nj(a) ̂  s. Il 

existe f€E ; f(a) = 1, comme $ est s. es., il existe U€ tel que aeU, 

<f>(x) < s et |f(x)| = 1, VxeU. 

Soit VeQ ; VCU alors |y~(V)| = | l ( f O | « Sup| f<t>y(x) |<f>(x) = 
X 6 X 

Sup <j>(x) ̂  s ; donc m-ÎU) < s et par suite Nf(a) ^s. 
X€V 

Mais Nf(a) = (fía^N^a) = N;[(a)ydonc N^a) « s. 

(3.3.9) On va donner une caractérisâtion des intégrales sur E faisant 

intervenir une topologie localement K-convexe sur E. Cette caractérisâtion 

rappelle celle qu'on trouve dans le cas classique pour une mesure de Radon 

sur un espace complètement régulier. 

Soit $(E) l'ensemble des fonctions s.es. $ : X F + ayant la pro

priété suivante : pour toute f€E et tout 6 > 0,l'ensemble {x€X; | f (x) 14>( x)^ô} 

est compact. $(E) contient les fonctions caractéristiques des compacts de 

X et l'on a NjC^E) d'après (3-3.6) (iv). 

A tout <|>£<î>(E) correspond la semi-norme n.a. IMI^ définie par 

| | f|L - Sup|f(x)U(x) 
* x€X 

On appelle topologie stricte sur E la topologie localement K-convexe 

définie par le système des semi-normes ( | |. | \^)^ €<j>(E)-
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On a alors le théorème suivant : 

( 3 . 3 . 1 0 ) THEOREME. - Soit J une forme linéaire J : E + K. Les conditions 

suivantes sont équivalentes : 

(a) J est une intégrale. 

(b) J est continue pour la topologie stricte. 

(c) Si f €E et ( f

a) a €A
 u n ne^ <^an8 ^ tel que + 0 uniformément sur 

tout compact de X avec ]f \ <$ |f|, V a c A alors J(f ) + 0. 

Preuve. -

(a);=>(*>) : En effet, |j(f)| < ||f |L , VfeE d'après ( 3 . 3 . 6 ) (i), donc 
J 

J est strictement continue ( C9D théorème 3.M-

(b)=^(c) : Il existe d'aprèscC^) théorème 3.U) <j>«*(E) telle que 

|j(f)| « ||f||^ , Vf€E. 

Soient f CE et ̂ ^ ^ ^ vérifiant les conditions de (c) et soit ô > 0 . 

Lfensemble P = ix€X ; |f(x)|<t>(x) £ 6} est un compact. Par suite $ est 

bornée sur P et comme f + 0 uniformément sur les compacts, il existe 

aG€/\ ; a ï a Q I lp I kl | p < « 

D'autre part, si x^P^n a pour tout acA, | fQ(x) |(J)(x)̂  |f(x)|<J>(x) < 5 . 

Donc Va » a G | J(f a)| « lk all^< 6 

(c) =^ (a) : Si (f HO et si pour tout a, |g I ̂  | f I , on peut supposer 
v-* oc ex 

qu'il existe fcE telle que |f | 4 |f|. Le théorème de Dini montre que 

f 0 -uniformément sur les compacts de X I donc il en est de même de 
a 

e t P a r suite J(ga) 0 . 

Une notion aussi usuelle que le support d'une intégrale s'introduit 

d'une façon naturelle comme suit : 

3.U. SUPPORT D'UNE INTEGRALE. 

( 3 . ^ . 1 ) Avec les notations du paragraphe précédent, posons X + « fxcX;Nj(x)>0} 

et S = X + . Alors : 
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(3.^.2) PROPOSITION. - S est le plus petit fermé T de X tel que 

fCE et | |f| | F = 0 |i(f)| = o . 

Preuve. - Si ||f|| = 0 alors ||f|L = Sup|f(x)|N (x) * 0 |l(f)| • 0 . 
xeX 

D'autre part, si F est un fermé vérifiant les conditions de la proposition^ 

alors F3X +. Sinon, il existerait a € X + \ F et par suite U€ fl ; aeU et 

UHF = 0. Or il existe f «E telle que f(a) - 1 d'où CE , f ^ U ) = 1 

et M f ^ M j , - 0. Mais | J f<tu| i x = Sup|f(x)|NI(x) > |f(a)|N;[(a) = N^a) > 0. 
x€U 

Donc il existe geE ; |g| ̂  |f$ | et |l(g)| > 0 (3.3-6) (v). Or 

llsllp ̂  ll^u^F = °» c e e s t u n e contradiction. "Donc F D X + et par 

suite F3S d'où la proposition. 

(3.H.3) DEFINITION. - On appelle support de l'intégrale I, le fermé S 

défini par la proposition précédente. 

(3.U.10 PROPOSITION. - Soit G un T-ouvert de X tel que SAG / 0. Alors il 

existe f 6E telle que support de fCG et 1(f) « 1. 

Preuve. - Comme SAG i 0 , X +0 G / 0, soit a © X + A G , il existe Uefi tel 

que a€UCG et il existe g€E ; g(a) « 1. D'où g ^ e E et SuppCg^JcUcG. 

Comme g ^ U ) = 1 , llg^Hj > 0 , donc il existe f'eE telle que If'^lg^l 

et |l(f')| > 0. Il suffit alors de prendre f = l(f')-1.f*. 
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CHAPITRE IV. - L'ESPACE DES FONCTIONS INTEGRABLES. 

PROLONGEMENT DE L'INTEGRALE : L'ESPACE L{l). 

(U . 1 .0 ) Soient X un ensemble, E un W-espace, fi = fi(E), T = T(fi(E)) = T(E) 

et I une intégrale sur E. 

Le problème qui se pose est de savoir s'il est possible de prolonger 

la forme linéaire I à un espace contenant E. La technique utilisée dans le 

cas classique et qui se sert essentiellement de l'ordre sur 1R, fait défaut 

ici. Cependant la fonction Nj va nous permettre de surmonter cette diffi

culté, et l'on procède de la manière suivante : 

Pour toute fonction g : X •+ K on pose | I si ! j = Sup|g(x) [NJÍX) . Soit 

F(I) = {g : X - K ; I |g| | x < +
 X € X 

F(l) est un espace semi-normé n.a. contenant E (3.3.6)(ii). On désigne 

par L(l) l'adhérence de E dans F(l) • 

L(l) est l'ensemble des fonctions integrables : c'est un espace 

vectoriel muni de la semi-norme n.a. ||.||^. 

Il existe alors un unique prolongement linéaire I* de I à L(l) véri

fiant |l*(g ) | « | | si I x V g c L ( l ) (1). 

AL 

On peut définir I comme suit : 

Si g€¿(l)» il existe une suite (f Q)cE telle que limjjg-f^lj = 0. 

On pose I*(g) = lim l(f ) (2). 

D'après la relation |l(f)| I M I j (qui exprime en fait la continui

té de I sur (E,||.|| I)) / on voit que la limite du membre droit de (2) existe 

car la suite (l(fn)) est de Cauchy dans K, que cette limite ne dépend pas 

de la suite (fQ) particulière et qu'enfin la relation (1) est vérifiée. 

Nous donnerons dans la suite quelques caractérisâtions de l'espace 

L(l). On a d'abord le lemme suivant : 

(U . 1 . 1 ) LEMME. - Soient PCYcX avec P partie T-compacte. Pour toute fonction 

f T-continue de Y dans K et tout 6 > 0 , il existe g€E telle que : 

l | g|l x« l|f||p ; |g| s< |f| sur Y et ||g-f|| pv< 6 • 
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Preuve. - Comme P est compact, s - ||f| jp < + 0 0 • Supposons 6s 1 < 1. 

l'ensemble P' = {x€P ; |f(x)| > 6} est compact. 

Pour tout a€P', il existe g C E telle que g (a) « 1 et U * il tel 
a a a 

que acU CÍxCX ; |g (x)-l| < 6 s " 1 } et YnU CÍxeX ; |f(x)-f(a)| < <5}. 
a a a 

Comme 6 s ~ 1 < 1, et que |f(a)| > 6 , |gj = 1 sur U a et |f|«|f(a)| sur 

ynu (L1.U)(b). 
a 

P ! étant compact, il existe un recouvrement fini (U& ) de P. 
k Kk$n 

Soient V = U et V = U \ U U (2*k«n); on obtient un recouvrement 
1 al k *k i<k ai 

( V k ) 1 < k ^ n de P' par des ensembles de il deux à deux disjoints. Si xcV^Y, 

n 
alors |g (x)| = 1 et |f(x)| * |f(ak)|. Soit g * £ f (a^g * v . Alors 

\ k=1 \ k 

g6E et H g|| x< l|f||p • Montrons que |g| « |f| sur Y. Si x ^ , le 

résultat est immédiat et si xçV^, |g(x)| - Ifia^)! = |f(x)|. 

Enfin, soit x€P. Si xcV^ , alors 

|g(x)-f(x)| = |f(ak)ga (x)-f(x)| = Ifta^Cg (x)-l) + f(a^-f(x) Umax(sôi1,Ô)=6. 
k K 

Si x jiUV k alors xjÉP', d'où |g(x)-f(x)| = |f(x)| < 6 . Donc | |g-f ||p«ô. 

Pour t>0, posons X t = |{x€X ; NjU) 

On obtient alors la caractérisation suivante de L(l), améliorant 

ainsi la caractérisation donnée par ( ^5}> 6 . 5 ) * 

(U.1.2) THEOREME. - Pour qu'une fonction f : X + K soit integrable, il faut 

il suffit qu'elle vérifie les deux conditions suivantes : 

ï (a) Pour tout nCST, f est T-continue sur X . 
>< n 

(b) Pour tout 6>0 , l'ensemble {xcX ; |f(x)|N;[(x) £ 6} est un compact 

contenu dans un X . 

n 

Preuve. - La condition est nécessaire : 

(a) Soit f€L(l), il existe une suite (g k)cE telle que lim|| f~gkll j = 0 . 
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Donc la suite (g, ) converge uniformément vers f et ceci sur tout X , ce 
K n 

qui montre que f est continue sur chaque X R . 

(h) Soient 6 > 0 et g€E tels que | |f-g| | < S. 

L'ensemble Q « { X É X ; IgU^N^x) ¿ 6} est compact (3-3.6)(iv). Soit 

n€ I tel que ̂ | |g| |^ < ô et soit P = Q ^ x

n »
 p e s t ^ compact contenu 

dans X n. Mais P
f = {x€X ; |f(x)|N;[(x) £ 6} CP. En effet, si xjÉQ, |g(x) |N (x)<6 

et si x€Q\P,|g(x)|NI(x) < ¿| |g| | Q < 6 

Par suite si x¿P, | f (x) |N (x) ̂  max{ | f (x)-g(x) iHjíx), |g(x) iHjix)} < 6. 

Comme f est continue sur X N et que X Q est fermé, P
1 est fermé donc compact. 

Réciproquement, montrons que si f vérifie (a) et (b), alors pour tout 

6 > 0, il existe geE ; | |f-g| | < ô . 

Soit P = {x*X ; IfíxJiNjíx) > ô}; P est un compact contenu dans un 

X ^ ; par suite f et sont bornées sur P; il existe c >0 tel que 

•axdlflIp.IlBjllp) < c. 

Soit kcl tel que ̂  £ min(— ,6c 1 ) . En vertu du lemme (U.1.1), il existe 
ic n 

gtíS telle que ||g|| x^ ||f||p , | g U |f| sur ̂  et ||g-f||pV< ¿ . Alors 

si x€P, IgíxJ-fíxílNjíx) N< ¿ c <: 6, 

si x Ê X ^ P , |g(x)-f(x)|HI(x) s< naxtlglxîlHjtxï.IftxîlHjtx)) = | f (x) iNjU^fi, 

si xjíxk,|g(x)-f(x)|NI(x),$max(|g(x)|NI(x),|f(x)|NI(x))v<max(| |f| |p¿,6) ̂  6. 

Donc ||g-f||j* 6 . La démonstration est ainsi achevée. 

(U.1.3) DEFINITION. - Un ensemble ACX est dit integrable si sa fonction 

caractéristique <f>A : X •»• K est integrable. 

Désignons par Q(l) la classe des ensembles integrables. 
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Le théorème précédent donne alors le corollaire suivant : 

(U.1.4) COROLLAIRE. -

(a) fi(l) est un clan de parties de X recouvrant X. 

(b) Pour que A€fi(l), il faut et il suffit que : 

(i) Pour tout n c ï , Art X soit un of de X . 
n n 

(ii) Pour tout 6 > 0, il existe un compact P contenu dans un X Q 

tel que U a X P M J = l l * A x p l l I < «• 

Preuve. -

(a) résulte de (b) et de (3.3-7). 

(b) découle immédiatement de (U . 3 . 3 ) . 

A partir d'un W-espace E et d'une intégrale I sur E, on a défini 

un espace L(l) et une forme linéaire I*. Il est intéressant de voir si l'on 

se retrouve en présence d'une situation analogue, c'est-à-dire avec un 

W-espace et une intégrale, et par consequent s'il est possible de prolonger 

encore une fois l'intégrale I*. 

La réponse est donnée par les résultats suivants où nous commençons 

par définir la topologie ¡T* liée à l'espace L(I). 

(U.1.5) LA TOPOLOGIE T*. - Soit fi* * {UCX ; VngW, UrtX n est un of de 

X pour la topologie induite par T(E) sur X }. 
n n 

fi* est une base pour une topologie notée T* 3 et l'on voit que tout U€fi* 

est un T*-of et qu'une fonction f : X K est T-continue si et seulement 

si f est r-continue sur chaque X q . Alors : 

(k. 1.6) PROPOSITION. - L(I) est un V-espace et T*= T{L(l)). 

Preuve. - Si fi(l) désigne la classe des ensembles integrables, on a pour 

tout tt€fi * f U « U Vf\V (d'après U.1.U, (a)) . Or si U€fi* et 
V€fi(l) 

VCfiU), UnVefi(l), par suite fi(l) et fi* définissent la même topologie 

T * . Comme fi(I)Cfi(I(I)) (voir 3 . 2 . 3 ) et que toute fonction f€L(l) est 
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^'-continue (U.1.2, (a)), il s1ensuit que est un W-espace et que 
T*- T{Ul)) - Т(Ш(1)) d'après (3.2.5). 

Dans ces conditions, on obtient le : 

(t. 1.6) THEOREME. - I* est une intégrale sur L(I). De plus Hj# - Nj donc 

1(1*) = 1(1) et 3** = I*. 

Preuve. - Pour montrer que I* est une intégrale, il suffit de montrer 

que К €*{L{I)) ((3.3-9) et (U.1.0) relation (1)). 
1° t étant T-s.c.s.f elle est aussi T*-s.c.s. car TcT*i 

2° Soient f 9 LU) et 6 > 0. Posons P • {x€X ; |f(x) Hj(x) > 6}. P est un 
T-compact contenu dans un Xn- Comme Г et induisent sur X^ la même topo
logie, on voit que P est -compact donc Nj*t(L(l)). 

Montrons maintenant que * N^*. 

D'après (3.3.8) et (U. 1.0) relation (1), on a H ^ H j . 

Pour montrer l'inégalité dans l'autre sens, supposons qu'il existe a6X tel 

que Njn(a) < Nj(a). Alors il existe t>0, tel que Njn(a)<t<Nj(a). Il existe 

U€fi*tel que a £ U c { z e X ; N I #(x) < t}. Comme UC fi , il existe un 2*-of de 

V tel que U O X • V ^ x . Donc U O X N X . - VyXN X 1 est un T-ouvert 
t t" t" t 

contenant a. D'autre part, il existe f € E telle que |f| 1 et f(a) = 1 

(en effet il existe g CE ; g(a) » 1 et U« fi ; |g(x)| « 1 sur U, il suffit 

de prendre f = g ^ ) . 

Ainsi : 

t < IfUJlHjU) = N f(a) ,5 mf(UuX\X _ y) * Sup{|y f(W)| ; WÇfi, WcUoXVX }. 

Donc il existe W€fi ; WCU0X4X _ y avec t < |l(f<|>w)| comme ft̂ firi'l) on a 

î^^-fWHI^ull^llVWlIl * f up Mzix)4 Sup H j U ) ^ . 

XCWVU XmAVX 
t 
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Par suite, | I*(f(J>w)-I*(f4)WoU) U-t< 1 I^(f*w) I et t < | I V * ^ ) | . 

D'où t < | l * ( ^ w n u ) U l k * w n u l l I * - Sup IftxîlH^tx) v< Sup N^(x) s< t, ce 
XEWOU X C U 

qui est une contradiction. 

Le reste du théorème est maintenant immédiat. 

La topologie va nous permettre de donner une caractérisation plus 

élégante de l'espace £(l). Mais on aura d'abord "besoin de quelques pro

priétés de r*. 

La première précise la relation entre les T -compacts et les T' 

compacts. 

Ainsi : 

(U . 1 . 7 ) LEMME. - Soit PCX. Pour que P soit T*-compact> il faut et il 

suffit qu'il soit T-compact et qu'il existe n e M tel que soit 

fini. 

Prët&e. - La condition est suffisante, car les topologies T et T coïncident 

sur chaque X Q . 

Réciproquement, supposons que P soit 2^-compact. 
00 

Soient X A = (xeX ; NT(x) > 0} = [J X ; X<, = {x*X ; NT(x) = 0} 
n=1 

P + = P a x + et P 0 » H1X0. 

Pour tout x€X c, Weft*, de même XO^fi* donc X Q est vin ensemble T*-discret 

et î**-of. Donc P 0 est T*-compact et discret et par suite fini. Il suffit 

donc de montrer que P + est contenu dans un X q . Supposons le contraire, on 

va alors construire une suite (U^) de parties de fi deux à deux disjointes 

telle que pour tout k€¥ : 

(a) U k H P + 4 0. 

(b) P + S U 1 U U 1 U . . . U U K n'est contenu dans aucun Xn-

(c) \ K \ s 0-
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Soit k=1, il existe aCP^NX^, comme P + CX + , il existe n > 1 tel 

que a € X , alors soit b€P. \ X W . 
n + n 

On a donc a,b€'P+\X1 avec N^(a) > N^(b), comme Nj est T-s.c.s., 

il existe U€fi tel que b€U et ajÉU. 

Si P +\U n
fest contenu dans aucun X Q, on pose U 1 = U. 

Sinon, alors P + 0 U n'est contenu dans aucun X q . Mais a appartient à 

l'ouvert U°n X*j , donc il existe V€ Q tel que aeVcU°nx^ . Alors P + n V ^ 0, 

P +\ V O P + 0 U e t l f ° n P°se U 1 • V . 
Supposons la suite (U ) construite jusqu'au rang k-1 et soit 

k-1 n 

Q « P + \ ( J ui-

i=1 

Comme Q n'est contenu dans aucun X^, il existe a,b€-Q tels que 

Nj(a) > Nj(b) et a ^ X j ^ j par suite il existe W€fi tel que b€W et 

ajÉV. 

Si Q\W n'est contenu dans aucun X , il existe U, €tl tel que 
k-1 n k 

b c u k c w \ ( U V±)U x k. 
i=1 

Si QAW n'est contenu dans aucun X , comme 
n* 

a C W c 0 ^ n . . . n u ^ i n ^ , il existe U k * îï tel que aCU-CW^U^ •••rtu£_ 10x£ 

et l'on a Q\U kDQOW. 

La suite (U ) étant construite soit U « U U . 
n n 

Pour tout n€I, U 0 X Q = U ( u

k(l
x

n)
 d o n c Uefi*. 

Alors la famille {XXU^jUp,...} est un recouvrement réouvert de P 

n'ayant aucun sous-recouvrement fini, ce qui contredit la T -compacité de P. 

Avec cette propriété, on peut donner une autre caractérisâtion de 

LU). 
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(U .1 .8) THEOREME. - Pour que f : X K soit integrable, il faut et il 

suffit qu'elle vérifie les deux conditions suivantes : 

(a) f est T*-continue. 

(b) Pour tout ô>0, {xcX ; IfUîllJjU) £ 5} est T*compact. 

Preuve. - Le théorème résulte de (U . 1 . 2 ) , (U . 1 . 5 ) et (U.1 . 7 ) . 

La topologie 7 * est, en quelque sorte, définie par ses compacts. 

En effet : 

(U . 1 .9 ) LEMME. - Soit UCX. Si pour tout T*compact P, UHP est of pour la 

topologie induite sur P par TM , alors U est un T*-of. 

Preuve. - Il suffit de démontrer que pour tout gCL(l), g$^€£(l). Car 

pour tout a«U, il existe g€L{l) telle que g(a) « 1 , comme g^^€L(l) et 

que toute fonction de L(l) est r*-continue, il existe Veiî* tel que aeV, 

Jg*u(x) | = 1 et |g(x)| = 1 VxeV, alors a€VcU donc U est r*-ouvert et 

il en est de même de U°. 

Soit donc g€L(l) et soit 6 > 0 , alors P={x€X; |g(x) ̂ ( x ^ ô } est 7 * -

compact, par suite il existe un T*-of V tel que UO P = VOP. Mais 

ebw€L(l) et I I É P ^ - ^ H J ^ 6 donc g ^ C L d ) . 

(U . 1 . 1 0 ) COROLLAIRE. - Pour que f : X + K soit T*-continue, il faut et il 

suffit que sa restriction à tout T -compact soit T -continue. 

Comme dans le cas classique l'espace L(l) est complet. Cela résulte 

de la : 

(U. 1.11) PROPOSITION. - L'espace F{l) = {f : X K ; M f M j < + •> muni 

de la semi-norme n.a. est complet. 

Preuve. - Soit (fn) une suite de Cauchy dans F(l). 

59 



Intégration non archimédienne 

Si xiX+ s {XtfX ; Nx(x) > 0} la suite (f*n(x)) est de Cauchy dans K et par 

suite convergente, soit f(x) sa limite. 

Si x6X<> 3 {x«X ; Nj(x) = 0} on pose par exemple f(x) = 0. Alors 

1 ° f€ F(l). En effet, il existe n 0 ; n£n0 ̂  | |f -f | | T « 1 et 
n no 

Si x€ X + est tel que |f(x)| > 0 , il existe p 0 que l'on peut prendre 

supérieur à n© tel que n>p0 *^|fn(x)( - |f(x)| d'où 

I f U M ^ U ) = | f n ( x ) | N l ( x ) ! .< H f j l j 

si x €Xo , où x est tel que f(x) = 0, on a |f(x)|N^(x) = 0 , par suite 

\ \ t \ \ z < I l f j ^ + K * - . 

2° f f dans F(l). En effet, soit 5>0 , il existe n Q ; pjq>n0*fr||f -f M ^ i . n P q r 

Soit x € X + , il existe p - p(x)C» que l'on peut prendre supérieur 

à n 0 tel que |fp(x) «f(x) |NI(x)<6 ; d'où pour n>n0 

|fn(x)-f(x)|NI(x) « nax(|fn(x)--f (xîlHjtx). |f (xî-ftxîlHjtx)) <: 6 . 

D'où ||fn~
fl!l« « > * n> n° • 

n 

(U . 1 . 1 2 ) COROLLAIRE. - L(l) est un espace semi-normé n.a. complet. 

Une partie partout dense de L(l) ast définie par la 

(H. 1 . 1 3 ) PROPOSITION. - Soient E un W-espace, G = fl(E) et I une intégrale 

sur E. Soit flj = {U€Œ ; <b^€L(l)} et désignons par E(Çlj) l'espace 

vectoriel des fonctions Çl^-étagées et à valeurs dans K. 

Alors Effij) est partout dense dans L(l). 
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Preuve. - Comme E = L(l), il suffit de démontrer que E CÊÏQ^. Soit 

donc fCE et soit 6 > 0 . Posons P = {x€X ; | f (x) jN^xteô} ; P est T-compact. 

Comme N- est s.es. on a s = Sup N-(x) < + 0 0 . D'autre part, si xcP, | f (x) | >0, 
xep 

comme |f| est continue e = Inf|f(x)| > 0 . Par une démonstration analogue 
xcP 

à celle du lemme ( 4 . 1 . 1 ) , on peut trouver une fonction <j>€E(i2j) telle que 

|0| ̂  |f| et ||<|>-f|| < min (e , 5 / g ) et l'on vérifie alors que H f - f H j ^ <$. 

4.2. FONCTIONS NEGLIGEABLES ET ENSEMBLES NEGLIGEABLES. 

(4.2.1) DEFINITION . -

(a) Une fonction f : X k est dite négligeable si \ \t\\^ = 0 . 

(b) Un ensemble ACX est dit négligeable si | |<|>A| |j * 0. Désignons 

par F o l*ensemble des fonctions négligeables. 

Cette définition entraîne quelques commentaires . 

(4.2.2) REMARQUES ET DEFINITIONS : 

(a) Il existe un plus grand ensemble négligeable à savoir l'ensemble 

X 0 = ix€X ; Nj(x) = 0}. Il est à noter que cette situation n'a 

pas d'équivalent dans le cas classique. 

(b) F o est un sous-espace vectoriel fermé de F(I) et il est contenu 

dans L{l). 

(c) Deux fonctions f et g sont dites équivalentes si f-g€F0.Dans 

ce cas, on a | |f| |j « | |g| l r 

(d) Une propriété est dite vraie presque partout (p.p.) si elle est 

vraie en tout point de X sauf peut-être en des points de X 0. Alors une 

fonction est négligeable si et seulement si elle est nulle presque partout. 

Une fonction définie presque partout et égale presque partout à une fonc

tion integrable peut être considérée comme définie partout et integrable. 

(e) Nous posons F(l) = F{l)/F0 et L(l) = L(l)/F0 avec la norme quotient. 
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On a alors : 

(U .2 .3) THEOREME. - L'espace L(l) des classes des fonctions integrables 

est un espace de Banach n.a. 

D'après ce qui précède, la forme linéaire I* peut être considérée 

comme définie sur L(l). 

4 . 3 . FONCTIONS MESURABLES ET CONVERGENCE SELON EGOROFF : THEOREME DE 

LEBESGUE. 

( 4 . 3 . 1 ) On peut donner d'une fonction mesurable une définition analogue 

à celle qu'on trouve dans Bourbaki CO- Cette définition a été d'ailleurs 

adoptée par MONNA (5) . 

( 4 . 3 . 2 ) DEFINITION. - Une-fonction f : X •+ K est dite mesurable si pour 

tout compact P et tout &>0, il existe un T-compact Q tel que 

\ I ^ P ^ Q I I j < * que la restriction de f à Q est T-continue. 

On a alors la caractérisation suivante : 

( 4 . 3 . 3 ) PROPOSITION. - Pour qu'une fonction f : X +K soit mesurable, il 

faut et il suffit qu'elle soit T -continue. 

Preuve. - Supposons que f soit T -continue. Soient P un T-compact et ô<0. 

Il existe ncï tel que — 6 , alors Q = POX est T-compact avec(|<J> 11 
^ n P*Q _ 

# *** 
comme T et T coïncident sur X , f est T-continue sur Q. 

n* 

Réciproquement, si f est mesurable, montrons qu'elle est T -continue. 

D'après ( 4 . 1 . 1 0 ) , il suffit de démontrer qu'elle est T -continue sur tout 

T*-compact P. Soit donc P un T*-compact, d'après (U . 1 . 7 ) il existe n€ y 

tel que P \ X q est fini. Comme P est T-oompact et que f est mesurable, il 
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existe un T-compact Q tel que | l^pl |j < ~~ (donc Q^P/^X^) et f est 

T-continue sur Q donc sur POX et par suite T^-continue sur PHX car 
n ^ n 

TCT*3 finalement f est T*-continue sur P. 

(U.3.U) REMARQUES. -

(a) On voit d'après (U .3 .3) et (U . 1 . 5 ) que la topologie T est en 

fait engendrée par les ensembles mesurables. Le théorème (U.1.8) montre que 

toute fonction integrable est mesurable. 

(b) La proposition (H.3.3) montre aussi que les fonctions mesurables 

forment un anneau. Par contre une limite simple d'une suite de fonctions 

mesurables n'est pas nécessairement mesurable. Pour obtenir une limite 

mesurable, on introduit la notion suivante due à MONNA Ç5O : 

(U .3-5) DEFINITION. - On dit que le net (f

a)a€^ converge selon Egoroff 

vers f si pour tout compact P et tout 6>0¿ il existe un T-compact 

Q tel que | l^p^l I j ̂  <$ et que f converge uniformément vers f sur Q. 

Par une démonstration analogue à celle de (1+.3 .3) on trouve 

(U .3.6) PROPOSITION. - La convergence selon Egoroff est exactement la 

convergence uniforme sur les T -compacts de X + - {x*X ; Nj(x) > 0 } . 

(U .3 .7) H résulte de (U .3 .3) qu'une fonction égale presque partout à une 

fonction mesurable est mesurable et que la limite selon Egoroff d'un net 

de fonctions mesurables est aussi mesurable. D'autre part, si une suite 

(fQ) de fonctions mesurables converge selon Egoroff vers une fonction f, 

elle converge vers f presque partout, mais la réciproque, vraie dans le 

cas classique, n'est plus valable dans le cas non archimédien. 

Ceci étant, le théorème de convergence de Lebesgue peut s'énoncer : 

(1+.3.8) THEOREME. - Soient g une fonction integrable et (*a)a€¿ un-net de 

fonctions integrables convergeant vers f selon Egoroff et tel que 

pour tout a€A, |fj ̂  | g| p.p. 
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Alors la fonction f est integrable et l'on a I*(f) = lim I*(f a). 

Preuve. - Comme (f^) converge vers f selon Egoroff, f est mesurable. 

D'autre part, |f | ¿ |g| p.p. et ceci pour tout a, donc |f| x< |g| p.p. et 

f est integrable (^.1.8). 

Pour tout a € A , soit h a

 s f-fa , on a :• 

|h | « l f - f

aI < max([f| » k a D ^ max (|f[ |g|) ̂  |g| et ceci presque partout. 

Il suffit alors dfappliquer la partie (c) du théorème ( 3 * 3 . 1 0 ) au net (h^) 

en remplaçant J par I* et T par T* et en remar quant que la démonstration 

reste valable si on remplace la condition |h a| < |g| par la condition 

|h" J <: |g| presque partout et en se limitant â la convergence uniforme sur 

les T -compacts de X +. 

k.k. L'ESPACE L°°(l). 

00 

(U.U .1) Par analogie avec le cas classique on va considérer l'espace L (I) 

des fonctions mesurables essentiellement bornées et en examiner quelques 

propriétés. 
00 

(k.k.2) DEFINITION. - Désignons par L (l) l'espace des fonctions mesurables 

t telles que | | f | \ œ * Sup | f (x)l < -h» . 
x€X + 

On note L°°(l) le quotient de L°°(l) par le sous-espace FQ des fonctions 

négligeables. 

Avec la semi-norme I I • 1 1 — * Lm{l) est un espace semi-normé n.a. ; on 

vérifie qu'il est complet, d'où : 

00 

PROPOSITION. - L'espace L (i) est un espace de Banach n.a. 

(U.U.U) LEMME. - Soient f«L"(l) et g*Ul).Alors fg€L(l) et | |fg| | | f | \Jg\ . 
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Preuve. - Facile. 

Si g€L°°(l) (resp. £(l)), g désigne la classe dans L (i) (resp. 

(L(l)) de g. On a alors, en écrivant I au lieu de I*: 

(k.k.5) PROPOSITION. - Soit f o ^ I ^ d ) . L'application g-*l ( f G g ) est une 

forme linéaire continue sur L(l) dont la norme est j|fo||œ 

Preuve. - On vérifie que l'application I- : g l ( f 0 g ) ne dépend que des 
00 ° 

classes dans L(I) et L (I). Cette application est continue en vertu du 
lemme (U.l+.U) et sa norme est donnée par la relation || I-, || - Sup||g|C11 i ( f o g ) I • 

g?̂ o 

Si g « ( D ; g^Oalors | K f 0 g ) k < | ffogl I j ^ I k o l l j l g l l j donc 

||g||-1 | K f 0 g ) U < U f o l L d ' o ù | | l f J U < U f o l L 

Montrons l'inégalité dans l'autre sens : 

soit 6>0 ; posons s 0

 = I I ^ o I l « et e * min(ô, 7 ^ ) . 

Il existe x 0 € X + ; | f 0 ( x 0 ) | ^ s 0 - e. Soient t t 0 « f 0(x o) et a 0 = | t t 0 | • 

La fonction f Q est mesurable, donc T ̂-continue, par suite il existe 

V€8*tel que Xo€V et x € V | f 0 ( x ) - f 0 ( x o ) | < min (e,a0). 

D'autre part, il existe h eE et U€Î2 tels que XoCU , |h ( x ) | - 1 si xgU 
et h ( x ) » 0 si x^U. Soient W = UAV et k • h<J>w , alors W€ îî*et k#L(l). 

Si x€W, |k ( x ) | = 1 et | f 0 ( x ) | = a 0 , si xjÉW, k ( x ) = 0. 

Or I M I j - Sup { | l ( g ) | ; g e L ( l ) , | g | <: |k|}. Donc, il existe g « L ( l ) telle 

que | g | 4 U | et | l ( g ) | > (l-e)||k||r D'où | l(g)| > Cl-e> l l « | l x et 

| l ( i r 0g)| * ( l - e M | i r 0 e | | T > (l-e)(s0-e)||g||r 

Mais I(nog) - l ( T T 0 g - f 0 g ) + l(f o g)donc |l(ir0g).|.$ |l(ir0g-fog)| + |Kfog)|. 

Or | l(Tr 0 g - f o g ) | ^ Mfog-TîoglL - Sup | f 0 (x)g(x)-Tr 0 g(x)|N ( x ) = 
xeX 
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Sup|fo(x)ir0||g(x)|HT(x) « e ||g|L. 
X€W 

Donc |l(f0g)| >, |l(ir0g)| - cllgllj >, (l-e)(so-e)||g||I-e||g||I ce qui 

implique ||g||~1|l(fGg)| £ (1-e)(s0-e)-e
 35 s 0-e(s 0+2-e) i s 0 - e ( s 0 + 2 ) > s Q- 6 

D'où ||l f J | £ M f o l L > « et finalement ||l f J | * M f ] ! ^ 

( 4 . 4 . 6 ) COROLLIIRE. - L~(l) est un sous-espace fermé du dual L(l) 1. 

( 4 . 4 . 7 ) REMARQUE. - L°°(l) n'est pas en général égal à L(l)' même si X est 

compact. En effet, soit X un groupe compact totalement discontinu et soit 

I une intégrale de Haar sur C(X,K) (Voir C5} » 3 . 4 ) à valeurs dans K. 

Comme I est invariante par translation, on obtient Nj(x) s Cte « c. Donc 

pour f€C(X,K) M f l l j = c||f|| de sorte que la topologie définie par la 

norme ||.||j est égale à la topologie de la convergence uniforme. Dans ce 

cas on a : 

X + = X et L(I) = lT(l) = C(X,K). 

Si l'on avait L°°(l) = L(l)' on aurait C(X,K) » C(X,K)lf ce qui est impossible 

si C(X,K) est de dimension infinie et K est complet sphérique,car un espace 

norme de dimension infinie sur K n'est jamais réflexif. 
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CHAPITRE V. - ESPACES DES INTEGRALES ; INTEGRALES ET MESURES. 

5 . 1 . L'ESPACE DES INTEGRALES. 

( 5 . 1 . 0 ) Soit X un espace éparpillé, E désignera le W-espace E « C(X,K,b) 

où b est une bornologie sur K dont les éléments sont bornés relativement 

à la valeur absolue dans K. Dans ce cas £1 = îî(E) est l'algèbre des of de 

X et T = T(E) est la topologie initiale de X. 

Pour toute f € E ; f + ||f|| = Sup|f(x)| < + 0 0 est une norme n.a. sur 

E. ** X 

L'espace E muni de cette norme est un espace de Banach n.a. 

A désignera l'ensemble {f€E ; ||f|| « 1 } . 

La topologie stricte sur E définie au ( 3 . 3 . 9 ) est alors déterminée 
par la famille des ssmi-normes f->||f|L = Sup | f(x)|<J>(x) où <f> parcourt 

* X€X 

l'ensemble $(E) des fonctions <j> : X + R + s.es. telles que pour tout 6>0, 

l'ensemble {xcX ; <J>(x) ̂  6} soit compact. 

Cette topologie est aussi la topologie localement K-convexe la plus 

fine induisant sur A la topologie localement K-convexe de la convergence 

compact*((T), théorème 2.U). On note E ô l'espace E muni de la topologie 
PO 

stricte. 

M(X) désignera l'espace des intégrales sur E. On a donc 

M(X) = (Eft )'. 
Po 

Soit I€M(X). Pour tout 6>0, {x€X ; Hj(x) > 6}est un compact [ ( 3 - 3 - 6 ) 

(iv) avec f=l] . Donc 

= Sup N (x) - Sup{|l(g)| ; g€A} « | | l | | T < + 
x€X 

L'espace M(X) muni de la norme I | |l| | est un espace de Banach n.a. 

comme on peut le vérifier sans peine. 

Sur M(X), on peut encore placer la topologie vague a(M(X),E). 

Nous examinons dans la suite quelques propriétés de M(X), en commençant 

par caractériser ses parties équicontinues. 
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Nous empruntons la définition suivante au cas classique ; 

(5.1.1.) DEFINITION. - Soit HCM(x). On dit que H eat une partie de 

Prokhorov si elle vérifie les conditions suivantes : 

(a) Sup{11111 ; I6H} < + « • 

(b) Four tout ô>0, il existe un compact P de X tel que 

| |x\p| \J « ô Vie H. 

Dans ces conditions, on obtient : 

(5.1.2) PROPOSITION. - Soit HCM(X) . Pour que H soit équicontinue il 

faut et il suffit qu'elle soit une partie de Prokhorov. 

Preuve. - Soit H une partie équicontinue de M(X). 

H existe un voisinage V de 0 dans E Q tel que : 
Po 

|Kf)| * 1 Vl€H etfccV. 

On peut supposer que V = V ^ e ) = {f€E ; | |f| \^ 4 e) avec <J>C*(E). Soit 

X e K ; X.*0 et |X| « e'||$||' 0 1 1 a X A c V -

En effet, si fcA, ||Xf||. = Sup |X f (x) |<fr(xX<—— .1.1 |<f>| I « e. 
9 x»X I U M 

Donc VieH = Sup{|l(f)| ; t€à)4 |X~1| et par suite 

Sup{||l|| ; I€H} « |X~11 < + « 

D'autre part, soit ô > 0. Il existe a€K ; a#0 et |a| <̂  6. L'ensemble 

P * {xfiC ; <j>(x) > e|a|} est compact. 

Soit ICH. Comme XVP est ouvert, on a : 

||X\P|L * Sup N T(x) = mJXvP) = Sup{|l(<t>TT)| ; U6Î2, UCX\P} d'après ( 2 . 3 ) %  

1 x é X\P 

( 2 . 6 ) et ( 3 . 3 .U). 

Donc IIXNPilj * Sup{|l(f)| ; f€E, |f|<: l*XNpl>. 
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Soit fCE ; |f| ̂  l*x\p' ; a l o r s a ~ l f € ^ en effet : 

||a"1f|L - Sup|ar1|f(x)ld>(x) = Sup |a~111 f (x) | d> (x) << |a |"1 M ^ p « I e ,a ke. 
v x€X x€X\P 

Donc |l(a"1f)| = |ar1|l(f)|x<1 et |l(f)|x< |a| x< 6 d'où ||x\P|| < 6. 

Réciproquement, soit H une partie de Prokhorov. Soit s = Sup||l|| 
K H 

et soit P le compact de X tel que | |x\P| | < 1 , tfl€H. 

Montrons que H° = {f€E ; |l(f)| ̂  1 , Vl^H} est un voisinage de 0 

dans E 0 . Comme H° est un ensemble K-convexe, il suffit de montrer qu'il 
° 

contient l'intersection avec A d'un voisinage de zéro pour la topologie 

de la convergence compacte. Soit V(P,—) = {f€E ; ||f|L>£ —} • On a 
S IR S 

V(P,-)n ACH°. 
s 

En effet, soit fcV(P,-)nA. Pour tout l€H on a 
s 

|l(f)| « ||f||T = maxiSup |f(x)|H_(x). Sup|f(x) |N_(x)} „< « x ( 1 . 4 Â s ) = 1. 
x€X\P 1 1 

( 5 . 1 . 3 ) COROLLAIRE. - Si X est compact, pour tout a>0, l'ensemble 

H = ÍKM(X) ; « a} est équicontinu. 

Le reste de ce paragraphe est consacré à la topologie vague a(M(X) ,E) 

de M(X). 

(5.1.10 PROPOSITION. - Pour tout x€X , soit la mesure de Dirac au point 

x. Alors e €M(x) et l'application x + e est un homéomorphisme de 
x x 

X sur un sous-espace de M(X) muni de la topologie vague. 

Preuve. - Facile. 

(5.1.5) PROPOSITION. - Soit s>0. L'ensemble des intégrales I telles que 

||l| | > s est vaguement ouvert. 
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Preuve. - Posons G = {ieM(X) ; ||l|| > s} . Soit I0C G, il existe f £ Д 
telle que |l0(f)| > s et par suite ô>0 tel que |l0(f)| > s+4. Soit 
V = (iéM(x) ; |l(f)-I0(f)| < 5} ; alors VCG. En effet, implique 
s+Ô < |l 0(f)| < |K*>I * « a' 0* > s e t M 1 ! ! > s-

( 5 . 1 . 6 ) COROLLAIRE. - L'application 1 + ||l|| est vaguement 8.ci. 

( 5 . 1 . 7 ) PROPOSITION. - Toute intégrale à support fini ( а ^ ) ^ < п
 e s * ияе 

combinaison linéaire des intégrales e 
i 

Preuve. - En effet pour f €E, les relations f(a^) = 0 impliquent I(f) = 0 

( 3 . 4 . 2 ) donc I = T"2, X. e . 
/ i a. 
i-i 

( 5 . 1 . 8 ) PROPOSITION. - L'ensemble des intégrales à support fini est vague

ment dense dans M(X). De façon précise, toute intégrale I est vaguement 

adhérente à l'espace vectoriel V des intégrales dont le support est 

fini et contenu dans le support de I. 

Preuve. - Soient V o = { fcE ; |l(f)| ̂  1 , Vl€V}. 

V°° = {I€M(X) -, |l(f)| « 1 , V f €V°}. Comme V est un sous-espace vectoriel 

de M(X), V°° est l'adhérence vague de V dans M(X) ( Í9) , théorème 3 . 1 1 , 

et théorème 4 . 1 3 ) . Montrons que l€V°° . Or si feV° on a 

Sup |f(x)| = 0 donc Hfllj « 0 et |l(f)| « 0 . 

xCSupp(l) 

5 - 2 . INTEGRALES ET MESURES. 

( 5 . 2 . 0 ) On conserve les notations de ( 5 . 1 . 0 ) . Il s'agit dans ce paragraphe 

d'établir une correspondance entre les intégrales sur E d'une part et les 

mesures sur fi d'autre part. 

On notera Af(X) l'espace des mesures sur fi. 
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Si y£M(X), ||u|| = Sup N (x) < + °° , comme il résulte de (2.8) car 

XCft. 

On vérifie facilement que l'espace Af(x) muni de la norme y + | |p| | 

est un espace de Banach n.a. 

Nous avons d'abord le lemme suivant : 

(5.2.1) LEMME. - Soient U un clan de parties de X recouvrant X, E(fl) 

l'espace des fonctions Qrétagées et y une fonction additive y : 8 K. 

Alors il existe une unique forme linéaire J : E(f2) K telle que 

J(<f)u) = y(U) Vue«. 

J est une intégrale si et seulement si y est une mesure. De plus 

V x € X , N(x) = N T(x). y « 

n 
Preuve. - Il suffit de poser pour tout g = V"* A <j>„ € E(îî) (les V étant 

k=1 * Vk K 

n 
deux à deux disjoints) J(g) = T*A,y(V ), d'où découlent l'existence et 

k̂ *1 K K 

l'unicité de J. Pour geE(fi) soit S(g) = {x €X ; |g(x)| > 0}, S(g )c f t . 

Si y est une mesure et (g^HO dans E(îî) on peut supposer que VaGA, | jĝ l |<c. 

Comme S(ga)K), alors Vô>0, 3 a 0 tel que m(S(ga )) .< (2.k. ii). 

Alors si f6E(fl) et |f| £ \g | on a |«J(f ) kcm(S(g )) 6 , ce qui montre 

que J est une intégrale (3 .3 .1)(I'). 

Réciproquement, si J est une intégrale, y est une mesure d'après ( 3 . 3 . 1 ) . 

Soit U*ft ; on a ||u||j = I I ^ M j - Sup{|j(g)| ; g€E(fi), |g| N< \ ^ \ ) . 

n 
Soit g = X I M v ^E(Çl) (les V. sont deux à deux disjoints) ; si |g| N< \<t>.A 

k=1 K \ * U 

on a U v k c U et Sup|A | .$ 1 , d'où 

|J(*)|* Sup|Xk| |y(Vk)| ̂  Sup|y(Vk)| < Sup m(Vk) N< m(U). Donc ||u|| j X< m(U). 
k 
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D'autre part, si V€ Q ; Vc U alors |4>y| « \^\ et |y(V)| = |j(4>y)|<: I |ü| | . 

Par suite ||ü|| = m(U). 

On a Hj(a) = Inf { | |f | |j ; f€E(«), f(a) = 1 ) . 

H ( a ) = Infíllüllj ; U€fi , a€U>. 

Evidemment Nj(a) < Ny( a)- Réciproquement, soit f 6E(il) ; f(a) = 1 , f est 

T(ÎÎ) continue, alors il existe UCÍ2 ; a€UC{ x^X ; |f(x)-f(a)| < 1 } 

donc l^l v< |f| et ||u||jS< Hfllj , d'où H y ( a ) = Nj(a). 

On peut maintenant établir le théorème suivant : 

( 5 . 2 . 2 ) TBEOREME. - Les espaces M(X) et M(x) sont des espaces de Banach 

isométriques. De façon précise, il y a une correspondance biunivoque 

entre les intégrales sur C(X,K,b) et les mesures sur Q. Dans cette 

correspondance, à toute mesure y est associée lfunique intégrale I 

telle que 

Vx€X Njix) = N (x) et VU€Í2 1(4^) = y(U). 

Preuve. -

(a) Si y est une mesure sur Œ, le lemme montre qu'il existe une unique 

intégrale J sur E(fl) telle que J(^) = y(U),Vufciî et N (x) = XjU)9VxmX. 

D'après (U . 1 . 2 ) , on voit que toute fonction de C(X,K,b) est J-intégrable. 

H existe donc, (U . 1 . 6 ) , m e unique intégrale I prolongeant J à C(X,K,b) 

avec NT(x) = NT(x) * N (x), VxcX. 
x J y 

(b) Réciproquement, si I est un intégrale sur C(X,K,b), la relation 

y(U) = ̂ i^u^ définit une mesure y sur Í2 et l'on a d'après (a), 

NI(x) « N y ( x ) , y X € X . 

La correspondance du théorème ( 5 . 2 . 2 . ) est encore valable pour d'autres 

familles de formes linéaires sur E et de fonctions additives sur Q, c'est 

ce qu'on va examiner dans le paragraphe suivant. 
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5 . 3 . FONCTIONS O-REGULIERES. 

( 5 . 3 . 0 ) Soient X un espace éparpillé, E « C(X,K,p) où p est la bornologie 

des parties relativement compactes de K ; 8 « 8(E) est l'algèbre des of 

de X. 

On pose les définitions : 

(5.3.1) DEFINITIONS : 

(a) Une fonction additive d'ensembles y : 8 K est dite o-régulière 

si pour toute suite et pour toute suite ̂ ^€8 telle que V^c U Q 

on a y(V ) 0 . 
n 

(b) Une fonction additive d'ensembles y : 8 K est dite bornée si 

Sup{|y(V)| ; VC8} < + 00. 

(c) Une forme linéaire I : E •+ K est dite o-régulière si pour toute 

suite ^n+C et toute suite g^€ E telle que |gn| >< \f^\ an a 

K e n ) - 0 . 

( 5 . 3 . 2 ) Il s'agit de trouver une correspondance entre les formes linéaires 

a-régulières et les fonctions additives sur 8 bornées et a-régulières. 

On rappelle d'abord certains résultats de 00 : 

Désignons par ô^X l'espace des caractères de C(X,K,p) muni de la 

structure uniforme de la convergence simple sur C(X,K,p) et de la topologie 

associée. L'espace est un compact totalement discontinu et toute 

fonction f €C(X,K,p) admet un prolongement unique f €C(ôPX,K). De plus 

X est partout dense dans ôpX. Si 8 désigne l'algèbre des of de 6 pX t tout 

U6 8 est l'intersection avec X d'un unique U68. 

On aura besoin des lemmes suivants : 

( 5 . 3 . 3 ) LEMME. - Soient f,ge C(X,K,p) telles que |f| ̂  |g| • Alors |f| < |g|. 

Preuve.- Il suffit de vérifier que si x 0€<5 PX\X, on a |f (xo) | ̂  |g(x0)|. 

Si |f(xo)l = 0 , il n'y a rien à démontrer. Supposons donc I f fxoî l^aM). 
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L'ensemble V = {xcôPX ; |g(x)| < a}eft. D'autre part, il existe U€fi tel 

que x 0€Û et | f (x) | = |f(xQ)| VxeU (3.1.8), 

Alors on a UnV = 0. Sinon, on aurait ÛnV i 0 soit Un VOX î 0. Soit 

a 0 € Û n v n x , alors |f(ac)| • |f(ac)| = |f(xc)| + a tandis que 

|g(a0)|
 s | g(a 0)| < ot d'où |g(a0)| < |f(a0)| ce qui est contraire à 

l'hypothèse. 

Comme UAV = 0, alors x 0 4 V=^ |g(x0) | £ Ot « |f(xo)|. 

(5-3.*0 LEMME. - Si I est une forme linéaire sur C(X,K,p), o-régulière> 

alors I est continue sur l'espace de Banach C(X,K,p). 

Preuve. - En effet, Sup{|l(f)| ; f€C (X,K,p), | |f \ \ £ 1} < + » # Supposons 

le contraire et considérons a€ K ; |ct| > 1. Alors pour tout n€N, il existe 

f Q€A ; |l(fn)| i |a
n|- On aura ainsi a"n. HO et |a^nf*n| ,< |of

n.l| alors 

que |l(a n f n ) | > 1 ce qui est absurde. 

(5.3.5) LEMME. - Soit y:fi +K une fonction additive a-régulière bornée. 

Pour tout UC J2, on pose y(Û) = y ( Ï Ï O X ) . 

y est alors une mesure bornée sur H et si (Un) est une suite décroissante 

de telle que ̂ U^C 6 p XNX alors m(Un)+0 , m étant définie comme dans 

(2.3). 

Preuve. - Il est clair que y est une fonction additive sur Œ, elle est de 

plus bornée car Sup{|y(U)|, ÏÏeft) = Sup{|y(U) ; fi} < + « . Comme 5 PX 

est compact, y est une mesure sur fi (2.2). 

Pour U€fi, posons m(U) = Sup{|y(V)| ; V€fi, VCU } et soit une suite 

(U )Cfi telle que U +0 . Alors pour tout ngï, il existe V €fi tel Que 
n n n ^ 

V n C U n e t m ( V * 2 l y ( V

n

) l - 0 r * 0 d'après (5-3.1) (a), donc 

m(U )+0. 
n 

Si Û€Q , alors U = Û/ÏX€ft et 

n(tJ) = Sup{ |Î7(V) | ; V€R, VCÛ} = Sup{|u(V)| ; V€ft ; VCU} = m(U). 
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Donc si ( U ) С fi est une suite décroissante avec Ли Сб РХ \X. alors si n n 
U = U ПX on aura U H d'où m ( U )+0 et par suite"m(U )+0. 
n n n n n 

On obtient alors : 

( 5 . 3 . 6 ) THEOREME. - Soit X un espace éparpillé. Il existe une corres

pondance biunivoque entre les formes linéaires I o-régulières sur 

C(X,K,p) et les fonctions additives y sur l'algèbre des of fi qui sont 

bornées et a-régulières. 

Dans cette correspondance, on a ^ Ф ц ) = y ( U ) VlJ€fi. ( 1 ) 

Preuve. - Soit I une forme linéaire a-régulière sur C(X,K,p). En posant 

pour U € fi, y ( U ) « 1(ф и) /оп obtient une fonction additive et a-régulière 
comme on peut le voir sans difficulté. De plus, par une démonstration 

analogue à ( 5 . 3 . 4 ) , on voit que y est bornée. Enfin, il est évident que y 

est l'unique fonction additive sur fi vérifiant ( 1 ) . 

Réciproquement, soit y une fonction additive sur fi, bornée et a-régulière. 

Soit y la mesure sur fi définie par le lemme ( 5 - 3 . 5 ) . D'après le 

théorème ( 5 . 2 . 2 ) , il existe une unique intégrale I sur C(ôPX,K) telle que 

y(ÏÏ) = 1(фс) VtJ€fi et N-(x) = N-(x) Vx€« PX. Pour f €C(X,K,p) on pose 
I(f) = î(f). 

Pour U€fi on a 1(ф у) = 1(ф и) = Кф-j =1J(Û) = y ( U ) . 

Montrons que I est a-régulière. Soit f n+0 de C(X,K,p). Montrons que 

V&>0, il existe n c tel que g6C(X,K,p) et |g| x< |f |^T(g)| < ô. Soient 
« n© 

a = I|f1|| , s = ||l|| = Sup N-(x) et t = max(c,s). 
х б 6 Р Х 

Posons U = {x€« PX ; If (x)| > 6 } . n • n 1 /t 

On a U С Й et la suite U est décroissante d'après ( 5 . 3 . 3 ) . Comme f +0 n n * n 

on a f)ÏÏnC ôpX4X;donc il existe n 0 tel que n > n 0 ^ m(Û n)^ô / t ( 5 - 3 . 5 ) . 

Alors si g€C(X,K,p) et |g| < |f | on a 
n 0 
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IKsJI - l K ï ) l « \ l l ? n o l l ï - sup |fno(x)|Nî(x) = 

x£^ X 

maxiSup |f n (x)|Hj(x), Sup | f n (x)|N-(x)}< max(c.ô/t , ô / t . s K < 6 . 

xcîî xjiU 

Enfin I est unique d'après ( 5 * 3 . h) et (3.1.6);d'où le théorème. 

5-U. INTEGRALES DISCRETES. 

( 5 . ^ . 0 ) On conserve dans ce paragraphe les notations ( 5 . 1 . 0 ) : on a 

E = C(X,K,b) ; fi = fi(E) ; T = T(E). Si I est uife intégrale sur E, on note 

toujours T**la topologie définie dans (U. 1 . 5 )» c'est-à-dire la topologie 

associée à l'espace L{l) des fonctions integrables. 

( 5.U . 1 ) On voit d'après (H.1.U) que tout ensemble integrable est réunion 

d'une suite de compacts et d'un négligeable. De même la proposition 

( ^ . 3 . 3 ) montre qu'un ensemble mesurable est réunion d'un ensemble F et 

d'un ensemble négligeable. 

Réciproquement, est-ce que tout ensemble compact est mesurable ? 

Il est clair que tout compact mesurable est integrable. On va examiner 

la situation où tout compact est integrable. 

( 5 . ^ . 2 ) DEFINITION. - On dit que l'intégrale I est discrète si la topologie 

est discrète. 

On voit immédiatement que l'intégrale I est discrète si et seulement 

si pour tout x X, $ x = est integrable et ceci d'après (U . 3 .3 ) 

(En particulier I est discrète si tout compact est integrable). 

On a alors la caractérisât ion suivante des intégrales discrètes : 

(5.H .3) PROPOSITION. - Pour que l'intégrale I soit discrète, il faut et il 

suffit qu'il existe une suite (À ) de K convergeant vers zéro et une 

suite (x ) de X telles que 
n 

1(f) = zx nf(x n) Vf *C(X,K,b) ( 1 ) , 
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Preuve. - Soit I une forme linéaire donnée par la formule (1). I est 

bien définie car la série (A^) est convergente (1.1.3) tandis que 

V f € C(X,K,b) on a | |f | | < + » . 

* I est une intégrale car elle vérifie la condition (lf) de (3.3*1)-

En effet si f a+0 5 on peut supposer que |f | |f| V a . Soit ô>0, il 

existe une partie finie Fcîf telle que n^F*^ |A ||f(x)| ̂  6 . Soit 

s_ = Sup|A | . Il existe a 0 ; a£a Q ̂ Sup| f U ) | ̂ < 6 , . 
r n a n /s„ 

n€F néF 

Alors pour tout gGC(X,K,b) telle que |g| £ |f | on a 
et© 

|Kg)| ̂  Sup|An||g(xn)| « 6-

* Soient U€ et aeX 5 d'après (5-2.2) on a : 

l l u j l j - Sup{jl(<()v)} ; v e f t , VCU}. 

Hjta)-- InrtHuUj ; U€fi , a€U}. 

Soient U€ft et V€ft ; VCU. On a 

K O « I C \ \ d'où |l(o> )| « Sup|An| ̂  Sup|An| et | |u| | ^ Sup |Xn|. 
x € V x€V x SU x C U 
n n n n 

D'autre part soit x € U, si |A | = 0 alors l|u||T > |A |. 
no n Q 1 DO 

Si IX | > 0, l'ensemble F = {n€ÎI -, n#n0 et |X | > ̂  |X |} est fini. Il 
no ^ ^ -̂o 

existe V6Q ; VCU, x 6 V et {né H ; x «VlOF = 0. 

n 0 n 

Alors |I(<U| - | E Z X | - |xn | ( 1 . 1 . U ) . 

n 

D'où ||U||T * \\ \ , ||U|L * Sup |X I et finalement | |u| L = Sup |XJ. 
1 N ° 1 X £ U n 1 x€U n 

Alors : 

soit a«X, si 3 n c B ; a = X q alors N^a) = |Xn|. Sinon N^a) = 0. 
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Pour tout n(N, X = {xcX ; N_(x) ̂  — } est donc fini,' donc pour tout 
n I n 

x€X, 0 x est integrable (J+.1.2) et par suite T est discrète. 

Réciproquement, si I est une intégrale discrète, pour tout x€X, <J>x 

est integrable. 

Alors Hjtx) - I 1*̂ 1 ¡i " Sup{|l*(f)| ; f€L(l), |f| ̂  <J>x> = |ï*(<J>x)| et ceci 

d'après (3.3.6) (iv) et (U.1.6). 

D'après (1.1.2) la famille I (<frx)x€X

 e s t sommable, puisque pour tout 

n€¥, X n est T*-compact ( (U.1.8) avec f=l) donc fini. Donc l'ensemble 

{xfiX ; |l*(4>x)|>0} est dénombrable. En écrivant cet ensemble sous la forme 

d'une suite (x ), la série X ï*(<}> ) est convergente. 
n 

Soit alors l'intégrale J définie par J(f) = l f (<fr )f(x ) ;f Ç C(X,K,b). 
n 

Soit U« fi et F l'ensemble de ses parties finies. Pour F€F, posons 

<j>p = ̂ F x̂ ; alors la famille ($y^F€F eS^ ^ n e t ^ e ^ o n c ^ ^ o n s ^inte

grables convergeant selon Egoroff (U.3.6 avec T* discrète) vers la fonction 

I-intégrable ^ et l'on a Upl ̂  líyl P o u r t o u t F*^- L e théorème de 

Lebesgue (U.3.8) montre que I(<f>y) = lim I (<t>p) donc l(<t>y) = 7i I (<t) ) == 

C i*(*x > - J % ) - P * u 

x*U n 

n 

Les intégrales I et J coïncident sur fi et l'on a N^(a) = Nj(a), 

V a € X , donc ces deux intégrales sont égales (5.2.2). 
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CHAPITRE VI. - PARTIES K-BORNEES D'UN ESPACE EPARPILLE ET 

INTEGRALES A SUPPORT BORNE. 

(6.0) NOTATIONS. - On fera dans ce chapitre une étude analogue à celle 

qu'on trouve dans (3) et l'on va définir les parties K-bort\ées d'un espace 

éparpillé et caractériser ensuite les intégrales à support borné. 

On commence par fixer les notations et rappeler certains résultats 

de 00 Î 

(a) Soient X un espace éparpillé, K un corps n.a. complet, b une 

bornologie sur K et C(X,K,b) l'espace des fonctions f continues sur 

X à valeurs dans K et telles que f(X) €b. 

(b) On désigne par ô bX l'espace des caractères de C(X,K,b) muni de 

l a structure uniforme de la convergence simple sur C(X,K,b) et de la 

topologie associée. L'espace 6 bX est le complété de X pour la structure 

ultrauniforme définie sur X par C(X,K,b) ; X est partout dense dans 

ôbX et toute fonction f€C(X,K,b) admet un prolongement unique 

f b€ C(5bX,K,b) défini par fb(u) = u(f), u€Ô bX. 

(c) On note : 

. b^ la bornologie de toutes les parties de K mais on écrit 

C(X,K) pour C(X,K,b1). 

. b© la bornologie des parties de K bornées pour la valeur 

absolue de K. 

. p la bornologie des parties relativement compactes de K. 

(d) 6^X est un compact totalement discontinu et les algèbres de Banach 

n.a. C(X,K,p) et C(6PX,K) sont isométriques. 

(e) Soient H la famille des parties équicontinues et simplement 

bornées de C(X,K) et 8 1 la structure ultra-uniforme universelle sur X. 

6 1 est définie par les ultra-écarts (^E&H °^ * Sup|h(x)-h(y)| 
hCH 

x,y€X, 0 X désigne le complété de X pour 0.. Toute fonction f€C(X,K) 

possède un prolongement unique f 1 €-0(0^,10 et les algèbres C(X,K) et 
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C(0^X,K) sont isomorphes avec les même parties équicontinues et 

simplement bornées. 

On peut alors introduire la notion de parties K-bornées : 

6 . 1 . PARTIES K-BORNEES D'UN ESPACE EPARPILLE. 

( 6 . 1 . 1 ) DEFINITION. - Soient X un espace éparpillé et PC X. P est dite 

K-bornée si elle est 0^-précompacte. 

On a la caractérisât ion suivante d'une partie K-bornée : 

( 6 . 1 . 2 ) PROPOSITION. - Une partie PCX est K-bornée si et seulement si 

f(P) est relativement compacte dans K pour toute f&C(X,K). 

Preuve. -

(a) si P est bornée et f€C(X,K), f est 6^uniformément continue donc 

f(P) est précompacte et par suite relativement compacte dans K. 

(b) Si P n'est pas 6 -précompacte, il existe E€H , a>0 et une suite (x ) 
i n 

de points de P tels que d-^x ,x ) £ ot pour p#q. 
h p q 

Pour tout n€N, soit U = {x4X ; d„(x ,x) < a/r,} ; on obtient là une suite 
n ri n Id 

d'of disjoints. Si <J>n est la fonction caractéristique de U^; ̂ n£C(X,K). 

Soit ACK ; |A| > 1. Alors f = E An<t>n € C(X,K) et l'image f(P) n'est pas 

relativement compacte puisqu'elle contient la suite (Xn) 

( 6 . 1 . 3 ) PROPOSITION. - Soit X un espace éparpillé. Les assertions suivantes 

sont équivalentes : 
(a) X est K-borné. 

(b) 6^ = 6PX. 

b 

(c) 6
 1 X = 6 P X . 

Preuve. -

( « ) — ^ (b) : Si X est K-borné, 0̂ X est compact et partout dense dans 

ôPX, donc 0 ^ • 6PX. 

80 



Intégration non archimédiexme 

b 
(b) =^(c) Car on a topologiquement e ^ C ô XCô PX. 

b 

(c)=^(a) On a CU^K,^) = C(6 X-.K,^) = C^XjK,^) = C(ôPX,K,p) = 

C(X,K,p)j donc X est K-borné d'après ( 6 . 1 . 2 ) . 

(6 .1.H) PROPOSITION..- Soient X un espace éparpillé et A une partie 

quelconque de X. Alors : 

b b 

(a) L'adhérence A de A dans ô X est exactement l'ensemble 

B = {u<ô 'X ; f «C(X,K,1> ) et | |f | | = 0 *f u(f) = 0} • 

(b) Pour que u€-A 5 faut et il suffit que |u(f)| ̂  | |f | | A 

pour toute f€C(X,K,b1). 

Preuve. -
b1 - b1 

(a) B est fermé dans 6 X et contient A donc A CB. Supposons qu'il 
-b-| b-

existe u€B\A . On peut trouver un of U de 6 'X tel que u€U et 
UOA 1 = 0. Soit V = UHX, V est un of de X donc <|>V*C(X,K). Alors 

u((()y) s 4)y(u) = 1 et | = 07ce qui est absurde. 

- bi 
(b) Si U€A et fCC(XfK,b )yalors u(f)€f(A) d'où |u(f)| < ll

fllA •
 s i 

b 
|u(f) \ 4 | |f | l A j alors u€B et u U 

( 6 . 1 . 5 ) On désigne par C0(X,K) l'espace C(X.K5b,) muni de la topologie 
p « 

localement K-convexe définie par la famille des semi-normes n.a. 
p : f + ||f|| = Sup|f(x)|, où A parcourt la famille B des parties K-

A X«A 

bornées de X. 

On notera C£(X,K) le dual de Cg(X,K) et X
M les éléments de CJ(X,K) 

bi 
qui sont en même temps des caractères de C(X^K) soit X" = C£(X,KV\ô X. 
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Le lemme suivant est facile à vérifier : 

( 6 . 1 . 6 ) LEMME. - Toute partie PCX, K-bornée^ est 6 -précompacte et les 

structures ultra-uniformes 5 et 9^ coïncident sur P. de plus 

- bi - ei p 1 = p . 

Pour caractériser X", on a la 

(6.1.7) PROPOSITION. - b 

b-i - i 
(a) X" est dans S X la réunion des ensembles P lorsque P décrit la 
famille des K-bornés de X. 

- b 1 

(b) Les ensembles P forment une base d9équicontinus de X". 

Preuve. - , 

(a) Si uCP d'après ( 6 . 1.U), (b), |u(f)| s< I M I A donc uÇX". Si u€X", 

il existe P€S tel que |u(f)| N< k||f|L donc u€ P
b l d'après ( 6 . 1.H)( a). 

(b) (6.1.U)(b) montre que pour tout PCB, P est équicontinue dans X". 

Réciproquement, si H est un équicontinu de Xîf, alors : Ve>0,3 6>0 et 
P« B tels que ||f||pN< 6**|u(f)|>£ G , V U « H . Soit f€C(X,K) telle que 
||f|| = 0. Considérons À € K tel que |À| > I.YnCl, A nf *C(X,K) et 

b 
IU n fllp= 0 d o n c |u(Xnf)| N< e et par suite |u(f)| = 0 d'oùu^P \ 

( 6 . 1 . 8 ) REMARQUE. - Il résulte de (6 .1.U) que X nC6 1X. On peut ainsi 

topologiser X" en le considérant comme sous-espace topologique de e^X. 

On aura donc C(Xf!,K) = C(X,K) et toute fonction fcC(X,K) admet un prolon

gement continu unique f"€C(Xf!,K). 

6 . 2 . L'ESPACE CJ(X,K). 

( 6 . 2 . 1 ) L'espace ô̂ X étant compact, les intégrales sur 0 (0%,K) sont 
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exactement les éléments du dual de l 1 espace de Bahach C^(ôPX,K) 

(ou C^(X,K,p)) (3.3.10), on les appellera intégrales sur óPX. 

On va établir une correspondance entre C'g(X,K) et un sous-espace de 
C'(ÔPX,K). u 

On a d'abord le lemme : 

(6.2.2) LEMME. - Pour toute bornologie <b sur K, l'espace C(X,K,b) est 
partout dense dans С^(Х,К). 

Preuve. - Soient fcC(X,K) et A une partie K-bornée de X. Alors Î 4 A ) = В 
est relativement compact dans K. Soit e>0, par une démonstration analogue 
à celle de la proposition (3-1.6) on trouve une fonction g€E(Q), donc 

g*C(X,K,b), avec ||f-g||A<: z. 

(6.2.3) Si y€C¿(X,K), sa restriction y P à C(X,K,p) est un élément de 

СЧХ,К,р) donc de C^(6PX) par suite y P est une intégrale sur 6PX et il 

résulte du lemme précédent que l'application y y P est injective. Il 

s'agit maintenant de savoir quelles sont les intégrales sur 6PX que l'on 

obtient ainsi. 

Pour cela, définissons d'abord le support d'un élément y€C£(X,K). 

(6.2.U) DEFINITION. - Si y€C£(X,K), on appelle support de y et l'on note 

S(y) le support de l'intégrale y p. 

On a alors le résultat suivant : 

(6.2.5) THEOREME. - Les éléments y* C£(X) correspondent bijectivement 

par l'application y y p

 aux intégrales sur 6
PX dont Le support est 

contenu dans l'adhérence dans X" (ou dans Q}X ou dans 6
PX) d'un 

K-borné A de X. 
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e 

Preuve. - Si f£C(X,K,p) (resp. ffcC(X,K)) on note (resp. f ) son 

prolongement continu à ôPX (resp. à 6^X). 

Soit y€ C£(X,K), il existe c>0 et AsB tels que : 

c | | f | | A , Vf€C(X,K). Alors lu^f*)! = |y(f)U< C||f | | A s< c||fp||_ 

donc S(yP)C Â p = A (3.^.2). 

Réciproquement,soit I une intégrale sur 6PX telle qu'il existe A€-B 

avec S(l)c Â 1 » Â P. Posons c = = Sup ̂ (x). 

X€6PX 

Avec les notations de (3.U.1) on a (6 PX) + = {xff6
PX ; Nj(x) > 0}C Â p . 

Soit fftC(X,K,p). On a : 

i K f P j k l I f P M j - Sup |fP(x)|Nl(x)< c Sup l ^ x î l ^ c l l fP||_p=c||f
p|| 

xc(6 pX) + x€(ô PX) +

 A À 1 

- 61 - 61 
Comme A est un compact de il existe u 0€ Â tel que | | \_qf^u©) | 

- 0 1 A 

Mais u 0€ A l^tuo)! = |u c ( f ) | « | | f | | A (6.1.U)(b)f donc |KfP)k<c||fl|| . 

Alors pour f€C(X,K,p) on pose yP(f) = I(f P). Il s'agit de prolonger 

y P à C(X,K) tout entier. 

Soit f€C(X,K), il existe une suite (g R)C C(X,K,p) telle que l l f " 8 n l l A + 0 

d'après ( 6 . 2 . 2 ) . 

La suite (yP(gQ)) est de Cauchy dans K, elle est donc convergente. On 

pose y(f) = lim ViP(gn)
 e t l 1 °n vérifie que y(f) ne dépend pas de la suite 

particulière choisie. 

De même,on vérifie sans peine que y est linéaire et qu'elle vérifie la 

relation |y(f)| « c | | f | | A ,tff€C(X,K). 
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Ainsi y€Ci(X,K) et y P = I , ce qui termine la démonstration du 
P 

théorème. 

On a immédiatement le corollaire suivant : 

( 6 . 2 . 6 ) COROLLAIRE. - Soit C (XJC) l'esrvzce C(X,K) muni de la topologie 

c 

localement K-convexe de la convergence uniforme sur les compacts de 

X. Alors les éléments y€C^(X,K) correspondent aux intégrales sur 

ôpX dont le support est contenu dans X. 

Si y€C£(X,K), son support S(y)vérifie les propriétés analogues à 

celles données au § (3.4). En effet : 

( 6 . 2 . 7 ) PROPOSITION. -

(a) Si f£C(X,K) telle que f" = 0 sur S(y)alors y(f) = 0. 

(b) Four tout ouvert U de X tel que UflS(y) i 0, il existe f €C(X,K,p) 

telle que Supp fcU et y(f) = 1. 

Preuve. - Il existe c>0 et Aç £ tels que |y(f)| v< I M l A VfcC(X,K). 

(a) Soit f€C(X,K). Il existe une suite (g ) de C(X,K,p) telle que 

V n « « l | f - g J I A . < ¿ . d - < * | | f " - g j | | , 1 . 

À 

- e 1 1 
Comme S(y)CÂ , on obtient ||ft!"gP||c/ ^ ̂  ~* • 

n o\\x ) n 

Si f"=0 sur S(y), on a 

n 

Mais u ( f ) = lim v(gn) = 0. 

(b)_Soit V un ouvert de <SPX tel que U • Vrt X, alors S(y P)AV ï 0;d'où 
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(3.U.U), il existe f^e C(5 PX,K) telle que Supp f P c V et y P ( f P ) = 1. 

Alors y ( f ) = y P ( f P ) = 1 et Supp f = Suppf^n X c V r t X = U. 

( 6 . 2 . 8 ) COROLLAIRE. - Pour tout ouvert U" de X" tel que U"n S(y) î 0, il 

existe feC(X,K,p) telle que Supp f"CU" et y ( f ) = 1 . 

Preuve. - Soit y£C£(X,K); alors y définit un élément y"e C£(Xf,,K) avec 

y P = y , l P donc S ( y n ) = S(y) . Il suffit alors de remplacer X par XM et 

d'utiliser le fait que toute fonction de C(Xn,K,p) est le prolongement fM 

à X" d'une fonction f€C(X,K,p). 

( 6 . 2 . 9 ) COROLLAIRE. -

(a) Soit y « C ^ ( X,K). Alors S(y) est, dans X, le plus petit fermé F 

tel que f=0 sur F implique y ( f ) = 0. 

(b) Soit ycC£(X,K). Alors S (y) est, dans X", le plus petit fermé F" 

tel que f" = 0 sur F" implique y ( f ) = 0 . 

Preuve. -

(a) est un cas particulier de (b). 

(b) D'après (6.2.T)(a), S(y) est un tel fermé. Réciproquement, si F" 

vérifie la condition,alors S(y)CF , ! car dans le cas contraire, on aurait 

S(y)OU" i 0 avec U" = X"\F , ! d'où l'exittence d'une fonction feC(X,K,p) 

telle que y ( f ) = 1 et Supp f l fCU" ; mais alors fM = 0 sur F" et y ( f ) = 1, 

ce qui est une contradiction. 
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