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F O N C T I O N S C O N T I N U E S E T S E P A R E M E N T A D D I T I V E S 

p a r 

Jean RISS ( B o r d e a u x ) 

oOo 

I N T R O D U C T I O N 

On sa i t que q u e l que s o i t l ' e n s e m b l e A on peut m u n i r l ' e n s e m b l e de 

s e s p a r t i e s P ( A ) d 'une s t r u c t u r e d 'anneau c o m p a c t . On se p r o p o s e d ' é t u d i e r 

d e s p r o p r i é t é s de s fonc t ions d é f i n i e s sur l ' anneau c o m p a c t P ( A ) x . . . x P(A ) , 

à v a l e u r s dans un g r o u p e a b é l i e n t o p o l o g i q u e s é p a r é G , qui sont cont inues e t 

qui sont a d d i t i v e s (au sens de la t h é o r i e de la m e s u r e ) pa r r a p p o r t à chacune 

d e s v a r i a b l e s . On en dédu i r a un t h é o r è m e d e s t r u c t u r e pour l ' e s p a c e 

§ ( A . . . . > A- ; G ) de c e s f o n c t i o n s , muni de la t o p o l o g i e de la c o n v e r g e n c e 

u n i f o r m e , quand G e s t l i m i t e p r o j e c t i v e de g r o u p e s a b é l i e n s t o p o l o g i q u e s 

m é t r i sab le s. 

Sous l ' h y p o t h è s e que G ne con t i en t aucun s o u s - g r o u p e c o m p a c t au t r e 

que { 0 j l e s é l é m e n t s f de S( A , • • • . A ^ ; G ) sont m i s en c o r r e s p o n d a n c e 

b iun ivoque a v e c un e n s e m b l e de m a t r i c e s (a . ) i n d e x é e s pa r A . x . . . x A , • 
1 k 

On é tudie ensui te l e dual de s e s p a c e s S ( A , . . A ^ ; I R ) . I l se t r o u v e 

q u ' i l s ont une s t ruc tu re d ' a l g è b r e de Banach u n i t a i r e c o m m u t a t i v e e t que 

S ( A , . • . , A k ; TR) s ' i n j e c t e c o n t i n u e m e n t dans c e dual ; on en dédui t une r e l a t i o r 

m é t r i q u e pour l e s é l é m e n t s de § ( A ^ , . . . , A ^ ; I R ) , r a l a t i o n qui r é s u l t e a u s s i 

de l a f o r m u l e de P l a n c h e r e l . 

On t e r m i n e pa r une i n t e r p r é t a t i o n de & ^ S l , e s p a c e qui a p p a r a î t 

c o m m e i s o m o r p h e à S ( 3 N , IN ; I R ) , c ' e s t à d i r e à un e s p a c e de m a t r i c e s . 

1 



Fonctions continues et séparément additives 

2 

1. - R a p p e l o n s d f a b o r d que la s t ruc tu re d 'anneau t o p o l o g i q u e de P ( A ) e s t d é f i n i e 

c o m m e suit : 

. l ' add i t i on e s t l a d i f f é r e n c e s y m é t r i q u e , la m u l t i p l i c a t i o n e s t l 1 i n t e r s e c t i o n . 

. un s y s t è m e fondamen ta l de v o i s i n a g e s de ^ e s t l a f a m i l l e de s idéaux 

ï = J X , X C O F ) OÙ F p a r c o u r t P (A ) , e n s e m b l e d e s p a r t i e s f i n i e s de 
r O 

A . 

Si ( A . ) e s t une pa r t i t i on de A i l e s t i m m é d i a t que ^ ( A ) e s t 
1 i € I 

i s o m o r p h e au p r o d u i t TT P (A . ) pa r l ' i s o m o r p h i s m e a s s o c i a n t à X c A 
i € l 1 

l ' é l é m e n t ( X A . ) . En p a r t i c u l i e r si l ' o n p r e n d c o m m e p a r t i t i o n c e l l e dont 
^ i 1 

chaque é l é m e n t e s t r édu i t à un poin t on t r o u v e que P ( A ) e s t i s o m o r p h e à 

F ^ , où F 2 e s t l e c o r p s d i s c r e t à deux é l é m e n t s ; i l en r é s u l t e que P ( A ) 

e s t un anneau c o m p a c t dans l e q u e l l e s o u s - g r o u p e P ( A ) e s t d e n s e . 
o 

C e m ê m e i s o m o r p h i s m s p r o u v e que l e dual du g r o u p e a b é l i e n 

c o m p a c t P ( A ) peut ê t r e i d e n t i f i é au g r o u p e P

Q ( A ) rendu d i s c r e t , p a r la 

f o r m u l e de dual i té 

( X . F ) X ^ X ) = ( - 1 ) c a r d ( X F ) 

(on é c r i r a au l i e u de X | ^ j ) . 

2 . - D a n s c e p a r a g r a p h e nous a l l o n s é t a b l i r de s c r i t è r e s de cont inui té pour l e s 

fonc t ions s é p a r é m e n t a d d i t i v e s f . 

P r o p o s i t i o n 1 - P o u r que f s o i t cont inue i l faut e t i l suffi t que q u e l que s o i t 

l e v o i s i n a g e V de 0 dans G i l e x i s t e pour chaque i = 1, 2, . . . , k une p a r t i e 

f i n i e F . de A . t e l l e que s i l ' une au m o i n s des i n c l u s i o n s X , c f, F , e s t 
i l i v i 

• v é r i f i é e on a i t f ( X , X , . . . , € V . 
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En ef fe t si f e s t cont inue e l l e e s t u n i f o r m é m e n t cont inue e t f e s t 

nu l l e dès que l ' une de s v a r i a b l e s l ' e s t (à cause de l ' a d d i t i v i t é s é p a r é e ) . 

L a cont inui té u n i f o r m e s i g n i f i e que q u e l que so i t V i l e x i s t e F ^ , • . . , 

t e l l e s que l e s r e l a t i o n s + c ( ) F . i m p l i q u e n t 

f ( Y , . • • , Y f c ) - f ( X , . . . , X R ) € V , 

p r e n a n t a l o r s Y ^ = X^ sauf pou r un i n d i c e j où l 'un p r e n d Y = ^ on t r o u v e 

que la condi t ion e s t n é c e s s a i r e . 

R é c i p r o q u e m e n t c e t t e cond i t i on e s t suff isante ; en e f f e t on a 

f ( Y x , . . . , Y k ) - f f X ^ . . . , ^ ) = f f Y j , . . . , Y k ) - £(X f Y 2 , . , Y k 

^(X^> * * * ' ^k^ ~ ^^^2* ^ 2 * ^ 3 * * * " ' ^k^ 

+ 

f ( X ^ > ^ 2 * • • • * ̂ k^ ~ ^ ( ^ ^ » ^ 2 * " * * * ̂ k^ 

d ' au t r e p a r t pa r e x e m p l e 

f ( Y ^ > Y ^ , « • . > Yj^ ) " f ( X ^ > X 2 > • • • » ^ j ^ ^ 

f ( Y 1 + X . Y , Y , . . . , Y , ) - £ ( X , + X , Y . Y , , . . . , Y j 
1 1 1 2 k 1 1 1 2 k 

O r l e s cond i t ions X . + Y . c T F . i m p l i q u e n t a f o r t i o r i 

Y . + X . Y . c Q F . e t X . + X . Y . c f F . 
î i i î î i i i 

On en dédui t que sous l e s h y p o t h è s e s de l a p r o p o s i t i o n 1 on aura 

f ( Y , . . . , Y ) - f ( X _ , . . . , X , ) € ( V - V ) + . . . + ( V - V ) K 1 K - ' 
k t e r m e s 

c ' e s t à d i r e la cont inui té ( u n i f o r m e ) de f . 

P r o p o s i t i o n 2 - P o u r que f s o i t cont inue i l faut e t i l suffi t q u ' e l l e so i t c o n t i ­

nue à l ' o r i g i n e et q u ' e l l e so i t s é p a r é m e n t con t inue . 
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L a n é c e s s i t é e s t é v i d e n t e . Si k = 1 la p r o p o s i t i o n 1 m o n t r e que l a 

condi t ion e s t suf f i san te . R a i s o n n o n s a l o r s p a r r é c u r r e n c e : c o m m e f e s t 

cont inue à l ' o r i g i n e que l que so i t V i l e x i s t e F ^ , . . . , t e l l e s que l e s 

cond i t ions A , c C F i ^ P ^ u a n t f ( A ^ . . . , A k ) 6 V ; posons a l o r s 

X . = Y . + Z . où Y . = X . F . Z . = X . P F . 
1 1 1 1 1 1 i i u i 

on a Y . Z . = $ 
1 1 

donc 

f ( X , . . . , x k ) = f ( z v . • . , z k ) + z f ( T 1 , . _ , T k ) 

où la s o m m e p o r t e sur tous l e s cho ix T\ = Y ^ ou Z^ sauf ce lu i où pou r tout 

i T . = Z . . Chacun des t e r m e s de l a s o m m e cont ien t au plus ( k - l ) v a r i a b l e s 
1 1 

Z^ et l e s v a l e u r s p r i s e s pa r l e s Y ^ sont en n o m b r e f ini pu i sque pour chaque 

i on a Y . c F . ; c o n s i d é r é e s c o m m e fonc t ions des Z . l e s f onc t i ons sous l e 
1 1 i 

s igne 2 sont donc cont inues pa r l ' h y p o t h è s e de r é c u r r e n c e e t c o m m e l e c h o i x 

des Y^ e s t f in i i l en r é s u l t e à l ' a i d e de la p r o p o s i t i o n 1 que chaque t e r m e 

de la s o m m e appa r t i end ra à V si au m o i n s l 'une des v a r i a b l e s Z^ e s t a s s e z 

pe t i t e et c e l a que l que so i t l e cho ix des Y^ dans F^, c ' e s t donc d i r e q u ' i l 

e x i s t e F 1 , , . . . , F ' t e l l e s que s i l 'une au m o i n s des cond i t ions Z . c L F ' . 
1 K I U I 

es t v é r i f i é e on aura 

f ( X , , . . • , X , ) 6 V + V + . . . + V 

2 t e r m e s 

si donc pour au m o i n s un i on a X . c ï, ( F . U F \ ) on aura a f o r t i o r i 
i v i i 

X i c £ F i et Z i c £ IT ' i d 'où l a cont inui té de f à l ' a i d e de l a p r o p o s i t i o n 1. 

P r o p o s i t i o n 3 - Si f e s t l i m i t e s i m p l e d 'une sui te de fonc t ions f con t inues 
n 

e t s é p a r é m e n t a d d i t i v e a l o r s la l i m i t e e s t u n i f o r m e . 

I l e s t d ' a b o r d é v i d e n t que f e s t s é p a r é m e n t a d d i t i v e . C o m m e l e s f 

xx 
sont d é f i n i e s sur un e s p a c e c o m p a c t donc de B a i r e que l que s o i t l e v o i s i n a g e 
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f e r m é V de 0 dans G i l e x i s t e un o u v e r t non v i d e fi e t un e n t i e r p 

t e l que n ^ p e t ( X , • . . , X ^ . ) €f l i m p l i q u e n t . 

f n ( X . 3 ^ ) - f ( X x , X k ) € V 

k k 
D e p lus c o m m e ïï P ( A . ) e s t d e n s e dans TT PI h.) i l e x i s t e d e s p a r t i e s 

. . o x . 1 
i = l i = l 

f i n i e s A . . . . , A . , F . . . . , F . t e l l e s que 
1 k l k ^ 

k 
TT ( A . + F ) c fi 

i= 1 i 

e t l f un peu t é v i d e m m e n t s u p p o s e r q u e p o u r tout i : F^ ^ A ^ . 

A u t r e m e n t di t s i p o u r tout i on a c: (J F^ on a u r a 

f ( A + Y , . . . , A + Y ) - £ ( A , + Y , . . . , A + Y ) € V 
n i l k k l l k k 

Supposons a l o r s d ' a b o r d k = 1 , c o m m e A ^ Y ^ = ^ p u i s q u e 

Y i c ^ F i c ^ A r o n a u r a 

f ( A ) + f ( Y ) - f ( A ) - f ( Y ) € V 
n i n 1 1 1 

p o u r Y^ = jz£ on a donc 

f ( A ) - f ( A ) 6 V 
n i 1 

d o n c 

f n
 ( V - f ( V 6 v • v 

m a i s c o m m e i l n ' y a qu 'un n o m b r e f in i de p a r t i e s X ^ c A ^ la c o n v e r g e n c e 

s i m p l e i m p l i q u e que s i n e s t a s s e z g r a n d , n > p ' ^ on a u r a 

n > p 1 e t X c A f ( X ) - f ( X , ) € V 
1 1 n 1 1 

D ' o ù s i n > sup ( p , p ' ) e t q u e l que s o i t X c A 1 on a u r a 

f n ( X 1 > " f ( X l > 6 ( V " V ) + V 
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c e qui pou r k = 1 d é m o n t r e l a c o n v e r g e n c e u n i f o r m e d e s f v e r s f • 

R a i s o n n o n s a l o r s p a r r é c u r r e n c e en u t i l i s a n t l e s F . i n t r o d u i t s 
i 

au début de la d é m o n s t r a t i o n e t en p o s a n t 

X , = Y . + Z . Y . = X . F . X . = X . C F . 
î i i 1 1 1 I I V I 

a i n s i que 

f ( X , . • . , X , ) = f ( Y , . . . , Y ) + Z f ( T , . . . , T j A 

n 1 k ' n x 1 k n i W > 

c o m m e on l ' a f a i t dans l a d é m o n s t r a t i o n d e la p r o p o s i t i o n 2. A l o r s chaque 

f n ( T » . . . » T ^ ) ne d é p e n d que de ( k - l ) v a r i a b l e s ; i l y a donc p a r 

h y p o t h è s e de r é c u r r e n c e c o n v e r g e n c e u n i f o r m e de c e t t e s o m m e v e r s 

E f ( T , . . . , T k ) 

e t c e l a p o u r chaque c h o i x d e s Y ^ dans l e s F^, o r c e s c h o i x son t en n o m b r e 

f i n i , donc i l e x i s t e p 1 a s s e z g r a n d t e l que n > p ' i m p l i q u e que q u e l s que 

s o i e n t l e s Y . dans F . on aura 
i i 

f n ^ X i ' * ' • * X k ^ ~ f n ^ Y l * # * # ' Y k ^ 

€ V 
- [ f ( X t 3 ^ ) - f ( Y r Y k ) ] 

D ' a u t r e p a r t la c o n v e r g e n c e s i m p l e i m p l i q u e q u ' i l e x i s t e p 1 ' t e l que q u e l 

que s o i t l e s Y ^ dans l e s F^ on au ra si n ^ p l f 

f n ( Y j > - - - > Y

k ) " tfY^..., Y k ) € V 

d 'où si n > Sup ( p ' . p 1 1 ) 

f n ( X j , . . • , X k ) - f ( X j , . . . , X k ) € V + V 

c e qui d é m o n t r e l a p r o p o s i t i o n . 
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P r o p o s i t i o n 4 - Q u e l s que so i en t l e s e n s e m b l e s A A _ . . . A , , q u e l s que 
X ù J& 

so ien t l e s e n s e m b l e s d é n o m b r a b l e s A . A , s i l a fonc t ion s é p a -
k+1 k +h 

r é m e n t a d d i t i v e f ( X ^ , . • . , ; • • • » ^k+fc ) e s t cont inue pa r r a p p o r t 

à ( X , . . . , X ^ ) e t pa r r a p p o r t à chaque ^fc+i * = 1» 2, . . . . h a l o r s e l l e 

es t cont inue . 

I l e s t é v i d e n t q u ' i l suff i t de f a i r e la d é m o n s t r a t i o n pour h = 1. 

C o n s i d é r o n s la sui te de fonc t ions 

f n ( X r ' . , , X k + l ) = f ( X l , . , . , X k ' X k + 1 FJ 

où F e s t une sui te c r o i s s a n t e de p a r t i e s f i n i e s de A , , et de r éun ion 
n k+1 

A, C o m m e F e s t f i n i e la cont inui té de f e s t i m m é d i a t e . D ' a u t r e 
k+1 n n 

p a r t la cont inui té s é p a r é e de f p a r r a p p o r t à donne 

« X 1 . " . . X k + l > - l i m « n » ! > W 
n oo 

et d ' a p r è s la p r o p o s i t i o n 3 c e t t e l i m i t e e s t u n i f o r m e donc f e s t con t inue . 

C o r o l l a i r e - Quand tous l e s A . sauf un au p lus sont d é n o m b r a b l e s la c o n t i -î 

nuité s é p a r é e de f en t r a îhe l a con t inu i t é . 

3 . - L a p r o p o s i t i o n 4 v a p e r m e t t r e d ' é t a b l i r , quand G e s t l i m i t e p r o j e c t i v e de 

g r o u p e s a b é l i e n s t o p o l o g i q u e s m é t r i s a b l e s , un i s o m o r p h i s m e e n t r e 

S (A , . . . , A k ; G ) e t S ( A 1 ; S ( A 2 » . . . , A f c ; G ) ) . En f a i t on v a l e f a i r e quand 

G e s t m é t r i s a b l e l e cas g é n é r a l s ' en déduisan t p a r un p r o c é d é s t andard . On 

u t i l i s e r a pour c e l a l e s l e m m e s su ivants : 

L e m m e 1 - Si G e s t m é t r i s a b l e i l en e s t de m ê m e de S ( A , . . . , A , ; G ) . 
dé K 

En ef fe t s i V e s t une sui te f o n d a m e n t a l e de v o i s i n a g e s de 
k 

0 dans G , a l o r s l e s V = { f, f ( TT P ( A , ) ) c V } e s t une sui te f o n d a m e n t a l e 
n 2 1 n 
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de v o i s i n a g e s de 0 dans S ( A , . . . . A , ; G ) puisque la t o p o l o g i e de c e g r o u p e 

e s t c e l l e de la c o n v e r g e n c e u n i f o r m e . 

L e m m e 2 - Si G e s t m é t r i s a b l e i l e x i s t e une p a r t i e d é n o m b r a b l e A ' ^ de À 

t e l l e que X 1 e (J A 1 i m p l i q u e î(X^) = 0 . 

En e f fe t pour chaque V é l é m e n t d 'une suite f o n d a m e n t a l e de 
n 

v o i s i n a g e s de 0 dans G, i l e x i s t e une p a r t i e F ^ t e l l e que <Z \J^n 

i m p l i q u e f (X_ ) € V ; i l suffi t a l o r s de p r e n d r e A 1 . = U F . 
I n 1 n 

n ^ 1 

T h é o r è m e 1 - à chaque f 6 S ( A , A , . . . , A ; G ) a s s o c i o n s la fonc t ion f 
— — — — 1 2 *̂  

d é f i n i e sur P ( A ) à v a l e u r s dans S ( A ; S ( A » . . • , A ; G ) ) qui au po in t X 
1 1 L K ^ i 

e s t la fonc t ion p a r t i e l l e f • A l o r s s i G e s t m é t r i s a b l e f e s t un 

i s o m o r p h i s m e t o p o l o g i q u e àe S (A , • . • , A , ; G ) e t S (A ; S ( A , . . . , A ; G ) ) . 
1 K. i ù Je 

R e m a r q u o n s d f a b o r d que l ' o n a b ien f € S (A ; S (A , • . . , A ; G ) ) 

c a r f e s t cont inue , donc pour chaque X f l ' e s t . De plus f - » f e s t une 

1 

r e p r é s e n t a t i o n de g r o u p e s m a n i f e s t e m e n t cont inue en v e r t u de la p r o p o s i t i o n 1 

e t i n j e c t i v e . M o n t r o n s que ce t t e fonc t ion e s t s u r j e c t i v e : so i t 

$ € S (A ; S (A A , ; G ) ) , c o m m e 4 p r e n d ses v a l e u r s dans un g r o u p e 

m é t r i s a b l e i l e x i s t e une p a r t i e d é n o m b r a b l e A 1 ^ de A ^ t e l l e que X ^ c £ a ' ^ 

i m p l i q u e 4 ( X ^ ) = o ; c o n s i d é r o n s a l o r s la fonc t ion dé f in i e sur 

P ( A ' 1 ) x P ( A 2 ) x . . . x p ( A k ) à v a l e u r s dans G p a r 

( x ' t , x 2 , . . . , x k ) = 4 ( X ' j ) ( x 2 X ^ 

e l l e e s t m a n i f e s t e m e n t s é p a r é m e n t a d d i t i v e , cont inue en ( X , • . . , X ) e t c o n t i -

nue en X j ; c o m m e A ' ^ e t d é n o m b r a b l e e l l e e s t cont inue d ' a p r è s l a p r o p o s i t i o n 

4 e t i l en e s t a l o r s de m ê m e de la fonc t ion f dé f i n i e sur 

P ( A j ) x . . . x P ( A k ) pa r 

( x , . . • , x^) = 4 ( X j ) ( x 2 > • • . , x^) 
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c a r un peut c o n s i d é r e r c e t t e fonc t ion c o m m e c o m p o s é e de la p r é c é d e n t e 

et de X 1 - Xl . A ' ̂  c a ç c p ^ ) = ^ ( X ^ A ^ ) pu i sque cp(Xj C A 1 ) = o • 

C o m m e m a n i f e s t e m e n t f = <̂  , f - » f e s t b i en une s u r j e c t i o n . L a b icon t inu i t é 

de f - » f e s t é v i d e n t e . 

4 . - Tou te f € S ( A • . • , A ^ ; G ) e s t d é f i n i e p a r s e s v a l e u r s sur l ' e n s e m b l e d e n s e 

k 

TT P ( A . ) e t de plus à cause de l ' a d d i t i v i t é s é p a r é e de f s e s v a l e u r s 
o i r 

i = l 

sur c e t e n s e m b l e dense sont d é t e r m i n é e s p a r se s v a l e u r s sur l e s 

( X } x . . . x { X } • Si à chaque f on fa i t donc c o r r e s p o n d r e l e s é l é m e n t s 

a x 1 x 2 . . . x k " f < ' l i » ¡ ^ 1 ) 

(X X . ) € A , x . . . x A . 
1 k l k 

on ob t i en t a i n s i une m a t r i c e à é l é m e n t s dans G et i n d e x é e p a r 

A x . . . x A • L ' a p p l i c a t i o n f M e s t donc i n j e c t i v e . I l r e s t e à c a r a c t é r i s e r 
1 , * 

l e s m a t r i c e s que l ' o n ob t i en t a i n s i ; e l l e s v é r i f i e n t une cond i t ion é v i d e n t e 

à s a v o i r : pour chaque t e l l e f i l e x i s t e une p a r t i e c o m p a c t e K de G t e l l e 

que toutes l e s s o m m e s 

X . . . . X 1 

appar t i ennen t à K q u e l l e s que so i en t l e s p a r t i e s f i n i e s F , dans l e s A 
i i 

I l suffit é v i d e m m e n t de p r e n d r e 

k 
K = f ( TT P ( A . ) ) 

i = l 1 

R é c i p r o q u e m e n t on a : 
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T h é o r è m e 2 - Si l e g r o u p e a b é l i e n t o p o l o g i q u e s é p a r é G ne con t i en t aucun 

s o u s - g r o u p e c o m p a c t au t r e que { 0 } a l o r s toute m a t r i c e 

(a ) , x A A pour l a q u e l l e i l e x i s t e une p a r t i e 
1 " * k j • • • ^ ^ 1 * * * * k 

c o m p a c t e K de G contenant toutes l e s s o m m e s f i n i e s 

k 
V a. ( F , . . . , F ) € ïï P ( A . ) 
> \ . . . • A _ 1 k o i 

/ 1 k 1=1 

e s t l a m a t r i c e d 'une f 6 S (A ^, . . . , ; G ) 

En e f fe t tout r e v i e n t à v o i r que sur l e s o u s - e n s e m b l e d e n s e 

k k 
ïï P ( A . ) de TT P ( A . ) la fonc t ion f d é f i n i e pa r 

i = l i = l 

( F i F k ^ Y~~ a x r . . x k 

K ^ k 

e s t u n i f o r m é m e n t cont inue , c a r p renan t ses v a l e u r s dans l ' e s p a c e c o m p a c t 

K on p o u r r a la p r o l o n g e r p a r cont inui té , c e p r o l o n g e m e n t étant de p lus 

m a n i f e s t e m e n t s é p a r é m e n t addi t i f . On va donc é t a b l i r la cont inui té u n i f o r m e 

et c e l a pa r r é c u r r e n c e sur k # 

P r e m i e r cas : k = 1 

P o s o n s 

F € P (A) R l F 

o x ' 

K = "Û f~lW 
F 
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L ' h y p o t h è s e e s t que K e s t c o m p a c t ; m o n t r o n s d ' a b o r d sans 

h y p o t h è s e sur G que I + K CZ K . 

S o i t a € I ; q u e l que s o i t l e v o i s i n a g e V de 0 dans G on a 

donc pour tout F € P

Q ( A ) 

a € V + U f ( R ) 
R c F 

donc que l que s o i t F i l e x i s t e R <^ 0 F t e l que 

a € V + f ( R ) 
o x 

donc a + f ( F ) € V + f ( R ) + f ( F ) c V + K 
o o v ' o x ' 

donc 

a + f ( F ) € V + K 
° _ 

a + f ( F ) € K = K 

a + K c K 

I + K c K 

donc aus s i 

I + I + . . . + I + K c K 

L e s o u s - g r o u p e e n g e n d r é p a r I e s t donc contenu dans K - K ; 

sous l ' h y p o t h è s e f a i t e sur G on a donc I = { 0 } 

c e qui s i g n i f i e pu i sque K e s t un e s p a c e c o m p a c t que la b a s e de f i l t r e 

( U f ( R ) ) OÙ F p a r c o u r t P (A ) c o n v e r g e v e r s 0 donc que f Q e s t 
R ^ ÇfF 

cont inue en d>, c e qui a v e c l f a d d i t i v i t é de f p r o u v e sa con t inu i t é u n i f o r m e . 

C a s g é n é r a l . On r a i s o n n e p a r r é c u r r e n c e sur k : 

a ) M o n t r o n s d ' a b o r d que q u e l que s o i t ( F , F , . . . , F ) € TT P ( A . ) e t q u e l 
A L* i£ O 1 

<iue s o i t l e v o i s i n a g e V de 0 dans G 

i l e x i s t e ( R , R , . . . , R ^ ) € TT p

Q ( A i ) t e l que s i 



Fonctions continues et séparément additives 

12 

X . c L R , i = 1 , 2, . . . , k 
î u i 

on a 

£ o ( F L + X 1 . . . . . F k + X k ) € f o ( F 1 , . . . , F k ) + f o ( X 1 , . . . , X k ) + V 

C o n s i d é r o n s pour c e l a dans TT P ( F 1 . ) où F 1 . = [< F . l a f o n c t i o n 

o 1 1 ^ 1 

a 
( X 1 , X 2 , . . . , X k ) ^ f o ( F j + X j F k + X k ) 

= f ( F , . . • , F ) + f ( X , . . . , X ) + Z f ( Y . . . . , Y ) 
o l k o l k o l k 

où la s o m m e p o r t e sur tous l e s cho ix Y ^ = F^ ou X . à l ' e x c l u s i o n d e s d e u x 

c h o i x " q u e l que s o i t i Y ^ = F ^ M e t "que l que so i t i Y^ = X ^ n . 

Chacun d e s t e r m e s de c e t t e s o m m e dépend donc au m o i n s d 'une d e s v a r i a b l e s 

X^ e t au p lus de ( k - l ) d ' e n t r e e l l e s . P a r l ' h y p o t h è s e de r é c u r r e n c e c e t t e 

s o m m e e s t cont inue e t s e r a donc a u s s i p e t i t e que l ' o n v e u t si chaque X . e s t 

a s s e z p e t i t dans F 1 ^ e t ( p o m m e F̂ ^ e s t f i n i e ( i = l , . . . , k ) ) s i X i e s t a s s e z 

pe t i t dans A . , d 'où l e r é su l t a t , 
i 

b ) P o s o n s e n c o r e 

I ~- ( \ U l ( Z Z ) 

K = • f ( F . F F . ) 
F c A ° * 

F k C A k 

et m o n t r o n s que l ' o n a I + K c: K 
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P o u r c e l a s o i t V un v o i s i n a g e de 0 dans G ; si b € K i l e x i s t e 

donc une r e l a t i o n 

b € £ o ( F r F 2 . . . . . F k ) + V 

A p a r t i r de c e s F . d é t e r m i n o n s d e s R . c o m m e en a ) ; s i a l o r s a € I 
i i 

on peut é c r i r e 

a 6 f o ( Z r Z 2 , . . . t Z k ) + V 

a v e c Z , e C R . 

i i 

on aura a l o r s 

a + b € f ( F , . . . , F ) + f ( Z . , . . . , Z . ) + V + V 
o 1 k o 1 k 

donc à cause de a ) on au ra 

a + b € f ( F + Z , . . . , F , + Z . ) - V + V + V 
o 1 1 k k ' 

donc 

a + b € K - V + V + V 

e t c e c i ayan t l i e u que l que s o i t V on a b i e n 

I + K e K 

d 'où ( c o m m e dans l e c a s k = l ) I = } 0 } , c e qui v e u t d i r e que £ e s t con t inue 

à l ' o r i g i n e . 

c ) On sa i t donc m a i n t e n a n t que f e s t cont inue à l ' o r i g i n e e t q u ' e n v e r t u de 

l ' h y p o t h è s e de r é c u r r e n c e e l l e e s t u n i f o r m é m e n t cont inue p a r r a p p o r t à chaque 

g r o u p e de ( k - l ) v a r i a b l e s , d 'où l ' o n v a d é d u i r e q u ' e l l e e s t u n i f o r m é m e n t con t inue , 

f é tant cont inue à l ' o r i g i n e q u e l que s o i t V i l e x i s t e F , F , . . . , F t e l l e que 

" X . c C F . i = 1,2 k" , => f J X j x k ) € V 
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P a r a i l l e u r s si cz F^ l e s fonc t ions p a r t i e l l e s en n o m b r e f i n i 

m m • 3 X . ) —* f ( A , X , . « « , X- ) 
2 k o 1 2 k 

sont pa r h y p o t h è s e de r é c u r r e n c e u n i f o r m é m e n t con t inues , donc en p a r t i c u l i e r 

toutes l e u r s v a l e u r s a p p a r t i e n d r o n t à V si X ^ X ^ . . . X ^ sont a s s e z p e t i t s ; 

m a i s p a r c e qui p r é c è d e c e c i e s t a u s s i v r a i si X ^ c: • a d d i t i v i t é on 

en dédui t que que l que so i t X ^ on aura 

f ( X , X , • • • » X k ) € V + V 

p o u r v u que X ^ , X ^ , • . • , X ^ s o i e n t a s s e z p e t i t s . En r a i sonnan t m a i n t e n a n t 

sur X ^ , . . . pu is sur X ^ j • • . on en dédui t que f^ e s t p e t i t e d è s que l ' u n e 

des v a r i a b l e s e s t p e t i t e s e t la d é m o n s t r a t i o n s ' a c h è v e c o m m e pour la p r o p o ­

s i t ion 1. 

>. - D i r e que f € S ( A ; G ) i m p l i q u e que la f a m i l l e de v e c t e u r s a = f ( { X } ) X € A 
À 

e s t s o m m a b l e a in s i que chacune de s e s s o u s - f a m i l l e s ; r é c i p r o q u e m e n t s i 

une f a m i l l e de v e c t e u r s (a ) e s t s o m m a b l e a i n s i que chacune de s e s s o u s -
K X € A 

f a m i l l e s a l o r s sur ^ ( A ) la fonc t ion A f ( A ) = Z a e s t a d d i t i v e c o n -
X € A X 

t inue . 

En e f fe t : 

la cont inui té de f en 4 s i g n i f i e que (a ) v é r i f i e l e c r i t è r e de 
X Ç A 

Cauchy au sens d e s f a m i l l e s s o m m a b l e s ; toutes s e s s o u s - f a m i l l e s 

l e v é r i f i e n t donc a u s s i . Si donc G d é s i g n e l e c o m p l é t é de G , on d é f i n i t 

sur P ( A ) une fonc t ion a d d i t i v e à v a l e u r s dans G p a r 

f f ( A ) = 2 a. 
X € A A 

C e t t e fonc t i on f1 e s t cont inue en 4 » donc cont inue . E l l e c o ï n c i d e a v e c f 

dans P Q ( A ) . D o n c f = f 1, c e qui r e v i e n t à d i r e que chaque f a m i l l e p a r t i e l l e 

1U 
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(a ) e s t non s e u l e m e n t s o m m a b l e dans G , m a i s a u s s i dans G ^ 
X X € A 

c o m p t e tenu de c e que l ' o n v i e n t de d i r e la r é c i p r o q u e e s t é v i d e n t e . 

Dans c e c a s p a r t i c u l i e r on peut donc t r a d u i r e l e t h é o r è m e 1 sous la f o r m e : 

pour qu 'une f a m i l l e d ' é l é m e n t s (a ) d'un g r o u p e a b é l i e n t o p o l o g i q u e 

s é p a r é sans s o u s - g r o u p e c o m p a c t a u t r e que { 0 } s o i t i n c o n d i t i o n n e l l e m e n t 

s o m m a b l e ( c ' e s t - à - d i r e s o m m a b l e a i n s i que chacune de s e s s o u s - f a m i l l e s ) 

i l faut e t i l suff i t que tou tes s e s s o m m e s p a r t i e l l e s f i n i e s so i en t c o n t e n u e s 

dans un c o m p a c t . 

R e v e n o n s a l o r s au c a s g é n é r a l e t s o i t f € S ( A , • • • , A ^ ; G ) , on 

au ra donc q u e l s que so i en t X , с Л . i = 1, 2, . . . , к 

f ( X _ , . . . , X _ ) = 2 ( 2 ( . . . ( 2 a ) . . . ) ) 

où chacune d e s s o m m e s e s t à e n t e n d r e au sens d e s f a m i l l e s s o m m a b l e s, où 

l ' o r d r e d e s s o m m a t i o n s peut ê t r e p e r m u t é c o m m e l ' o n v e u t , m a i s où en g é n é ­

r a l l e s s o m m e s d o u b l e s ( e t a f o r t i o r i m u l t i p l e s ) 

2 
(X X . ) € X . x X . 

1 J 1 J 

n ' e x i s t e n t pas en tant que f a m i l l e s o m m a b l e s . P o u r é t a b l i r c e t t e d e r n i è r e 

a f f i r m a t i o n c o n s i d é r o n s l ' e s p a c e de B a n a c h de d i m e n s i o n i n f in i e S(1N; IR) ; 

d ' a p r è s un r é s u l t a t de D v o r e t z k y - R o g e s i l e x i s t e une f a m i l l e u = (u ) 
П n € N 

d ' é l é m e n t s de S ( K ; IR) s o m m a b l e m a i s dont l e s n o r m e s ||u || n e son t 
n 

pas s o m m a b l e s . E v i d e m m e n t u peut ê t r e c o n s i d é r é c o m m e un é l é m e n t de 

S ( K , К ; IR) , c e l u i qui e s t a s s o c i é à la m a t r i c e 

(u ( m ) ) e t on a 
n (n , m ) Ç N x N 

2 | u ( m ) | = 2 2 | u ( m ) | = 2 ||u || = + oo / ч n n H n " 
(n, m ) n m m 
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d'où l e r é su l t a t énoncé . On peut e n c o r e t r a d u i r e ce r é su l t a t en d isant que 

S (IN x N ; R ) s ' i n j ec te cont inûment dans S (IN, ]N ; 1R) m a i s non s u r j e c t i -

v e m e n t . 

On peut é v i d e m m e n t donner d ' au t re s c o n s é q u e n c e s de la d e s c r i p t i o n 

que l ' o n a fa i te de S (A ; G ) . C o n s i d é r o n s pa r e x e m p l e un e s p a c e de Banach 

r é f l e x i f E et dans E une f a m i l l e de v e c t e u r s (a ) t e l l e 
P ' q ( p , q ) Ç N x JST 

q u ' i l e x i s t e une p a r t i e b o r n é e B de E contenant toutes l e s s o m m e s 

Z! a , où ( F , G) € P (N) x P (N) ; dans c e s condi t ions l ' e n s e m b l e d e 
p € F , q € G P ' q 

c e s s o m m e s e s t r e l a t i v e m e n t c o m p a c t . En e f f e t si l ' o n muni t E de la 

t o p o l o g i e f a i b l e , c e s s o m m e s sont a l o r s contenues dans un c o m p a c t , i l e x i s t e 

donc une fonc t ion s é p a r é m e n t a d d i t i v e , f a i b l e m e n t continue f dont l a m a t r i c e 

es t (a ) . D ' a p r è s un t h é o r è m e d ' O r l i c z ce t t e fonc t ion e s t s é p a r é m e n t 
P , q N x N 

f o r t e m e n t cont inue, donc continue puisque l e s e n s e m b l e s d ' i n d i c e s sont 

d é n o m b r a b l e s . En fa i t on peut m ê m e s ' a f f ranch i r du fa i t que dans c e t e x e m p l e 

l e s i n d i c e s sont d é n o m b l a b l e s en démon t ran t un t h é o r è m e d ' O r l i c z pour l e s 

fonc t ions s é p a r é m e n t a d d i t i v e s : c e t h é o r è m e r é s u l t e du t h é o r è m e d ' O r l i c z 

( c a s d'une v a r i a b l e ) et de la cont inui té à l ' o r i g i n e de la r e s t r i c t i o n 
f de f à TT P ( A . ) , cont inui té qui r é s u l t e e l l e m ê m e de c e l l e d e s r e s t r i c -
o . , o r ^ 

t ions f, de f aux TT P ( № . ) où l e s ]N. sont des p a r t i e s d é n o m b r a b l e s d e s 
1 o . . o i i 

i=k 

A . . 
i 

6. - O n se p r o p o s e main tenant d ' é tud ie r l e dual de S ( A , A ; R ) . L ' é t u d e dans 
1 w 

l e cas de plus de deux en semblés d ' i n d i c e s e s t s t r i c t e m e n t s e m b l a b l e . 

On r e m a r q u e r a d ' a b o r d que si A ' c A e t A ' c A on peut 

i d e n t i f i e r S ( A ' , A ' ; IR) à un s o u s - e s p a c e de S (A , A ; 1R) en a s s o c i a n t 
i z 1 ù 



Fonctions continues et séparément additives 

17 

à f € g ( A 1 , A 1 ; B . ) l ' é l é m e n t f de S ( A , A ; IR) déf in i pa r 

1 L* X. ù 

f ( X r X 2 ) = f ( X j A ' j , X 2 A ' 2 ) 

et que ce t te i den t i f i ca t ion e s t une i s o m é t r i e ( n o r m e s de la c o n v e r g e n c e 

u n i f o r m e ) . Quand A ' ^ e t A ' ^ d é c r i v e n t l e s f a m i l l e s de p a r t i e s d é n o m b r a b l e s 

de A et A la réunion de s S ( A 1 , A ' ; R ) e s t a l o r s S (A , A ; IR) c a r 
i. Cà L Lt X L * 

IR étant m é t r i s a b l e chacun de se s é l é m e n t s appa r t i en t à un t e l s o u s - e s p a c e ; 

plus p r é c i s é m e n t m ê m e toute p a r t i e d é n o m b r a b l e de S ( A , A ; 1R) e s t 

contenue dans un s o u s - e s p a c e S (A , A ; ] R ) . I l en r é s u l t e que pour qu'une 

fonct ion l i n é a i r e dé f in i e sur c e t e s p a c e à v a l e u r s dans un e s p a c e v e c t o r i e l 

t o p o l o g i q u e so i t continue i l faut e t i l suffi t que s e s r e s t r i c t i o n s aux sous -

e s p a c e s S(A ' , A ' ; IR) l e so i en t quand A ' e t A ' sont d é n o m b r a b l e . 
x ù x. c* 

C o n s i d é r o n s a l o r s une m a t r i c e O, -, ) t e l l e que pour toute m a t r i c e 

a = (a . ) € S ( A , A : IR) la m a t r i c e P . a = (P. . a. , ) so i t e n c o r e 
V 2 1 2 S ' 2 X l ' K 2 

un é l é m e n t de § ( A ^ , A 2 ; I R ) . On va v o i r que dans c e s cond i t ions l ' a p p l i c a t i o n 

a — P . a e t cont inue . P o u r toute m a t r i c e c = ( c ) p o s o n s 

F G F G fc% i si (X , A. ) € F x G 
c = (c J ou c - < 1 2 

K1'K2 X \ ' X 2 o i » 

Dans S ( A A 2 ; IR) on a 

a = l i m a F G ( F , G ) € P ( A , ) x P ( A ) 
F ^ ° 1 0 2 

M a i s chacune des f o r m e s l i n é a i r e s a - » a e s t continue donc 

1 2 

a Э a e s t cont inue, donc 

P . a = l i m 0 a ) F G = l i m O F G . a ) 
F - A j F - A 

G - A G - » A _ 
1 2 
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donc l e t h é o r è m e de Banach . -S te inhaus donne la cont inui té de a P . a dans 

chaque s o u s - e s p a c e S Í A ' j í A 1 ; JR) a v e c A ' ^ e t A 1 ^ d é n o m b r a b l e s , 

d 'où l e r é su l t a t . 

D é s i g n o n s a l o r s pa r P ( A , A ; H ) l a f a m i l l e des m a t r i c e s O . ) 

1 2 XVX

Z 

t e l l e s que a 6 S ( A , A ^ ; IR) i m p l i q u e P a e S Í A j , A ^ l R ) . On v o i t de sui te que 

P ( A . » A ; IR) e s t une a l g è b r e de Banach c o m m u t a t i v e un i t a i r e , quand on l a 

muni t de l a n o r m e des o p é r a t e u r s . D ' a i l l e u r s e n t a n t q u ' e s p a c e n o r m é c e t t e 

a l g è b r e e s t i s o m é t r i q u e au dual de S ( A , A ; I R ) , c a r on a 
1 2 

L ( a ) = l i m L ( a F G ) ( F , G ) € P ( A ) X P ( A j 
F - A x ° 1 ° 2 

G ^ A 2 

et si l ' on p o s e 

^ X l ' X 2 ^ Xl'X2^ 

(où E e s t la m a t r i c e dont tous l e s t e r m e s sont nuls sauf c e l u i d ' i n d i c e 
X1'X2 

(X , X ) qui vaut l ) on a donc 

L ( a ) = l i m Z I P x x
 a

X x 
F - . A \ 1 € F À 1 ' A 2 

G - A ^ X , € G 
2 2 

e t l ' e x i s t e n c e de ce t t e l i m i t e p r o u v e que Э = ( Э , , ) € £ ( A , A ; R ) 

S U 2 1 2 

On v i e n t donc de c o n s t r u i r e une in jec t ion de S ' ( A , A ; IR) dans P ( A , A ; R ) . 
1 1 2 

Main tenant si P € P ( A j , A ^ ; IR) a l o r s 

a ^ z ( 2 p x x a x X > 

X j € A X 2 € A 2

 A T A 2 A 1 , A 2 

es t une f o r m e l i n é a i r e continue (= la v a l e u r au poin t ( A ^ , A ^ ) de l a f o n c t i o n 
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P . a ) ; c e t t e i n j e c t i o n e s t d o n c u n e s u r j e c t i o n . E n f a i t c ' e s t u n e i s o m é t r i e : 

c a r on a 

| L ( a ) | < Sup | YL P i X
 a i i | 

X * € G 

< Sup | | 3 . a | | S il M l II a H 
F , G 

d o n c 

IlLll ^ Il PII 

e t d e m ê m e 

H 3 | | = Sup | | 3 . a| | 
l | a | | S | 

Sup Sup | } 3 , , a | 

| | a | | S | F , G X € F X l'K 2 V * 2 

X 2 € G 

Sup Sup | L , (3 a F G ) | 

| | a | | S | F , G 

< | | L | | Sup | | a F G | | 
l | a | | s | 

F , G 

Il a F G H S H a H 

d o n c H 3 H S | | L | | 

7 # - C o m m e e x e m p l e d e m a t r i c e s Э € ^ ( A . i A ^ î I R ) i l y a l e s m a t r i c e s d e 

" c h a n g e m e n t d e s i g n e 1 1 p a r l i g n e s e t c o l o n n e s : 
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( c e qu i e s t é v i d e n t ) d o n c a u s s i l e s m a t r i c e s du t y p e 

Э x ^ = J X ^ ( A ) ( B ) d H ( A , B ) 

o ù M e s t une m e s u r e d e R a d o n s u r P ( A ^ ) x ^ ( A ^ ) c a r a l o r s 

Z ^ X a X X = ! [ 2 X X ( A ) X X ( B ) a X X 3 D M ( A , B ) 
F G X l ' K 2 X 1 ' X 2 F , G * 1 * 2 X 1 ' X 2 

d o n c | Z & a | S 4 . | |H | | . | | a | | 

F , G * 1 ' A 2 V * 2 

c a r l a n o r m e d ' u n e m a t r i c e d e c h a n g e m e n t s de s i g n e e s t S 4 , c e q u i e s t 

é v i d e n t . 

L e t h é o r è m e d e Hahn - B a n a c h p e r m e t t r a i t d ' a m é l i o r e r l e r é s u l t a t 

p r é c é d e n t ; i l p e r m e t en e f f e t d e v o i r q u e l ' a l g è b r e 3 ( A , A ; I R ) e s t 

i s o m o r p h e à l ' a l g è b r e q u o t i e n t d e l ' a l g è b r e d e c o n v o l u t i o n d e s m e s u r e s d e 

R a d o n su r P ( A ) x P ( A ) m o d u l o l ' i d é a l d e s m e s u r e s M- t e l l e s q u e 
1 w 

f *M. = 0 p o u r t ou t e f € S ( A ̂  » A ^ ; I R ) . 

Un c a l c u l é l é m e n t a i r e d e t r a n s f o r m a t i o n d e F o u r i e r m o n t r e q u e s i 

a € 3 ( A , A ; R ) on a 

a L^ \ = 4 .TXi (x)y•^ < Y ) a ( X ' Y > d X d Y 

1 2 1 K 2 

d o n c a € S ( A , A ; I R ) i m p l i q u e a € 3 (X » X ; I R ) e t d e p l u s c e t t e i n j e c t i o n 
A Ct x fc» 

d e S ( A , A 0 ; I R ) d a n s 3 ( X . * X - ; I R ) e s t d e n o r m e S 16 . E n p a r t i c u l i e r 
1 ^ 1 Z 

on a d o n c : 

a € S ( A . » A ; I R ) => Z a 2 . * < oo 
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En fai t la f o r m u l e de P l a n c h e r e l donne : 

S a 2 + E ( 2 a ) 2 + E ( Z a ) * 

X j , X ̂  l'K2 \ l X 2 V A 2 X 2 V * 2 

+ ( 2 ( S a ) ) 2 

= 16 J* a 2 ( X , Y ) d X d Y 

3. - C o n s i d é r o n s main tenan t un e s p a c e S ( A » A ; E ) où E e s t un e s p a c e v e c t o r i e l 

t o p o l o g i e l o c a l e m e n t c o n v e x e s é p a r é dans l e q u e l tout c o m p a c t e s t contenu dans 

un c o n v e x e c o m p a c t . On v a v o i r que P ( A , A ; IR) peut ê t r e c o n s i d é r é c o m m e 

o p é r a n t dans S ( A . , A ; E ) . 
X c* 

En e f fe t si a 6 S ( A , A ; E ) i l e x i s t e pa r hypo thèse un c o n v e x e 
X Cé 

c o m p a c t K t e l que toutes l e s s o m m e s 

appar t i ennen t à K . Si donc Э € P (A , A ; I R ) , c ' e s t - à - d i r e s i 
X L* 

P M \ . x 2 > \ . x 2 = J * x x 1

( x ) 

on aura 

E P a. = / Z X , ( X ) X , ( Y ) a. dM ( X , Y ) 
Fx G 1 2 * 1 ' * 2 F x G S * 2 A l ' * 2 

€ 2 | | U || ( K - K ) 
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donc P . A 6 S (A , A ; E ) et A - * P . A e s t cont inue . 

P a r e x e m p l e si A ̂  = A ^ = A e t si 

_ f i s i x = ;L 

on a 

P i i = ï X \ W X \ M d X 

1 2 1 2 

si donc (a . ) € S ( A , A ; R ) on aura a u s s i (a ) 6 S (A ; 1R). 
À j > A ^ A> À. 

P a r e x e m p l e s i G e s t une a l g è b r e de Banach e t s i ( a ^ ) e t ( b ^ ) sont d e u x 

f a m i l l e s s o m m a b l e s, i l en s e r a de m ê m e de (a b ) . 
n n 

De m ê m e si (x ) e t (y ) sont deux f a m i l l e s s o m m a b l e s 
n n € l N nn6BNT 

dans des e s p a c e s v e c t o r i e l s t o p o l o g i q u e s E et F , s i 4 e s t une a p p l i c a t i o n 

b i l i n é a i r e s é p a r é m e n t cont inue de E x F dans un e s p a c e v e c t o r i e l t o p o l o g i q u e 

l o c a l e m e n t c o n v e x e s é p a r é G a l o r s (<J> ( x ^ , y ) ) € S ( IN, K ; G ) e t s i de p lus 

dans G tout c o m p a c t e s t contenu dans un c o n v e x e c o m p a c t on aura 

(<Kx , y )) € g ( M ; G ) 
n n 

9. - S i on r e p r e n d pour toute P 6 ( 3 (A , A ; IR) une r e p r é s e n t a t i o n du type 

e t si l ! o n in t rodu i t la dens i t é 6 de M pa r r a p p o r t à sa v a r i a t i o n t o t a l e ; 

on v o i t que 

^ X l ' X 2 X 1 ' 
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où x = X e t y = 8 . X . sont deux f a m i l l e s b o r n é e s de 

v e c t e u r s dans l ' e s p a c e de H i l b e r t L ( v ) . Un r é s u l t a t i m p o r t a n t , b i en 

q u ' é l é m e n t a i r e c a r i l r é s u l t e d'un c a l c u l a s s e z s i m p l e , p r o u v e q u ' i n v e r s e m e n t 

s i (x ) e t ( y ) sont deux f a m i l l e s b o r n é e s de v e c t e u r s 

dans un e s p a c e de H i l b e r t a l o r s 

( < x ^ , y x > ) € Э ( A 1 . A 2 ; R ) 
1 2* 

On t r o u v e r a c e c a l c u l s o i t dans l ' a r t i c l e " R é s u m é de la t h é o r i e m é t r i q u e 

de s p rodui t s t e n s o r i e l s t o p o l o g i q u e s 1 1 de G r o t h e n d i e c k so i t dans l ' a r t i c l e 

n A b s o l u t e l y s u m m i n g o p e r a t o r s in £ - s p a c e s and the i r a p p l i c a t i o n s " 
P 

de L i n d e n s t r a u s s e t P e l c z y n o k i (Studia M a t h e m a t i c a , T . X X I X 1968) . L a 

l i a i s o n e n t r e l e s c o n s i d é r a t i o n s de n o t r e a r t i c l e e t c e l l e des p rodu i t s 

t e n s o r i e l s t o p o l o g i q u e s e s t d ' a i l l e u r s é v i d e n t e c a r si E e s t pa r e x e m p l e 

un e s p a c e v e c t o r i e l t o p o l o g i q u e l o c a l e m e n t c o n v e x e s é p a r é c o m p l e t on a 

S ( N , IN ; E ) = S(1N ; S ( IN , E ) ) 

= A Ô S ( N , E ) 

= 5L & l é E 
1 1 

où l ' é g a l i t é r e p r é s e n t e un i s o m o r p h i s m e t o p o l o g i q u e qui l o r s q u e E e s t un 

e s p a c e de Banach d e v i e n t une i s o m é t r i e sous r é s e r v e de r e n o r m e r 

S ( N , IN ; E ) pa r une n o r m e é q u i v a l e n t e ; au l i e u de p r e n d r e pour 

f € S (IN , IN ; E ) la n o r m e 

| | f | | = Sup | | f ( X , Y ) | | 
X C N 
Y C N 

i l faut p r e n d r e 

fil f III = Sup || P . f ( N , N ) || 

où P p a r c o u r t l ' e n s e m b l e d e s m a t r i c e s de c h a n g e m e n t de s i g n e s . 
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10 . - O n peut donner de l ' e s p a c e g(JN, TN ; JR) une i n t e r p r é t a t i o n d i f f é r e n t e e t 

i n t é r e s s a n t e . On a dé jà u t i l i s é l e f a i t que si E e s t un e s p a c e de B a n a c h 

r é f l e x i f a l o r s pour qu f une f a m i l l e de v e c t e u r s de E so i t s o m m a b l e i l faut 

e t i l suffi t que l ' e n s e m b l e de s e s s o m m e s p a r t i e l l e s f i n i e s so i t b o r n é ; c e t t e 

p r o p r i é t é r é s u l t e du t h é o r è m e d ' O r l i c z , m a i s e l l e appa r t i en t au s s i à d e s 

e s p a c e s de Banach non r é f l e x i f s, p a r e x e m p l e l e s e s p a c e s L^(M- ) ; d é m o n ­

t rons d ' a b o r d c e poin t . On sa i t que si f^, f^, . . . , f^ sont p é l é m e n t s de 

(M ) on a 

E | | f | | 2 S k Sup K Z £ | | 2 

i = l F i€ F 

où F p a r c o u r t la f a m i l l e des p a r t i e s de { 1, 2, • • # , p } e t où k e s t une 

cons tante u n i v e r s e l l e ( c ' e s t une c o n s é q u e n c e de l ' i n é g a l i t é de K i n t c h i n e ) ; 

si a l o r s ( f ) e s t une f a m i l l e que lconque d ' é l é m e n t s de L (M ) dont 
X X €A 1 

toutes l e s s o m m e s p a r t i e l l e s sont en n o r m e s m a j o r é e s p a r C on au ra 

2 | | f j | 2 S k . C 2 

X € A K 

m a i s a l o r s ce t t e f a m i l l e v é r i f i e l e c r i t è r e de Cauchy pour l e s f a m i l l e s 

s o m m a b l e s , c a r si c e n ' é t a i t pas v r a i i l e x i s t e r a i t a > o et une sui te de 

p a r t i e s f i n i e s deux à deux d i s j o i n t e s de A t e l l e s que 

Il Z f U > a 

X € F K 

n 

posant a l o r s 

g = 2 f , 
n X € F 1 

n 

on au ra i t pour tout s y s t è m e f in i G c N 

H 2 g || = || Z Z £ || S C 
n € G n € G X € F * 

n 
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donc 

s II g n I I 2
 * k . c 2 

n 

cont re l 'hypothèse que pour tout n on a ||g II — a > ° 

Cons idé rons a l o r s une appl ica t ion l i n é r a i r e continue T de C^ 

dans L (l-t ) , c ' e s t - à - d i r e un é l é m e n t de £ (C Q > e t dés ignons par 

(e ) la base canonique de C , on aura 
n n € N ° 

Il S T ( e ) || * !| T i| . 
n Ç F 

P a r ce qui p r é c è d e la f a m i l l e ( T (e ) ) es t donc s o m m a b l e , c ' e s t donc 
n n € N 

un é l émen t de S ( N ; L . (M ) ) ; i n v e r s e m e n t si u = (u ) € S ( N ; 
i n 1 

n€ IN 

i l ex i s t e sur C^ une appl ica t ion l i n é a i r e continue et une seule T t e l l e que 

T (e ) = . On obt ient a ins i un i s o m o r p h i s m e ( t o p o l o g i q u e ) en t re 

£ ( C q , L.jO-0) et S (IN ; L. (M ) ) qui dans l e cas pa r t i cu l i e r où L^(M- ) = l l 

devient un i s o m o r p h i s m e ent re £ ( C Q > l ^) et § ( I N , IN ; R ) . 

C e c i pose l e p r o b l è m e de c a r a c t é r i s e r l e s e spaces v e c t o r i e l s t opo ­

log iques l o c a l e m e n t c o n v e x e s s épa ré s E, dans l e sque l s sont r e l a t i v e m e n t 

compac t s , dès qu ' i l s sont b o r n é s , l e s e n s e m b l e s de s o m m e s du type 

X j € F W ' ^ ' ^ k 

\ € F 
n n 

k 
où ( F . , . . . , F ) Ç rr P ( A . ) • E v i d e m m e n t C n'a pas ce t te p r o p r i é t é , 

1 n o i o 

ni donc un espace contenant un s o u s - e s p a c e i s o m o r p h e s à C . 
o 

oOo 
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