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UNE CARACTERISATION DES ANNEAUX REGULIERS

A IDENDITE POLYNOMIALE

par Annie PAGE

INTRODUCTION.

Dans tout ce qui suit, A désigne un anneau unitaire de centre Z. L'annulateur
d gauche (resp. & droite) d'un sous-ensemble S de A sera noté 1(S) (resp. r(S)).
On supposera que A vérifie une identité polynomiale non trivisale p(x1,...,xs) =0,
p étant un polyndme & coefficients centraux non nuls. Nous serons souvent amenés &
supposer que tout anneau quotient non nul de A satisfait une identité polynomiale
non triviale ; nous dirons alors que A est un anneau quasi-commutatif. Ceci se
produit en particulier si 1'didéal A engendré par les coefficients du polyndme
p est tel que A = A ; dans ce cas on dit que l'identité polynomiale est
homomorphique. L'identité p(x1,...,xs) = 0 sera dite fidéle si 1(A) = O.
On sait que si un anneau A satisfait une identité polynomiale non triviale, il

satisfait une <identité multilindaire.

q(x1,...,xd) = E 8 xi1 . xid =0,

1€Sd
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5, désignant le groupe des permutations de {1,...,d}, avec

V1€Sd, aiez ; 3168d R ai# o.

Le coefficient de q indexé par 1'élément neutre de Sd sera noté a,-
(1)

Si pour tout ieS; , a; = (-1)° ou o(i) est la signature de i, q(x1,...xd)=o

est appelée identité standard de degré d.

Les principaux résultats et leur démonstration ont &té obtenus par
E.P. ARMENDARIZ, J. FISCHER, W.S. MARTINDALE, A. PAGE, R.L. SNIDER, S.A. STEINBERG

(2,3,4,5,6,8].

I - ANNEAUX SEMI-PREMIERS A DIENTITE POLYNOMIALE.

EXEMPLES.

LEMME 1.1. - Soit A un anneau semi-premier ; les assertions suivantes sont équi-
valentes :
(1) A vérifie une identité fidéle de degré d.
(1) A vérifie l'identité standard de degré 4.

(121) A vérifie une identité homomorphique de degré d.

I1 suffit d'établir 1l'implication (i) =>(ii) ; or ceci résulte immédiatement
du fait que tout quotient premier de A vérifie 1'identité standard de degré 4
[S.A. AMITSUR 1, théor&me 12 .

11 existe des anneaux semi-premiers quasi-commutatifs qui ne vérifient pas
d'identité polynomiale fidéle :

Soit F un corps commutatif ; considérons le sous-anneau A du produit
o0

J:1 Mn(F) constitué des éléments (xn) vérifiant la condition suivante

JEeF , 3p, tels que n 2 p =7xn=€
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Posons pour tout entier i, h; = (xn) avec x; =1, x =0 sin#i

L'anneau A est un anneau régulier au sens de Von Neumann qui vérifie 1'7dentitd
polynomiale non triviale h, (xy -y x) = 0. A ne satisfait pas d'identité polyno-
miale homomorphique : sinon en effet pour tout entier n, Mn(F) vérifierait une
identité polynomiale non triviale de degré 4 indépendant de n, et il est bien
connu que ceci est impossible. Enfin A est un anneau quasi-commutatif : Soit K
un idéal bilatére de A, K # A. S'il existe n tel que K ne contienne pas Mn(F),
l'anneau A/K vérifie 1'identité non triviale hn[x1,...,x2n ([x1,...,x2n] désignant
l'identité standard de degré 2n) ; sinon A/K est un sous-anneau de A/ g)Mn(F) qui,

n=1
isomorphe & F, est commutatif.

Nous utiliserons fréquemment le résultat suivant dfi & L. ROWEN [10] . Un
anneau A semi-premier & identité polynomiale fiddle est tel que tout idéal bilatére
non nul contienne un €lément central # O En particulier si le centre de A est un
corps, A est un anneau quasi-simple, et c'est donc un anneau simple.

Nous allons généraliser le résultat de L. ROWEN

LEMME 1.2. - Soit A un anneau semi-premier quasi-commutatif ; tout idéal bilatére

I # O contient un élément central # O.

Supposons tout d'abord I essentiel dans A (i.e. I est un idéal 3 gauche, ou &
droite, c'est équivalent, essentiel).

Soit A 1'idéal bilatére engendré par les coefficients d'une identité polyno-
miale de + A. Dans l'anneau B = A/1(A) 1'idéal non nul I A/1(A) contient un
élément central s + 1(A) # 0. Il est vévident que s est central dans A. Si I n'est

plus essentiel, on applique le résultat précédent & l'anneau C = A/1(I) : il

existe s €I, s ¢ 1(I) tel que s + 1(I) soit central dans C ; s est alors central

dans A.
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PROPOSITION 1.3. -
Soit A un anneau semi-premier quasi-commutatif.

Alors les idéaux singuliers Q& gauche et d droite de A sont nuls.

Compte-tenu de la symétrie, il suffit de montrer que 1'idéal singulier & gauche
J est nul. Supposons J # 0 et soit s un élément centrsl non nul de J. On a

Asni(s) #0 et (Asni(s)? = 0;d'ol la contradiction.

LEMME 1.4. - Soit A un awmeau semi~premier satisfaisant l'identité multilindaire

q(x1,...,xd) =0, et goit S = @ (Xj 3 3 = 1,...,n) une somme directe d'idéaux
Q gauche (resp. & droite) de A non nuls, isomorphes entre eux. Alorg on a

n < d dans chacun des cae sutvante :

(a) As # 0 .

(b) scA.

(¢) L'identité q(x1,...,xﬂ) = 0 est fidéle.

(a) On peut se ramener au cas ol 1l'on a a,X, #-0. Suppesons d ¢ n et considérons

x1ex1,-...,xd_1exd_1. On a pour tout X5 € Xd s aiXi1... xid = 0 et, coome la somme

i€Sy
E : (Xj 3 J = 1,...,4) est directe/(E L eXy e Xy )xd = 0.

1 a-1
1€Sd
Pogons X =0 (X, ; j=1,...,4-1), a = a.X, «.s X, ; la derniére égalité
J Py ta-1
1eSd_1

entralne a Xd = 0, d'ol compte-tenu de 1'isomorphisme entre les X. , a X =0 . On a

alors a¢X et a X=0=y (A a)2 = 0= a = 0 , puisque l'anneau A est semi-premier.

On a donc montré que pour

xc-x ’QOO’x-ex— [ - - * LN x. 'o.
1 1 a-1""4-1 1¢-'-Sd__1 i1, 13-4
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En itérant le raisonnement d-1 on aboutit & la contradiction a X, =0.
(b) Comme l'anneau A est semi-premier et comme S n'est pas nul on & 82 # 0.
1'inc1usi§n ¢} entraine alors Q5 # O et 1'on peut appliquer le résu.tat précédent.
(¢c) On a r(f2) = 0 d'od OS # 0.
Les définitions suivantes s'appliquent & un anneau A ne vérifiant pas nécessai-
rement une identité polynomiale. A est dit fini s'il remplit la condition :
X€EA ,yeA , xy=1=>yx=1.

Un idempotent e de A est dit abélien si dans l'anneau e A e les idempotents sont

centraux. Si A est un anneau régulier, auto-injectif & gauche, ceci équivaut & dire
q'uil n'existe pas dans A e d'id€aux & gauche X et Y, isomorphes, non nuls et tels
que XNY = 0 ;. On dit qu'un anneau régulier, auto-injectif & gauche A est de
type 1 (au sens de la théorie des anneaux de Baer) si tout idéal & gauche non nul
de A contient un idempotent si c'est un anneau de type I auto-injectif (& droite

et 4 gauche). Enfin, l'indice de nilpotence d'un anneau A est le nombre fini ou non

i(A) = supp {k ; 3 xer , xk-1 #0, xk =0 }.

LEMME 1.5. - Soit A wn anneau régulier auto-injectif 4 gauche. Alors :
(a) l'indice de nilpotence i(A) est égal 4 la borme supérieure des entiers m

tels qu'il existe dans A une somme directe de m idéaux & gauche (resp. d droite)

non nuls, tsomorphes entre ewr.

(b) Si i(A) est fini, A est wn anmeau de type 1 auto-injectif.

(a) Le résultat est dfi & Y. Utumi [11, théoréme 3].

(b) Soit W un idéal & gauche non nul de A ; on peut considérer une somme directe
d'idéaux 8 gauche monogenes inclus dans W, non nuls isomorphes entre eux, dont le
nombre de termes soit maximwm. Soit Ae, e = e2 , 1'un de ces idéaux; il est €vident
que ie ne contient pas d'idéaux & gauche non nuls X et Y, isomorphes et tels que

¥NY = 0. e est donc un idempotent abé&lien # O de W. Par suite, A est de type I.
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N~

D'autre part, il n'existe pas dans A de sommes directes infinies d'idéaux & gauche
non nuls isomorphes, et X est donc fini. X est donc bien de type I, auto-injectif.

Considérons maintenant un anneau A semi-premier quasi-commutati” . Comme
1'idéal singulier & gauche de A est nul (proposition 1.3), on sait que 1l'enveloppe
injective A de A,considéréecomme A-module & gauche, est un sur-anneau de A, régulier
de Von Neumann, auto-injectif. Nous allons donner des précisions sur a.

Remarquons tout d'abord que si A satisfait une identité polynomiale fidéle de
degré d, il satisfait 1'identité standard de degré 4, et les sommes directes d'idé
d'idéaux & gauche de A non nuls ont donc au plus (d-1) termes (lemme 1.4, (c)).
Comme A vérifie la méme propriété, on a par suite i(X)f’d—1 et A est un anneau

de type I auto-injectif (lemme 1.5),Nous allons généraliser cette propriété.

n
PROPRIETE 1.6. - Soit A un anneau semi-premier quasi-commutatif et soit A
l'enveloppe injective d gauche de A. Il existe une famille (hi)icI d'idem—
potents centraux de A telle que

{a) La somme E (Ahi ; iel) soit directe et essentielle dans A
(b) Pour tout i€l l'anneau Khi sott d'indice de nilpotence fini.

Soit £ 1'ensemble des idéaux bilat@res non nuls K de A tels qu'il existe un
entier m vérifiant la propriété suivante : toute somme directe d'idéaux & gauche
inclus dans K, non nul ,isomorphes entre eux, & au plus m termes. Si  est 1'idéal
bilatére engendré par les coefficients d'une identité multilinéaire satisfaite par
A, on a ‘& (lemme 1.3, (b)). Comme ¥ n'est pas vide, on peut considérer une
famille (Ki ; 1 €I) d'idéaux bilatéres appartenant & £ telle que la somme
z:::(Ki ; 1€I) soit directe et maximale.

Nous allons montrer que 1'idéal bilatére U = & (Ki 3 1€I) est essentiel dans
A. Supposons que l'on ait V = 1(U) # O et posons L = 1(V). L'anneau A/L est un

-

anneau semi-premier & identité polynomiale non triviale et d'aprés le lemme 1.k.,
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il contient un idéal bilatdre non nul £ tel que le nombre de termes de toute
somme directe d'idéaux isomorphes non nuls de § , soit borné par un entier m.
Soit W 1'idéal bilatére de A contenant L tel que W/L = Q' ; posons W.V = K. K est

un idéal bilatére de A, non nul puisque l'on a :

Q0 = W#L = W¢L = WV ¥#O.

D'autre part, considérons un idéal S = @ (Xj 3y J = 1,...,k) somme directe
d'idéaux & gauche Xj # 0, inclus dans K, isomorphes entre eux. Si i} désigne
1l'image de Xj dans A/L, il est immédiat de vrifier que les idéaux i& sont iso-
morphes et que leur somme est directe ; on a donc k¢n. Ceci montre que 1'idéal K
appartient & &€ et contredit la maximalité de la famille (Ki ; i€I). Pour tout iel,
1l'enveloppe injective de K, considéré comme A-module & gauche se met sous la

N
forme?%.hi ou h, est un idempotent central de A. Il est évident que la famille

(hi ; i€I) vérifie les propriétés (a) et (b) de la proposition.

TEEOREME 1.7. - Soit A un anneau g@emi-premier quasi-commutatif ; alors
(a) 1l'enveloppe injective 4 gauche de A est wn sur-anneau de A, régulier de
type 1, auto-injectif.
(b) Il n'existe pas dans A de sommes directes infintes d'idéaux d gauche
(resp. d droite) non nuls isomorphes.
(c) St de plus A vérifie une identité polynomiale fidéle de degré 4d, 1'enve-

loppe injective de A est d'indice de nilpotence au plus égal 4 da-1 .

A
(a) L'enveloppe injective & gauche A de A est extension essentielle d'une

somme directe d'anneaux finis de type I (proposition 1.5.,lemme 1.L4). Il est alors
N
immédiat de vérifier que A est lui-méme un anneau fini, de type I.
~
(b) Il suffit de remarquer que dans A, il n'existe pas de sommes directes

infinies 4'idaux 4 gauche non nuls isomorphes.

(c) D'aprés la remarque qui précéde la proposition 1.5..
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Remarque : dans l'exemple envisagé plus haut ‘)les enveloppes injectives & gauche
et 4 droite de A sont égales & K = ?%1 Mh(F) et,si M est un idéal bilateére
maximal de A contenant ‘31 Mn(F), l'aggeau A/M est un anneau régulier auto-injectif
qui n'est pas de type InE12]. On en déduit que 3 n'est pas un anneau quasi-
commutatif (théoréme 1.7.). On voit donc qu'il existe des anneaux quasi-commutetifs
dont 1l'enveloppe injective & gauche (ou & droite) n'est pas un anneau quasi-commu—
tatif. On peut néanmoins se poser les problémes suivants

Soit A un anneau semi-premier quasi-commutatif, alors :

I. A admet-il m@me enveloppe injective & gauche et & droite ?

II. L'enveloppe injective X de A est-elle un anneau & identité polynomiale,
et vérifie-t-elle les mémes identités polynomiales que A ?

W.S. MARTINDALE [6] a répondu par l'affirmative & ces deux questions au moyen
du résultat suivant

Pour un anneau semi-premier 4 identité polynomiale fidéle, tout idéal a
gauche essentiel contient un élément central # O.

On généralise sans peine le résultat aux anneaux semi-premiers quasi-commu-
tatif.

Soit A un anneau semi-premier quasi-commutatif dont le centre est un anneau
régulier et soit ﬁ 1l'enveloppe injective de A. Supposons que A satisfasse 1'iden-
tité p(x1,...,xn) = 0. Si y1,...,yné:£, ;s on peut trouver un idéal & gauche
essentiel X de A tel que Xy1CZA,...,Xync A. Pour tout idempotent central h de X
on a hp(y1,...,yn) = 0. On constate aisément que X est extension essentielle d'une
somme directe d'idéaux Ah, ol h, est un idempotent central, et 1'on a donc
p(y1,...,yn) = 0. D'autre part,il est facile de voir que A est un sous A-module &
droite essentiel dansll, et A qui est auto~injectif & droite est donc 1l'enveloppe
Py

A,

injective & droite de

TC
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Les probleémes posés lorsque A est un anneau semi-premier quasi-commutatif dont
le centre est un anneau régulier sont donc résolus. On passe au cas général en

- Pd Pl . . . n~
considérant l'anneau engendré par A et le centre de 1'enveloppe injective A de A.

D'od le

THEOREME 1.9. - Un anneau A semi-premier quasi-commutatif admet méme enveloppe

A ~ .S . A ,\ . 3 -~ [ o *
injective d gauche et d droite A. A satisfait les mémes identités polynomiales

que A.
Remarque.

On connait des anneaux non semi-premiers 3 idéaux singuliers & gauche et &
droite nuls, satisfaisant une identité standard, et qui n'admettent pas méme enve-
loppe injective & gauche et & droite : Soit A 1'anneau des matrices triangulaires

(a b‘)01‘1 b et ¢ décrivent le corps des réels et ol a déerit le corps des rationnels.
o ¢

A est artinien & droite et considéré comme A-module & gauche et il est de dimension
de Goldie infinie. Il admet l'anneau de matrices MQ(R) comme enveloppe injective &

droite, alors qu'a gauche son enveloppe injective est de dimension infinie.

II - ANNEAUY REGULIERS A IDENTITE POLYNOMIALE.
Un V-anneau d gauche est un asnneau A tel que tout A-module & gauche simple
soit injectif. Les V-anneaux et les anneaux réguliers qui dans le cas commutatif

constituent la mé€me classe ont dans le cas général des propriétés communes.

LEMME 2.1. - Soit A un anmeau qui est un V-anneau d gauche (resp. & droite) ou

un anneau régulier ; alors

(a) tout idéal d gauche (resp. 4 droite) est idempotent.

(b) le centre de A est un anneau régulier.
(a) La propriété est évidente pour un anneau régulier, pour un V-anneau &

gauche (resp. & droite) elle a &té démontrée par G.O. Michler et 0.E. Villamayor
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f?, Corollaire 2.2). En particulier les idfaux bilatdres d'un V-anneau & gauche ou
d droite, ou d'un anneau régulier sont idempotents ; il revient au méme de dire que

les idéaux bilatéres sont semi-premiers.

LEMME 2.2. - Le centre d'un anneau dans lequel tout idéal bilatére est semi-premier

est un anneau régulier.

On pourra se reporter par exemple & G.0. Michler et O.E. Willamayor [7,
démonstration du lemme 2.3 .
Un idéal a gauche d'un anneau A est Zrréductible s'il n'est pas l'intersection

de deux idéaux a gauche qui le contiennent strictement.

PROPOSITION 2.3. - Sott A un anneau quasi-commutatif dans lequel tout idéal bila-
tére est semi-premier. Alors :
(a) pour tout idéal premier P de A A/P est un anneau simple.

(b) tout idéal d gauche irréductible est maximal.

(a) Si 1'on suppose A premier le centre de A est un corps (lemme 2.2) et la pro-
priété résulte du théoréme de L. ROWEN [10].

(b) Soit X un idéal 3 gauche irréductible. Pour tout idempotent central h, on a
(X + Ah)nN(X + A{1-n)) = X d'od heéX ou (1-h) € X. Comme le résultat est vrai modulo
le plus grand id€al bilatére I inclus dans X, le centre de A/I est un corps, et
A/I est donc un anneau simple. Le résultat en découle.

On a comme conséquence le

THEOREME 2.4. - Soit A un anneau quasi-commutatif ; il y a équivalence entre les
assertions sutvantes :
(7) A est un anneau régulier,
(i) A est un V-anneau d gauche (resp. un V-anmeau d droite, resp. un V-anneau).

(111) Tout idéal bilatére de A est semi-premier.
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(i)

___;y(ii) Soient S un A-module & gauche simple, E(S) son enveloppe injective ;
pour tout xe E(S), 1(x) est un idéal 3 gauche irréductible et (proposition 2.3)

Ax est donc un module simple. On Bn déduit 1'inclusion E(S)CS, et S est bien
injectif.

(ii) => (iii) c'est le (a) du lemme 2.1.

(iii) => (i) Supposons qu'il existe a€ A tel que 1'équation a = a x a n'ait pas de
racine dans A. Soit I un idal bilatére de A maximel pour la propriété suivante :
1'équation a = ax a n'a pas de racine modulo I. I n'est pas premier (proposition 2.3),
et il existe donc deux idfaux bilatéres I' et I" contenant strictement I tels que

I'. I"CI, soit pour que A/I est semi-premier, I'NI"CI. Il existe x, y €A tels

que a - ax a €I', a - ay a¢I". On a a~a (x-y-xay) a€I'NI", d'od la contradiction.

Un anneau bi-régulier A est un anneau tel que pour tout élément x ¢ A, il existe

un idempotent central h tel que AxA = Ah.
COROLLAIRE 2.5. - Un anneau bi-régulier quasi-commutatif est régulier.
Nous allons montrer que la réciproque n'est pas vraie.

PROPOSITION 2.6. - Soient A un anneau commutatif et G un groupe, tels que A[q]
sott wn anmeau régulier & identité polynmomiale fidéle. Alors les assertions
sutvantes sont équivalentes:

() Afc] est irrégulieg/

(i) le centre de G est d'indice fini dans G.

(1) ==y (ii) A[GJ étant semi-premier & identité polynomiale, on sait que G
contient un sous-groupe abélien d'indice fini H d'autre part G est localement
normal : Soit K un sous-groupe de type fini de G. A[G]Jw(K) A[d] est engendré par
idempotent central h. On a par suite rw(H) # O, et XK est donc fini. D'autre part

on constate aisément que K est inclus dans le sous—groupe H' engendré par le support
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de h, et il est bien connu que H' est normal dans G. Dés lors, soient (x1,... ,xn)
un systéme de représentants de G modulo H, et pour tout X5 i=1,...,n, C(xi)
le centralisateur de x; dens G. I—If\('frj\1 C(x;)) est un sous-groupe du centre de G,
et intersection de sous-groupes d'incllzce fini, il est d'indice fini puisque G est
localement normal.
(ii) => (i) Evident d'aprés le théoréme 2.k.

L'exemple suivant est dd & G. RENAULT [9] :

Soit p un nombre premier, n un entier non divisible par P, k = Z/p(Z) ,
K = k(£) od £ est une racine primitive n-iéme de 1'unité. Désignons par V 1l'espace
vectoriel sur K admettant une base dénombrable (ei)iéN et par f 1'endomorphisme
de V défini par f(ei) = £e, pour i€ N. On montre au moyen de la proposition 2.6,
que si G est le groupe multiplicatif engendré par les translations de V et f, C(G)

est un anneau régulier & identité polynomiale, qui n'est pas bi-régulier.

111 - ANNEAUX AFFINES REGULIERS.
A est un anneau affine si c'est une Z-algébre de type fini et si c'est un

anneau quasi-commutatif.

LEMME 3.1. - Soient M un idéal maximal du centre Z de A, AM le localisé de A en M,
le localisé de Z en M, (M) 1' <déal bilatére engendré par M dans A. Alors :

(a) le centre C de Ay est égal d Z.

(b) ST Z est un anmeau régulier, les anneaux A et A/ (M) sont isomorphes.
(a) On a évidemment ZMCC. Soit x/se€C : x€A , s cZ-M, pour tout ygA? il
existe t&2-M tel que t(xy - yx) = O. Désignons par Yyseres¥y des €léments engen-

drant la Z-algébre A et soient t_,.. .,tne Z-M tels que :

1
¥i =1,...,n , 'l:i(nqri -y x) = 0.

On voit facilement que 1'élément T = t1 tn vérifie :

Vy€A, tlxy - yx) = 0.
Th
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On a donc Tx€Z , d'ou X €7

(b) I1 suffit de remarquer que (M) = {xeA ; I xez-M, sx = 0}.

COROLLAIRE 3.2. - Sott A un anneau affine qui est un V-anneau 4 gauche ou & droite

pour tout idéal maximal M du centre (M) est un idéal bilatére maximal de A.
I1 suffit de remarquer que le centre de A/(M) est un corps.

THEOREME 3.3. (G.O. MICHLER, I.E. XILLAMAYOR, T) -
Pour un anneau affine, il y a équivalence entre les assertions suivantes :
(7) A est birégulier,
(i13 A est régulier}

(121) A est un V-anneau 4 gauche (resp. un V-anneau @ droite, resp. un V-anneau).
I1 suffit de montrer l'implication (iii)=—>(i).

(iii)=—=(1). Soit x&A, si I = (x) @ 1[(x)] est différent de A, on montre faci-
lement d'aprés le corollaire 3.2, que I est contenu dans (M) ol M est un idéal
maximal de Z. On peut alors trouver s@Z-M , tel que sx = 0 ; on a se€1[(x)] a'od

la contradiction.
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