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STRUCTURES ULTRA-UNIFORMES
ET ESPACES EPARPILLES

A. DEAIBES

INTRODUCTION.

On essaie dans ce travail d'&tudier la notion non archimédienne
introduite par A. F. Monna [6] dans les espaces uniformes, dans le
but de généraliser les espaces ultra-métriques. Ainsi un espace
uniforme (X,1/) est dit ultra-uniforme, si et seulement si, sa struc-
ture uniforme 1 admet une base d'entourages B, telle que v2 = v,
pour tout vEB ; la proposition {3.4.1) montre qu'un espace topologique
-séparé X est ultra-uniformisable, si et seulement si, il est éparpillé,
terminologie [1@. L'étude des espaces éparpillés X est faite dans (2),
oll 1'on considére un espace séparé X et ol 1l'on profite des ofs de X,
et des familles stables sur X, pour définir les espaces A- B-disconnexes
(2.1.5) qui sont des espaces JA -8 normaux particuliers [1] . Alors
les espaces éparpillés apparaissent comme étant les espaces [ —F
disconnexes et les espaces fortement éparpillés [1@], comme étant
les espaces [F-F-disconnexes (P désigne la famille des parties finies
de X et [F 'désigne la famille des parties fermées de X).Or 1'&tude des
espaces éparpillés , au méme titre que celle des espaces complétement

réguliers L1] » peut se faire par une voie externe, aussi bien que
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par une voie interne ; la voie externe ccisiste & prendre comme ensemble
auxiliaire, un corps K valué complet n.a , une bornologie b sur K, et

4 attribuer le premier rdle & l'algébre des fonctions continues

C(X,K,b) = {f : X —> K/f est continve, f(X)eb}. La topologie

d'un espace éparpillé X est la moins fine, qui rend les fonctioms

de C(X,K,b) continues (2.2.1). Les espaces (/i—{F—disconnexes sont
exactement les espaces séparés, ou pour tous AeJé, f eC(X,K,L), il
existe un he C(X,E,L) tel que hiA = £ (2.4) (L étant la bornologie

des parties relativement Lindeldf de K (2.3.8)).

Dens la méme section,on introduit la notion 4'espace of-

paracompact (2.3) et on démontre la propriété suivante
ultra-métrique =pof-paracompact =) fortement éparpillé —yéparpillé;

les 4 familles sont différentes l'une de l'autre. La proposition
(3.1.2) montre que la borne supérieure d'une famille de structures
ultra-uniformes sur un ensemble X, est ultra-uniforme, ce qui néus
permet de définir (3.4.3) sur un espace &parpillé X, la structure
ultra-uniforme universelle 91 comme &tant la borne supérieure des
structures ultra-uniformes compatibles sur X. Dans la section (3)/
on démontre aussi qu'une structure uniforme (L sur un ensemble X,
est ultra-uniforme si et seulement si, elle est définie par une
famille d'ultra-écarts et que le séparé complété d'un espace ultra-
uniforme est ultra-uniforme. La section (4) est consacrée a 1'étude
des srtuctures ultra-uniformes Up définies par la famille Ps

des partitions of P de X, telle que Card(P)<¥Xgp y P étant un
ordinal > 0. Ceci nous permet de définir (4.1.3) les structures
wltra-uniformes f—précompactes et de démontrer qu'il existe pour
chaque espace €parpillé X, un plus petit ordinal a tel que

91 = 'U.a, (4.1.6). On dit dans ce cas que X est & -précompact et )
si X est complet pour 91 , on dit qu'il est o -compact. Dans 1la
section (5), on étudie les structures ultra-uniformes définies

par C(X,K,b), ol on retrouve les 2 espaces X et ¥X introduits
dans [5] » qui sont deux complétés particuliers de X, respectivement
pour ‘1[1 et pour ’lLo et on les note respectivement par SLX .

et 8PX , buisque 4},1 est exactement la structure ultra-uniforme
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définie par C(X,K;L), et /]Lo celle définie par C(X,K,P),K étant un
corps infini et P d&signant la bornologie des parties relativement
compactes de K (2.3.8). Dans la méme section, on démontre, par
analogie avec () et f2] , que la structure ultra-uniforme U d'un
espace ultra-uniforme séparé (X, )L) est exactement la structure
ultra-uniforme de la H-convergence, oi H désigne les parties
uniformément équicontinues, simplement bornées de U(X,K,b) =

{f : (X, ) - K/f est uniformément continue, f(X) e b} , et que

le séparé complété de (X, ) est 1'espace des caractéres de U (X,K,b)

ayant leurs restrictions aux 4 , continues. Si X est O -précompact,

§lx = 61)(, équivaut a Xd ¢eM, . o X est le séparé complété
de X pour 91 et mo est le plus petit cardinal mesurable. Enfin,
on démontre le théoréme (5.10.1) : 8§ = &Pemv = $lew o = o

1
pour tout espace éparpillé X, e &tant la structure uniforme univer-

selle, P(resp.v) celle définie par 1'algdbre #(X) (resp. (X))

des fonctions réelles continues et bornées (resp. continues).
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. BORNOLOGIES SUR UN CORPS VALUE COMPLET n.a.

. DEFINITION. - On appelle corps valué complet non archimédien un
corps K valué complet dont la valeur absolue |.| vérifie 1'iné-
galité non archimédienne

jx + ¥y |¢sup | |xb ]y[] pour tous x, y de K.

. DEFINITION. - On appelle bormologie sur K un recouvrement b
héréditaire de K, stable par réunion finie, tel que
a) By , B, b , 5 Bj.B, €.
b) B1 EDP —> B1 €Db
: = -1
¢) B,e€b , o;z‘131ﬂ7131 €b.

eb—)B1 + B

. DEFINITION. - On dit qu'une partie A d'un espace topologique X
est Lindeldf, si et seulement si l'espace topologique A muni
de la topologie induite par X est Lindeldf.

On dit qu'une partie A d'un espace topologique X
est relativement Lindel8f si et seulement si AX est Lindeldf.

. Notations :
a) X désigne un espace topologique séparé ;
b) (X,ll) désigne un espace complétement régulier muni 4'une
structure uniforme compatible.
c) K est un corps valué complet n.a. (1.1), b désigne une
bornologie sur K (1.2)) ;
) G (X,K,b) = {f : X »K/f est continue, £(X)cb] ;
e) U (X,K,b) = {f : X~ K/f est uniformément continue, f(X) e b}

f) si b, et b, sont deux bornologies sur K,

£
b \bz@b1 <b

1 2°
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2. LES ESPACES TOPOLOGIQUES d% ~£B DISCONNEXES.

2.1. LA DISCONNEXITE.

2.1.1. DEFINITION. - Sotent A et B deux parties de X. On dit que A et

B sont discomnexes s'il existe wun of w, tel que Acw , Bnw = P.

2.1.2. PROPOSITION. - Four tout X , pour tout K, et pour tout b sur K,
les propriétés suivanfes sont équivalentes :
a) Deux parties A et B de X sont dieconnexes

b) Il existe feC(X,K,b) telle que £ = 1 sur A, et £ = O sur B.

Freuve. a)==—=—=3p b] parce que la fonction caractéristique d'un of de
X dans K est continue et {O,1}eb.

b)====y a) Triviel.

2.1.3. DEFINITION. - On dit qu'wne femille /& de parties fermées

de X est stable sur X si et seulement si :
a) pour tout Aedt, et pour tout Bek, on a AuBeu‘ﬁ,

b) pour tout fermé A de X , et pour tout BeJ&, tels que AC B,
on a AEJ& .

2.1.4. DEFINITIONS.

a) On appelle P la famille des parties finies de X, c'est wne
famille stable sur X.

b) On appelle X la famille des compacts de X, c'est une famille
stable sur X.

c) On appelle F la famille des parties fermées de X, c'est une
famille stable sur X.

2.1.5. DEFINITIONS. - Soient ‘/Zet 8 deur familles stables sur X.
Alors :

a) On dit que X est (fl -P disconnexe, 8t et seulement 8t

deux fermés disjoints quelconques domt 1'un est 1'élément de A,
l'autre est élément de B sont disconmexes
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b) On dit que X est éparpillé, si X est T- F disconnexe.

e) On dit que X est fortement éparpillé st X estTF - TF
disconnexe.

Il est clatr qu'un espace A -8B disconnexe est d- B -

normal
2.2 LES ESPACES EPARPILLES.

2.2.1. PROPOSITION. ~ Sott X un espace séparé. Alors, les propriétés
sutvantes sont équivalentes :
a) X est éparpillé .
b) Tout x ¢ X admet une base de voisinages formée d'ofs.
e) La topologie de X admet une base formée d'ofs -
d) Pour tout K et pour tout b sur K, la topologie de X est

la topologie initiale associde d C(X,K,b).

Preuve. a)é==» b) &==p c) Trivial.
. =1
d) =p» b) puisque /n] fi [B(fi(x),a] est un of, pour
i=1

toute suite finie (fi) 3 fiGC(X,K,b), 1¢ie¢n, o >0,
et B[.fi(x),o‘J = {x GX/lfi(x)}dx}.

b) =—=3 4) Soient T 1la topologie de X, et T, la topologie

1

initiale associée & C(X,K,b). T est plus fine que T,. Soit
F un fermé dans T, et soit x< |F. Il existe fe C(X,K,b) ;

£(x) = 0, et £(F) = {1} #'[B(0, 3] F=0.

Donc [F est un ouvert dans T,. F est un fermé dans T,, et

par suite T = T1.

2.2.2. THEOREME. - a) Pour tout espace topologique Y, il existe un
espace éparptllé Z, et wne application continue surjective
$: Y —>Z tel que le couple (9 ,Z) soit solution du probléme
wniversel des applications continues de Y dans des espaces
éparpillés quelconques X. Ce qui signifie encore que toute
application continue u : Y — X de Y dans un espace épar-
pillé X se factorise de fagonm wunique par une application comtinue

18



Structures ultra-uniformes et espaces éparpillés

co

: 2 —>»X, telle que u = U oF. Le couple (P ,2) est unique
d un isomorphisme unique prés.

L} Pour tout K et pour tout b sur K, on a :
les dewr algébres C(Y,K,b) et C(Z,K,b) sont isomorphes.

Preyve. - &) L'unicité du couple (9 ,2) & un isomorphisme unique prés
résulte de problémes générales d'application universelle. Reste &
prouver 1l'existence du couple (¢ ,2). Soit K un corps valué complet
n.a, et b une bornologie quelconque sur K. On met sur Y la relation
d'équivalence R Ry &=) f(x) = f(y) VfecC(Y,K,b). Soit

P Y %= YA 1'a;;plication canonique. feC(Y,K,b) se factorise

g travers Z en £ = fo . On munit Z de la topologie initiale associée
a { t/fe C(Y,K,b)}. Z est alors un espace éparpillé, puisque la topolo-
gie initiale associée & {g/f eC(Y,K,b)} est séparée et admet une

base d'ofs.

-]

P est continue, puisque f o ¢p est continue pour toute
fec(Y,K,b). Soit u : Y —=» X une application continue. x Ry implique
u(x) = uy), puisque X est &parpillé. Donc u se factorise & travers
Zenu=ueo f - 3 est continue, puisque g o U = (gou)c pour tout
geC(X,K,b). U est unique, puisque op est surjective.

(<)
b) Il suffit de considérer 1'application y i fe—> f

de C(Y,K,b) dans C(Z,K,b).

2.3. Les espaces of-paracompacts.

2.3.1. DEFINITION. - On dit qu'un espace topologique séparé X est
of-paracompact, si pour tout recouvrement ouvert de X, il extiste

un recouvrement of localement fini plus fin.

2.3.2. PROPOSITION. - Soit X un espace of-paracompact. Alors pour

tout recouvrement owvert de X, il existe une partition of
plus fine.
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Preuve. - Soit R = (Uj)jeJ

un recouvrement of (Xi)ieI x
sur I un bon ordre et on pose YO=Xi se ey Yd=XiA-£<o(YE
pour tout ordinal & . La famille (Ya) définit une partition of de

un recouvrement ouvert de ¥ Il existe

localement fini plus fin que R. On met

X plus fine que R.

2.3.3. PROPOSITION. - Pour tout recouvrement of dénombrable de X,
1l extiste une partition of dénombrable plus fine.
Preuve. - Soit R ={wn/n > 1} un recouvrement of de X. Posons

= s = - . 1 1 j i '
X0 ©w s ,Xn w ;)1 w Alors la famille disjointe d'ofs

(Xn)n qui ne sont pas vides est une partition of dénombrable de X

plus fine que R.

2.3.4. PROPOSITION. - Tout espace of-paracompact X est fortement
éparpillé.

1 2
CF2 constituent un rewouvrement ouvert de X, il existe une partition

Preuve. - Soient F. et F, deux fermés disjoints de X. Alors £F1 et

of de X plus fine notée P. Pour tout xeF, il existe un w(x) €P,

tel que xe w(x), et co(x)c[Fe. Posons «w = (_J «<(x) est un of,
A - x eF

WOF, et WF, = ?.

2.4.5. PROPOSITION. - Tout espace ultramétrique est of-paracompact.

Preuve. - Soit (Ol )l . [ U recouvrement ouvert de X. Il existe un
fecouvrement of R de X plus fin, tel que R = {B(xi,%)/ni eN ieI,x.ex}
i

. _ _ X 1 .
Soit A = {xi/ni-n}. I1 est clair que B(An’n) est un of. La famille

1
(B(An’;)n)’ telle que n e(ni)i o 1 5t un recouvrement of dénombrable.

I
I1 existe (2.3.3) une partition of dénombrable plus fine notée

P = {wk/k EN} , telle que wkC_B(A s % ). On considére l'espace
topologique Wy muni de la topologie indﬁite par celle de X. Mettons

. P 1
sur w, la relation d'équivalence R(k) : xR(k)ya-),d(x,y)S;k .

20
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Soit R, la partition of de w, correspondante. La famille R' = ((Rk))k
est une partition of de X. R' est plus fine que R. En effet, soit
0'€ R'. T1 existe n eN, tel que 0'c @, . Alors 0'c B(A ,% ). Soit

xe 0', il existe x.€ A_ , tel que d(x.,x)gl implique xek'B(x.,l )

S J n ’n,
ceci implique que 0'c B(x.,l-). Donc R' est plus fine que R. Alors
R' est plus fine que (OL ) telt Ainsi tout espace ultra-métrique

est of-paracompact.

2.3.6. PROPOSITION. - Tout espace ultramétrique X est fortement
éparpillé.

Preuve. - X est of-paracompact (2.3.5), donc X est fortement &parpillé
(2t3u)4)0

2.3.7. PROPOSITION. - Soit A une partie Lindeldf de K ; alors A est
Lindelsf.

Prewve. - Soit R = (Uj)jeJ un recouvrement ouvert de A. R, ={R,{[R}}
est un recouvrement ouvert de K. Il existe une partition of de K
plus fine que R1_, notée P = (cui)ieI' I1 = {1.€I/o;in A% ¢} est
dénombrable, et A C U w.,

1eI1 1

Donce K est Lindeldf.

2.3.8. PROPOSITION. - La famille des parties relativement Lindeldf

(resp. relativement compactes) de X définit wune bormologie sur
K notée L (resp. P).

Preuve. - La famille des parties Lindeldf (resp. compactes) de K est
stable par image continue, par adhérence dans K. De plus, une partie
fermée 4'un espace Lindeldf est Lindeldf.

21
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2.3.9. PROPOSITION. - Les quatre notions suivantes sont distinctes :
a; X est éparpillé ;
b) X est fortement éparpillé ;
e) X est of-paracompact ;
d) X est ultra-métrique.

L'espace W ( [8]) est fortement &parpillé et n'est pas of-
paracompact ; le plan de Tychonoff T ([8]) est éparpillé et n'est
pas fortement éparpillé. Un espace compact totalement distontinu,

non métrisable est of-paracompact et non ultramétrique.

2.4. Le b-plongement.

2.L4.1. DEFINITION. - On dit qu'une partie A de X est b-plongée dans X
si et seulement 8l pour toute fe C(A,K,b), 11 existe une
he C(X,K,b) telle que b, =

2.4.2. PROPOSITION. - Soit /& une famille stable sur X, et soit X
un espace Jg - disconneze. Alors, pour tout Ac b, on a :
a) Chaque of w de A est la trace d'un of (2de X.
b) Chaque partition of dénombrable (w ) de A est la

n'n »1
trace d'une partition of dénombrable ({) ) de X .

n‘nx 1

\'4

Preuwve. - &) w et CA(“’ appartiennent & A' Il existe alors un of J2.
de X, tel que N>w , et 2, CAw = p. Alors Q,\A = w

b) I1 existe une famille dénombrable d'ofs (JZ ) ns1 telle
que Q AA = ', n> 1(a) . Posons X, = \Q1 » X, = UC‘Q
= (] U[ [ﬂ;} ye+. la famille (Xn)n)’1 est un recouvrement
. n-1
of dénombrable de X. On pose Y,= X,, ¥, =X, - ¥, ,..., ¥ = X, &z Taens

la famille (Yn)n 51 est une partition dénombrable de X. Yn"A = cun H

nx1l.

22



Structures ultra-uniformes et espaces éparpillés

2.L4.3. PROPOSITION. - Les propriétés suivuntes sont équivalentes :
a) X est HA- ;2 disconnexe .
b) Pour tout Aedt, pour toute fe&C(A,K,L); litl = sup’f(x)]<+oo,
11l existe une he C(X,K,L) , telle que by, = g xeX

Preuve. - a) =% b) On peut supposer que i fl‘As 1. Si K est discret, la
famille (y)ye £(a) est une partition of dénombrable de f(A), puisque
f(A) est Lindeldf, et par suite (f_1(y))yé £(4) est une partition of
dénombrable (mn)n) ; de A, il existe une partition of dénombrable
(LQn)n)’1 de X telle que (an A) =& ; nx1. Soit

h= ). f("(“’n))‘kz 3 x(w Jew 3 nxl. Alors heC(X,K,L), et
b, g 2%! Si K n'est pis discret, il existe un A €K ; 0<JA [ < 1.
Mettons sur K la relation d'équivalente R : xRy« |x-y\st)\l =« .
Soit P la partition of de K correspondante & R. P, ;(_.;) est une par-
tition of dénombrable de ——(—AT). 7 [Pr\?(—A)__\ est une partition of
dénombrable de A, qui est la trace d'une partition of dénombrable P
de ¥ (2.4.2). Soit £ = I flx(w)). 1, 3 x(ew )€ I n A pour
tout Qne‘.P. Alors f < C(%:k,L), 1 1, et ﬂf-fO‘AﬂsO(. Posons

P = )\_1 (f—folA)' Le méme raisonnement montre qu'il existe £, € c(X,K,L),

| - - - 2,
telle que ’f1 l A CPUSO( , et “f1|[ XSL Alors lif folA AfﬂAﬂgq

On répéte le méme rsisonnement pour tout neN et on pose :

[¢2]

h= p_ A% .neC(X,K,L), Inj,~f£W = 0. Donc ny, = £. (£(X)eL,
n=o n A A

puisque fn(X)C{o} vf(a) 5 ny0).

b) = a) Soient A, et Azeag, tels que A, n A, = @. Soit
heC(A1 uAQ,K,L), telle que h = 1 sur A1 et h =0 sur A,. I1 existe
fe C(X,K,L), telle que flAuA = h. Donc A, =t A, sont disconnexes.
Done X est A - A discomlxexg.

2.4.4. PROPQSITION. - Supposons que X soit A - F discommexe. Alors
pour tout K, et pour tout Ae uf, on a: A est L -plongée dans X.
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Prewve. - Soit f¢ C(A,K,L) telle que lfll = +x On pose

w1={ch/ !f(x))41},w2=A—«31 ,f1=1w2+f.1w1
et f, = 1601 + f'1a)2' Alors f = f,.f,. Il existe h1c-C(X,K,L),

I
telle que h1lA =f (2.4.3). Posons g = r, il existe heé:C(X,K,L),
=4 —— = :
telle que he\A =8 = f2‘ Posons A1 = h2 (0). A1A A =@, Il existe
un of «ydans X, tel que A1c_oo, et Ajw = @. La fonction h3 = - 1
PRSP

appartient & C(X,K,L), puisque [hB(X)] e [f(X)]—1, et([f(X)]_be'be]

Posons h = h,.h.,. Alors hlA = h

1°B3 h = f1.f = f.

a3l e

2.4.5. COROLLAIRE 1. - Les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) X est fortement éparpillé
b) Pour tout K, chaque fermé de X est L-plongé dans X.

2.4.6. COROLLAIRE 2. - Les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) X est éparpillé
b) X est X - F disconnexe (X est séparé).
e) Chaque compact de X est L-plongé dans X, pour tout K
( X est géparé).

2.4.7. THEOREME (Urysohn). - ACX. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :
a) 2 parties B et C de A disconmnexes dans A somt discommexes dans X.
b) 2 ofs disjoints de A sont contenus dans deux ofs disjoints de X.
e) Pour tout K,A est L-plongée dans X .

Preuve. - aéapb trivial.

b=$c I1 suffit de reprendre la méme démonstration que dans
(2.4.3., a)=»Db), en remarquant que toute partition of dénombrable de
A est la trace d'une partition of dénombrable de X puisque deux ofs

disjoints de A sont disconnexes dansX .
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c). »b) Soient w, et w, deux ofs disjoints de A, eC(A,K,L),

il existe h eC(X,K,L), telle que b, = tw, s et par sulte h =1 sur
@

1

et h = 0 sur cw,. Posons(l = {xc—:X/n(x)k 5 2 et 2, =X JZ1

il est clair gque Q,1 et {22 verlflent la condition.

3. LES STRUCTURES ULTRA-UNIFORMES

3.

1.

Définitions et quelques propriétés.

3.1.1. DEFINITION. - Une structure uniforme sur un espace untforme

(X,4U) est dite ultra-uniforme si elle admet une base d'entourages

B qui vérifie la relation :

Vv Vvew (1)
X est dit dans ce cas un espace ultra-uniforme.
La base B peut étre choisie symétrique.

Alors on suppose dans la suite que B vérifie la relation

v2=v#x71 Vv eB (1)

3.1.2. PROPOSITION. - Soient (Y')ieI uune famille d'espaces ultrauntformes,
1

telle que la structure ultra-untiforme ’U,i de Y. i¢1 admette
wne base B, vérifiant (1'), (£;); g une famille de fonctions d'un
ensemble X dans Yoo, ieI, telles que £,00 XY i€I. Alors

la structure uniforme initiale associde d (f.).
unt forme.

eI est ultra-

Preuve. - On désigne par ’} une partie finie de I, Vv, un entourage de

IBl, et g f X f . D ns ces condltlons, il sufflt de démontrer que

Q’J’ g (v, )]2 = ﬂ%s . Soit (x,y)e[r\ gi vi)]#3zex, tel

s

ie‘g’

que (f‘i(x),fi(z))e Vi o, et (fi(z),fi(y))ev. , 1 egf. Alors

(fi(x),fi(y))evf = v, iegf—e(x,y)eél(v ; 1c)0(*>(x,y)s f)s (v).

ie 2

[ o]
Et par suite eq g (v. )] [1&2 gi(vi)] .
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3.1.3. COROLLAIRE. - a) La borne supérieure d'une famille quelconque
de structures ultra-uniformes sur un ensemble X est ultra-
unt forme.
b) Le produit d'une famille quelconque d'espaces
ultrauntformes est ultra-uniforme.
e) Chaque sous-espace d'un espace ultra-uniforme
est ultra-uniforme,
3.1.4. PROPOSITION. - S¢ v = v'= v . Alors la relation R(v) sur X,
telle que xR(v)ye (x,¥) e v est une relation d'équivalence. La
partition P(v) correspondant & R(v)est une partition of.

3.2, Structures ultra-unifommes et ultra-é&carts.
3.2.1. DEFINITION. - On dit qu'un écart d sur X est un ultra-écart
s1 et seulement si d(x,y)¢ Max[d(x,z); d(z,ijlx,y , 2€X

3.2.2. PROPOSITION. a) Chaque ultra-éeart d sur X définit une structure
ultra-uniforme sur X .
b) Toute famille d'ultra-écarts sur X définit une

structure ultra-uniforme sur X .

Prewe. - a) B(a,a) = {(x,y)eXx Xd(x,y)¢&} =[Bld,a )] 2,
puisqu'on a la relation (2).
b) C'est un cas particulier de (3.1.3).

3.2.3. PROPOSITION.-Pour tout ve B , l'application caractéristique de
€v dans R définit wn ultra-écart d, comme sutt :

4, (xy) = 10 (x3) 5 x, yeX.
3.2.4. THEOREME. - Pour qu'une structure wniforme sur X soit ultrq-

wniforme, il faut et il suffit, qu'elle soit définie par ume
famille d'ultra-écarts.
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Preuve. - La condition est nécessaire, il suffit de considérer la

famille (dv)vr; .

La proposition (3.2.2) dit que la condition est suffisante.

3.2.5. THEOREME. - Pour qu'une structure uniforme U soit définie

par un seul ultra-éecart, il faut et il suffit qu'elle admette
une base dénombrable d'entourages

B = { vn/neN ,v§=vn=vn}.

Preuve. - La condition est nécessaire. Soit d l'ultra~&cart qui défi-

nit 4 . I1 est clair que le famille B(d,%) ; ne€N est une base dénom-

brable d'entourages de I vérifiant (1'). 0

La condition est suffisante. On pose 4 = Z 2“ndv s en supposant
que la suite (vn)neN soit décroissante. d est un &carf (&vident). d

est ultra-&cart. En effet, soit x,y, z €X. Posons

n(x,y) = sup {n/(x,Y)e.vn} . Alors

&2, n{x,y) <0
d(x,y) = 2__ 2 ndv (x,y) = z , 2'-nc1v (xy) + 2 ZE'_ndv (x,¥y) =
n=o n n=o n n=n(x,y)+1 n

2—n(x’y).
n(x,y) > inf[n(x,z), n(z,y)J , puisque vi = v ; neN. Alors

a(x,y) = §n(x,y) N sup(§n(x’z), En(z,y)] £ sup[d(x,z),d(z,y)] .

Enfin 4 définit la structure ultra-uniforme /U, spuisque v, = B(d,én).

En effet, (x,y) v, implique d(x,y) \<§n et a(x,y) ¢ 2" implique
n(x,y) > n.

3.2.6. COROLLAIRE. - Soit X wn espace ultra-uniforme écartisable. Alors
X est ultra-écartisable.
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3.3. Le complété d'un espace ultra-uniforme.

3.3.1. PROPOSITION. - a) S7 la structure ultra-uniforme U de X est
définie par la famille d'ultra-écarts (d;), _,, alors les ultra-
éearts d, se prolongent par continuité uniforme en des ultra-

N

)

écarts d; sur X qut définissent la structure ultra-uniforme de
b) le complété X d'wn espace ultra-métrisable X

est un espace ultra-métrisable.

3.3.2. DEFINITION. - On appelle of-filtre sur un espace topologique X
tout filtre F qui admet une base d'ofs.

3.3.3. PROPOSITION. - Soit X un espace ultra-uniforme. Pour tout
filtre de Cauchy ¥ sur X, l'unique filtre de Cauchy minimal )Fo
moing fin que F est un of-filtre.

Preuve. - Le filtre F_ admet comme base les ensembles v(A), lorsque
A décrit une base de F (ou ) et v déerit [B. Voir [1] . Donc 11 suffit
de prouver que v(A) est un of, pour tout ve/B et tout A €fF.

ve U v(x) oo v A (Y v(x) # Pt Jzeviy)a((J vix))Ixea ,
xe A xe A xeh °

tel que z€v(ylp v(x )=>v(y)c v(x ) , puisque z e v(y)s(z,,¥) e v,(y,2)¢ v,
-
et (z,x ) evap (2,x)evay 2z, evix ). D'od v(A) = v(a) =~(A).

3.3.4. THEOREME. - Le complété séparé ;de l'espace ultra-uniforme X
vérifie les propriétés suivantes :
a) X est un espace ultra-uniforme .
b) (i',i) est solution du probléme wniversel des applications
wniformément continues des espaces ultra-uniformes X dans les
espaces ultra-uniformes complets séparés quelconques.
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3.4, Les structures ultra-uniformes compatibles.

3.4.1. PROPOSITICN. - Soit X un espace topologique ; poeur qu'’l zoists

uns structure ultra-uniforme M compatible sur X, il faut et il
suffit que la topologie admette une base d'ofs.

Preuve. - a) v(x) est un of. Voir (3.3.3. preuve).
b) la condition est suffisante. Il suffit de considérer par
exemple, la structure ultre-uniforme définie par C(X,K,b) . Cette

structure ultra-uniforme sers &tudiée dans la section (5).

3.4.2. PROPOSITION. - Sott (), ¢ 1 wre famille de structures ultra-

uniformes compatibles sur X. Alors leur borme supérieure est
eompatible.

Preuve. — La topologie assocife & la borne supérieure est la borne
supérieure des topologies associées & (ﬂi)i.elﬁ qui est celle de X.
3.4.3. DEFINITION. - La proposition nous permet de définir la struc-
ture ultra-uniforme wuniverselle comme étant la borme supérieure
de toutes les structures ultra-uniformes compatibles.
On note dans la suite cette structure ultra-untforme par 91
et gon complété par 61X .

3.4.4, COROLLAIRE. - a) La structure ultra-uniforme wniverselle 91
est compatible.

b) la structure ultra-uniforme universelle est
définie par tous les ultra-écarts continus sur X xX.

3.4.5. PROPOSITION. - Il existe une seule structure uniforme compatible

sur wn espace compact totalement digscontinu. Cette structure uni-
forme est ultra-uniforme.

3.4.6. PROPOSITION. - Soit (X,d) un espace métrique compact totalement

discontinu. Alors il existe sur X une ultra-distance d, équivalente
a d.

Preuve. - C'est un corollaire de (3.2.6.).
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L. LES STRUCTURES ULTRA-UNIFORMES ’u,,)5 ET LES ESPACES Q-COMPACTS

4L.1. Les structures ultra-uniformes "U,J‘,> .

4.1.1. NOTATIONS. -

a) X désigne un espace topologique éparpillé,
b) P désigne une partition of de X .
c) P désigne toutes les partitions of de X.
a)a ,53,3 désignent des ordinaux guelconques .
e))(_CL désigne le cardinal aleph o .
f) Card(P) désigne le cardinal de fw/w €Pj -
g) 1.Po ={PeP/Card(P)e X} |,

2.p, ={PeB/Card(P)< X |§ ,

L.1.2. PROPOSITION. - Pour chaque espace X, il existe wun plus petit
ordinal a, tel que Pn = P . On dit dans ce cas que X est o ~pré-
compact.

Preuve. - On pose a = sup i Card(P)/Pe i’}, P = sup { ?/Card('}‘)< a} .
Alors a = XI’* (voir ‘_6, page 125] ). Si Card(P)<¢ Xﬁ pour tout Pe P,

on posed = 53 » €t on pose 0(.=55+1 dans le cas contraire.

4.1.3. DEFINITION. - Soit X un espace ultra-uniforme, et soit’l, la
structure ultra-uniforme de X. On dit que U est f-précompact
st et seulement si pour tout v €B, on a :

Card(P(v))< X

L.1.b, THEOREME. - Soit X un espace éparpillé. Alors chaque Pﬁ définit
une structure ultra-uniforme compatible sur X notée LLJ .
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Preuve. - a) Pour tout pePﬁ on a : Acv(P).

b) Quels que soient P et P' de PJ3 on a :

v(Py P')c v(P) A v(F), PA P'¢ P.),3 J
¢) Pour tout PePg , ona : v(P) = [v(P)] ! .
a) v(p) = [v(P)]® , pour tout Pe Pg .
Aors la famille (v(P))PGP définit une base d'une structure
ultra-uniforme ’U,F sur X. u’ﬁ est compatible, puisque pour tout
PEP[‘* et pour tout xeX, il existe un seul wxe-P, tel que xe Wy

et v(P) (x) = w(x) , de plus pour tout of w de X la partition of
(w0 5L @) ePy s pour tout .

4.1.5. THEOREME. - 'U,p est la plus fine structure ultra-uniforme

55 -précompacte, compatible avec la topologie de l'espace éparpillé
X.

Preuve. - Soit |l une structure ultra-uniforme compatible avec la
topologie de l'espace €parpillé X. Alors pour tout v = v2 = ;16 u,

on a : P(v)e.Pp , et v(P(v)) = v. Donc 'IL)'; est plus fine que 1.

L.1.6. THEOREME. - La structure ultra-uniforme wniverselle est

exactement la structure ultra-uniforme sur 1'espace éparpillé X,
définie par P.

Prewve. - P définit une structure ultra-uniforme AL compa.tible sur X,
qui est d'ailleurs O -précompacte puisque i = Fy » si on suppose

X (-précompact (4.1.2). 4L est plus fine que toute autre structure
wltra-uniforme 4, ' compatible sur X. En effet, soit

veve sy el'. P(v)eP et v(P(v)) = vel . Donc U est plus

fine que A' et par suite, I est la structure ultra-uniforme universelle.
4.1.6. THEOREME. - Pour chaque espace éparpillé Y, il existe un plus

petit ordinal a tel que X soit o-précompact et la struc-
ture ultra~uniforme universelle soit o -précompacte.
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L.2. Les filtres de Cauchy pour les /u’ﬁ'

L.2.1. DEFINITION. - Soit F un of-filtre sur X(3.3.2). On dit que F
est un p-of-filtre, si et seulement si pour toute Per3 R
1l existe un weP tel que weF . Cect revient 4 dire que (F
est un of-filtre de Cauchy pour ’d,ﬁ . De plus, un P-of-filtre
est wn of-filtre maximal, et il est filtre de Cauchy pour toute

’U,Y, avee Y p-

4L.2.2. DEFINITION. - On appelle &-of-filtre sur X tout of-filtre
maximal F sur X tel que F = an # @ , pour toute famille
dénombrable (wn)n 51 d'éléments de F .

4L.2.3. PROPOSITION. —- Pour un of-filtre F, les propriétés suivantes
sont équivalentes :
a) F est un filtre de Cauchy pour W, (1-of-filtre).
b) F est un §-of-filtre.

Preuve. - a)==d b) Supposons que F ne soit pas un &-of-filtre. S'il

n'est pas maximal ce n'est pas un 1-of-filtre. S'il est maximal, il

existe une suite (w ) n»n strictement décroissante, telle que w o€ Fe
pour tout neN , et O=X Qo n = @. Onpose:)(1 X—:.o1 R
X, = X, - 2,..., X, =X, 4= @psee- - I1 est clair que (Xn)n 51 oSt

une partition of P de X ; PeP1. Xnyle‘ ; n31 . Donc [F n'est pas de
Cauchy pour ’U,I.

b) —wa) Supposons que F n'est pas un 1-of-filtre. Il existe
PeP1, telle que pour tout weP, on a : w ;{ F. 81 F est maximal [weF,
et m [co = weP = @. Aors F n'est pas un d-of-filtre. Si F
n est pas maximal, alors F n'est pas un§of-filtre.
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4,3. Lec fonctions ﬁ—additives.

4.3.1. NOTATIONS.
a) 2 désigne le corps 3 2 &léments {0,1} )
b) of(X) = {@/w cX, @ est unof } .

L.3.2. DEFINITION. - On dit qu'une fonetion P : of(X) 52 est
§ —additive, ei et seulement si :
a) ¢(@) =o0.
b) P(X) = 1.

e) Pour tout PePﬁ s Tl existe un ), € P, tel que @(w,)=1,
et pour tout weP w# » , P(w) = 0.

L.3.3. PROPOSITION. Il y a une correspondance bijective entre les
fonetions [ -additives sur of(X), et les P-of-filtres sur X

Prewve.- Soit F un fH-of-filtre sur X. On pose @ (F) : of (X)-¥ 2
1'application, telle que P(F) (w) = [ 1si weF ,
{0 si u)% F oo
Alors : &) @ (F)(@) = 0, puisque @ ¢F.
b) P(F)(X) = 1, puisque XeF.

¢) Pour tout PePﬁ , 11 existe un seul w, &P, tel que

W, €Foy qui satisfait alors 1la condition c) ci-dessus.

Réciproquement, soit c,) une application j&-additive. On pose
F(P) = [Acx/Tweof(X) ; Adw , et ¢(w) = 1}.
F(Q) est un P-of-filtre (évident). Il est clair que Fy@(F) et
«.Pt—?IF( Cf) sont deux applications réciproques l'une de l'autre.

L.3.L4. PROPOSITION. - Les filtres de Cauchy minimaux sur X pour la

structure ultra-untiforme I p définie par Pﬁ sont exactement les
P -of-filtres sur X.

Preyve. - Tout filtre de Cauchy pour U p » minimal, est un of-filtre
(3.3.3),done un P-of-filtre (4.2.1). Réciproquement, il suffit de
montrer que deux P-of—-filtres distinets sont incomparables. Or

les Sb—of—filtres sont des of-filtres maximaux.
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4.3.5. COROLLAIRE. - Le complété séparé de X powr Ws, la etructure
ultra-uniforme définie par PJ*-' est exactement l'espace des
> -of-filtres sur X, c'est exactement l'espace des fonctions
¢ —additives de of(X) dans 2.

Prewve. - Trivial.

4.3.6. COROLLAIRE. - Soit X un espace éparpillé o-précompact. Alors
son séparé complété ultra-universel est exactement l'espace des
fonctions O -additives de of(X) dans 2, c'est exactement l'es-
pace des U -of-filtres sur X .

Prewve. - Trivial.
L.4, Les espaces ( -compacts.

L.L.1. DEFINITION.~-On dit qu'un espace X est a.-compact si et seu-
lement 8t : '
a) X est a-précompact (4.1.2).

b) X est complet pour sa structure ultra-uniforme wuniverselle

0, = Uy .

L.b.2, LEMME - Soit X‘p le complété de (X,W,). Soit PeP, , alors
Ps{w Jwe P} est une partition of de xﬁ, telle que £,.x=p.

Preuve. — Soit w, € P.1,, est uniformément continue pour uﬁ’ done
se prolonge en l'application caractéristique de (,"3'? » qui est donc

un of de &13 Comme \ l % Uw |:¢.)°"3 » On en déduit

_ WEP,w# Wo ~
que les ao"3 3 € P sont deux § deux disjoints. P est un recouvrement

de SEP (aéfinition L4.3.2. et corollaire 4.3.5).

4.4.3. PROPOSITION. - L'’application P+ P est wie bijection de P_ (X)

sur By(Xg). &

Prewve. - Voir (L4.k.2).
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L.4.4. COROLLAIRE. - Pour tout espace X éparpillé et pour tout ordinal
A~
(s 0s J”> £0(4.1.2), la structure ultra-uniforme du complété X3
~
est exactement la structure ’Uzﬁ sur l'espace éparpillé X e

4L.4.5. COROLLAIRE. - ’)\(P est un espace éparpillé complet pour sa
structure ultra~uniforme U B

L.4.6. THEOREME. Soit X un espace A -précompact (4.1.2). Alors 6,3,
le séparé complété de X pour Wy = ©; , est un espace q -compact.

Preuve. - 91)( est complet pour ‘?Ld (4.4.5) . 91)( est o -précompact
(4-4.3). Alors 91)( est OL-compact.

L.L.7. PROPOSITION. -~ Les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) X est O-compact .

b) X est un compact totalement discontinu.

Preuve. = &)= b) Soit F un ultra-filtre sur X. Alors F est un filtre
de Cauchy pour uo s donc [F est convergent, et par suite X est compact
totalement discontinu.

b) =¥ &) X est éparpillé (10, P 128] » X est O-précompact
(évident) et il est complet pour ‘U, .

L.4.8. PROPOSITION. - Les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) X est of-paracompact, et 1-compact.
b) X est Lindeldf (X est éparpillé).

Preuve. - a)==yb) Soit (Oi)ieI un recouvrement ouvert de X, il
existe une partition of dénombrable plus fine. Donc X est Lindeldf.

b) —»a) X est 1-précompact (évident), X = 0.X (5.7.9.).
X est of-paracompact (2.3.3).
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5. LES ESPACES 6bX ET LA STRUCTURE ULTRA-UNIFORME UNIVERSELLE.

5.1. Parties uniformément &quicontinues de U (X,K,b).

5.1.1. DEFINITION. - On appelle transformation de Dirac l'application
qui d x €X fait correspondre & , tel que Ex(f) = £(x),
pour toute application f de X dans K.

5.1.2. DEFINITIONS. - Soit H wne partie de W (X,K,b). Alors :
a) On dit que H est simplement bornée, si et seulement st
sup |£(x)l ¢ +o0.
fe'H
b) On dit que H est uniformément équicontinue, 8t et seulement
st pour tout €70, il extste vel , tel que (x,y) e v entratne
| £(x) - fly)l« & , pour tout feH.
e¢) On associe d chaque partie H simplement bormée l'ultra-écart

fint a tel que d.H(x,y) = ;ug{f(x) - f(y) | .
e

5.1.3. PROPOSITION. - Soit H une partie de U (X,K,b) simplement bornée.
Alors les propriétés suitvantes sont équivalentes :
a) B est uniformément équicontinue .

b) 4, est uniformément continue sur Xx X.

Preuve. — a) =m» b) Soit £y 0, il existe vel, tel que (x,y) ev entratne
sup | £(x) - £(y)l< E£/2. soit U = {((x1,x2),(y1,y2))/(x1,y1)eV,(x2,y2) ev}
feH

1l'entourage dans (X,X)E. Alors

| aglxya%,) - Qulyay,) [ ¢ lxqax,) + alyyay,) € €, pour tout ((x,,x,),
(v, el -

b)apa) Trivial.

5.1.4., PROPOSITION. - Sott b la bornologie de toutes les parties de X .
Alors, pour toute partie uniformément équicontinue H de 1 (X,K,b),
1'adhérence B° de H dans 1 'espace produit de toutes les fonetionms
définies sur X (muni de la topologie de la convergence simple)
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est uniformément équicontinue, done contenue dans Y(X,K,b).
En particulier, wne fonction f, limite simple d'une famille
(fi)i el wniformément équicontinue est uniformément continue.

De plus, st H est simplement bornée, alors H° est aussi
stmplement bornée, et

Prewve. - Fixons £>0 $ soit vel 1'entourage de 1 associé & (H,g )
Pour tout (x,¥y)e v,1'application de K* dans R définie par | £(x)-£(y)l
est uniformément continue. Il en résulte que |f(x) - f(y) < €  pour
toute fe B , puisque cette condition est satisfaite pour toute f¢ H.
Pour les mémes raisons, on a lorsque H est de plus simplement bornée
dﬁss d.H , d'ou c'lﬁs = d.H puisque HC .
5.1.5. DEFINITION. - Pour chaque famille (fi)ie 1 d'idempotents de
W(X,K,0) , on pose : .
a) f=sup f telle que f(x) = {O st XGQI 2(£5)
iel 1 atlleurs ,

187 xe{) coR{f.)
b) h = inf fi s telle que h(x) ={ iel

iel 0 aitlleurs ;
2(£) = £ (o), coz(f) = X-2(f).

5.1.6. PROPOSITION. - Soit f un idempotent de K. Alors les propriétés
sutvantes sont équivalentes :
a) £fel (X,K,b),

b) v(f) = [z(s) 20(z(e))?] W .

Prewve. - a)==%b) puisque (f ;<f)_1 [B(l.l,l)] = v(f)
b) ==wa) puisque (fx f)(v(f))CAe, la diagonale de K-.

5.1.T. PROPOSITION. - Soient f,, f, deux idempotents de AL(X,K,b).
Alors on a :

a) £..5,6ll (x,K,b) ,
b) sup(f1,f2)e’u' (X,K,b).
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Preuve. - a) £ f5f +1, - sup(f‘1,f ). Donc il suffit de démontrer b).

b) v(fj N v(2f2)cv(sup(?‘1,f2)). En effet, si
() vis) o vigy), et (oy)e[z(e) 1% 2(£)] 2, ators
(x,3) ¢ v{sup(£,5,)). Si (x,y)ev(£ ) vigy) et (xy)e[l z(£)]
par exemple, alors (x,y)e[[ Z(f1)n Z(fz)] 2 et par suite '

).

2

b

(x,y) ev(sup(f1,f2

5.1.8. PROPOSITION. - Soit (fi)ie [ wne famille d'idempotents de
L (X,K,b) wniformément équicontinue. Si F(I) ={ Jc1/y
est fini}‘ Alors:

a) La famlle (fJ )‘ZC F(i) * telle que f = sup f. est wunifor-

mément équicontinue. ie]
b) sup'fi est uniformément continue .
iET . '
e) "2 [(fi)iell = Z[sup fi] est un of.
i€l
Preuve. - a) On applique (5.1.7) en raisonnant par récurrence sur

le nombre d'éléments de J} .
b) sup fi est uniformément &quicontinue puisque sup fi est
iel iel
la limite simple de la famille (fb ))}e F(1) On applique (5.1.L4)
en remarquant que si H est une famille d'idempotents de A(X,K,b). H®
1'est aussi.

¢) Trivial.

5.1.9. REMARQUE..Dans toute la suite, on considére l'espace vecboriel
I (X,K,b) muni de la topologie de la convergence simple. On pose aussi
% = {H} la famille de toutes les parties uniformément équicontinues,
simplement bornées dell(X,K,b).

5.1.10. PROPOSITION.-Les parties H munies de la topologie de la conver-—
gence simple sur X notée ZH pour toute partie Hedb définissent
sur W(X,K,b) un recouvrement stable par réunion finie, par somme
vectorielle et par homothétie, tel que :

; €t B, de ¥, telles que

CH2 ‘ Hy - z"’H1 )

b) Pour toutes deux parties H, et H, telles que H1e3}6,-

H,CH, ona H, €&

a) Pour toutes deux parties H
H1 CH2 s ON a
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5.2. Le spectre de U(X,K,b).

5.2.1. DEFINITIONS.

a) On appelle caractére de A, (X,K,b) toute forme linéaire non
nulle u sur W(X,K,b) telle que :

f,g e W(X,K,b), f.geWU(X,K,b) entratnent u(f.g) = u(f).ulg) [h] )

b) On appelle caractére du spectre de A (X,K,b) tout caractére
de W (X,K,b) ayant ses restrictions aux parties H uniformément
équicontinues, et simplement bornées continues. On appelle

e% X l'espace des caractéres du spectre de A (X,K,b) mmi de

la structure wniforme de la convergence wniforme sur les parties

H et de la topologtie associée.

e) On appelle caractére de C(X,K,b) toute forme linéaire non
nulle sur C(X,K,b) , telle que

u(f.g) = ul(f).ulg) ¥ f,g ¢ C(X,K,b) .

5.2.2. PROPOSITION. - Pour tout u € eu X, et pour toute f ¢l (X,K,b),

——

ona : ulf)e £(X).

Preuve. - Supposons tout d'abord que u(f) = 0, et O #I‘Tf) I1 existe
a >0, tel que f(X)c¢ [B(O, Q). Alors % ell(X,K,b) et par suite

u(-;:lf) = u(%)-u(f) =0 = u(1) (absurde). Si u(f) # O, on pose h = f

h = f~u(f).u(h) = 0, alors O €f(X)-u(f) ainsi u(f) € £(X).

5.2.3. PROPOSITION. ~ Soit £ €ll (X,K,b) et soit « > 0. Alors :

a) La fonetion caractéristique q de {xeX/lf(x)L c(} est
uniformément continue.

b) f.q est uniformément continue,

¢) 1 - q, la fonetion caractéristique de{x eX/ |e(x) [> o} est
wni formément continue.

d) £.(1-q) est wuniformément continue.
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Preyve. - a) Il existe vell, tel que (x,y) ¢v entraline If(x) - £(y) L(d,.
Donc (x,y) € v entraine \q(x) - qly)) = 0 et, par suite, g€l (X,K,b).

b) Il existe vell , tel que (x,y)e v entraine | f(x) - fly)lg «
et,par suite,(x,y) e v entraine |q(x)f(x) - q(y)f(y)l( o , puisque
(x,y)e v entraine q(x) = qly).

¢) Trivial.

d) Trivial.

5.2.4. PROPOSITION. - Soit H une partie uniformément équicontinue, et
sott ue QuX. Alors, pour tout «> 0, il existe x ¢X, tel que
Vu(f) - £(x)]<aq , pour toutef feH.

Prewve. - On pose H, = {e/g = f-u(f), fe H}. H, est uniformément &qui-
continue et g¢ H1 entraine u(g) = 0. Pour chaque g €H,,on pose alg)
la fonction caractéristique de { ch/\g(x) I)O(}. Alors u(q(g)) = 0«

La famille (q(g))gGH est uniformément &quicontinue (&vident). Donc
1

u(sup ql(g)) = 0, et par suite 2 [H;\= Z[sup q(g)-\ # 9 et, par
g H, geH,
suite, il existe x¢ X, tel que lu(f) - f(x)l(d , pour toute f ¢H.

5.2.5. THEOREME. - a) La transformation de Dirac { est une application
de X dans QuX.
b) & est uniformément continue.
e) £ est injective
d) 8_1 : E(X) —% X est uniformément continue.
e) E(X) est partout dense dans 0, .
f) © X est le séparé complété de (X,4).

Preuve. - a) & L et un caractére de UA(X,K,b) (évident). Ex'H est
continue, puisque H est uniformément équicontinue.

b) £ est uniformément continue, puisque chaque H est unifor-
mément &quicontinue.

c) W (X,K,b) sépare X. En effet, si x # y, il existe v = v° s

tel que (x,y) ¢v. L'application d_ : X = K, telle que d_(y) = 1 x
X X [v ’y

est uniformément continue, et dx(x) = 0, dx(y) = 1. Donc £ est injective.
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. 2 1 .

d).801t v. = v=v . Alors la famille (1®)wcP(v)
un:formement &équicontinue, et simplement bornée. De plus “w)weP(v)
est simplement fermée.

(€' x¢ HHEZA € 0x £0] = vau(r,3) = {(w,v)e [ 6 x]Aule)-v(n)le 3, ten].

est

e) Voir (5.2.4).
f)@lf(est un espace ultra-uniforme séparé, et complet puisque
la limite uniforme sur chaque H d'une famille de caractéres de GuX , est

un caractére de GuX. Donc OuX est le séparé complété de (X, ).

5.2.6. COROLLAIRE. - Soit (X)) wn espace ultra-uniforme séparé. Alors
la structure ultra-uniforme A est exactement la structure ultra-
uniforme de la convergence uniforme sur les parties % , c'est-

d-dire, c'est la structure ultra~uniforme de la & -convergence.

5.3. Les espace 5°x.

DEFINITION. - On appelle be 1l'espace des caractéres de C(X,K,b)
muni de la structure ultra-uniforme de la convergence

simple sur C(X,K,b), et de la topologie associée.
5.3.1. PROPOSITION. - 8bx est un espace ultra-untforme séparé complet.

Preuve. - SbX est un sous-espace ultra-uniforme du dual C(X,K,b)*,
le dual algebrique, muni de la structure ultra-uniforme de convergence
simple sur C(¥,K,b). SbX est une partie fermée de C(X,K,b)* , puisque
toute limite simple de caractéres est une forme multiplicative, et

unitaire, donc un caractére et par suite SbX est un espace ultra-
uniforme séparé complet.

5.3.2. PROPOSITION. -
a) £ est continue.
b) & (X) est partout dense dans SbX.
c) € est un homéomorphisme de X sur E£(X).
d) SbX est le géparé complété de X pour la structure ultra-
uniforme définie par C(X,K,b), c'est-d-dire la structure ultra-
untforme définie par les ultra-écarts continue

(dg) e ¢ o(x,k,b)
tele que df(x,y) = |f(x)-f(y)\ s (x,y) e Xx X,
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Preuve. a) Soit W(f1,...,fn,X) (Sx ) un voisinage de Ex ,» 11 est clair
o]

SRRV EANCEACSRANE: W(E, et X (6 ).

Xo

( £ est continue méme si X n'est pas séparé).

b) C'est un cas particulier de (5.2.4).

c) £ est injective, puisque X est &parpillé. £
puisque la topologie de X est celle associée & C(X,K,b).
d) Trivial.

1 .
est cont lnue,

5.3.3. PROPOSITION. - a) L'application y: f —» fb de C(X,K,b) dans
c( SbX,K,b) telle que £2(u) = u(f)pour tout ue&x > est un
18omorphisme.

t——

bp) f£(X)c £9( sbx) c £(X).

Preuve. - Trivial.

5.3.4. THEOREME. - Soient X et Y deux espaces éparpillés. Alors pour toute

fonetion continue £ : Xr—>Y , il existe une application

£ 8°X—»Y , telle que la diagramme :

X £ > Y
£ £
b
§X —_—>§ Y
sott commutatif. £
. .. N .
Preuve. = On définit f de la fagon suivante; f(u) est le caractlre ge

SbY, tel que £(u)(n) = u(hof), Yh €C(Y,K,b). £( £x)(h) = Ex(hof) =

£ f(x)(h). Donc le diagramme est commutatif. ? est unique, puisque
£ (X) est dense dans SbX.

5.3.5. THEOREME. - Le couple (&, 5")(? est solution du probléme universel

des applicationg continues de X dans les espaces éparpillés
Y, tel que Y= &Y.

42



Structures ultra-uniformes et espaces éparpillés

Prewve. - Cas particulier de (5.3.k).

$.L. Relations entre les be.

S.4.1. PROPOSITION. - Soient b, et b, deux bormologies sur K, telles
que b, Cb,. Alors C(X K,hy est 1gomorphe A C( Sb’c‘x Kyby ).

b b
Preuve. — L'application f > f 2 ge C(X,K,b ) dans C( SZX,K,bg)

est un isomorphisme (5.3.3) . Soit feC(X,K, b, ) 5 f(X)e b, donc b,

£(X) € b,. f€C(X,K,b2) implique P2 . &b2x —— K existe. £92( §°2 X)eb, ,

puisque f(X)c f 2(s b2x)c f£(X). D'autre part, soit he C( S X K,o, ), alors
by o

h\X(X €b,, il est évident que h‘X)

5.4.2. THEOREME. - Soient b, et b, deux bormologies sur K, telles que

b, Cb,. Alors 8°2x est un sous-espace topologique partout
dense dane 8°'x .

b b b b
Preuve. -~ C( § XKb) C(XKb),alors §'( §%) = 8 'x. ponc
5b2X est un sous-espace topologique partout dense dans gb 1X.

5.4.3. PROPOSITION. - Sotent F la bormologie des parties finies de K,
et bo la bormologie de toutes les parties de K . Soitent b
et bedeux bormologies sur K. Alors, on a :

a) X ¢ 8%°x c &8°1x c &%x (topologiquement).

b) X < 8Mx ¢ be, et X< 8%2x ¢ 8% (topologiquement),
b étant la bormologie sup(b1,b2). 5b1x et §b2X ne sont pas
nécessairement comparables.

1

Preuve. - Voir (5.4.2).

5.5. L'espace SPX.

5.5.1. Notations. a) P est la bornologie de toutes les parties relativement
compacte de K.

b) b désigne une bornologie sur K, tel que bcP.
c) 2 est le corps 4 2 éléments.
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5.5.2. THEOREME. - Pour tout espace X, be est un espace compact

totalement discontinu.

Preuve. - 6bX est une partie fermée de TT f{X). Done be
fcC(X,K,b)

est un compact totalement discontinu.

5.5.2. PROPOSITION. - Les propriétés suivantes sont équivalentes :
b
al X= §°X.

b) X est un espace compact totalement discontinu.

Preuve. - Un compact est éparpillé si et seulement si il est totalement
discontinu [ 10, p. 128] .

5.5.4. PROPOSITION. - Les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) X est éparpillé .
b) Il existe un ensemble I, tel que X soit homéomorphe 4 une
partie de 2.

N

e) X est homéomorphe d& un sous-espace d'un (e.t.d.).

Preuve. = &)=mmmmey b) X est homéomorphe & une partie partout dense
ge 3C(X,:2)

D) =e——med c) Soit YC§I.Y est un compact totalement

discontinu .

C) 3 8) Un sous-espace d'un (c.t.d.) est éparpillé.
5.5.5. PROPOSITION. - Pour toute bormologie bcP, on a :
8P = sPXx ¢ wn i18omorphisme prés laissant X ponctuellement

invariant.

Preuve. - 8§PX est compact (5.5.2) partout dense dans 5bX (5.4.2).
Donc &Fx = §°x (topologiquement) donc uniformément.

5.5.6. Remarque. - On identifie les espaces ultra-uniformes be pour
tout bCP, et on note SPX ces espaces.
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5.%.7. PROPOSITION. - Posons /le la structure ultra-wniforme définie par
C(X,K,P). Alors QP = U,, K étant infini.

Preuve. - Soit P¢P, , l'application définie par f(x) = & si x €w_

1€ n¢k = card(P), avec a, # & » quel que soit n # m,vérifie v(P) =

B(df,OC) pour &< infla -a [. Donc /] . est plus fine que 'u-o .
nfm = T P

Réciproquement, soit f<C(X,K,P) et soit a > O, de la partition
of de K définie par ! x-y| ¢ @ ) en peut extraire un recouvrement fini
de £(X), soit (w 1)15'5_411‘ Les f—1(¢o 3N (X)) forment une partition finie
P de X, et (x,x')c v(P) entrafne |f(x) - f(x')] ¢ & ce qui montre que
f est A,-uniformément continue, et AU, est plus fine que U,P.

5.6. L'espace 'SLX .

5.6.1. PROPOSITION. - Pour tout d. e R 3 O0¢caa ¢ 1. Il existe une suite
infinie (a‘n)ngr’ telle que inf {I a-a | ;n # m} > .
K est infint.

Preuve. ~ Si K est discret, une suite gquelconque infinie (an)n>1 ’
telle que & # a_ » pour tout n # m , vérifie la condition. -
Si K n'est pas discret, il existe un Q€K ; ]'M > 1. La suite 7\n 3y nyl

vérifie la condition.

5.6.2. PROPOSITION. - La structure ultra-wniforme ||, est identique d 4 |
AU | est la structure ultra-uniforme définie par C(X,K,L).

Preuwve. - Méme démonstration que (5.5.7) en tenant compte de (5.6.1).
5.6.3. PROPOSITION. - Soit A une partie fermée non compacte de K. Alors

1l existe dans A une suite (an)n

inf {[an-am| ;nfm}= &> 0.

QT telle que

Preuve. - Il existe dans A une suite (e'n)n>1 » telle qu aucune de ses

sous-suites ne soit convergente; c'est une propriété connue des espaces

métriques compacts. Alors inf {\an-aml ; n# m} = & > 0y car sinon
on peut extraire d -sui
: P e de {ani n »1 une sous suite (‘bn)ne1 , telle que
nl:)n; \bn—bnﬂl = 0. Donc (bn)ngl converge, puisque K est ultra-métrique.
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Donc inf {]an-aml ; n# m% = o > 0.

5.6.4. PROPOSITION. - Soit bcl , b,f P » les propriétés suivantes sont
équivalentes pour un espace éparpillé X.
al) X be ’
b) X = §hx.

Prewve. = a)m==xb) Si X = §°x , d'aprés (5.4.2) ona : X ¢ SLX c be
d'ol 1'égalité.

b) ==—5a) Soit ue&bx, et F = {ACX |3w <A, avec u(1,) = 1} .
[F est un of-filtre maximal qui converge évidemment vers u dans be.
Montrons que c'est un §-of-filtre : sinon il existerait une suite strie-

tement décroissante d'of (W )
n’'n>

o 1% = X, €F, telle que N w = 9.

m,0

Soient Xn =0, -« s pour n 1. I1 existe une suite dénom-

brable (a.n)n qui appartient & b, et inf {] a-al,n # m} = o> 0

31
(5.6.3). Soit g : X ->K l'application définie par g(X ) = {an\ , pour
n>1. geC(X,K,b) et ulg) = ulg).ul1,), pour tout n» O montre que
u(g)e QO {am/mgn} = @ ce qui est absurde. En définitive, IF converge
dans X vers x, et u = Ex.
5.6.5. COROLLAIRE. - Sott X un espace éparpillé, et soit b une bormo-
logie sur K; bcl, et b¢P . Alors SbX = ng d un  homéo-

morphisme prés laissant X ponctuellement invariant,

Preuve. - Désignons par Sb : X — SbX et S’L 1 X — SLX l'application
de Dirac. On a : S°( &™) = &% (5.6.4) et &°( 8°X) = §° (5.6.4).
I1 existe donc u : <be —> SLX et v : SLX — be , des applications

b b

continues, telles que uo Sb = SL et vo 5L = & . Alors veu, Sb = §

et v, SL = SL, ainsi u et v sont deux homéomorphismes réciproques.

5.6.6. Remarque. - On identifie les espaces topologiques chX et SLX

satisfaisant aux conditions de (5.6.5) et on note ces espaces SLx.

L6



Structures ultra-uniformes et espaces éparpillés

5.€.7. Remarque. - D'aprés (5.6.3) si K est inini, il existe des parties
relativement LindeldSf qui ne sont pas relative-aent compactes. Par suite,
les espaces topologiques SPX et gLX ne dépendent pas du corps K, mais

seulement de 1l'espace éparpillé X, ce sont respectivement les supports des

complétés de X pour U o et w,.

5.6.8. PROPOSITION. - Soit E un espace éparptllé tel que E = SLE.
Soit X une partie partout dense de E et L-plongée dans E.
Alors toute application continue £ : X ~> Y tel que Y = shy,

admet un prolongement continu unique t:r - .

Preuve. - Soit x ¢E, et soit F(x) le filtre de voisinages de x. IF(x)

est un 1-of-filtre. [F(x)n X est un 1-of-filtre, puisque chaque PG-P1(X)

est la trace d'wn P'e P (E) (4.4.2), £[IF(x), ¥ est un -of-giltre, et

par suite il converge vers l'unique point x €Y. On pose f(x) = z. f

prolonge f, puisque si xeX f [(F‘(x),, X} converge vers f(x). f est continue.
Soit ¢y un voisinage of de z, il existe un of we F(x), tel que f[won X]C‘*),
puisque f[&“(x)/\ X] converge vers z. Soit yecw, , fly)eco » puisque

we € F(y). Done Flwgs )e o, et par suite T est continue, et elle est unique.

5.6.9. PROPOSITION. - Soit E un e.t.d. Soit X une partie partout dense
de E, et P-plongée dans E. Alors toute application continue

f:X —Y, tel que Y = 5PY admet un prolongement continue
unique £k — Y.

Prewve. — Méme raisonnement que dans (5.6.8).
5.6.10. PROPOSITION. - Soit E un compactifié totalement discontinu de X.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) X est P-plongé dans E.
b) E= 6&%x.

Preuve. - a) ==» b) On considére les deux diagrammes

X 1 S E X € . 8%
El

1 (5.3.5) et ; / (5.6.9) »
sFx E
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Alors:(ioé)]x=1 et (é‘oi)l'x=1X.Donc T .€=1_¢et £.1i=1

a'od E = SFx.
b) ==p» a) Voir (5.3.5).

5.6.11. PROPOSITION. - Soit E un espace éparpillé tel que E = SLE s
et goit X une partie partout demse de X. Alors les propriétés
suitvantes sont équtvalentes :

a) E= 8.
b) X est L-plongé dans E.

Preuve. - Méme raisonnement que dans (5.6.10)
5.7. La complétion ultra-universelle.

5.7.1. THEOREME. - La structure ultra-uniforme universelle 91 est
exactement la structure ultra-uniforme de la convergence uniforme

sur les parties X , équicontinues, simplement bormées de Cc(X,K,v).

Preuve. - Il suffit de démontrer que C(X,K,b) = 61(X,K,b) et qu'une
partie H équicontinue, simplement borfée de C(X,K,b) est uniformément
équicontinue, et simplement bornée dans Bi(X,K,b). C(X,K,b) = 91(X,K,b)
est &vident. Si H est équicontinue, simplement bornée, dy est continu,

et fini’donc dH est uniformément continue et,par suite, H est uniformément

équicontinue, simplement bornée.

5.7.2. THEOREME. - Le 8éparé complété ultra-universel de X est exacte-
ment le spectre 91X de C(X,K,b) c'est=d=dire l'espace des
earactéres de C(X,K,b) ayant leurs restrictions aux parties
équicontinues, simplement bormées de C(X,K,b) , continues, munt

de la structure de la convergence uniforme sur les H.

Preuve. - Voir (5.2) et (5.7.11).
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5.7.3. DEFINITION. - On dit qu'un espace X est non archimédien si et
seulement si 91X =

5.7.4. PROPOSITION. - Il existe un isomorphisme ertre 91(X,K,b) = C(X,K,b)
et 6,(0,X,K,b) qui échange les parties H (Les parties unifor-
mément équicontinues, et simplement bornées).

Prewve. - L'application de O, (X,K,b) dans 6,(6.X,K,b), @ : f v f 8
telle £9u) = (f) : ue 0,X, est un 1somorphlsme (ev1dent) Si He3¥, HX %
puisque dy = dye 3 qD(H), et réciproquement.

5.7.5. COROLLAIRE. - 81( 91x) = e1x.

5.7.6. PROPOSITION. - Pour toute b sur K, on a :
a) $°(e.x) = 8§

b) 9 X est un sous—espace topologique partout dense de 8 X .

Prewve. - C(X,K,b) = Cc(© XK ,b). Alors 8 (o X) = be 9 X est epar-
pillé donc @ X est un sous-espace topologique partout dense de 8 X.

5.7.5. THEOREME. - Pour deux espaces éparpillés X et Y et pour toute
application continue £ : X Y , 7l existe une application
eontinue f : 61X .—v61Y telle que le diagramme :

X v—————‘; Y
el s 4
Xt——f—)eY
soit commutatif.

Fal
Preuve. - Soit b la bornologie de toutes les parties de K. On pose f(u)
pour tout u ¢ G1X, le caractére sur 9 (Y,K,b) tel que T(u) = u(hof) ;
ne O(LKDp). #(g )(h) = g (hof) =

f( )(h) T est unique, puisque X
est partout dense dans

01X Enfm prouvons que T(u) est un caractére du
spectre de 91(Y,K,b). Soit He# ae 01(Y,K,b). Alors H , f est unifor-
mément €quicontinue, puisque H , f est &quicontinue, H o f est simplement

- A

bornée de 91(X,K,b) et par suite d[ﬂ ¢ est continu. Donc f(u)(H est
o

continue.
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5.7.8. THEOREME. - (€, (—)1X) est solution du probléme universel des

applications continues de X dans les espaces non archimédiens Y.

5.7.9. PROPOSITION. -
a) Chaque espace discret est b n.a.
b) Chaque espace éparpillé Lindeldf est n.a.
e) Chaque espace of-paracompact est n.a.

Preuve. - Chaque espace discret est of-paracompact (z/vident). Chaque
espace Lindeldf est n.a. En effet, pour chaque recouvrement ouvert de X,
il existe un recouvrement of dénombrable plus fin. Donc il existe une
partition of dénombrable plus fine (2.3.3) et,par suite,il suffit de
prouver b). b) Soit u ¢ 91)(, il existe xeX tel que ax = u. En effet,
supposons que Ex # u , pour tout x¢ X. Alors il existe une partie He K
de @1(X,K,b) telle que u(f) = 0, pour toute f ¢H, et pour tout xe X,

i1 existe fxeﬂ ; fx(x) # 0. Donc pour tout x €X, il existe un of . (x) ;
x €ewl(x), et Offx(a.)(x)) X étant of-para-compact, il existe une partition
of P de X plus fine que (w (x))x. Alors u(1,) = O pour tout < €P. La
famille (1(‘0)“J ep est uniformément €quicontinue, etwsle.lpp 4o = 1. Donc
u(1) = 0 (absurde) et,par suite, il existe xcX tel que u =
Alors 61)( = X.

S I

5.8. Relations entre SLX et 61X.

5.8.1. THEOREME. - Soit X wun espace & précompact. Alors les propriétés
sutvantes sont équivalentes :
a) SLX = 6,X.
b) X €M, . N, étant le plus petit cardinal mesurable.

Preuve. - a) = b) Soit PeP = Py de Ehe dv(P) est contlnue.LLa
1 = € -di e
famille (xw)w eP, {x‘u\meP, X ¢ w} est 4 (p)~discrdte. (X est

replet, puisque & X est une partie fermée de || f£(X). Donc
fec(X,K,L)
(x“’)wGP est modéré (Shirota) et par suite xo(,z ™,

b) => a) s = 91)(@81"( 91X) = Q1X, puisque &L(91x) = &Ly
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.
Supposons que & (6 1X) # Q1X. I1 existe donc un 1-of-filtre sur 51)(
noté F qui n'est par convergent. Alors F n'est par un d~of-filtre, et

par suite, il existe une P¢ P, telle que we¢ P entraine wﬁF. L'espace

91X 0.X
———— est modéré. Soit ¢: 91X -» ——— 1l'application canonique.
R(v(P)) R(v(P))

@ (F) est une base d'ultra-filtres qui ne converge pas. Il existe donc [T]_

T é . . y . =
une famille dénombrable (W n)nz1 3w eq (F) ; neN, et n‘ 7:160!1 ®.
Alors c‘o"1(¢\> JEF et ({;1(60 )=@ (absurde), puisque [F est un § -of-
n 1 n

L n2 L
filtre. Donc & ( 91X) = 91)(, et §°X = 91X.

5.8.2. COROLLAIRE. - Soit X un espace éparpillé. Alors toute fonetion
CP: Of(X) — 2 » 1-additive est Y-additive pour tout Y , tel
que Xy <M.

Preuve. - Il suffit de démontrer que A‘L(Xr)= ib’ . Pour cela, on

applique le méme raisonnement que (5.8.1, b)=> a)).

5.8.3. COROLLAIRE.-Soit X un espace éparpillé. Alors tout 1-of-filtre
sur X, est un ¥-of-filtre pour tout ¥ , tel que X‘,s m, -

5.9. Les espaces discrets.

5.9.1. THEOREME. - Sott X un espace discret. Alors les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :
a) X est complet poulr'./u,1 )
b) x = 8%,
¢) X est modéré,
d) Tout § -of-filtre sur X est comvergent .

Preuwve. - a)%b) voir (5.4.3).

¢)=>4) voir (6.5.1) -
a) ==d) voir {7] .
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5.9.2. COROLLAIRE. - Soit X un espace discret. Alors les propriétés
sutvantes sont équivalentes :
a) &Ux # x
b) X est mesurable.

5.10. Relations entre 61 et @, Pet SF s Qet SL

5.10.1. THEOREME. - Pour un espace éparpillé X, les propriétés
suivantes sont équivalentes :
a) © = 0 ;7
b) 0 = 8L~
e) P - 8%
d) px = §Fx.

Preuve. — L'espace uniforme (X, @) est un espace fin [12] ;donc ¢ @ est
définie par une famille des partitions ofs" &quivaut & "ﬁ est définie
par une famille des partitions ofs" .{12, D 1’471. Donc a)& c). cle= d)
évident.

b) = c) Soient £eC™X), et Ao il existe une partition of
P = (® k)ke1 , telle que v(P)cC B(df,o( ).. I1 existe un nombre fini de
boules Bd (xi,o‘\ Yy {1 sisn) telles que leur réunion est X. Chaque «». € P

est contefu dans un Bdr(xi,o(). Posons JL1 = {U‘*-’k/ w, < Bdf(x1'd) } .
et sz = fu @,/ w, C By (xm,O(), cokcf;Bd (xq,o() ; Q< m} pour tout

<n. . . iti
1<mg¢n (an)1 ¢ign 5% we partition of P, de X, telle que

U’(P1)CB(df,0(). Donc 53= SP.

a) =, b) méme démonstration que b) =y c).

52



Structures ultra-uniformes et espaces éparpillés

BIRLIOGRAPHIE.

Mamuscrit remis le 10 mai 1972

.F. MONNA, Remarques

. BUCHWALTER, Cours D.E.A. 1969-1970, Dep. Math. Lyon.

. BUCHWALTER, Topologies et compactologies, Pub. Dép. Math. Lyon t. 6

fasc. 2, 1969, p. 1-Tk.

. BUCHWALTER, Topologies, bornologies et compactologies, Thése Doct-€s-sc.

Lyon, 1968.

. PUPIER, Méthodes fonctiorielles en topologie générale, Thé&se Doct-&s-sc.

Lyon , 1971.

. VAN DER PUT, Algébres de fonctions p-adiques, Proc. Kon. Nederl. Acad. Wet.

séries A, t. T1, 1968, p. Lot-L12.

sur les métriques non archimédiennes, Proc. Kon. Nederl.
Acad. Wet. série A, 1950, p. UTO-4B1 et p. 625-637.

. CHOQUET, Cardinaux non mesurables et cdnes faiblement complets, Ann. Inst.

Fourier, t. 17, 1967, p. 383-393.

. GILMAN et N. JERISON, Rings of continuous functions, Van Nostrand, 1960.
. BOURBAKI, Topologie générale, Chap. II, Hermann, Paris 1961.

. BOURBAKI, Topologie générale, chap. IX, Hermann, Paris, 1958.

. BOURBAKI, Théories des ensembles, chap. III, Hermann, Paris, 19547

. ISBELL, Uniform spaces, Math. Surveys n° 12, Amer. Math. Soc. 196L.

A. DEAIBES

Département de Mathématiques
Université Claude Bernard

43, bd du 11 novembre 1918,
69621 - VILLEURBANNE

53



