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INTRODUCTION

Soit TC une représentation unitaire d'un groupe localement compact G dans un espace
hilbertien %ﬂ: . Soit VNTC 1'algtbre de Von Neumann engendrée dans & ( %ﬁ ) par les
opérateurs TC (x), o4 x parcourt G. L'objet du présent travail est d'étudier quelques
propriétés du prédual Aﬁ: de VN,“: , c'est-a~dire de l'espace de Banach des formes linéaires
ultra~faiblement continues sur VN‘IT: .

On peut identifier ATt 4 un espace de fonctions continues et bornées sur G, plus pré-
cisément & un sous-espace de Banach de 1'algdbre de Fourier-Stieltjes B(G) définie et &tu—
dide par P. Eymard dans [5] . En particulier, si TU est la représentation régulidre gauche
de G dans L2(G), Ay s'identifie 4 l'algdbre de Fourier A(G) (ef. (5] ). Des résultats

sur les espaces A en général - ainsi que sur le cas particulier des représentations

quasi-régulieres -Tfmt été récemment annoncés par G.Arsac dans [ 1] . Nous avons nous-mémes
obtenu quelques résultats de ce type, et nous les exposons dans ce travail.

Aprés le chapitre I, consacré & quelques préliminaires et notations, nous montrons au
chapitre II que A , défini comme prédual de VNT. , s'identifie au sous-espace de Banach
de B(G) engendre par les coeff:.c:.ents de T, clest-a-dire & l'espace introduit par G. Arsac.

De plus, tout ueA.n_. stéerit u = Zl F, *'L ou les Ir; et les YLi sont dans %

i=t ’

ou 1l'on pose gy 1 (x) (Tt(x)gihLi) pour tout x €C, et ol on a de plus

"u“—ﬁli&li il

Nous envisageons une troisidme définition équivalente de ATC » directement inspirde
d'une idée de C.Herz (remarque sur la note précédente de M. Varopoulos,C.R. Acad. Sc., t. 260,
1965, p.6001-6004). Elle nous permet d'établir que, si u est une somme finie de coefficients
de T , sa norme peut s'exprimer & partir des décompositions de u en telles sommes finies,
sans avoir & utiliser de séries,

Contrairement & ce qui se passe pour A(g), 1tespace ATL n'est pas en général une
algtbre pour la multiplication ordinaire des fonctions. Nous donnons une condition nécessaire
pour que A,  soit une algdbre : c'est que T (G) soit un ensemble linéairement indépen-

dant dans &f( %Tc )

A la fin du chapitre II, nous étudions les applications linéaires continues d'un - A T (g,)
1

dans un A1t2(G2) dont la transposée est un morphisme d'algdbresde Von Neumann. La caractéri-
sation que nous en obtenons nous permet en particulier de retrouver que, par restriction & un
sous-groupe fermé H de G, 1l'algdbre de Fourier A(G) s'applique sur A(H).

Le chapitre III est & l'origine de ce travail. La représentation T est ici la repré-—
sentation quasi-régulidre, induite sur G par la représentation triviale d'un sous—groupe
fermé H de G. Nous démontrons que, pour que H soit distingué, il faut et il suffit que les

fonctions de A1t soient constantes sur les classes X H. Dans ce cas ona A T = A(a/m).
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Le chapitre IV est consacré & 1'étude du produit tensoriel T @ T de deux repré-

sentations T, et , définies respectivement sur des groupes G et G,. Nous obtenons
1 2 2

AT(, ® ‘ﬂ: comme complété de A @ A pour une certaine norme. Le probléme est alors
1
de placer ATC ® TL' par rapport aux produ:a.ts tensoriels Aﬂ: @ AT‘:z et A'L' @ ATE2

On a dewx appllcatlons canoniques J @ @ A,i~2 - ATC ® TC et

N
e

iz A -—> A A ui sont lindaires, continues et de norme ¢ 1. Nous mon-

2

trons que i est une injection. D'autre part, nous prouvons que j est une isométrie surjec-

tive si, et seulement si, 1l'une des algtbres VN‘lt ou VNTI: est commutative. Ceci généra-

lise, en particulier, la formile A(G x G, ) = A(G )‘A(G ), connue dans le cas ou G, et
G2 sont commutatifs, au cas ou 1'un seulement des groupes est commutatif. Enfin, nous demon—
trons que, si T est une représentation irréductible, l'espace de Banach Ao posséde la
propriété d'approximatioi métrique. Il en résulte que, si 11:1 ou T_ est irréductible,

2
1l'application j : A @ ATC —_> A

est une injection.
T4 5 1(.'1 ®@T 2
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CHAPITRE I ~ PRELIMINAIRES

§ 1.~ Topologies sur & (H).
Soit % un espace hilbertien complexe ; outre la topologie de la norme on utilisera

plusieurs topologies sur N (% ).

1.1,~ Topologie forte
Soit x &€ J‘G ; la fonction T —> " T(x) " est une semi-norme sur Q\f(%). L'ensen-

ble de ces semi-normes définit sur QY:’ (% ) une topologie localement convexe séparée appe-

lée topologie forte.

1.2.- Topologie faible
Soient x,y € ¥4 ; la fonction T —> [ <T(z) |y>| est une semi-norme sur A (%)

L'ensemble de ces semi-normes définit sur 05’ ( %) une topologie localement convexe séparde

appelée topologie faible.

1.3.- Topologie ultra—-forte
Soit (xl) une suite d'éléments de % tels que L ” b “ < oo ; la fonction

T —> <£ !IT(x Mi )1/2 est une semi-norme sur »?f( ]6) L'ensemble de ces semi-normes

définit sur ¢ (/6) une topologie localement convexe séparée appelée topologie ultra-
forte.

.4.~ Topologie ultra-faible
Soit (x.,). et (yi)i dewx suites d'éléments de JG tels que

l t° 2 — 2
AL 21 Iy, l° <o
i=

Z.<

i=1
semi-normes définit sur (%) une topologie localement convexe séparée appelée topologie
ultra-faible.

la fonction T >

est une semi-norme sur 029(% ). L'ensemble de ces

1.5.= Sur les borne’s de R\f ( %) les topologies forte et ultra-forte coincident, les
topologies faible et ultra-faible cofncident.

1.6.~ Sur le groupe unitaire de 7@ les topologies forte et faible cofncident.

§ 2,- Formes lindaires sur une algbre de Von Neumann.

Soit V une algébre de Von Neumann dans 7 .

1.7.- Soit u une forme linéaire sur V ; les conditions suivantes sont équivalenteg s
(i) u est faiblement continue ;
(ii) u est fortement continue ;
(iii) I1 existe deux suites finies (x1,...,xn) et (y1,...,yh) d'éléments
de F tels que, pour tout T €V,
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n
w(T) = 2 <T(xi) | vy
i=1
1.8.- Soit u une forme linéaire sur V ; les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) u est ultra~faiblement continue ;

(ii) u est ultra-fortement continue ;

(iii) 1I1 existe deux suites (x.) et (y) d'éléments de % tels que
o0 oo 5 1i 1°i
2 o
Z . xill Lo, 12_1, 1 yi" { o  vyérifiant
~ o0

i=1
w(T) = Z\ < T(xi) | y; > pour tout T € V.
1
1.9.- L'adhérence, A, au sens de la norme de l'espace de Banach dual de V, de l'ensem—

ble des formes lindaires fortement continues est l'ensemble des formes linéaires ultra-forte-

ment continues.

1.10.- Avec les notations de (1.9.-), V est l'espace de Banach dual de A et la topo-
logie ¢— (V,A) est la topologie ultra-faible.

1.11.- Soit u une forme lindaire positive sur V, les conditions suivantes sont équi=-

valentes :
(i) u est wWtra-faiblement continue ;

(s ~4
(i) I1 existe une suite (x,) d'éléments de J6 ,vérifiamt ), | 2 (2< o0
tels que pour tout T €7V ‘ i=1

u(T) = L; <z x>

1.12.- Soit G un groupe localement compact, T une représentation unitaire continue

de G dans un espace de Hilbert % , alors les algébres de Von Neumann engendrées dans

Qf(%) par T (G) et ’W(L1(G)) sont égales.

§ 3.- Théoreme de densité

1.13,~ Théoreme de Kaplansky
Soient V et W des algébres involutives d'opérateurs dans % , avec VCW, et sup-

posons que V soit fortement partout dense dans W, Alors la boule unité de V est fortement
partout dense dans la boule unité de W.

§ 4.- Décomposition polaire

1.14.- Soit V une algebre de Von Neumann, u une forme linéaire ultra-faiblement conti-

nue sur V, alors il existe un couple unique (T, Jull) ayant les propriétés suivantes :

a) |u| est une forme linéaire positive ultra-faiblement continue sur V ;

et Null = KBufl ;

b) T est un élément partiellement isométrique de V dont le projecteur final
est égal au support de Jul ;
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¢) Pour tout S EV on a :
<S,u) = <ST,fuld> et <S,bul>= (877, u>.

On dit que Jul est la valeur absolue de wu, ([4], p. 61, th. 4).

§ 5.- Notations

Nous adopterons d'une maniére générale les notations de [5]1.

Soit G un groupe localement compact, soit dx une mesure de Haar & gauche sur G,
choisie une fois pour toutes. Pour 1 £ p oo on définit comme d'habitude les espaces
Lp(G) relatifs & dx. Pour toute fonction complexe f sur G et tout s € G on définit
les fonctions Y (s)f, §(s)f, T, %", 'f‘" par les formules

Y (8)2(x) = £(s™'x) 5 5(s)e(x) = £(xs) 3 F(x) = 7@ ; (=) = £(x™") ; =1 .

Soit % un espace hilbertien complexe ; une représentation, W , de G dans % est
un morphisme de G dans le groupe unitaire de % » continu pour la topologie forte.

Soit V une algébre de Von Neumann dans % ; On note V' 1l'ensemble des opérateurs
positifs de V. Si A est un ensemble de formes linéaires sur V, on note A+ 1'ensemble
des formes lindaires de A qui sont positives, c'est-a-dire l'ensemble des u € A tels que
<T,u> » O pour tout eV .

On note B(G) 1l'ensemble des combinaisons lindaires de toutes les fonctions continues
de type positif sur G, autrement dit, l'ensemble de tous les coefficients ( T (x) gl ‘YL )

des représentations unitaires continues de G. Pour u € B(G), on pose

fui = sw f () u(z) o
ret'(a), Iifnz:@

ou Z:, désigne 1'ensemble de toutes les (classes de) représentations unitaires continues

de G et ou i f“Z = sup N ()l . Alors B(G) est un espace de Banach.
Tei

Soit T une représentation de G ; on désigne par BTC (G) 1'ensemble des fonctions u,

continues et borndes sur G, vérifiant

oup f o(x) ux) ax | < oo -
fer (a), I T 1

Muni de la norme full = sup ff(x) u(x) dx{ , l'ensemble B_ (G) est un sous-
£eL(c) T
IT(eXl <1
espace de Banach de l'espace de Banach B(G).
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CHAPITRE II ~ L'ESPACE DE FOURIER A_n:(G)

(4]
Soit T une représentation unitaire continue de G dans un espace de Hilbert complexe /é.

Soit VN,“: C ‘g (% ) 1'algébre de Von Neumann engendrée par TC (G). On désigne par VN;,c
1'espace de Banach dual de VNTE .
§ 1.- Définition et premitres propriétés

2.1.- Définition

On appelle espace de Fourier de la représentation T , et on note A (ou Ag (¢)),

1l'espace de Banach des formes linéaires ultra-faiblement (ou ultra-fortement, ce qui re-

vient au méme) continues sur W .

La norme de Aﬂ: est donc la norme de VN1't . Le théoréme de densité de Kaplansky, appli-

qué a l'algebre involutive 1T.(L1(G)), montre alors que, pour u €A ,

2.2.~ lulf = Sup ‘ <T, u>‘ =  Sup l < T (£), u ).
T EVNg fer (@)
T (el ¢ 1
' ' . ’ . ' —
D'autre part VNTC est 1l'espace de Banach dual de A‘ﬂ’, et si F’l’t C.A.fc désigne l'en
semble des formes linéaires fortement continues sur VN s, alors F est partout dense

T T

dans AT: .

Soit u €Ap . Alors u est déterminé par les < T(s), ud pour s €G. Par suite,
si 1l'on pose u(s) = <T(s),u > s on peut considérer AT(’, comme un espace de fonctions
sur G. Dans la suite on notera de la mlme fagon la forme linaire ultra-faiblement

continue sur VN_ et la fonction sur G qu'elle définit.

14

2.3.- Exemple
Si T est la représentation régulidre gauche de G, le théordme (3.10.) de [5] montre
que ATL est 1'algebre de Fourier du groupe G.

Soit wu éAR ; alors u est de la forme :
oo
> Z—\ 2 i 2
g1 .
’ i=1 (T(gi)mi) avee gie% ’42116% ’ Zi:;llgill <ee ’Z:i:‘ 1Zi‘ e

Soient £ et Y dans % s notons E *’f"’ la fonction sur G définie par la for-
mule E %1 (s) = ( TC(S)EI'Q ), pour s € G. On note alors Z_: g * 'fli la fonction
i=1

sur G, déterminée par u. On a donc par définition

20 ule) = ([ Lagg ) (o) - Z_;(R(s)gil?li ).
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2.5.- Proposition
Tout u € AE s'écrit, au moins d'une fagon, sous la forme

u Z:_g * M, » avec gie% ;«Lie% ;Zi:|i§i|f2<oo ;Zi-‘ﬂqi,iﬁ2<°°

i=t

Cela résulte de (1.8.) et (2.4.).

Adoptons la convention suivante : lorsqu'on écrira u € A1t sous la forme u =Z. E.
i i

on supposera que §i€ % , 'ﬂ,ié % ) Zi-."E_,i“2<oo et A?“'Y[ili2<°0 .

2.6.- Proposition
Soit u € A‘n: . Alors u est une fonction continue et bornée sur G ; de plus

lj u loy € lut.
La representatlon T est continue, donc, si 4—* I gl 2L00 et Z- “"l 12 < oo
la fonction s —> Z ( ®(s)e. l'fL ) est continue d'apres (1.5.) et (1 6.).

i=1
D'autre part
ful = sup |<T5(x),u>\< sup |<T,u>| = Jrul
®© xeq TEVN,
hTii g1

2.7.- Propogition

Soient u €A_ et x €G ; alors les fonctions Y (x)u et §(x)u appartiennent

aA,‘t et

fufi = Dy@Eul = i 9l .
En effet, si u= Z; g, * N, ona Zl li&:illz = Z} I R(x)gill2 < oo
et Zl- [ /Yl-i“2 = Z—} I Tt(x)QiHZ o , Par suite on a

28~ Y=L g« (R@)Y,) et S@u=L(R@E) « 1, .

-1
Donc Y (x)u €A et 5(x)u €A . D'autre part T—> T (x )T est une isométrie

de la boule unité de VNTI'. sur elle-méme, donc

iy (x)ull = sup <, y(x)u>| = sup l<’lt(x'1)T:u>]= Sup i<S,u>l = flul .
R 1 hTii 1 ish €1

On démontre de méme que liul} = I §(x)u .

2.9.- Proposition » .

Soient p,€M1(G) et u€A_ ; ona
2.10i- < W) = f u(x) dulx).
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En effet si u=¢ %" ona

. Al Y
<T(), & *m> = (T(pg|®) = J (T(x)eln dau(x) =J u(x) ap(x).
L'égalité (2.10.) est donc vérifide pour u €F1t . et, par continuité pour u € A1t .
2.11.- Corollaire

Ag est un sous—espace fermé de BT(: .

Cela résulte de (2.6.), (2.2.), (2.10) et de 1l'expression de la norme dans B

§ 2.- Expression de la norme dans A“:

Nous montrons dans ce paragraphe qu'on peut obtenir la norme d'un u é'An: a4 partir d'une

de ses décompositions sous la forme u = 2}51 *"z_i .

Soit T € WNp 3 alors ¢ 3+ S —>ST est un endomorphisme ultra-faiblement continu de
VNTD . Par suite, pour u eATL , la forme linéaire u o ¢ est ultra-faiblement continue

sur VNTC . I1 existe donc un unique élément, noté Tu, de AT' vérifiant
[

2.12.- <S8T, u)> =<8, Tu ) pour tout séVN,“:.

On vérifie immédiatement que la loi externe (T,u) —> Tu fait de Ay un VN -module
. ’ 'y ’\ ,
a gauche. Lorsqu'on écrira u sous la forme u = Z]} ’c;i * ‘YLi , on notera T(a—; E‘i * ﬂLl) 1t¢é~

1ément Tu.

2.13.- Proposition

Soit T € VNTC . Ltapplication y :u—>Tu de ATC dans A‘TC est linéaire, con-
tinue, de norme I TH et vérifie

2.14.- T(?;*'YL)=(T§)*”\', pour ge% et "Lé%

2.15.~ Tu(x) = € T, )((x-1 u)= ¢T(x)Tud pour u G,A1t et x €G.

L'égalité (2.12.) montre que ¢ est la restriction a ATC de la transposée de 9.

Donc Y est linéaire et continue. D'autre part ¢ est la transposée de  , d'ou
iTh=lef=Nyl .
Pour tout S €VN_ et t 7% :
our tou x © E;e’lldans , Ona:
<8,1(g * M, )) =<5T,E * N> = (sg|? ) =¢s,(18) * 7>,
atou (2.14.).
la formule (2.15.) résulte de (2.8.) et (2.12.). On a, de plus

o0 [~ 4
2.16.= T %}1 51*"f,i>= 5 (Tg,) = 7, .

2.17.- Proposition

Soit u €Ag . Alors pour toute écriture de u sous la forme u = Zl; £y * (Zi , on a
$\. i
YR gi" i fqlill .

Cela résulte du lemme (2.14.) de [5] .
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2.18.- Corollaire

Avec les notations de la proposition (2.17.) on a

u= 1lim Z gi * bl .
n -»0 i=i
© o0
I < ) i .
: = b LA . - — i { LI - N
Soit w L gi * Uy oma u-u /__. E"i * "Zi d'ol flu unll < 2:; “ 51” “‘li"’
i=1 i=n+1 i=n+1

ce qui tend vers 0 quand n tend vers 1l'infini,

2.19.- Proposition
Soit u € Ap et soit (Ta) une suite d'éléments de VN , convergeant ultra-fortement

vers O, Alors (Tau) converge en norme dans ATD vers O.

On peut écrire u = /v: F, *’YL avec inigili‘?(w et Z;U’Vii”z(oo
=1 i i
ek 1
On a alors lim £, ] Tag =0 d'ou
nTuu—allZi. (me)*nlic o lnel 0 < (g Zu 1)/
o = i. agl * i \ l— 5 A\ 5 I q )

N AU -
et lim T ul = 1im z__;\lT 5-“2 =0.
a el a1
o a 1

Soit u €A, . Alors u possede une décomposition polaire unique u =T bul, o {(ul
est une forme lindaire positive normale sur VNTL ,y et T EVN e est un opérateur partiellement

isométrique. De plus fiuf= | fuld .

2.20.- Théoreme (G, Arsac [1] ) . . o

Soit u éATc . On peut écrire u = Z E; * ’TL avec 2:_"5,."2<oo , Lli@iilz(ao
i=t =t *t i=1

de telle sorte que l'on ait exactement :

2.21.- hull = L> et W il

i=t

Soit u="T}Ju [ 1la decomp031t10n polaire de u. Alors Jul est de la forme
S —> Zl (Sg |§ ), avec [_, [lF, |l o ;¢ test~a—dire ‘ul- Z; E’i* Ei' Par suite
i=1

i=1
I lull 1 S g, 2 car 1'inégalité |<s, fub> | lsi (ZillgiMQ) est une égalité
i=
pour S = Tc(e).
D'autre part
u= L (Tg ) % E_‘, donc, puisque T est partiellement isométrique
=1 ’
In l w
fuk=ir fubl € Zlmel lgi < <o g2 = iiuh et
i=1 i=t
bt = et gl
i=t

L'énoncé suivant précise le lemme (2.14.) de [5] :
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2.22.- Proposition
Soit u = E' % 7' un coefficient de T . Alors il existe { et % dans # tels
que u=¢ *% et tels qu'on ait exactement

buy = bghimi
Soit u =T Jul la décomposition polaire de u ; ona bul =T u d'ou Jul =(T"g*) » me.

par suite ([4], p. 48, Lemme 2.) il existe E € ¥ tel que Bul=¢ x & ; donc u=(Tg) » g .

Alors, puisque T est partiellement isométrique, on a
bull ¢lzel gl el = Tub(e) = Hlull = iiu
donc vl = idTen Hei.
2.23.- Proposition
Soit u = Zl- g, %M €Ag, avec fuli= Zl: I gl Miii . Soit KCMN , Alors, si on

pose u, = Z_. gi*ﬂli,ona

iéX
gl = f&'fc g Wasi .
[- o]
Il est clair que w €A, . Ia série Z_{, [ gil( il’liil est commutativement convergente,
1=

donc

[ull= ap, |l ; lign A ! ' It =liull ;
uli=bug +up < Mgl i € 145{. NN +iz€%K lig 0 Wt = tiulh;
Ceci donne —

iluKII = L E;iﬂ “"[iii .

i€k

§ 3.- Condition nécessaire pour que A._. soit une Algdbre

T

2.24,- Eroposition

Si Ap est une algdbre (pour la multiplication des fonctions), alors T(G) est une
partie libre de 1l'espace vectoriel VN

m L]
n
On va démontrer, par récurrence sur n, que la relation /[ Xi Tt(si) = 0, ou les Tt(si)
i=t
gont deux & deux distincts, implique A, = A\, = =N =o0.

1 2 n

Pour n =1 1le résultat est évident.

Soient 'Tt(s1) # Tc(sz). Supposons 'X1 'R'.(s1) + 'Xz( TC(SZ) =0 avec ‘)v1 et A
pon nuls. Alors on peut écrire 'I"C(s1) = - ‘X1'1 )\«2 1'(«(1312) et T(e)= l1"1 sz(8281—1)-
On se ramdne ainsi & 1'égalité s ‘

2

T(e) = AM(s), ou X0 et T(e) # T(s).
Pour tout v € Ag on a donc
2.25.- vie) = Av(s).
I



Soit u €Az tel que u(e) £ 0. On a alors,d'apres (2.25.), w?(e) = ).,uz(s).
or u’le) = u(e)? = Vu(s)® = A2 w(s) ; on peut donc derire Lui(s) = quz(s) # 0.

Il s'ensuit que A =1, puis que  T(e) = T(s), ce qui est contradictoire. Par suite
S W
on a X1 = 5 = 0.
Supposons la relation vraie pour n-1 ) 2. Soient des TC(S{) deux & deux distincts,
i=1,2,...,n. Supposons é )‘,i ’it(sj'.) = 0 ol aucun des ),j'- n'est nul,
On obtient alors
n
W(S{) ==~ 23 ( 'X'-‘l X{) T(s!) et
N 1 1
i=2
o) = - 5 (M7 A) e &)
&)= - 25 1 i i %
i=2
On se rameéne alors & 1l'égalité
n=1
2,26~ T(e) = 23 -)"i TC(si) ou les 'it(si) sont deux & deux distincts et les
=

), i non nuls.

D'aprés 1'hypothdse de récurrence, les E(si), pour 1 i ¢n-1, sont linéairement
indépendants, Il existe donc u € A tel que :

<CT(s,)yud=eee = <T(s 1), ud=0 et <W(s)u> £o.
On a alors, d‘'apres (2.26.),

n-1
Z—l ’A'i <TC(si),u > = ’>"1 <TC(s1),u > .

i=1

u(e) = <T(e)yud

De m8me on a,

-1
o) = (T >= Ay <Tle),d> = Ay (o), >

i=1
Par suite, on obtient

w’(e) = lf <T(s,)u »2 = 'X12 <Tc(s1),u2 > 11 <1‘C(s1),u2>;40 .

I1 s'ensuit que X1 =1, On démontre de méme )«,2 = eee = )"n-1 =1,
La formule (2.26.) stécrit alors
n~-1
i=t
n-~1
On a donc, pour tout u €A , u(e) = 7, u(si) ; ce qui donne,en élevant au carré,
i=1
-1
2 _2/y_ % 2 2
u(e)® = u(e) = 1Z=1‘ u(si) + 2 "z u(si) u(sj) .
D'autre part on a aussi
5 n-1 5
u(e) = 28 w(s;).
i=1 *
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En comparant les deux écritures de uz(e), on déduit que
L_.. u(s )u(s ) = 0, pour tout u € ATC 3 cette somme comporte au moins un
i3]

terme car n-1 ) 2, Prenons alors u €A non nul sur W(s1) et T(s.) et nul sur

T (s3 Yseoes R(sn_1). On obtient u(s1) u(s2) =0 ce qui est contradictoire., Par suite, il
existe au moins un X; nl, L'hypothése de récurrence montre qu'alors tous les Al

i
sont nuls, Donc T (G) est une partie libre de VN

Remarque : Pour que A soit une algébre, il faut et il suffit que u2 soit dans A,“: dés
que u est dans ATC .

Une réciproque partielle de la proposition (2.24.) est donnée par la proposition suivante @

2.28.- Proposition

Soit T wune représentation de dimension finie. Si T (G) est une partie libre de
«Qf (% ), alors A,“: est une algébre.

En effet, toute fonction sur T (G) se prolonge en une forme linéaire sur l'espace

vectoriel engendré par W (G) ; celui-ci étant de dimension finie, cette forme linéaire est
ultra~-faiblement continue, donc appartient a Ap . Soient u et v dans A . La fonc-
tion T(s) = (T®(s),ud¢ ® (s),v définit donc un élément de A
uv appartient & A  °

. Par suite

Supposons que T (G) est une partie libre de (\559 (}6 ). Soit § € ?C ; alors la
n
fonction l‘i TC(Si) — _}_11 )«i( “'C(si)%;/g)2 est une forme lindaire sur 1'espace
i=1 i=1

vectoriel engendré par T (G). Pour que (& * 5)2 appartienne & Ay , il faut et il suffit
que cette application soit ultra-faiblement continue. C'est en particulier le cas dés que

n
1tapplication 1251 "\'i TC(si) —_— é l‘i Tc(si)® Tl:(si) est ultra—-faiblement continue.

si T est quasi-équivalente & T@T , on retrouve le fait que A

est une algebre
(cf. G.Arsec (17)

§ 4.- Utilisation des produits tensoriels dens 1'étude de ATC ; application au calcul de la

norme dans F .

le but essentiel de ce paragraphe est de démontrer que si u € FW , la norme de u est
donnée par

ub = smef 2 figgll g, w= 2 qety )

Soit % 1'espace hilbertien conjugué'de & . Sur /6 ® # on met 1a norme
projective :

2.29.- x| = mf{z. el Wi, x—Z: «5@4’1}
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Soit % 6 }‘C le complété de % ® % pour cette norme. Tout x de %é }2
o0

stéerit x = Z_ £, @ M, oula série Z: i gl i converge et on a ([6] théordme 1
pr i=
p. 51) 2
2.30.- izl = {L. ledi | = La 5 B 'Ql}
i=1 i=1

L'application p' /C % - Ag définie par p'(g, m .,) = % "]/ est bJ.lJ_nealre
et continue. Soit_p 3 /C ® % —_— A,‘t sa lindarisée ; p est continue et p(% @]6) = F
Soit H : % % —_ A le prolongement de p 2 % @ % , on a alors

o a0

POL 5@ - Z\-T g+ 1y -
i=

i=1

2.31.~ Proposition

L'application canonique f) : %@% / E—)) A est une isométrie surjective.
Ker(p

Cela résulte du théoreme (2.20.) et de la formule (2.30.)

2.32.~ Proposition

La bijection canonique 7 : K@ % / Fp est une isométrie de 1'espace normé

Ker(p)
quotient %@ % / sur le sous—espace F de A_ .

T T
En effet le dual de l'espace normé 7 @ % est 1l'espace de Banach des formes bi-
lindaires continues sur M@ . si ¢ est une telle forme et si 2—_1 £, @€ X

n n
ona <9, Z:{ g, @1, = Z:1 ‘P(E.i, "li). Par suite le dual de %@% stidentifie 2
1= i=

‘-’g ( %) au moyen de la relation
~ - % 1 \.9\ . -

D'autre part, dans la dualité ( Y4 ®% ,02(](;)), l'ensemble Ker(p) est 1'orthogonal
de T(G), car la relation "< T®(s), Zri £, @1;>=0 pour tout s €G " dquivaut &

" p( Z; g, @q;) =0 ". Par suite le dual de %@ 7 / , qui d'identifie isométri-
Ker p

quement & 1'orthogonal de Ker(p) dans & }(; ), est le bi-orthogonal de T (¢) dans
¥ (%) ; D'apres (1.7.) 1a topologie o—(°?f(76), K@ # ) est 1a topologie faible
de % (). Donc 1le bi-orthogonal de T (G), qui est 1'adhérence faible, dans 030(]6 )
de 1'espace vectoriel engendré par T (G), n'est autre que VN . Le dual de y 4 @76/
s'identifie alors & VN, au moyen de la formule Ker(p)

<, lz;’; £, @1, + Ker(p)) = ié(trailﬁi).
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On en déduit donc

n n
| e @, + rer(p)| = sup ‘(T, L 5@ 'fLi+Ker(p)>\=
i=1 T € VNg i=1
b <

n ~ I .
sl <T, Desm>l = 13 (D e.@q. + ker(p)N .
TG-V-NE i=1 L 011 1=1 1 “Ll )

fir g
Par suite, 5 est une isométrie,

2.33,~ Corollaire

Soit u € FTC ; alors on a

A noo D

i=1 i=1

Cela résulte de (2.29.) et (2.32.).

§ 5.— Etude de certains morphismes de A, dans Aﬂ.’ .
1 2

-
Soit u €Ap ; alors T ~><T, u) est une forme linéaire ultra-faiblement continue
sur VN; . Il existe donc wn unique élément de Ay , noté 4, tel que

2.34.- <T, '1\1’>=<T*,u> pour tout T &VN_ .

. . Y4 . ~ -1
Nous allons voir, que, considérée comme fonction sur G, on a : u(x) = u(x ), et que,

dtautre part, l'application u — 4 est une isométrie de A‘l'c .

2.35.- Proposition

[ o0
~
Soit u=2.E_.i*"li ; alors on a u=¢7\> ; %8

En effet on a, pour tout T eVNR ’

2.36.- Corollaire

Soit u éATD ; alors on a

, ~ ~ =

ffui=fuli, et uw(x) =u(x@ ), pour tout x €G.
Les vérifications sont immédiates.

Soient G1 et G2 des groupes localement compacts et U, et T, des représenta-

1 2
tions de Gr1 et G2 respectivement,

2.37.- Proposition

Soit 1 : VNTC‘( —*VNWZ un morphisme injectif ultra-faiblement continu d'algdbres
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involutives, Alors l'espace de Banach A.ﬁ:1 est un quotient de 1l'espace de Banach A,“: o’
Plus précisément, si © désigne la restriction & A, de la transposée de i, 1'ap-

plication canonique ¢ : Ap —_— A,“:1 est une isométrie surjective,

2 / Ker(©)
En effet, puisque i est ultra-faiblement continue, on a 0 (A“"z) - A,“:1 . L'applica-

tion i est alors la transposée de e ; par suite e (Am2) est partout dense dans A1t:1'
L'application © se décompose en O=poy ou y: sz —_ AW2 /ker(©) ©St

la surjection canonique, et ¢ ¢ A'ﬂ:2 /Ker((—)) -_— ATL1 .
L'ensemble Ker(©) est 1'orthogonal de i(VNm1) dans A‘n:2 ([2) ch. IV = § 4. Corol-
i iti . Do 101), Par suite l'espace de Banach dual de A
laire de la proposition 2. p. 101). Par sui pa T, /ter(©)

s'identifie isométriquement au bi-orthogonal de i(VNTC1) dans VNTCZ( [2] ch. IV, § 5,
proposition 9). Un élément T, de ce bi-orthogonal est identifié & la forme lindaire

U, + Ker(©) — <, 5.

2

Dtautre part i(VNﬁ1) est une algdbre de Von Neumann, donc i(VN‘lt1> est ultra-faible-
ment fermé. Il en résulte que i(VNTC1) est égal & son bi-orthogonal et que le dual de
's s ps R
AT[‘Z/ Ker(© ) s'identifie & l(VN‘m1).

La norme d'un élément wu, + Ker(©) € A1t2 /ker( )’ est alors domnée par

rer(6) = swp | <i(n,), wyl.
Iu, + fer T1gg%1|<l1 w3 |
ol €
On obtient donc
“u2+Ker(9)R=Sup l(i(T1), u2>l = Supl <1y, 9(112))' =
Ty € W, EA RS
fz, <1
= Sup l(T,q)(u +Ker(9))>‘ .
hnggt 2

Par suite on a

Hw, + er(€) = || o(u, + Ker(8)) || .
Et 1'application ¢ est une isométrie ; elle est surjective car of = 6 (a)
A“/Ker(e) i,

est partout dense dans ATC1'

2.38.~ Proposition
Soit p @ VNﬂ: — VI\I1c2 un morphisme d'algébres involutives ulira-faiblement continy
1
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On suppose que p(V'NTC1) est ultra-faiblement dense dans VNﬁ . Alors la transposée
2

i de p est une isométrie de A‘IT, dans A1T,1‘

2
Soit p = 'f)' o q la décomposition canonique de p, avec q : VNT,;1 —> VN

1 /ker(p)
-—>VI\IR.2 . L'application 'f)’ est une isométrie ([3] p.18, 1.8.3.) 3

~
et p° VN
Tr'1/Ker(p)

Soit i 1la restriction de tp a A.ﬁ:2 ; alors i(AW )CAT%, car p est ultra-faiblement
2
continu. Soit u, €Ag ; ona | u, I = Sup l < p(T1), u2)\ car p(VNW1) est ultra-

2 | _
li p(T, )i < 1
faiblement dense dans VNp . Soit 3, 1la boule unité de W . Alors o(B;) estla

boule unité de VN1'C1/Ker(p) , et P(Q( 31)) est la boule unite de p(VNTc1)' On a donc

iull= sw | <p(r)yu,> = sup )(p(T1),u2>\ = Sup |<T1,i(u.2))l.
te(1,) <1 T, € 9, T1eﬁ1

d'ou uu2 |l = " 1(112) " .
L'application i est donc une isométrie,

2.39.- Corollaire

Supposons qu'il existe un isomorphisme d'algdbres involutives, p : Vl\l,ﬂ,l1 — VN‘W.2° Alors
les espaces de Banach A“:1 et Am sont isométriques.
2

Ce corollaire s'applique en particulier lorsque “:1 et 1‘122 sont deux représenta-
tions quasi-équivalentes d'un m@me groupe G(L{3] p.106, 5.3.2.). Alors A1t:1 = AK.2

(cf. G. Arsac [1])

2.40.~ Proposition

Soit e: A.h._1 a— Au_’2 une application linéaire continue, Alors pour que

9= t@ : VN1C2 a4 VNE1 soit un morphisme d'algébres involutives, il faut et il suf-

fit que O vérifie

~o N
2,41~ () = ©(y) pour tout u iy,
2,42, - T, O(y)= O(*O () w) pour tout w €Ay et T eWp .

En effet, soient TZ’ 82 éVN,ﬂ:2 et u, 6A1t1' On a

<ot )y > = <T,%, ©(w)> =<1, 9/(:) > et

<o) > = <o(T,), oy > =<1, 8(0) > .
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L'égalité (2.41.) est donc équivalente & cp(TZ*) = q)(T2)*.

On a, d'autre part :

Co(m,8,),m > = CT, 8, O (w)> = <1,8, ® (w)> et

t
<o(1,)9(s,)uy > = < 9(T,),0(8,)w > = <1y, © (7 TSy > .
Ceci montre que 1'égalité (2.42.) est équivalente 2
o(1,5,) = o(T,) 9(s,).

2.43.~ Corollaire

Soit e ATU1 —_ Ao une application lindaire continue vérifiant (2,42.). Alors
2

(2.41.) est équivalent 2

_ O(a + +
2.'44. (An1 ) CAW2 .
Supposons que O vérifie (2.41.), alors, d'aprds 2.40., ¢ = Yo est un morphisme
d'algébres involutives ; par suite ([4], p. 8, proposition 8.) (p(VN%Z) C VN et
+ +
© (A“%) C A1t2 .

+
Ty

- . <, + .
Réciproquement, si  © (AE}) C ATt2 , on a q>(VNT:.'2) CVNT‘:1 ; ce qui entratne
‘P(Tz*) = 9’('1‘2)* pour tout T2 ev]\lﬁe ([41 , p. 53, Déf. 2.). Par suite ¢ est un morphisme
d'algdbres involutives, et © vérifie (2.41.),

2.45.~ Proposition

Soit o . Ag —_ A une application lindaire continue, vérifiant (2.41.) et (2.42.}

si O est surjective alors A.m est isométrique 4 l'espace de Banach quotient

2
AW1/Ker(9)’ Si © est injective, © est une isométrie de A,ﬂ:1 dans ATE2'

Supposons O injective ; soit ¢ = te . Dtaprés (1,10,) on sait que la topologie de
dualité o= (VN_, Ag) est la topologie ultra—faible, donc, d'aprs Bourbaki ([2] p. 103,
corollaire de la proposition 6.), ¢ est ultra-faiblement continu. D'autre part, © &tant
injective, cp(VN,mz) est ultra~faiblement dense dans VNTC1‘ Alors d'aprés (2,38.) © est
une isométrie.

Supposons © surjective, Alors ¢ = % est une injection ultra-faiblement continue,

La proposition (2.37.) montre que A11;2 est isométrique a Am/ Ker(6 )"

On peut remplacer, dans 1'énoncé de la -proposition (2.45.) 1l'hypothdse " € est surjective’

par " © (A‘ﬁ:1) est partout dense dans ATC?_ ", Cela suffit, en effet, pour que ¢ soit

injective.
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2.47.~ Exemple

Soit H un sous-groupe fermé de G. Alors , A(H) s'identifie aux restrictions
3 H des fonctions de A(G), On retrouve ainsi un théoréme de C. Herz (C.R. Acad. Sc. t. 271,
n° 4, P. 244-246) & partir du fait, simple & vérifier, que A(G)| H est dense dans A(H).
Ce dernier fait, par exemple, est évident si G est un groupe de Lie, car alors toute fonc-
tion de 2 (8) se prolonge en une fonction de &0 (G), et de plus ), (G) est dense
gans A(G), (cf. [5] proposition (3.26.).).
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CHAPITRE III - L'ESPACE DE FOURIER D'UN ESPACE HOMOGENE

Soit H un sous~groupe fermé de G ; soit G/H 1'espace homogtne des classes i gauche
x=x0 de G selon H, sur lequel G opére continflment & gauche : si X € G/H et s £€4G,
on désigne par sx la classe = de sx. On désigne par A une mesure > 0 sur G/H quasi-

invariante, c'est-a~dire

3.1.- /;/H flsx)ddx = fG/H X (s~ %) £(x) arx

A

ou
3.2, X(S,i)='&@i(ﬁl s €G et £=xH€G/H,
p(x)
P étant une certaine fonction continue > O sur G telle que
A a()
33.= f(x?,) = H/ f)(x) pour x €G et f €H,
4.
on 4 G et AH sont les fonctions modulaires de G et H respectivement. On définit 1a

représentation quasi-réguliére, TC , de G dans L2(G/H , A ) par la formule
3.4.- T (a)e(x) = £(s7x) VX(s™,x) pour s €c et fe13(e/h, J ).

La représentation TU n'est autre que la représentation induite sur G par la repré-
sentation triviale de H([7] ). )

3.5.~ Lemme

Le noyau de TU dans G est contenu dans H.

Soit s €G tel que s ¢.H. Alors s-1é ;é s et il existe une fonction f continue,

& support compact, sur G/H, telle que

f(s—1§) Vv f‘(s-1s) £ £(s) V f’(s) donc

T (s)f(8) £ £(8) et TW(s)f #f. Par suite  T(s) £ 1 5 et s & Ker(Tr).
On a donc Ker( ) C H. Lo(c/H, X )

3.6.~ Propogition
Soit TU 1la représentation quasi-régulidre de G dans L2(G/H, A). Soit wue€aA S
alors les fonctions 4 et U appartiemnent & Ap et
3.7.- Ul = fuh = fiui.
Soient f et g dans L2(G/H, A)s;ona

frg (x) = (R(@)f &) = ( T (2)2]g) = Fxalx) et

Z - -|= - =
(f*g) (1) = (TL(Z 1)f|g) = (Tc(x)glf) = gxf(x) pour tout x £G.

- v
o Ceci. montre que u et 121 sont dans A, pour tout u € A, . D'autre part 1'égalité
ifl = f§y pour tout f € L°(G/H,A) entratne les égalités (3.7.).
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3.8.— Proposition

Pour que H soit distingué, il faut et il suffit que les fonctions de ATC soient cons-

tantes sur les classes xH, Dans ce cas An s'ilentifie canoniquement &2 A(G/H).

Supposons H distingué ¢ Soit p ¢ G — G/H la surjection canonique. La mesure de
Hagr sur G/H est G-invariante. Soit o~ la représentation régulidére gauche de G/H ; alors

T et o— sont & valeurs dans le méme espace de Hilbert et T = 4o p. En effet
soit s €G et f €L2(G/H) 3 on a

= (O)(E)E) = £(57'5) = £(s7'2) = W(e)(£)(%) pour tout = € G/H.

11 en résulte que 1l'application qui & T (s) associe o (p(s)) se prolonge en un iso-
morphisme (d'algébres involutives car H est distingué) de VN sur VN_. . D'apres (2.39.),
on obtient par transposition une isométrie © de A(G/H) sur A _— a u e A(c/B)

fait correspondre  © (u) défini par

B(u)(s) = ¢ T(s), B()> = <g~(p(s)),ud> = wu(s), pour s €Gq.

Ceci montre que les fonctions de An sont constantes sur les classes xH et que ATC
s'identifie 3 A(G/H).

Réciproquement supposons que les fonctions de A sont constantes sur les classes xH,
Soit X € H ; alors pour tout u éA“: on a u(x) = u(e). Par suite T (x) = TG(e) et
x € Ker( T ).

On obtient alors H CKer( T ) ; d'aprés (3.5.) ona donc H=Ker(TT) et H est
distingué.

3.9.- Remarque

Soit H un sous-groupe distingué non compact de G. Alors toute fonction non nulle
u é Ag » ne tend pas vers zéro & 1'infini. On voit aussi qu'on ne peut obtenir de partitions
de 1'unité dans ATC . La situation est donc ici moins riche en possibilités que dans le cas
ot H= {e} , c'est-d~dire dans le cas de 1'algtbre de Fourier A(G) (ef [5]).
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CHAPITRE IV - PRODUITS TENSORIELS D'ESPACES A T

Soient G1 et G2 des groupes localement compacts ; soit TC1(resp. 1'C2) une repré-

sentation de G (resp. G ) dans un espace de Hilbert %1 (resp. % ). Soit T = 161 @ 1!:2
h

la representatlon de G, x G, dans %1 e] %2, produit tensoriel de TC1 et TC2

% @ % désigne le produit tensoriel hilbertien de %1 et /6 ) On rappelle que T

est deflnle par

Tlsys sp) = ()@ T(s)) pour (45 8,) €6 2 G,

Le but de ce chapitre est de CO;IS‘tI‘u;LI‘e An: £ artir de A1t1 et A1T:2 et de comparer
A‘ﬂ: aux produits tensoriels A.ﬂ:1 ® ATCZ et @ T, -
Posons, pour simplifier les écritures,
A1:ATC1 3 A2=An2 H A=A1.c H V1=VN,‘.C1 : V2=V'N“:‘2 ;V=VN1'C'

A
§ 1.- L'injection de A,“:1 @.“.’2((}1 x G2) dans A,‘.,:1(G1 )@ ATCg(GZ)

4.1,- Proposition

L'algtbre de Von Neumann V est le produit tensoriel des algdbres de Von Neumann V et v

En effet V est engendré par les éléments de la forme ‘Tli(s1 ’ s2) = TC(s )@ Tc(s )
pour (s1, 32) €¢, x G,. De plus V, @V, est l'algdbre engendrée par TI:(G x G ), donc
est dense dans V pour l'une quelconque des topologies, forte, faible, ultra—forte, ultra-

faible.

4,2.- Corollaire
La boule unité de VZ| @V2 est dense dans la boule unité de V pour la topologie forte.

4.3.- Proposition (T, Turumaru [93 ).
Ona A @A, CA et A @ A, est partout dense en norme dans A. De plus, si
u=u1®u26A, avec u1€A1,u26A2, on a

hulf ||u1|l |iu2|| .

Soient Uy €A1 et w, € A2 ; on peut écrire

oy = {;} gy, » Ty, avee &y 6%1 3 "Li1e %1  lud =iZ=1. "511" "'q.i1“ , et
u, = %532*%32 avec 5326 %2'; ”Lhé% "uu—:/__;. “g Il IML
d'ou 4.4.-~
o0 - L
é e b Hq U Tgl g 0. 225 llai1@ajzll I, @ 7,01 N
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Par suite %’:5 (£i1 ® E;jz) * ("[i1 ® 'rljz) appartient & A,

Donc

nul,

Soit s = (s1,52) €6, x G, ; alors

2

s (e @ 5) * (1, @1, )

i,3

2 (my(s) @%y(s,))e; @5 )| 15,@ 1)

i,

AN (“:1(31>5i1\ ”Li1)(m2(52)532( T3,

i,J

u1(s1) u2(sz) = u, ®u2(s) .
u @ u, appartient & A, les égalités (4.4.) montrent que
i w @ U, I g l u, li l u2" .

Soit maintenant T €V tel que < T,ud>=0 pour tout u de A1 ® A2. Si T est non
il existe des vecteurs de 761 et %2 tels que

n P .
(2( é 2, @ gy ) ;;5; 1;@ '7,3.2),40 a'ol
I P
<1, ( é §i1® 512) * ( JZ=T "l;h@ 4[3.2)) #£0 soit

n p
T 2a §(511* "131)®(;iz* 150> #0.

i=t
Ceci est contradictoire, donc T =0 et A,y @A2 est partout dense dans A.

4.5.~ Remarque

En général on considére deux représentations o et o> d'un méme groupe G. La

-1 @ o—, est définie comme représentation de G. L'algdbre de
Von Neumann associée &

représentation

o~ 4 ®@ o > est alors une sous-algebre du produit tensoriel
des algdbres de Von Neumann VN ,.. . et VNg-, . D'apres G. Arsac ([11) 1'application
restriction & la diagonale de G x G, est une application de A o 1 @A o, dans

Ay @72 ° La proposition (2.37.) montre alors que A‘,_1 @, est le quotient de

1'espace de Fourier associé & la représentation o1 ® o= o0 considérée comme repré-

sentation de G x G, par le sous-espace des fonctions nulles sur la diagonale de G x G.

Sur A, ® A, on peut considérer trois normes :

“u"A inf {:\1' ﬁui1" " ui2|i y U= Z:, ui1@ uiz}

i=1

-

ol

Sup{l(T,u)l , TEV , i $1}

A(u) = sup {l(T1®T2,u)l y T €V, T, €V, [T <1, T,

N

1}.
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Soit uw€A @ A, ;ona
4.6.~- Aw) € I all & Il u “,\ .

La premidre indgalité est évidente. La seconde résulte de (4.3.). D'autre part, de

Ay @ u,) =|rmh Ilu2|I et de (4.3.), on déduit v, @ w, | =“u1“ lluzll -
. _ . . . o et

Soit u = % ui1 ® ui2 ; alors, si on identifie u & l'opérateur T, —> é%(T1 ,ui1) Uy

on définit une isométrie i de A1 ®A2, mni de la norme A , dans 1'espace de Banach
)

& (v, ,A2) mni de la norme d'opérateur. On note A, @ A, 1'adhérence dans o (v1 ,Az) de
i(a, ®@4,), et 1'on note A 1a nomme dans A, @ AZ.(Cf. R. Schatten, A theory of cross-
spaces, Princeton university press, 1950).

n

Soit u = 5 Y, ®u12 et soient T, €V, et T, €V, Ona

n

i(u)r, = a <Tyu > w3 dlod
i=1 1 2
n n
< ’1‘2,1(u)T1 ) = iZ__}( T1 ,ui1)( T2’u:i.2> = (E[‘1 @ T2, 1Z=1. ui1 @ u12> .
On a donc
4.7.- <T2,i(u)'r1 2\: <7, @ T,u).
Si maintenant u € A, ® A, alors ona u=lin i(u ).
n

Par suite u(T1) = lim i(un)T1 d'oh

n
4.8.- (Tz,u(T1)> = 1::1 <1, @ Tou >.

A
D'aprds (4.6.), l'injection canonique i, de A, @A, dans A @ A, est continue si 1'on
Va)
met sur A, @ A, la norme de A et sur A, 6 A2 la norme A . Et on a le résultat Suivant :

4.9.~ Proposition
L'application 1 se prolonge en une in,jg\ction abaissant les normes, encore notée i, de
A mni de la norme /. dans A, ® A,

Soit u €A, tel que i(u) =0.0nadoncpour T, €V, et T, € Vs <Tppiu)T, s = 0,
D'aprés la proposition (4.3.), il existe une suite (un) d'éléments de A, @ A, telle que
lim llu-unl = 0. On en déduit, d'une part que (T,u)= lim < T,un) pour T €V, d'autre

n = n oo
part que lim i(u ) = i(uw) =0.
n ->oo n
D'aprés (4.8.) on a, pour tout T, & Vy, T, €V,

(1, @ T,ud= 1111m <T@ ToHu ) =¢T,,i(u)T,> =0 done u=o0,

54



4.10.~ Corollaire

Soit u un élément positif de A ; alors A (u) = liulf.
En effet, dans ce cas on a fuli= < T(e),u) = <1'C1(e1)® Ttg(ez),u> < Afw).
Donc bull = A,
A

§ 2.- Comparaison entre A1r,1 ®T, et A.“:1 @ Amz .

Dtapres (4.6.) 1tapplication identité de A ® A se prolonge en une application
continue Q,] : A @ A —>A et 1ltapplication i o j est 1'application canonique de A, @A
dans A1 (Ce] AZ' Pour que ioj soit une injection il faut et il suffit (d'apres 4.9.) que
soit une injection. C'est le cas lorsque l'espace A, (ou A2) vérifie la propriété d'approxi-
mation ([6] prop. 35, p. 165), en particulier lorsque V1 (ou V2) vérifie la propriété d'appro-—
rimation ([6] prop. 36, p. 167).

Si v, (ou V2) est une algdbre commutative, V, est isomorphe a l'algébre }f(Q )s
o £ est un compact. Or B (L2 ) vérifie la propriété d'approximation, donc v, la véri-
fie aussi et on a le résultat suivant :

4.11 .- Théoreme

Pour que l'application canonique j de A @ A2 dans 1l'espace de Banach (A, I .} )

gsoit une isométrie, il faut et il suffit que V1 ou V2 soit une algtbre commutative,

Supposons 1'algebre Vy, commutative, D'apreés ce qui précéde j est une injection. D'autre
part d'aprés M. Takesski [8] , la norme de T eV, ® V, est alors donnée par

hod = sup {\<T. 0 ® ol 9 €y, 9,7, Holi g1, uqo211s1}.

4.12.~ Lemme gR, Schatten)

Soit TEV,® V, et soit .75'1(x-esp 33'2) la boule unité de A1(resp. A2). Alors on a

23 Irl=sw {Knw @ wy|,w ey, wed,]

n
. _ . . '
Soit T = f';'} Ti1® Ti2 ot, pour j=1,2 soit ¢, €V, i (pj“ <1
Pour la topologie g~ (v , V., ) la boule J%j est dense dans la boule unité de v; ,
pour Jj =1,2. Par suite il mste des u, € ‘7& et des wu,, 3 JZ’ tels que ¢, = 1im W,

ot 7y = Mng,  Dons, on s powr 15 G
[¢4

<Ti19‘?1>= lim < T :111 D) et <T1: 9’2>" 11"1 <T ’ u2a

a

Par suite -

n
(T’q’1®q’2> %(Th’%) T s(p2>" lim Z—X<T11 > €T iy’ u2P>

1= x, ﬁ i=t

lim
o, P <, ® u2?>
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d'oh 4.13.~

Soit L ( 5 1 @ ‘702'2) 1'enveloppe convexe dans A, @ A,, des éléments de la forme
u, @u2, avec u, e Jﬂ'1 et u, e ‘7&2‘ Soit 7& la boule unité de A et cﬁ' celle de
A1 @ A2. On sait, d'apres {6] (prop. 1, p. 28) que J&' est l'adhérence dans A1 é A2
de I'( \7%'1 ® \7%2).

On a d'autre part,
(r(t et cir(t e £)cik)ch

! . A “ .
car |l 3(u)l < I ullA pour u €A, @ A, . D'aprds (4.13.) 3(0( &7%1 e \7&2)) est dense
dans 78 . Par suite, (b ') = et j est une isométrie surjective (4, Grothendieck,

Espaces vectoriels topologiques, Sao Paulo, 1964 ; corollaire 1, p. 54).

Réciproquement, si j est une isométrie, alors j est surjective, car AQ® A2 est
A
partout dense dans A1 @ A2 et dans A, Par suite, on a J& =i D (\78’1 (v Jﬁ‘z)), dong,
pour T &€V,

hoi = swp |<uy| =swp <1, 0, @ u,>]
ué.?& u € i
W, € b,
donc, d'apres (4.12.), on a

Alors, d'aprds M. Takesski [8], V, ou V

5 est une algdbre commutative,

4.14.~ Corollaire

Va3
Si G1 ou G2 est commutatif, alors A1C1 @TC2 = ATt:1 ® A1t2 pour toutes représenw

tations 1!:1 et 1‘62.

Ce corollaire s'applique, en particulier, si 1'on prend pour TC1 et TC2 les re-
présentations régulidres gauches., On obtient alors la formule

Ale, x @) = A(G1)é A(c,).

§ 3.- Cas o T est irréductible 3 propriété d'approximation pour A~ .

Dans ce paragraphe nous montrons que si 1t1 ou ™ 5 est irréductible, alors 1'ap-

A
plication j A, ® A2 —>A est une injection,

4.15.- Pro&sition
Soit T une représentation irréductible de G dans un espace de Hilbert % ; alors

l'espace A vérifie la propriété d'epproximation métrique ( [6] p. 178).

L
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I1 faut montrer gque IdAm = Qg (A‘.c R ‘A‘1l:) est adhérent, pour la topologie de la conver—
gence compacte, 4 1'ensemble des opérateurs de rang fini, de ATt dans A_“: . Sur la boule
unité de "2? (An': , A1l: ) 1a topologie de la convergence compacte est égale & la topologie
de la convergence simple sur une partie partout dense de A T Nous prendrons F
telle partie dense.

. pour une

Soit € >0 et VysesesV, des éléments de F,'c ; On va construire un opérateur de rang
fini, T, sur Ap , de norme {1 +tel que

4,16, iiT(vk)-vkli € € pour 1¢ k ¢n.

A Py
On peut écrire, pour 1 {k ¢n, vk=iz=;1 5:1:* IQ:Lk

Soit N = Max {,Iig.li,il.li} t Yy = =— .,
fkgn LE Uik T R oN°

1¢igp

Soit K wun compact de J0 contenant les Eq ©F les n s Pour 1gkgn et
1 i {p_. L'espace hilbertien # vérifie la propriété d'approximation métrique ( [6] p. 181,
corollaire 2). Il existe donc un entier p, et pour 1 ¢ i ¢ p, des éléments o, et B .
de % , tels que * :

4.7~ “é (¢ |q,) pi-a“gx pour £ €K
et 4.18.- ,lé(&iai) B, “g"gﬂ pour & € K.

Soient £ et ’Q dans X. On a les formules suivantes :

[ Stetenpet el -l Aeiop, -0 gl Il

et i P
[CZE1epy 24 By )P R qleppl -1 & (elapp, »
P .
(- Alepplsylel
Drautre part

p

D p —_
(Bl B @lap - £ 2 wle) (T2 per b, -

Or, il existe un unique ‘l‘ijé QX('?G) = Wp , tel que

(& = € 1) T ) pour tous &' ot 4" ae J6 . on pout

alors écrire
P P ' P P
(4 Glep) » (DB = 5 5 @yl P = Py -

5T



On a donc

le vt - Zp? _zp%(Tijam)pi* pchs «1 -i(araimi*mn
i=t 3= i=

i

P P
" 5(5’“1)Pi -z

i=t j

(v, £11) B, =D, |

€ yhelh + y il gony .

Ceci pour tous & et "Z dans X. Posons alors u, .

Pi * fJJ Considérant v,» on obtient :

. P ¥ i [ Bk Px
I - 2 ;<Tij’vk>uij"="(££‘1 Emk*"lmk>'23 £ é(Tijgmkmmk)Pi* b

i=t  j=t p=1 i=l

{p ANY € €.

I1 reste alors 4 démontrer que l'application continue de A, dans A .,

v—-)-Z: Zl <1 ,v)uj est de norme ¢ 1.

i=t 3= I o
On peut écrire v = [‘_: &5 *"l avec ||vii= Z_ I gill ll“li"
i=1 i=t
On a alors
Y P P P oo
5 DT o= 20D (Gl (e )b, « P
= = e e
[/ D
= [(f: (1o, By ( Lul)8,)]
, D P
I N T Mg 2 e Myl = vl et e sémaa,
i=1 j=

4,19,- Corollaire

Si TC1 ou 11'2 est une représentation irréductible, alors j : A, éA2 —> A est
une injection.

A A
En effet ioj : A1 @A2 - A, ®A2 est une injection ([6] prop. 35, p. 165). Par
suite j est une injectiom.
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