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FONCTIONS MESURABLES ET CONVERGENCE EN MESURE 

Jean DAZORD et Michel JOURLIN 

L'étude qui suit porte sur l'algèbre des fonctions y-mesurables à valeurs 

réelles, définies sur un espace compactologique régulier (X,K) ; cette algèbre 

sera notée Sy(X) ou parfois Sy. La mesure y, toujours supposée strictement po

sitive, est en fait une prémesure (au sens de (B3)) sur (X,K). Après quelques 

rappels concernant la topologie, sur Sy(X), de la convergence en mesure, nous 

donnons des indications sur les liens entre la topologie de Sy(X) et la 

mesure y. 

Les notions de compactologie utilisées ici proviennent de (BA). Tous les 

espaces compactologiques considérés sont supposés réguliers. Un certain nombre 

de résultats donnés dans (B3) utilisent en fait uniquement le caractère de pré

mesure de la mesure considérée, donc seulement la compactologie canonique de 

l'espace topologique T. Aussi nous aurons fréquemment recours aux notations et 

aux résultats valables pour les mesures sur les espaces topologiques lorsque 

leur transposition au cas compactologique est possible ; on pourra d'ailleurs 

se référer à (G) sur ce point. 

Il va de soi qu'ayant en vue une étude de caractère systématique de la 

topologie de la convergence en mesure, nous sommes parfois conduits à mentionner 

des résultats connus. 

1. - LA TOPOLOGIE DE LA CONVERGENCE EN MESURE• 

Pour simplifier, nous appellerons mesure sur un espace compactologique 

(X,K) un élément y * (y ) de la limite projective lim M(K), M(K) étant l'espace 
K€fC 

des mesures de Radon sur le compact K. Nous dirons qu'une compactologie K o sur 

X est une sous-compactologie de K si K 0 est plus fine que K, c'est-à-dire si 

l'application identique 1^ : (X,Ko) + (X,K) est un morphisme compactologique ; 
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notons que K 0, comme toute compactologie sur X, est un recouvrement de X ; de 

plus la topologie d'un compact quelconque K 0 de K0 coïncide avec celle qui est 

induite par tout compact de K le contenant, autrement dit K G est un élément 

de K. Une sous-compactologie K de K est dite y-dense dans K si pour tout Kc K 
o 

et tout e>0, il existe K 0 € K e , K 0 C K , tel que y(K\K 0) < e ((si), déf. 6, p. 189). 
Appelons enfin réunion des sous-compactologies K.9 l^i^n, de K la sous-compac-

1 i n i 

tologie de K dont une base est constituée des ensembles Î IK. où K. décrit une 
i=l 1 1 

base de K.. L'intersection d'une famille quelconque (K.) de sous-compactolo-

gies de K étant la compactologie constituée des ensembles ||K., on constate 
UI 1 

que la classe des sous-compactologies y-denses de K est stable par réunion finie 

et par intersection dénombrable ; pour établir ce dernier point, on remarque 

que si (K^) est une suite de sous-compactologies y-denses de si K est un 

compact donné de K et si G>0 est fixé, alors pour tout il existe K € K 

vérifiant y (K\ K ) ̂  e2 , ce qui donne : y(K\flK ) £ ¿ _ y ( K \ K ) ̂  e. Etant 

donnée une application f : X + [R nous noterons tout compact sur lequel f est 

continue et la famille des compacts K f ; est une sous-compactologie de K 

et nous dirons que f est y-mesurable si est y-dense dans K. Il est immédiat 

que si f : (X,K) -+ (R est une application y-mesurable, alors pour tout fermé F 

de IR et tout compact K de K, f 1(F)OK est y -mesurable ((BI) , prop. 7, p. 179), 
-1 

autrement dit f (F) est y-mesurable au sens que nous venons de donner à ce 

terme. En particulier nous utiliserons à plusieurs reprises 1'intégrabilité pour 

y des ensembles {t ; t e K et |f(t)| < a} où a est un réel donné. 

Sur l'algèbre Sy(X) des fonctions y-mesurables nous placerons la topologie 

de la convergence en mesure ; Sy(X) est ainsi un espace vectoriel topologique 

(evt) et même une algèbre topologique, dont un système fondamental de voisinages 

de l'origine est constitué des ensembles : 

W(K, e) = { f e S y(X) ; y*{x€K ; |f(x)| ^ e} « e} avec K€K et e>0 ((Bi), p. 194). 

Dans la pratique c'est un autre système fondamental de voisinages de l'ori

gine pour la topologie de la convergence en mesure que nous utiliserons ; la y -

densité dans K des compactologies y intervient en effet de façon plus 

apparente : 
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(•1.1) PROPOSITION. - Les ensembles 

V(K,e) = {f€Sy(X) ; 3 K f e K f , K fcK, y(K\K f) < eet |f| K< e> avec KeK, e>0 

et | f H = Sup|f(x)|, constituent un système fondamental de voisinages de 
K f X€K f 

l'origine dans Sy(X) pour la topologie de la convergence en mesure. 

Preuve. - Elle consiste à montrer les inclusions W(K,|)CV(K,e)CW(K,2e). Soit 

donc fGW(K,-|) et M « {xeK ; |f(x)| * |} . M est y -integrable (car |f| est me

surable) et il existe K f c K \ M vérifiant y((K\M)NK f) ^ -| ; d'où 

y(K\K f) ^ y (M) + y((K\M)\K £) £ e et |f||K $ | ; ainsi £eV(K,e). D'autre 

part, si feV(K,e) et si K f vérifie y(K\K f) < e et Ml^ ^ €» alors nécessai

rement l'ensemble M' = { X Ê K ; |f(x)| ^ 2e} est inclus dans K \ K f , donc y(M') ̂  G 

et feW(K,2e). 

Nous aurons à utiliser une notion analogue à celle de base d'une compac-

tologie : 

(1.2) DEFINITION, - On dit que B o C K est une \i-base de K si pour tout KGK et 

tout e>0> il existe K o e B e tel que y(KsK e) < e. 

Ainsi une sous-compactologie y-dense dans K est une y-base de K ; par contre 

la réciproque est fausse : pour la mesure de Dirac 6^ au point x, {x} est une 

ô -base, 
x 

Nous pouvons alors réduire le système fondamental ÍV(K,e)} de voisinages 

de l'origine : 

(1.3) PROPOSITION. - On obtient encore un système fondamental de voisinages de 

l'origine dans Sy(X) pour la topologie de la convergence en mesure en res

treignant la famille {V(K, e)} aux seuls voisinages tels que e<y(K) , m 

et K € B o où B o est une \s-base de K. n € t N 

Notons que sur le sous-espace vectoriel de Sy des fonctions mesurables bor

nées sur tout compact, la topologie de la convergence compacte est plus fine 

que celle de la convergence en mesure. 

00 
Soit C (X) l'algèbre des fonctions réelles bornées sur X dont la restriction 

file:///i-base
file:///s-base
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à tout compact K de K est continue, autrement dit l'algèbre des morphismes 

compactologiques bornés de X dans ÍR, (R étant muni de sa compactologie canonique. 

(1.4) PROPOSITION. - C°°(X) est dense dans Sy(X). 

Preuve. - Soient feSy, V(K,e) un voisinage de l'origine dans Sy et K f C K vé

rifiant y(K\K^) í e. L'espace compactologique (X,K) étant régulier, la restric

tion de f à K f se prolonge à X en une application ^ G C (X) ((B4), (1.1.3)) et 

K f 

2. - PROPRIETES TOPOLOGIQUES DE Sy(X). 

Toute mesure y sur un espace compactologique s'écrit, de manière unique, 

comme somme d'une mesure atomique y^ et d'une mesure diffuse y^ ((B2), prop. 15, 

p. 68). On dit qu'une mesure V est portée par une partie A de X si le complémen

taire de A est localement V -négligeable, autrement dit siv #(X\A) = 0. Ainsi 

la mesure y^ est portée par l'ensemble des points de X de mesure strictement 

positive, ensemble que nous noterons toujours S. Alors, puisque KnS est dénont-

brable pour tout compact K de K, y^ est portée par X \ S ; de manière plus pré

cise, notons que S est même le plus petit ensemble portant la mesure atomique y . 

L'écriture ainsi obtenue pour la mesure y va donner lieu en (2.3) à une 

décomposition de 5y(X) en un produit, ce qui justifie l'étude plus particulière 

des mesures atomiques et des mesures diffuses. La compactologie discrète sur X 

étant la compactologie des parties finies, nous pouvons énoncer : 

(2.1) PROPOSITION. - Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(a) la mesure y est atomique ; 

(b) tout compact K de K s 'écrit K « D U N où D est une partie dénombrable 

et N une partie négligeable ; 

(c) la compactologie discrète est \i-dense dans K. 

Preuve : 

(a) — M b ) : Car K n S est dénombrable et KO(X\S) est négligeable. 

(b)<=>(c) : Puisque l'assertion (c) signifie que tout compact de K s'écrit comme 

réunion d'une suite de parties finies et d'un ensemble négligeable ((Bl), 

prop. 12, p. 188). 

file:///i-dense
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(b) —>(a) : Dans l'écriture K = DLJN on peut supposer qu'aucun point de D n'est 

négligeable. Alors (XxS)OK = N et y est portée par S, donc y est atomique. 

Il est maintenant aisé de décrire Sy(X) pour une mesure atomique y ; dans 
X 

ce cas toute fonction réelle sur X est mesurable, donc Sy(X) = IR algébriquement. 

Plus précisément : 

(2.2) PROPOSITION. - Si y est une mesure atomique^ l'application identique 
X c S 

Sy(X) •+ tR est un isomorphisme de l'evt Sy(X) sur 1R *{o} où (R est muni 
de sa topologie produit et où {0} est l'adhérence dé {0} dans 5y(X) (TÔT 

Xx S 
est donc l'espace IR muni de la topologie grossière). 

Preuve. - Les parties finies F de S constituent une y-base de K et les ensembles 

V(F,e), avec e < Inf y({x}), forment un système fondamental de voisinages de 
xeF 

l'origine dans Sy ; or pour tout compact (fini) K contenu dans F, la relation 

y(F\K) e implique K-F ; il est donc clair que les voisinages V(F,e) considé

rés sont ceux de la convergence simple sur S. 

Notons que lorsque la mesure y est atomique, Sy(X) est localement convexe ; 

nous reviendrons sur ce point. 

Pour toute partie A de X, désignons par f|A la restriction à A d'une fonc

tion f définie sur X. La proposition qui suit utilise l'écriture canonique de 

la mesure y comme somme d'une mesure atomique et d'une mesure diffuse, ce qui 

simplifie l'étude de la topologie de Sy(X). 

(2.3) PROPOSITION. - L'application f + (f|s>f |xsS^
 e 8 t i s o m o r P } l i s m e d e l'evt 

Sy(X) sur le produit (RS*Sy , (X\S). 
G 

Preuve. - Confondant les mesures y^ et y^ avec les mesures qu'elles induisent 

respectivement sur S et X \ S , on établit immédiatement que l'application 

f •+ (f^s»
f|xNS^ e S t u n e i n J e c t i o n d e 5y(X) dans Sy a(S)xSy^(Xx S), c'est-à-dire 

dans (R * S y d(XxS). Réciproquement, soit (4>,\Jj)e R S x S y d(Xx S) ; notons <t>° et ij;
0 

les prolongements respectifs par zéro des fonctions <j> et ip sur les ensembles où 

elles ne sont pas définies. L'application f « <j>°+̂ ° est y-mesurable et (4>,\|0 •+ f 

est l'application inverse de f + ( f | s , f | X x S ^ 0 6 q u i é t a b l i t l'isomorphie des 

espaces vectoriels considérés. 
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Il nous reste maintenant à comparer les topologies de ces espaces. Pour 

cela, remarquons que l'ensemble K0 des compacts de la forme FuK, où F est une 

partie finie de S et K un compact de X contenu dans X \ S, constitue une sous-

compactologie y-dense de K ; en particulier, les ensembles V(FUK,e), avec 

FUK€K 0 et 0<e<Inf y ({ x} ) forment un système fondamental de voisinages de l'o-
x€F 

rigine dans Su (X) . Prouvons alors l'égalité V(FUK,e) « Va(F,e) x V ¿(K,e), où 
c 

V (F,e) (resp. V,(K,e)) désigne un voisinage fondamental de l'origine dans (R a d 

(resp, dans S u d ( X v S)) • Soit f€V(FuK,e) et K f € FuK vérifiant y ( (FUK) K f) < e 

et l^l^ < e ; nécessairement on a FCK^, donc ^ J g ^ ^ g í ^ » ^ î d'autre part 

y(K\(KnK f)) ^ e , d'où
 f | X N S e V d ( K , e ) . Réciproquement, si f| s€V a(F,e) et 

f | X v S € V d ( K , e ) , il existe K fC K tel que y(K>,K {) < e et | f|R « e ; donc 

y ((FUK) N (FUKf)) < e et f G V(FuK, e) • f 

Une caractérisation classique des mesures diffuses nous sera utile 

((B2) , exercice 7, p. 109) : 

(2.4) LEMME. - Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(a) la mesure y est diffuse ; 

(b) -pour tout compact K tel que y(K) > 0 et tout €>o¿ il existe un compact 

K C C K vérifiant 0<U(Ko) $ 

On sait que, si p est un réel vérifiant 0<p<l et si y est une mesure dif

fuse, tout voisinage de zéro disque dans L^(p) est identique à L^(y) ( (E) , 

p. 240). Un énoncé tout à fait semblable peut s'obtenir pour Sy(X) en utilisant 

comme dans (E) un résultat du à Saks ((DS), (IV.9.7), p. 308) : 

(2.5) PROPOSITION (SAKS). - Soit y une mesure diffuse et soit K un compact de X . 

Pour tout OOj il existe une partition finie de K composée de compacts et 

d'un ouvert relatif, tous de mesure au plus égale à e. 

Le caractère non localement convexe de l'evt S y ( X ) , pour une mesure y dif

fuse, est alors précisé par la proposition qui suit : 

(2.6) PROPOSITION. - Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(a) la mesure y est diffuse ; 

(b) tout voisinage de l'origine V(K, e) dans Sy(X) a pour enveloppe disquêe 

r(V(K, e)) l'espace Sy(X) tout entier. 
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Preuve : 

(a) =>(b) : Conformément à (2.5), soit {Kj ,K 2, • • • *K j »U} une partition de K 

formée d'ensembles dont la mesure est au plus égale à y , les étant compacts 

et U étant ouvert dans K. Posons H =^JK^ pour simplifier et notons l^la fonc

tion caractéristique d'une partie A de X. Soit maintenant f€Sy(X) ; posons 

f. = nflj. pour tout i<:n-l et f « nfl v „. Ces fonctions sont mesurables et 
1 K.̂  n A V. H 
f « — ( ¿ f . ) ; il est alors facile de vérifier que f. appartient à V(K, e) pour 

n i=l 1 

tout U n ; donc f e r (V(K, e) ). 

(b) =>(a) : Si y n'est pas diffuse, il existe aeX tel que y({a}) > 0 ; pour 

tout e vérifiant 0<e*y({a}) on a nécessairement V({a},e) * {f€Sy(X) ; |f(a)| 4 e} 

et l'on obtient ainsi dans Sy un voisinage de zéro disque qui n'est pas égal 

à S y . 

Il est à noter que si y est diffuse, il n'y a pas de forme linéaire sur 

S y , continue et non nulle. Mentionnons également que, si y est diffuse, l'espace 

Sy(X) ne peut être localement convexe que s'il est grossier ; or c'est impos

sible puisque, la mesure y n'étant pas nulle, la fonction 1^ n'est pas adhé

rente à {0}. 

Nous pouvons maintenant élucider la situation opposée, c'est-à-dire celle 

d'une mesure atomique. 

(2.7) PROPOSITION. - Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(a) la mesure y est atomique ; 

(b) l'evt Sy(X) est localement convexe ; 

(c) la topologie de Sy(X) coïncide avec celle de la convergence simple 

sur S ; 

(d) sur Sy(X) la topologie de la convergence simple sur S (resp. sur K) est 

plus fine que celle de la convergence en mesure. 

Preuve* - Elle se fait suivant le schéma 

(b) 

(a) ~>(c) (a). 

S* 
(d) 

L'implication (a) =>(c) a déjà été vue en (2.2) et les implications (c) =>(b) et 
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(c) =>(d) sont évidentes. 
ç 

(b) =>(a) : Ecrivons Sy(X) = (R xSy ¿(X^S) ; ainsi Sy ¿(X^S) est localement 

convexe et y¿ =0. 

(d) =>(a) : Supposons que sur Sy(X) la topologie de la convergence simple sur X 

est plus fine que celle de la convergence en mesure. Soit F une partie finie 

de X et n un nombre positif. Posons Vg(F,rO = {fCSy(X) ; |f| F $ n) ; étant 

donné un voisinage de l'origine V(K,e) pour la topologie de la convergence en 

mesure, il existe un voisinage V (F,n) vérifiant V (F,n) C V(K, e) . Considérons 
s s 

la fonction £ « 2e.l v « ; f est mesurable et de plus f GV (F,rj)c V(K, e) ; ainsi 
À ̂  r s 

il existe K f C K tel que y(KvK^) ^ e et | l f l l ^ ^ G » nécessairement K f C F et 

y(K\F) < e, ce qui prouve la y-densité dans K de la compactologie discrète. 

(2.8) COROLLAIRE. - Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(a) y est une mesure atomique et S=X ; 

(b) Sy(X) est séparé ; 
X 

(c) Sy(X) est homéomorphe à (R . 

Preuve. - Compte tenu de (2.2), il suffit de prouver l'implication (b) =>(a). 

Mais alors, pour tout x € X, la fonction n'est pas adhérente à {O}, donc 

y({x}) n'est pas nul. 

Il est à noter que sous l'une des hypothèses de (2.8), tout compact de X 

est dénombrable. 

Donnons une nouvelle formulation des résultats qui précèdent : 

(2.9) PROPOSITION. - Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(a) la mesure y est atomique ; 

(b) sur S\x(K) la topologie de la convergence en mesure et celle de la conver

gence simple sur X sont comparables. 

Abordons maintenant l'étude des mesures y telles que Sy(X) soit un evt 

localement borné ; c'est alors un espace localement pseudo-convexe au sens de 

Rolewicz. En fait nous verrons que Sy(X) est alors localement convexe. Nous 

aurons tout d'abord besoin du lemme : 
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(2.10) LEMME. - Sy d(X\S) est un sous-espace fermé de Sy(X). 

Preuve* - Su d(X \ S) s'identifie à l'ensemble des fonctions de Sy(X) nulles 

sur S. Soit alors f G S y , f n'étant pas nulle sur S. Il existe x e S tel que 

f(x) « a>0. Fixons 6̂ 0 tel que e< Min(a,y({x})) et un compact K de K contenant 

x. Pour toute fonction h€V(K, e) il existe un compact K^C K tel que y i K v ^ ) ^ c 

et l^lj/ < £• Alors nécessairement xeK^, donc |h(x)| < e et f(x) + h(x) > 0. 
n 

Ainsi aucune fonction de l'ensemble f+V(K, e) ne s'annule en x, ce qui prouve 

bien que 5y d(X\S) est fermé. 

Notons ou i-pW l'espace des applications mesurables de X dans 1R telles 

que y*(|f|) < + 0 0 ; pour une telle fonction, dite essentiellement integrable, 

nous poserons y(f) « y#(f). Naturellement, l'application f -> y(|f |) est une semi-

norme sur l'espace et son séparé est un espace de Banach. 

(2.11) PROPOSITION. - Etant donné un espace compactologique (X,K) et une mesure 

y sur cet espace^ les assertions suivantes sont équivalentes : 

(a) y est une mesure atomique portée par un ensemble fini ; 

(b) Sy(X) est un evt localement borné ; 

(c) les evt Sy(X) et L^(X) sont isomorphes ; 

(d) y est une forme linéaire continue sur Sy(X) j 

(e) le séparé de Sy(X) est isomorphe à un espace R n. 

Preuve. - Le principe en est indiqué par le schéma : 

(c) 

s\ 
(b) = » ( a ) = = » (d) \s 

(e) 

(b) =>(a) : Montrons tout d'abord que si y est diffuse et non nulle, Sy(X) n'est 

pas localement borné. Soit V(K, c) un voisinage de l'origine dans Sy(X), avec 

e<y(K). La mesure y étant diffuse, il existe d'après (2.4) un compact K C C K vé

rifiant 0<y(Ke) $ j ; soit n tel que 0<n<y(Ko) et soit f • el K . Considérons 

un compact K C K \ K o vérifiant ü((KvK o)vK ) < -| ; alors y(K\K.) 4 z et pour 
£ J 1 Z I 

tout n € N , f e — V(K, e). Or pour tout compact Le K tel que y (K\ L) < r\f on a 
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nécessairement L O K 0 i 0 (sinon K e C K \ L et y(K 0) £ y(K\L) $ n) ; ainsi 

|f| L - €>n et f^V(K , n ) . Finalement, pour tout n€ N*, ¿ V(K, e)<£ V(K,n) et 

V(K, e) n'est pas borné, ce qui établit que lorsque y est diffuse, Sy(X) n'est 

pas localement borné. 

Supposons maintenant Sy(X) localement borné ; le sous-espace fermé 

Sy ¿(X S) de Sy(X) est lui-même localement borné ((K), (7), p. 162). Il résulte 

alors de ce qui précède que yj =0. L'espace séparé associé à Sy(X) est donc 
S ~ 

Sy(X) * R et c'est encore un evt localement borné ; S est donc fini. 

(a) ~>(c) et (c) =>(b) : Evident. 

(a) =>(d) : Etant donné £>0, si r\>0 vérifie ny(S) < £> la condition Jf | |g < n 

implique |y(f)| ^ e. 

(e) *=>(a) : Résulte immédiatement de (2.2). 

(d) =>(e) : Pour cela notons que, sous l'hypothèse (d), y^ est une forme linéaire 

continue sur S y^(XNS), donc y d

= 0 en raison de (2.6) ; ainsi y est atomique. 

Par ailleurs, puisque y intègre toutes les fonctions de Sy(X), y est une mesure 

bornée. L'ensemble S est alors integrable, donc dénombrable. Si S est infini, 

pour toute partie finie F de S, on a y(X\F) > 0. L'ensemble des parties finies 

F de S constitue une y-base de K et les ensembles V(F, e) , avec e>0, forment un 

système fondamental de voisinages de l'origine dans Sy. Soit n>0 et soit V(F, e) 

un tel voisinage. Considérons la fonction f = ,J¿ - N l v ; évidemment 
y T ) À^» r 

f€V(F,0 et y(f) * 2r|, ce qui contredit la continuité de y. 

Ainsi, lorsque Sy(X) est localement borné, son séparé Sy(X) est un espace 

normé. Plus généralement, l'étude de la métrisabilité de Sy(X) conduit naturel

lement à des conditions de dénombrabilité sur la compactologie K de X : 

(2.12) PROPOSITION. - Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(a) Sy(X) est métrisable ; 

(b) (X,K) admet une \s-base dénombrable. 

Preuve : 

(b) —>(a) est immédiat puisque les ensembles V(K,~), où K décrit une y-base de 

K9 forment d'après (1.3) un système fondamental de voisinages de l'origine dans 

S y . 

(a) -^(b) : Sy(X) admet un système fondamental dénombrable de voisinages de 

file:///s-base
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l'origine ^(Kn>^)> n^l , où est une suite croissante de compacts de K. Mon

trons que la suite (K^) est une y-base. Pour tout compact K€ K et tout e>0, avec 

£<1, il existe un entier n tel que V(K ,-)CV(K,e). Puisque la fonction 1 v 

1 n 

est élément de v( K

n»~)> elle appartient à V(K,e), ce qui implique facilement la 

condition y(K\K ) 4 e. 
n 

(2.13) COROLLAIRE. - Si la mesure y est bernée, Sy(X) est métrisable. 

Preuve. - En effet, on construit alors aisément une suite (K ) de compacts de K 
n 

telle que XN^J K soit localement y-négligeable ; une telle suite est évidem-
n^l 

ment une y-base de K. 

Notons enfin que S est nécessairement dénombrable quand Sy(X) est métrisa

ble, cette condition étant évidemment suffisante quand la mesure y est atomique. 
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