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REMARQUES SUR LA FACTORISATION DANS LES ANNEAUX COMMUTATIFS

Alain BOUVIER

Comme nous 1'avons montré dans (3), les notions d'anneaux
i factorisation unique au sens de (5) (appelés ici ameaux &
factorisation unique) et au sens de (7), (appelés ici anmeaux
de Fletcher) sont distinctes. Afin de comparer ces deux notions
et de les généraliser simultanément, nous introduisons dans ce
travail, les anneaux localement & facterisation untque. Ce sont
les anneaux produits directs finis d'anrneaux 3 factorisation

unique. Tous leurs localisés sont des anneaux & factorisation

unique, d'ol leur nom.
bl

Les anneaux localement & factorisation unique sont locale-
ment présimplifiables au sens de (4). Aussi commengons nous par

établir quelques propriétés &lémentaires de ces derniers.
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Puis nous &tudions les anneaux localement 3 factorisation
unique, 3 partir des anneaux 3@ factorisation unique par passage
au produit direct : atomicité, présimplifiabilité, pgcd, ppem,
propriétés de transfert, hauteur de leurs idéaux premiers

principaux etc.

En utilisant les S—-anneaux de (9), nous donnons une carac-
térisation des anneaux atomiques de Fletcher qui précise les
liens entre ces anneaux et les anneaux 3 factorisation unique.
Nous en déduisons une nouvelle propriété caractéristique des

anneaux de Fletcher dans le cas noethérien localement présim-
plifiable,

Nous étudions ensuite le transfert a A(X) et A((X)) de la

notion d'anneau localement 3 factorisation unique.

Nous terminons par quelques remarques et un tableau
récapitulatif des propriétés des anneaux localement i factorisa-
tion unique et de leurs deux cas particuliers, les anneaux i

factorisation unique et les anneaux Fletcher,
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§ 1 - ANNEAUX LOCALEMENT PRESIMPLIFIABLES.

(1.1) Les anneaux considérés sont commutatifs unitaires. Si A
est un anneau, on note U(A) le groupe de ses unités et div(A)
l'ensemble de ses diviseurs de zéro. On pose 1-U(A) = {1l-u ;
ugU(a)}.

A est un gmeau présimplifiable (3) si div(A)C 1-U(A).
A est un ammeau localement présimplifiable (4) si A est un
produit direct fini d'anneaux présimplifiables.

Les anneaux intégres, les anneaux locaux et les anneaux
primaires sont des anneaux présimplifiables ((3) 1-1). Les
anneaux principaux (non nécessairement intégres) ((3)-4-3),
les anneaux de Fletcher ((8) Th 15], les anneaux artiniens sont

localement présimplifiables, [(3)1—2).

(1.2) Soit A un anneau localement présimplifiable. D'aprés

((3)1-4), A peut s'écrire, de fagon unique i 1'ordre prés des

facteurs A = : Ai ol les Ai sont des anneaux présimpli-
i=1

fiables. Soit k2»0. 1'entier ainsi défini :
- Si 1lgigk, Ai est intdgre et n'est pas un corps.

- Si k+lgign, Ai est non intégre ou est un corps.

On pose h = n-k30. Le couple (k,h) ainsi défini est
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appelé le type de 1'anneau localement présimplifiable A.

Nous savons (4), que pour un anneau A, les assertions

suivantes sont équivalentes :

I) A est présimplifiable.

II) A est localement présimplifiable et spec(A) est connexe.

Tout anneau localement présimplifiable est semi-connexe,

c'est-3-dire ne posséde qu'un nombre fini d'idempotents.

Un anneau localement présimplifiable de type (k,h) est
présimplifiable si et seulement si k+h = 1,

(1.3) PROPOSITION

Soit A un anneau noethérien localement présimpli-

k+h
fiable de type (k,h),A = = A; sa décomposition en
i=1
anneaux présimplifiables, = OU un idéal de A. Si
i i

pour tout 1 = 1,...,k+h, 00, C AL, l'anmeau A, muni
de la topologie ®&-adique, est séparé.

Démonstration. Pour tout 1 = 1,...,k+h, puisque Ai est

présimplifiable, par définition div(Ai)Q 1-U(Ai). Comme

OCiC Ai’ alors, (XiﬁU(Ai) = 0 et (1- Ofi)ﬂ(l-u(Ai)) = @,
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On a donc : (1—Oci)ndiv(Ai) = @. D'aprés le théoréme de KRULL

((11) P 216), nécessairement (\0(2 = 0, donc :
nzD

A" = 0.

n30

(1.4) PROPOSITION.

Soit A un meau roethérien localement présimpli-

k+h
Fiable de type (k,h),A = = A, sa décomposition en
i=1
ameaux présimplifiables et H - AIX...XAi_1><(3‘].~><A].._'_1><...><Ak+h

un idéal premier principal tel que O ’E‘yi # A, Alors :

Si 1gigk, & est de hauteur 1 ; st k+1$1$k+h,g est
de hauteur O.

Démonstration. Nous pouvons appliquer 2 ﬁi’ le lerme ((3) a.7m).

Notre assertion en est alors une conséquence immédiate.

(1.5) Soit p€A-U(A). On dit que :
I) p est premier si pA est un idéal premier.

1I) p est irréductible si pA est maximal parmi les idéaux

principaux distincts de A,
I1I) p est indécomposable (3) et (7) si : p = xy =>xXx€ pA ou
y € pA.

Ces trois notions sont distinctes (3) ; toutefois :
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(1.5) LEMME.

Sott A un ameau localement présimplifiable de type
(k,h).

a) - Tout élément premier est indécomposable.

b) - Indécomposable non nul équivaut & itrréductible non nul
st et seulement st A est de type (1,0) ou (O,h).

Démonstration. C'est une vérification de routine, conséquence

immédiate des remarques suivantes :

- Tout &lément premier - resp. irréductible -, non nul est

indécomposable.

- O premier <> 0 indécomposable <= A intégre.

- O irréductible <= A corps.

Si p = (xl”"’xk+h)€ A-U(A), p est premier -resp. irréduc-
tible, indécomposable~ si et seulement s'il existe 1 =
1,...,k+h ; tel que x; est premier -resp. irréductible,

indécompesable~- dans A, et si, pour i # jxje U(Aj).

- Si A est un anneau présimplifiable, pour un élément

pe A-U(A), p indécomposable &quivaut 3 p irréductible
((3) .e)).
(1.7) PROPOSITION.

Soit A un anneau localement présimplifiable de type
(k,h). ST A vérifie la condition maximale pour les
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idéaux principaux, A est atomique (3) si et seulement si
A est de type (1,0) ou (0,h).

Démonstration. La condition est nécessaire d'aprés (1). Elle
est suffisante : S1 A est de type (1,0), on est dans les

conditions d'applications de‘((3)(2.1))’; 81 A est de type
h .

(03h),"si A = % A, alors chaque A, est présimplifiable et
1=1

vérifie la condition maximale pour les idéaux principaux ; il
est atomique d'aprés ((3)(2.1)) et 11 en est de méme de A
d*aprés (1). -

En particulier, un ameau de Fletcher (7) est atomique st
et seulement s'il est de type (1,0) ou (O,h).

§2 - ANNEAUX LOCALEMENT A FACTORISATION UNIQUE.

Les notions d'anneaux de Fletcher (7) et d'anneaux 3
factorisation unique (3) sont distinctes, ((3) 53). Nous intro-
duisons ici une notion qui permet de les développer simultanément,

et de préciser leurs liens.

(2.1) - On appelle ameau localement & factorisation unique
tout anneau produit direct fini d'anneaux 3 factorisation unique.

C'est le cas de tout anneau 3 factorisation unique et de tout
anneau de Fletcher ((3) (3.2)).

Comme tout anneau 3 factorisation unique est présimplifiable,
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tout anneau localement 3 factorisation unique est localement
présimplifiable.

(2.2) -~ En utilisant le passage au produit direct, et les
propriétés des anneaux 3 factorisation unique de ((3), §2), on
peut &noncer : soit A un anneau localement 3 factorisation

unique de type (k,h).
1) - A est présimplifiable si et seulement si k+h = ],

2) - A est atomique si et seulement si A est de type (1,0) ou
(0,h).

3) - A est 3 factorisation unique si et seulement si k+h = 1.
4) - A vérifie la condition maximale pour les idéaux principaux.
5) - Deux &léments de A possddent un pged et un ppenm.

6) -~ L'intersection de deux idéaux principaux est un idéal
principal.

-

7) - 57!A est localement & factorisation unique.

8) - Le produit direct de deux anneaux localement 3 factorisa-

tion unique est un anneau localement & factorisation unique.

9) - S1i k=0, A est semi-local.

{(2.3) Remarque. Si A est localement 3 factorisation unique, et

Ay 1'un de ses localisés, alors, d'aprés (2.2) 7 Ap  est
un anneau localement 3 factorisation unique de type (k,h). Il
est local donc présimplifiable ((3)(1.1)). D'aprés (2.2) 1, on
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a k+h =1 ; donc At est 3 factorisation unique d'aprés 2-2-3

(2.4) PROPOSITION.

Soitt A un ameau localement & factorisation unique
de type (k,h),A = k:h A sa décomposition en ameaux
présimplifiables ei:i-l'_?1 = Apx.. 'xAi—lei*Ain cee XAy 4 oun
idéal premier principal tel que O # Eii # A, Alors

st 1l<i<k, ')_1 est de hauteur . St k+l<ick+h, est ce
haiteur 0.

Démonstration. La hauteur de Sj dans A est &gale & la hauteur

de Sji dans Ai‘ Si lsisk,Ai est un anneau factoriel, donc
R ; est bien de hauteur.1l ((10) o 38). On peut donc supposer

que A est un anneau i factorisation unique non intégre.

Si P = xA est un idéal premier distinct de A, alors
x¢U(A). Soit Q wun idéal premier tel que 0CQ CP. Posons
I=1{a€A ; ax€Q}. I est un idéal de A et Q = xI ; mais

xICI ; donc y€I=>xyel=y€Q d'oi I = Q.
= ' i
Alors : Q = xQ = sz = ...=xQ° D'une part, puisque
A n'est pas intdgre, on a Q # O. D'autre part, si qeQ, si
q # o, pour tout n€N,qA Cx"A. D'aprés ((3)(2.4)), 1'ensemble
des idéaux principaux contenant qA est fini. Donc il existe

nxl tel que x"A = 1 D'aprés ((3)(1.6)), celid entraine
n

x =0 ou x€U(A). Ces deux &ventualités sont impossibles.
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L'idéal premier P ne contient strictement aucun idé&al premier ;

il est de hauteur O.

(2.5) -
1) On dit que deux &léments a,b d'un anneau A sont S-premiers

entre eux (9) si, pour tout x,d de A :
ax€dA et bx€ dA = xedA

On &crit alors S(a,b) = 1. Cette notion est stable pat

association.

On dit que A est un S-gmeau ou admet des S-pged si (9) :

Va,be A 3a',b',ce A tels que S(a',b') =1 a=ca' et b = cb'

On &crit S(a,b) = c, et 1'on dit que c'est un S-pged
de a et b.

2) I1 est clair (9) que si S(a,b) =1, x = au et g =
bv avec u, veU(A), aAlors S(x,y) =1

(2.6) PROPOSITION.

Soit A un anneau atomique localement présimplifiable.

Les assertions sutvantes sont équivalentes :

a) - A est un S—~anneau

b) - A est un ammeau de Fletcher
c) - Tout irréductible de A est premier
d) - A est factoriel ou principal

10
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Démonstration. (c) => (d) d'aprés ((3)(3.4)). (d) = (b)

d'aprés ((8) Th. 19) (b) = (a) d'aprds ((9) Th. III-B-3).
Montrons que (a) = (c).

A est un S~anneau atomique ; d'aprés (1), il est n&ces-
sairement de type (1,0) ou (0,h). S'il est de type (1,0), notre
assertion n'est autre que ((9) Th. III—A—4). On peut donc le
supposer de type (O,h).

Soit p un irréductible de A, Supposons que plab et que

a€pA. Montrons que b€ pA. On peut supposer que p est de la
forme :

P = (pl’uZ’u3"“’“h) avec p, irréductible dans A1 et pour
iZZ,Uie U(Ai)- Si Py = O,A1 est un corps et p est un &lément
premier de A. Supposons Py # 0. On a donc p # O. D'aprés
(1.6), p est indécomposable dans A.

Puisque A est un S-anneau, il existe a',p' et d dans
A tels que a =da', p=dp' et S(a',p') =1.

p étant indécomposable, on a pA = dA ou pA = p'A. Le
premier cas est exclu car a€dA et a¢pA. Donc :
pA = p'A = dp'A.

Comme p = dp' et que pour tout i =1,...,h p, #0,

on a Pi' # 0. Ai étant un anneau présimplifiable, d'aprés (1.6),

dipiAi = pgA; # 0= d;€U(A;) donc deU(a).

11
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On en déduit, d'aprés (2.5)2 que S(a,p) = 1. Par
définition des S-pged :

abe pA,pbe pA et S(a,p) = 1 => be€pA. (c.q.f.d.)

(2.7) COROLLAIRE.

Sott A un ameau noethérien localement présimpli-
fiable, de type (1,0) ou (0,h). Les assertions sutvantes
sont équivalentes :

a) - A est un awmeau de Fletcher.

b) - Tout idéal premier de hauteur <1 est principal.

Démonstration..(a) = (b) d'aprés ((8) Th. 19). Montrons que

(b) = (a). D'aprés (1.7) A est un anneau atomique. D'aprés
(2.6), pour montrer qu'il est de Fletcher, il suffit de prouver
que tout &lément irréductible est premier. Soit p un irré-
ductible de A. Le résultat est trivial si p # 0. D'aprés

((11) P. 238), puisque p¢U(A), 11 existe un 1déal premier '

de hauteur 1 et contenant pA. Par hypothése, P est principal :

T = xA. Alors OCpAC xACA, entraine, puisque p est
irréductible : pA = xA., Donc p est premier.

(2.8) Remarques.

1) - Dans un anneau & factorisation unique, méme noethérien,
un idéal premier de hauteur <1 n'est pas nécessairement
prineipal. Par exemple, si K est un corps et A = K(Xz,x3)/(xl‘),

12
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-

A est 3 factorisation unique ((3)(2.5)), local, de radical
]

e

q
M, = (X°,X7). Corme tout &lément de ), est de carré nul, le

seul idéal premier de A est 41} . Donc ce dernier est un idéal

premier de hauteur O. Néanmoins, il n'est pas principal.

2) - Un anneau de Fletcher est un S-anneau ; ce n'est pas
vrai pour un anneau 3 factorisation unique. D'aprés (2.6), les
seuls anneawr & factorisation unique qui soient des S—anneaux

sont les anneaux factoriels et les anneaux principaux spéeiaucx.

3) - Dans un S-anneau atomique localement présimplifiable,
pour un élément pQAA*—U(A), les assertions suivantes sont

équivalentes :

p est indécomposable ; p est premier ; p est irréductible.

4) - Le fait d'@tre un S-anneau est une propriété trés
forte : dans le cas des anneaux atomiques présimplifiables, elle
est strictement plus forte que 1'unicité des décompositions en

facteurs irréductibles.

Pour &tudier le transfert a A(x) et A([x]) de 1la
notion d'anneaux localement 3 factorisation unique, nous

considérons le cas particulier des anneaux a factorisation

unique,

(2.9) PROPOSITION.,

Soit A un anneau & factorisation unique.

13
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1) A(X) est @ factorisation unique st et seulement

si A est intégre.

II) Si A est noethérien non intégre, A((X)) n'est

pas & factorisation unique.

Démonstration.

I) Si A est intégre, 1'anneau A(X) des polynomes de
1'anneau factoriel A est factoriel. S1 A est non intégre,
B = A(X) est non intégre ; il est clair que 1+Xe B-U(B) et
que 1+X¢fdiv(B). Donc : div(B) # B-U(B) ; B n'est pas i
factorisation unique d'aprés [(3)(2.6)}°

II) Soit a¢U(A) ; f = a+ I x'¢ UA((x))). Si A est non

izl
intégre, il en est de méme de A((X)). Donc si A((x)) est a

factorisation unique, d'aprés ((3)(2.6)), ona fe div(A((X))).
D'aprés ((6) Th. 5), il existe a€A” tel que af = 0, ce qui

est absurde.

(2.10) Remarques.

-~

I) Si A est noethérien 3 factorisation unique et non
intégre, A((X)) n'est jamals 3 factorisation unique, alors
que, dans le cas des anneaux intégres, l'anneau des séries for-
melles d'un anneau factoriel n'est pas nécessairement factoriel
(10).

II) Soit A wun anneau a factorisation unique.

- Si A est intégre, A est factoriel, donc, semi-simple

14
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si et seulement s'il n'est pas semi-local (2).

- 8i A est non int&gre, A n'est pas semi-simple, car

est loczl et d'aprés ((3)(2.6)), rac(a) = div(A) # O.

Par contre, un anneau de Fletcher non intégre et & fortiori

un anneau localement 3 factorisation unique peut—€tre semi-

simple.

III) Tout anneau de Fletcher artinien est principal ((8)
Th. 19). Il n'en est pas nécessairement de méme pour un ameau
a factorisation unique : Si A = K[XZ,X3}/(X4) (voir (2.8)1),
A est 3 factorisation unique ((3)(2.5)), artinien, mais non

principal.

Nous donnons ; ci-dessous, un tableau récapitulant les
propriétés des anneaux localement @ factorisation unique et
de leur deux cas particuliers, les anneaux & factorisation

unique et les anneaux de Fletcher.

: : Loc. Fact. :Fact. Unique : Fletcher

: : unique :

: Structure :Produit :Intégre ou :Produit

: :direct de fac-:local :direct de fac-:
: ttoriels et : ttoriels et

: :d'anneaux : :princ. Spec.

: : locaux

. .
. .

15
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:Localement

:présimplifiable : OQui : OQui : Oui
:Présimplifiable : P.N. : Oui : P.N,
tAtomique : ssi type ¢ Oui : ssi type

:(1,0) ou (0O,h): :(1,0) ou (0,h)
:Cond. Max. Idéaux: : .

:principaux : Oui : Oui : Oui
:Existence des

:pged : Oui : Oui : Oui

:Existence des

:ppdm : Oui ¢ Oui ¢ Oui
:Existence de :
:S~pged : P.N, : P.N. ¢ Ouil

:La somme de 2
:idéaux Princ.
test princ. ¢ P.N. : P.N. : Oui
:L'inter. de 2

:idéaux Princ. est:

iprinc. : P.N. ¢ PuA. 01
:Transfert &

:s71A : Oui : Oui : Oui
:Transfert 3 A(X) : ssi int. : ssi int, : ssi int.
:Transfert a : Non si A : Non si A : Non si A
:A[(X)) : noethérien : noethérien ¢ noethérien
:Transfert au : :

:produit direct ¢ Oui ¢ Non ¢ Oui

16
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:Transfert au
:produit direct
:fS(A) intégrale-
:ment cols dans :
.S 1A

:Soit P wun idéal:
ipremier P # A

:P principal = P
:de hauteur <l

:P de hauteur

: g1 = P prin- :

:cipal

tartinien = prin-:
:cipal

‘non intégre =
tsemi-simple :
:contient les
:Bezout atomi. :

:loc. Pres.

: Oui

Oui

Non

Oui

Oui

: P.H.

P.N.

¢ Qui

: OQui

: Oui

: Oui

: P.N.

: Qui

P.N. : pas nécessairement.

ssi. : si et seulement si.
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