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CATEGORIE ET K -CATEGORIE DES ENSEMBLES ORDONNES

R. BONNET

Le travail qui suit est divisé en deux parties distinctes
la premiére a pour but d'analyser la catégorie 6 des ensembles

ordonnés et en particulier la dualité.

C'est ainsi que si V désigne un ensemble ordonné fixé
ayant plus de deux &léments et tel que toute partie de V ad-
mette une borne supérieure, on appelle dual d'un ensemble or-
donné E, 1l'ensemble ordonné E' des applications croissantes
de E dans V; de plus si f est une application croissante de E
dans F, elle induit une application croissante £* de F' dans
E*. Les éléments "étoilés" s'érigent en une catégorie qui de-
vient une sous-catégorie de 6 et qui est notée 6%. Dans le
cas oi V = {0,1} avec 0O<l, l'interprétation se fait en consi-
dérant E* comme 1'ensemble des sections finales de E (voir
aussi dans ce cas M. POUZET [8]). Bien qu'elle puisse paraltre
trés formelle,cette partie permet, d'une part de donner des
critéres pour savoir si une application f est de la forme g*,

d'autre part dans le cas V = {0,1} de redonner des résultats
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Catégorie et el-catégorie des ensembles ordonnes

énoncés par l'auteur en collaboration avec M. POUZET [3].

La seconde partie est consacrée & 1'étude des a-catégo-
ries qui généralise la classe des ensembles artiniens, disper-
sés. Si a désigne une chalne ou ensemble totalement ordonné
infini, disons qu'un ensemble E est a-ordonné s'il ne contient
aucune sous-chalne isomorphe i a. L'étude de la classe des en-—
sembles a-ordonnés en particulier sa stabilité par rapport i
certaines opérations comme la somme et le produit lexicogra-
phiques, la réunion et le produit direct, et la nature in-
trinsé&que de la chalne o considérée permet de poser les pro-
blémes du paragraphe 5-3 dont la solution &noncée sans démong-~
tration paraitra dans un prochain article intitulé "a-ordre

de SZPILRAJN",
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Catégorie et of~catégorie des ensembles ordonnés

1 - CATEGORIE DES ENSEMBLES ORDONNES

1-1. On rappelle qu'un ensembfe ordonné est la donnée d'un
couple (E,e) dans lequel ¢ désigne un graphe d'ordre sur un
ensemble E; si aucune confusion n'est i craindre, on dési-
gnera par E au lieu de (E,e) un ensemble ordonné, et par xgy
la relation (x,y) €c et on dit alors que x est {nfériewr a y
dans E. On dit qu'un ensemble ordonné E est une chaine si
pour tous x et y de E, on a x<y ou y<x, ce qui signifie que
x et y sont comparabfes. Enfin on dit qu'un ensemble ordonné
E est Libre si pour tout couple (x,y) d'éléments de E, x et

y sont incomparables ce qui signifie x{y et yéx.

De plus si (E,e) est un ensemble ordonné, on dit que
(E,23 est un xrenforcement de (E,e) si (E,e) est une chafne
telle que e ce; (E,e) &tant souvent noté E, (E,e) sera écrit
E.

Enfin si E et F désignent deux ensembles ordonnés, on
dit que f: E > F est une application croissante si la rela-
tion x<y de E implique £(x) < £(y). C'est ainsi qu'on est
conduit 3 introduire la catégonie des ensembles ordonnés,
notée 6 , en prenant comme objets les ensembles ordonnés et
comne morphismes les applications croissantes. Si E et F sont
deux ensembles ordonnés alors 1l'ensemble 6(E,F) des morphis-
mes de E dans F est lui aussi ordonné par fgg si pour tout x
de E, on a £(x) ¢ g(x) dans F.

Certains résultats sur la dualité &tant évidents compte

tenu de propriétés catégoriques, il est bon de rappeler la
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Catégorie et of catégorie des ensembles ordonnés

caractérisation de morphismes et d'objets utiles pour la

suite (pour le vocabulaire catégorique voir [7]).

1-2. Dans ce numéro, on désignera par f£: E + F une appli-

cation croissante, et par = la relation d'équivalence sur

E associée 3 f, c'est—d-dire que xZy signifie f(x) = f(y).

I1 est bien connu que f est un monomorphisdme ou un
Epimonrphisme si f est respectivement une injection ou une
surjection.

Rappelons d'une part que f: E > F est un monomorphis-
me fort si f est un monomorphisme i décomposition triangu-
laire triviale, d'autre part que f: E > F est une restndie-
tion si pour tout morphisme g: G - F et pour toute appli-
cation h: G ~ E rendant le diagramme d'application commu-
tatif, soit feh = g, alors h est un morphisme ce qui si-
gnifie que h est croissant. Les notions duales sont celles

d'épimorphisme fornt et de néduction respectivement.

I1 est alors clair que les notions de monomonphisme
gornt et de restriction coincident, et dire que f en est un,
signifie que pour tout x et y de E, X<y est &quivalent i
f(x) < £(y).

Dire que f est un Epimonphisme fort signifie que si
x'sy' dans F, il existe une suite finie zg,z3,.

d'éléments de E telle que f(zg) = x', f(z

..Zzn',_l

= y! .
2n+]) y et :

= Seeez, . ZZ,. e g0 $ .
R e S i A S T B " TS
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Par contre f est une réduction si pour tous x'<y' de F il

existe x<y dans E vérifiant f(x) = x' et f(y) = y'.

1-3. Enfin dans 6, E est un cogénérateur si E n'est pas li-
bre et est un générateur si E n'est pas vide. De plus E est
un injectif si E est complet pour l'ordre ce qui signifie
que toute partie admet une borne supérieure : pour cela on
rappelle que E est un injectif si pour tout monomorphisme
fort i: F » G, tout morphisme f: F - E se prolonge en un
morphisme f: ¢ - E.

2 - DUALITE

Dans la suite, on désignera par V un cogénérateur in-
jectif c'est-d-dire que V sera un ensemble ordonné complet
et non réduit 3 un élément : par exemple 2 = {0,1} avec 0<]

yérifie ces conditions.

2-1. Soit E un ensemble ordonné, on appelle dual de E (nefa-
i @ V) 1l'ensemble ordonné EN = 9(E,V) des applications
croissantes de E dans V : c'est un ensemble ordonné complet.
De plus si f est une application croissante de E dans F elle
induit une application croissante £* de F* dans E* définie
par f‘(e) = gof pour e€'F*. I1 est 3 noter que f* commute aux
bornes supérieures et inférieures; et £* sera appelé dual de
£ (relatif a V).

Si E est un ensemble ordonné, on dit que FCE est une

section finale de E si pour tout x€F et xgy dans E on a
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y€F, on note $(E) 1'ensemble ordonné des sections finales
de E. Maintenant si V = 2, 1'ensemble E* pourra étre iden-
tifié a4 ¢(E) et si f est une application croissante de E
dans F, alors l'application &(f) de ¢(F) dans ¢(E) définie
par ®(f) (K) = f-l(K) pour K€¢(F), n'est autre que £* de "
dans E*. Aprés cet exemple revenons au cas général, un

"aller-retour catégorique' nous montre la :
PROPOSITION : 1L y a Zquivalence entre :

(L) £ est un monomonphisme fornt (nesp. Epimon-
phisme, Aisomorphisme).

(id) £° est un épimonphisme (nesp. monomorphisme,
bimonphisme) .

En effet, on montre que si f est un monomorphisme fort
alors £* est un épimorphisme, par 1'absurde; la réciproque
étant évidente compte tenu des propriétés de V.

Comme e(E,F*) et e(F,E*) sont isomorphes, le foncteur
8(+,V) de 0 dans 8 est coadjoint & droite de lui-méme donc
il transforme les limites 3 droite en limites & gauche, en

particulier les sommes en produits.

2-2. Soit 6*1a catégorie obtenue en prenant comme objets les
ensembles ordonnés de la forme E* et comme morphismes les ap-
plications croissantes de la forme £°. Alors et 6" sont
deux catégories duales ; comme 1" est isomorphe 3 V il est

. * . <
alors évident que e*(x ,V) est isomorphe a X.
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De plus 8 est une sous—catégorie (non pleine) de 9,
en effet il suffit de s'apercevoir que =Y implique
X = Y pour conclure. Il est 3 noter que si x* et ' sont
isomorphes en tant qu'objets de 6, ils ne le sont pas né-
cessairement en tant qu'objets de 0¥ - pour cela soit V
1'ensemble ordonné [0,1] des réels x tels que Osx<l, soient
X et Y 1'ensemble {0,1} avec 0 inférieur 4 1 et 0 incompa-
rable 3 1 respectivement. Il est alors évident que X* et Y*
sont isomorphes dans 6, mais non dans 6¥. Si V est 1'ensem—
ble ordonné 2, alors dire que X* et Y* sont isomorphes dans
B* revient & dire que X" et Y™ sont isomorphes dans § : en
effet si ¢ est un isomorphisme d'ordre de X" sur Y* alors ¢
commute aux bornes supérieures et inférieures et on verra

alors que P est de la forme g* (corollaire du théoréme 2-3).

Cette dualité va nous permettre de résoudre le probléme
. - - . . . *
sulvant : &tant donnée une application f croissante de E
*
dans F , peut-on dire qu'il existe g: F »~ E croissante telle
*
que g = f ?.
Pour cela remarquons d'abord que si E désigne un ensem-
ble ordonné, il existe une restriction “g de E dans
% * . . .. L2 T PP
E = 8(E ,V), qui & x de E associe ¥ de E , %X étant défini
- * . .
par %(e) = e(x) pour e €E . Cependant on peut dire que si f
est une application croissante de E dans F* elle se prolonge
. . . " *n *
en une unique application de la forme g de E dans F ,
' =43 ' *
c'est-a-dire que l'on a g on

E = f. En effet, ce résultat re-

. - LT IR . . N
vient & montrer que 8 (X ,Y ) est canoniquement isomorphe i
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G(X,Y*) ce qui est &vident en regardant la suite d'isomor-
phismes :
o* (¥** x*)=0(x,Y") = 8(X,8(Y¥,V))=6(Xx¥,V)
~6(Y,06(X,V)) = 6(¥,X").

Si E désigne un ensemble ordonné, la restriction g de
*E . - . * ~ .
E dans E' " induit, dans la catégorie 6 , une réduction (mE)*
L3 33 »* *
de E dans E . Il est 3 noter que le composé (mE) ° Vox

. . . *
n'est autre que le morphisme identité de E .

] * * . . . .
2-3. Soit £: Y - X une application croissante, on dit que
f vérifie la condition (#) si on a le diagramme commutatif :

W% I\l* *
Y —_— Y

f**l | lf

kN N *
X - X

. * - a .
Compte tenu du fait que v est une réduction, on obtient le :

THEOREME : Soit £: Y© + X' wune application croissante.
12 y a équivalence entre :
(4) 12 existe g: X >~ Y (unique et croissante)
telle que £ = g*.
(£L) £ vEnifie La condition (%).

- - » *
La propriété reliant yx et (NY) permet donc d'affirmer
»
que f est de la forme g si et seulement on a le diagramme

commutatif :
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* v* ,
fl lf**
e . g
(v)*
X

Et dans un cas particulier on obtient le :

COROLIATRE : S V = 2, s0it £: Y > X une application
croissante, AL ¢ a équivalence entre :

(£) £ est de La fonme g*.
(iL) £ commute aux bornes supérniewres et infé-
rieurnes .

Pour compléter 1'étude, dans le cas ou V = 2, de la

. . % . * % * .
catégorie 6 , soit £ : E - F un morphisme, alors :

a/ . £ est un monomorphisme ssi £* est une injection.
* o s . . .
b/ . £ est un épimorphisme ssi pour tout intervalle ouvert
* *, %
de F de la forme ]a,B[ avec o et 8 dans £ (E), la
condition ]a,B[(\f*(E*) est vide implique que ]a,B[

est vide. De ce paragraphe il ressort le résultat

suivant : (montré d'abord par POUZET [3]).

COROLLAIRE : Soient (E,e) un ensemble ondonné et #(E,e)
L'ensemble, ordonné par L'inclusdion, des sec-
tions finales de (E,e), alors :

(a). S{ €est une chaine maximale de ¢(E,e), 4L
existe un nenforcement (E, ) de (E,e) tel que

$(E,e) = & .
77
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(b). Si (E,e) est un renforcement de (E,e), alors
®(E,c) est une chaine maximale de &(E,e).

Ce résultat provient du fait que 1l'injection canonique

de € dans ®(E,c) est un épimorphisme si on se place dans 6*.

Par exemple si N désigne 1l'ensemble des entiers alors
il existe un isomorphisme de 1'ensemble des réels dans 1l'en-
semble P (N)=2N ordonné par inclusion : en effet la chafne @
des rationnels est une extension de l'ensemble libre IN (muni
de 1'égalité) donc 9(Q) est une chalne maximale deF(N)=<I>(N) .

A ce propos remarquons que :

a/ . L'ensemble 2N ordonné par l'ordre lexicographique est
isomorphe 3 ¢(Q) et induit sur F(N) un renforcement noté

H(N) qui est isomorphe i une chafne maximale de H(N) !

b/ . Il existe dans F(N) une partie libre non démombrable :

pour cela si x est un réel tel que O<x<] alors x s'écrit de

fagon unique (par excés) sous la forme x = anlo'“ (dite
x20

décimale) et si E(y) désigne la partie entidre du réel y soit

f(x) 1'ensemble des E(lOnx) pour x en systéme décimal : alors

f de ]0,1[ dans “P(N) est une injection et si x et y sont dig-
tincts alors f(x) et f£(y) sont incomparables dans ’F‘(N).

3 - STRATIFICATION

3-0. Les résultats rappelés ou énoncés dans ce numéro sont ip-

dépendants de la théorie de la dualité&, mais ils seront utileg
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pour la suite (voir aussi [2]).

Si E désigne un ensemble ordonné, 1'équiva1encelﬂ.en-
gendrée par l'ordre ¢ sur E, c'est-3-dire la transitivi-
sation de la relation " x<y ou y<x " est appelée connexité,
une classe d'équivalence pour R est appelée composante con-—
nexe, et si ) désigne la surjection canonique de E sur E/R
alors 1'image par )p de 1'ordre sur E est un ordre sur E/R
qui n'est autre que 1'&galité. Sous une forme un peu duale,

on peut énoncer la :

3-1. PROPOSITION : Soit (E,e) un ensemble ordonné, 4L exis-
te une Zquivalence R sun E, telle que 84 p: E-E/R
désigne L'ensemble quotient et & Le préordre ima-
ge par p de ¢,

(a). Pp: (B,e) > (E/R ,&) est un Epimorphisme fort.
(b). & est un ondne total surn E/R .
(c). Les classes d'Equivalence pour R sont des

parties Libres de (E,e).

La démonstration est basde sur le fait qu'il existe une
partie libre maximale L, auquel on associe 1'objet quotient
canonique :

p],: (E,E) > (Elygl)

dans lequel e; est 1'ordre image par p de € sur E; = E/Lj et

1'on raisonne par induction en utilisant les limites inducti-

ves.

79



Catégorie et ol-catégorie des ensembles ordonnés

On est donc conduit i appeler sthatification d'un en-
semble ordonné E, la donnée d'une &quivalence R sur E véri-

fiant les conditions de la proposition.

-

I1 est 3 noter que P est un &pimorphisme fort, mais il
est impossible de "raffiner" le résultat pour que 1l'om ait
une réduction Jp de (E,e) sur (E/R ,€) : pour cela il suffit

. 1 . *
de considérer pour (E,c) la somme directe de w et de w .

Cependant on peut annoncer la :

3-2. PROPOSITION : Soit (E,e) un ensemble ondonné, AL exis-
te une dquivalence B sur E et un ondne total &
sur E/R el que :

(a). p: (E,e) > (E/R,E) est une application
croissante telle que 54 x'sy' dans E/R , L&
existe x,2z7,2,,y dans E tels que Pp(x) = x',
P@) = y' et %<z 3z,<y.

(b). Les classes d'équivalence pour ® sont des
parties Libres de (E,e).

La démonstration est pratiquement la méme que pour la

proposition précédente.

4 -~ Q~CATEGORIE D'ENSEMBLES ORDONNES.

4-0., Avant d'entamer 1'aspect théorique de 1'étude, nous al-

lons préciser quelques notations et conventions [2] .
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Pour la commodité de 1'écriture, on désignera par w, n
et A 1'ensemble ordonné des entiers naturels, des nombres
rationnels et réels respectivement. Si o désigne un ensemble
ordonné, o désignera 1l'ensemble ordonné ayant méme ensemble
sous—jacent mais muni de 1'ordre opposé : par exemple 0 dé-

signe 1l'ensemble des entiers négatifs (i un isomorphisme prés).

Soit (Ai)ieI une famille d'ensembles ordonnés indexée par
un ensemble ordomné I. On notera .S A. = A 1'ensemble ordonné
dont 1l'ensemble sous-jacent est léesomme directe (ou réunion
disjointe) des Ai pour i dans I, et dont le graphe d'ordre est
défini par : x<y dans A si x et y étant considérés comme &lé-
ments de Aix et Aiy respectivement alors ix<iy dans I, ou
ix = iy et alors on a x<y dans Aix . On admettra les princi-
paux résultats sur la somme ainsi définie appelée somme fexico-
grhaphique.

De plus si (Ai)i<8 est une famille d'ensemblesordonnés
indexée par un ordinal 8, on note iEB* Ai 1'ensemble ordonné
dont 1'ensemble sous-jacent est le produit direct des A; pour
i€l, ensemble noté T;T-Ai,et dont le graphe d'ordre est défi-

ni par x<y si x = (xi) ty= (yi) vérifient pour le plus

. e
1)i<g
petit indice i tel que xi#yi alors x,<y,. 5i B = {0,1} alors
P A, est noté AjeA,. Il s'en suit que 2+w = w alors que
i<p 1 1

w*2 = w+w .

4-1. Soient E et F deux ensembles ordonnés. La relation "il

existe un isomorphisme f de E sur F " est une &quivalence dans
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6 et un représentant est appelé type d'ordre : il est noté
T(E). La relation "il existe une restriction £ de E dans F "
est un préordre, c'est-d-dire une relation réflexive et tran-—
sitive, dans 0, not8e E<F, 1l'@quivalence associée 3 ce pré-
ordre est appelée par R. FRAISSE 1'Zquimorphie et un repré-
sentant par classe d'équivalence est dit genre d'ondre : il
est noté Y(E), et si Y(E) = y(F) on 8crit alors aussi E = F.
La négation de E<F est notée EF et E<F signifie E<F et F{E.
Par exemple 1'isomorphie et 1'équimorphie coincident
pour les ensembles bien ordonnés et les ensembles libres,

alors que n = l+n+l.

4-2, Dans la suite, on désigne par o le genre d'ume chatine

infinie.

DEFINITION : On appelle a-catégorie des ensembles ordonnés,
notée a-6, La catégorie dont fLes obfets sont Les
ensembles ondonnés E tels que ofE et Les monphis-
mes sont Les applications crolssantes.

Par exemple en prenant a = w*, w, n on obtient la caté-
gorie des ensembles artiniens, noeth&riens ou dispersés. D'ay—
tres exemples dans d'autres catégories peuvent &tre fournis
par la catégorie des arbres, des treillis distributifs, modu-
laires, des graphes planaires,..., des groupes de torsion

(2¢G), des groupes sans sous-groupes divisibles (Q¢G).
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Si E est un objet de a-8, c'est-3-dire si a;ﬁ, on dit
que E est un ensemble a-orndonné [2]. Il est alors évident
que l'on a a<B si et seulement si a-6C B-6, en particulier
azp équivaut & a-6 = B-6. Enfin tout sous—-objet, c'est—i-
dire restriction, d'un ensemble a-ordonné l'est, et toute

somme directe d'ensembles a-ordonnés est aussi a—ordonnée.

L'étude qui suit ayant pour but d'analyser la stabili-
té de a-8 vis 3 vis d'opérations classiques sur les ensem~
bles ordonnés, en fonction de certaines propriétés intrin-

séques de o, on est conduit 3 poser les définitions sui-

vantes :

4-3. Sodit x un cardinal et & une sous-catégornie de o,
stable par isomorphie; on dit que :

(a). & est stable par x-somme lexicographique 44
pour toute famille (E;) i€l d'objets de & indexée
par un obfet I de & tel que Cand I<x, alons La
somme Lexicographique i E. est dans € .

(b). & est stable par x-produit direct 44 pour
toute famille (E,), . d'objets de g telle que
Card 1<x, alons Le produit direct T [E. est
dans § . I

(¢). & est stable par x-produit lexicographique
84 poun toute famille (Ei)i <8 d'ensembles ondon-
nés de & indexde par un ondinal 8 tel que B<x
alorns Le produit Lexicographique 1; E, est dans €.
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(d). & est stable par x-réunion AL poun tout en-
semble ondonné (E,e) et pour toute famille
(F; » gﬁ)iel d'objets de & tels que F.CF et
%ﬁ = eNFxF, 44 Cand I<y alors L'objet
(F,{F) = (UF:-L aU 6{1) est dans g.
I 1
(e). On dit alons que & est stable par une de

ces opérations, 84 elle est stable pourn tout
candinal.

4-4, Le lien avec les a—catégories est le suivant :

{a). Pour que a-96 s0it stable par x-s0mme Lexi-
cographique L faut et {L suffit que a virnifie
La condition sulvante :

" Pour toute famille (“i)iee de genre d'ondre
indéxée parn un type d'ondre, tels que o = S ay
ot Cand B<x, s B' dEsigne £'ensemble des & tels
que ai#o, alons on a 504t B'za, 404t L'existence
d'un i tel que a za ",

Par exemple avec x = w, cette condition est vérifide

pour les ordinaux de la forme mB, pour les genres (w+m*)-w,

* . . ;
wwoun ; d'ailleurs dans ce cas on dit que a est {ndécompo-

sable.

(b). -6 est stable parn x-néunion 54 et seulement
A4 a venifdle La condition suivante :

" Pour toute famille ()¢ de genres d'ondre in-
dexée par un ensemble 1 tel que Cand I<y , 44

84
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a=\U o, , il existe un i dans 1 tel que aza,".
iel 1 1
Avec ¥ = w , on dit que o est mpartibfe et par exemple
* R ., s .
w , ww , n vérifient cette condition alors que ceci est faux

pour (w+w*)-m.

(4

(c). Engin 84 a-0 est stable par x-produit Lexico-
ghaphique, alons a vénigie La condition :

"Pour toute gamille (ai)i<B de genres d'ondre Ain-
dexZe pan un ondinal négullen B tel que B<y, 44

o= P a, , alons <L existe un i tel que aza,.
i<g 1 1

-~

I1 est 3 noter que la réciproque est fausse en prenant

. W . e « .. N
X = w, l'ordinal o = w vérifie la condition; et si on pose

E= § . mn, et F = @, il est clair que E et F sont a-ordon-
n<w
nés alors que E«F ne 1l'est pas. Si x = w, la condition s'ex-

prime en disant que a est {ndissociable.

Par exemple (w+1)-0 est stable par w-produit lexicogra-

phique alors que (w+2)-6 ne l'est pas.

5 - RAPPORT ENTRE STABILITES : NORMALITE

5-1. Soit a un genre de chaine infinie, on dit que a est noxa-
mal si pour toute chaine C, C est a-ordonné si et seulement
si il en est de méme de $(C) : on rappelle que ¢(C) est 1'en-
semble des sections finales de C, ordonné par 1'inclusion.
POUZET a montré que si a=2a alors o est normal. J'ignore

si la condition est suffisante, sauf dans le cas ol a est dé-

8s
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nombrable en raisonnant sur l'arithmétique des chalnes. Le
méme raisonnement montre de plus que si a est impartible
alors o est normal [voir appendice] . On ignore si 1'impli~
cation est toujours vraie: ainsi u, w*+w, w*w et n sont

normaux, alors que X ne l'est pas.

5-2. Avec cette définition, on a la :
PROPOSITION : SL a est nowmal, L y a Zquivalence entre :

(£). o-8 est stable parn y-réunion.
({L). a-8 est stable parn x-produit direct.

En effet supposons a-6 stable par y—réunion et soit
E = TTEi un x-produit direct d'ensembles ordonnés tel que
E ne soit pas a-ordonné; alors o est isomorphe i une chafne
C de E et si Pi désigne la projection de E sur Ei , on a

CCT_]—X’]'_(C)' I1 s'ensuit que C < | | o( P; (€©)) = of _[_L‘fi(C)).

Désignons par X l'ensemble ordonné J__l_yi(c) . De agd(X)
on déduit l'existence d'une chaine maximale &de ¢(X) telle
que o &€ C &(X). D'aprés le second corollaire 2-3 on a
€= 3(X) pour un certain renforcement X de X. o &tant normal
il s'ensuit que ogX donc il existe un i€l tel que asa'ai(C)C Ei’
et on conclut. Réciproquement, soient C une chalne et (Ci) i€l
une famille de chaTnes telles que a=1(C) et C =UCi. Comme on
a une bijection canonique croissante de -I-—[-Ci dans C, on a donc
un isomorphisme de ¢(C) dans @(J_LCi) =TT ¢(C;) et le résul-

tat devient alors évident.
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* . .
Par exemple a-6 avec a = mz, w w a des produits directs
finis.

5-3. L'étude des renforcements d'un ensemble ordomné nous
améne 3 poser trois problémes dont nous donnerons la réponse
sans justification ici : a désignera toujours le genre d'une

chaine dénombrable.

Probléme 1. - Quels sont les a tels que pour tout ensemble
a—ordonné (E,e), 1l existe un renforcement (E,E) (resp. une
stratification (E/R ,€)) de (E,e) qui soit a-ordonné? Ce pro-
bléme est important quand on sait qu'un ensemble ordonné (E,¢)
est isomorphe 3 un produit de chaines T;T.(E,E;) par l'appli-

cation diagonale, dans lequel (E,E}) est la famille des

i€l
renforcements de (E,e). Si a est solution du probléme, 1'@tude
d'ensembles a—ordonnés se raméne donc, modulo un produit direct,

i 1'étude des chaifnes a-ordonnées dont on connaft 1'arithméti-

que.
. - * %
Les seuls o répondant au probléme sont les L ,ﬂv ,ﬂv+ﬂu
ou n pour v,u<w; avec m; = w et L AR si v est 1solég,
m. = S 7w voir |[l].
,= 8,7, veir [1]

Probléme 2. - Quels sont les a tels que pour tout ensemble
a-ordonné (E,e) ayant toutesses parties libres finies, pour
tout renforcement (E,e) de (E,e) ce renforcement soit a-ordon-
né ? Ce probléme de méme intér€t que le précédent et résolu
de fagon indépendante a exactement les mémes solutioms ! On en

ignore la raison profonde [l].
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Probléme 3. - Quels sont les a tels que si (E,e) est un en-
semble ordonné vérifiant d'une part pour toute chaine C de
(E,e) on a 1(C)<a (en particulier (E,e) est a-ordonmmng),
d'autre part toute partie libre de (E,e) est au plus dénom-—
brable, alors E est au plus dénombrable ? La résolution de ce
probléme permet en particulier de résoudre ceci : Soit X un
ensemble de cardinal w; , f et g deux injections de X dans
w; et A respectivement, et sur X soit ¢ l'ordre défini par
x<y ssi £(x) ¢ £(y) et g(x) < g(y), alors les chalnes et les
parties libres de X sont dénombrables. De plus X est arti-
nien et si on tronque X de telle sorte que les chaines res-
tantes ne dépassent pas un ordinal dénombrable o fixé, 1'en-
semble restant est-il dénombrable ?. On peut montrer que le
probléme 3 admet comme solution tous les genres de chalnes

dispersés.

APPENDICE.

Toutes les chalnes considérées dans la suite seront daé-
nombrables. Si o est une chaine, on dit que o est dispersée
si o est n-ordonné.

De plus soit (an)n<w une suite, on appelle w-somme ou
w*-somme des (o) la chafne o' = S o_ou o' = § o res-—

n n<w o n<p* N
pectivement. Si (an) est une suite, on dit qu'elle est mono-
tone si m<n implique e €a et quasi-monotone si pour tout
m il existe n»m tel que o € a , et une w-somme d'une suite
de ce type est appelée w-somme monotone ou quasi-monotone

respectivement.

88



Catégorie et (-catégorie des ensembles ordonnés

1. - Soit (E\))\)< la famille d'ensemble de chaines disper—
sées définie par :

- 590 contient 0 et 1.

- Si (‘{9\,)\)< est définie, alors D est l'ensemble des
™

w-sommes et w —sommes d'éléments de UD . Posons

9-\_Jo P

v<uwy

2. - So1ent.0 et O définies de la méme fagon en rempla-
gant w—sommeset ' -sommes par w-sommes et & -sommes qua-

&
si-monotones et par w-sommes et w -sommes monotones res-

pectivement.

Modulo les résultats de COROMINAS [4], LAVER [6],

on peut montrer que :

a. £ est la classe des genres de chaines dispersés.

b. JDm est la classe des genres de chaines dispersés
impartibles.

c.  est la classe des genres de chaines dispersés

qm
indécomposables.
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