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CATEGORIE ET dC -CATEGORIE DES ENSEMBLES ORDONNES 

R. BONNET 

Le travail qui suit est divisé en deux parties distinctes : 

la première a pour but d'analyser la catégorie 9 des ensembles 

ordonnés et en particulier la dualité. 

C'est ainsi que si V désigne un ensemble ordonné fixé 

ayant plus de deux éléments et tel que toute partie de V ad­

mette une borne supérieure, on appelle dual d'un ensemble or-

donné E, l'ensemble ordonné E des applications croissantes 

de E dans V; de plus si f est une application croissante de E 

* * 

dans F, elle induit une application croissante f de F dans 

E • Les éléments "étoiles" s'érigent en une catégorie qui de-

vient une sous-catégorie de 6 et qui est notée 9 • Dans le 

cas où V = {0,1} avec 0<1, l'interprétation se fait en consi-

dërant E comme l'ensemble des sections finales de E (voir 

aussi dans ce cas M. POUZET [8]). Bien qu'elle puisse paraître 

très formelle,cette partie permet, d'une part de donner des 

critères pour savoir si une application f est de la forme g , 

d'autre part dans le cas V = {0,1} de redonner des résultats 
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énoncés par l'auteur en collaboration avec M. POUZET [ 3 ] . 

La seconde partie est consacrée à l'étude des a-catégo­

ries qui généralise la classe des ensembles artiniens, disper­

sés. Si a désigne une chaîne ou ensemble totalement ordonné 

infini, disons qu'un ensemble E est ot-ordonné s'il ne contient 

aucune sous-chaîne isomorphe à a. L'étude de la classe des en­

sembles ct-ordonnés en particulier sa stabilité par rapport à 

certaines opérations comme la somme et le produit lexicogra-

phiques, la réunion et le produit direct, et la nature in­

trinsèque de la chaîne a considérée permet de poser les pro­

blèmes du paragraphe 5-3 dont la solution énoncée sans démons­

tration paraîtra dans un prochain article intitulé l fa-ordre 

de SZPILRAJN". 



Catégorie et cC-catégorie des ensembles ordonnés 

1 - CATEGORIE DES ENSEMBLES ORDONNES 

1-1 • On rappelle qu'un dnÂQjnbtz ohdonnz est la donnée d'un 

couple (E,e) dans lequel e désigne un graphe d'ordre sur un 

ensemble E; si aucune confusion n'est à craindre, on dési­

gnera par E au lieu de (E,e) un ensemble ordonné, et par x<y 

la relation (x,y) € e et on dit alors que x est *n£&u,euA à y 

dans E. On dit qu'un ensemble ordonné E est une oMûlnz si 

pour tous x et y de E, on a x^y ou y<x, ce qui signifie que 

x et y sont COmpa/iabZ&A. Enfin on dit qu'un ensemble ordonné 

E est LLbhZ si pour tout couple (x,y) d'éléments de E, x et 

y sont incomparables ce qui signifie x̂ ty et y^x. 

De plus si (E,e) est un ensemble ordonné, on dit que 

(E,e) est un JLQn£o>LC2ment de (E,e) si (E,e) est une chaîne 

telle que e C e ; (E,e) étant souvent noté E, (E,e) sera écrit 

E. 

Enfin si E et F désignent deux ensembles ordonnés, on 

dit que f : E -* F est une application croissante si la rela­

tion x^y de E implique f(x) f(y). C'est ainsi qu'on est 

conduit à introduire la catQ,QOHA,z d&6 znàQjnbtoA oAdonné*, 

notée 0 , en prenant comme objets les ensembles ordonnés et 

comme morphismes les applications croissantes. Si E et F sont 

deux ensembles ordonnés alors l'ensemble 6(E,F) des morphis­

mes de E dans F est lui aussi ordonné par f<g si pour tout x 

de E, on a f(x) g(x) dans F. 

Certains résultats sur la dualité étant évidents compte 

tenu de propriétés catégoriques, il est bon de rappeler la 
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caractérisation de morphismes et d'objets utiles pour la 

suite (pour le vocabulaire catégorique voir [7]). 

1-2. Dans ce numéro, on désignera par f : E -> F une appli­

cation croissante, et par H la relation d'équivalence sur 

E associée à f, c'est-à-dire que x=y signifie f(x) a f(y) . 

Il est bien connu que f est un monomotipkl&me, ou un 

zpÂjnoKphZ&mz si f est respectivement une injection ou une 

surjection. 

Rappelons d'une part que f : E + F est un monomosiplvU>-

me ^OKt si f est un monomorphisme à décomposition triangu­

laire triviale, d'autre part que f : E ^ F est une h.<tt>V\Jui-

tioa si pour tout morphisme g: G -> F et pour toute appli­

cation h: G -> E rendant le diagramme d'application commu-

tatif, soit f»h 3 8 g, alors h est un morphisme ce qui si­

gnifie que h est croissant. Les notions duales sont celles 

d' î pXmoKpk imt faut et de tâduction respectivement. 

Il est alors clair que les notions de monomoKpkJLbmz 

fatà et de K<1&&LLQ£ÀJ)YI coïncident, et dire que f en est un, 

signifie que pour tout x et y de E , x<y est équivalent à 

f(x) « f(y). 

Dire que f est un zpÀmoKphÂJbmo, {fihJt signifie que si 

x'^y' dans F, il existe une suite finie z 0 , Z } , . . . z 2 ^ + \ 

d'éléments de E telle que f(z 0) = x
1 , f ( z

2 n + ] ) = y
1 et : 

Z 0 « 1 = 2 2 ^ Z 3 E . - . Z 2 i ^ 1 E 2 2 R < Z 2 i + I E . . - Z 2 N . < Z 2 N + 1 . 
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Par contre f est une réduction si pour tous x'<y' de F il 

existe x<y dans E vérifiant f(:x) 3 x 1 et f(y) » y 1 . 

1-3. Enfin dans 8, E est un cogénérateur si E n'est pas li­

bre et est un générateur si E n'est pas vide. De plus E est 

un injectif si E est complet pour l'ordre ce qui signifie 

que toute partie admet une borne supérieure : pour cela on 

rappelle que E est un injectif si pour tout monomorphisme 

fort i: F -* G, tout morphisme f : F -* E se prolonge en un 

morphisme f : G E. 

2 - DUALITE 

Dans la suite, on désignera par V un cogénérateur in­

jectif c'est-à-dire que V sera un ensemble ordonné complet 

et non réduit à un élément : par exemple 2 = {0,1} avec 0<1 

vérifie ces conditions. 

2-1. Soit E un ensemble ordonné, on appelle duaZ de E [Kilo.-

tlh à V) l'ensemble ordonné E « 0(E,V) des applications 

croissantes de E dans V : c'est un ensemble ordonné complet. 

De plus si f est une application croissante de E dans F elle 

induit une application croissante f de F dans E définie 
* * * 

par f (e) = eof pour e € F . Il est à noter que f commute aux 

bornes supérieures et inférieures; et f sera appelé duat de 

f [JteJbtvtii à V ) . 

Si E est un ensemble ordonné, on dit que F C E est une 

4 e c£ÛM ^XjfXKxJid de E si pour tout x € F et x*y dans E on a 
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y € F , on note $(E) l'ensemble ordonné des sections finales 

de E. Maintenant si V = 2, l'ensemble E pourra être iden­

tifié à $(E) et si f est une application croissante de E 

dans F, alors l'application $(f) de $(F) dans $(E) définie 

par $(f)(K) = f" l(K) pour K C $ ( F ) , n'est autre que f* de F* 

* 

dans E . Après cet exemple revenons au cas général, un 

"aller-retour catégorique" nous montre la : 

PROPOSITION : Il y a íqulvalmcz znXAd : 

U ) f QÁt un monomotipkum& ̂ oKt [htep. vpXmoK-

pkumz, ¿&omoipk¿bm&). 

(¿t) f ut un ipûnoKpfaUmz (*.eôp. monomon.pk¿&mt, 

bJjnoKphJUmz). 

En effet, on montre que si f est un monomorphisme fort 
*• 

alors f est un épimorphisme, par l'absurde; la réciproque 

étant évidente compte tenu des propriétés de V. 

Comme 6(E,F ) et 6(F,E ) sont isomorphes, le foncteur 

9(*,V) de 9 dans 9 est coadjoint à droite de lui-même donc 

il transforme les limites à droite en limites à gauche, en 

particulier les sommes en produits. 

* 
2-2. Soit 9 la catégorie obtenue en prenant comme objets les 

* 

ensembles ordonnés de la forme E et comme morphismes les ap-

plications croissantes de la forme f . Alors 9 et 9 sont 

deux catégories duales ; comme 1 + est isomorphe à V il est 

alors évident que 9 (X ,V) est isomorphe à X. 
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De plus e est une sous-catégorie (non pleine) de 0, 

en effet il suffit de s'apercevoir que X = Y implique 

X s Y pour conclure. Il est à noter que si X et Y sont 

isomorphes en tant qu'objets de 0, ils ne le sont pas né-

cessairement en tant qu'objets de 0 : pour cela soit V 

l'ensemble ordonné [p,l] des réels x tels que 0^x<l, soient 

X et Y l'ensemble {0,1} avec 0 inférieur à 1 et 0 incompa-

rable à 1 respectivement. Il est alors évident que X et Y 

sont isomorphes dans 0, mais non dans 0 . Si V est l'ensem-

ble ordonné 2, alors dire que X et Y sont isomorphes dans 

0 revient à dire que X et Y sont isomorphes dans 0 : en 

effet si <f est un isomorphisme d'ordre de X* sur Y* alors <fy 

commute aux bornes supérieures et inférieures et on verra 

alors que ̂  est de la forme g (corollaire du théorème 2-3). 

Cette dualité va nous permettre de résoudre le problème 

suivant : étant donnée une application f croissante de E 

dans F , peut-on dire qu'il existe g: F E croissante telle 

que g = f ?. 

Pour cela remarquons d'abord que si E désigne un ensem­

ble ordonné, il existe une restriction ^ de E dans 

E = 0(E ,V), qui â x de E associe x de E , x étant défini 

par x(e) = e(x) pour e € E . Cependant on peut dire que si f 

est une application croissante de E dans F elle se prolonge 

en une unique application de la forme g* de E** dans F*, 

c'est-à-dire que l'on a g = f. En effet, ce résultat re-

vient à montrer que 0 (X ,Y ) est canoniquement isomorphe à 
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0(X,Y*) ce qui est évident en regardant la suite d'isomor-

phismes : 

e (Y ,x )-e(x,Y ) = e(x,e(Y ,v ) ) -e(xxY ,v ) 

=0(Y,0(X,V)) = 0(Y,X*). 

Si E désigne un ensemble ordonné, la restriction de 

E dans E induit, dans la catégorie 0 , une réduction (^g) 

de E dans E • Il est à noter que le compose (^) o ^ m  

n'est autre que le morphisme identité de E . 

2-3. Soit f: Y X une application croissante, on dit que 

f vérifie la condition (*) si on a le diagramme commutatif : 

y*** ^* , y* 

f**l If 

X*** £ • X* 

* 
Compte tenu du fait que ̂  est une réduction, on obtient le : 

THEOREME : So£t f : Y -v X une application cA.o<Uòante. 

Il y a equivalence enùte ; 

U) Il exÂAte g: X Y [unique et csioistante) 

teile que f - g*. 

(¿¿1 f venZ^Ze la condition (*). 

La propriété reliant 'Vy* et 0^) permet donc d'affirmer 
* 

que f est de la forme g si et seulement on a le diagramme 

commutatif : 
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« *»* 
X < — X 

v X' 

Et dans un cas particulier on obtient le : 

COROLLAIRE : Se V - 2, 6olt f : Y* -> X* unz application 

cJuoià&ayitz, ¿1 y a zquÀvatzncz wtiiz : 

U) f zAt dz la ^omz g*. 

(¿1) f commette aux bo^w&ô âapz>UzuAZJ> zX Infé-

SUZUAZA. 

Pour compléter l'étude, dans le cas où V • 2, de la 

catégorie 6 , soit f : E F un morphisme, alors : 

a/ . f est un monomorphisme ssi f est une injection. 

b/ . f est un épimorphisme ssi pour tout intervalle ouvert 

de F de la forme ]a,g[ avec a et B dans f (E ) , la 

condition ]a,B[Of*(E*) est vide implique que ]a,g[ 

est vide. De ce paragraphe il ressort le résultat 

suivant : (montré d'abord par POUZET [3]). 

COROLLAIRE : Solznt (E,e) an znàzmblz oldonnz U <KE,e) 

V zvtbzmblz, oidonnz paJi VinctuAion, dzA 6zc-

tioru hincdLzA dz (E,e), : 

( a ) . SI %zAt une ckaZnz mcoumaZz dz $(E,e), i l 

zxUtz un iznfaJuiemznt (E, 7) dz (E,e) tzt quz 

$(E ,F) = & . 
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(fa). S>t ( E , e ) QAt un Jl£n{i0lC2J№n£ de ( E , e ) , cULotA 

$ ( E , T ) QAt unz ckaZm maximale de $ ( E , e ) . 

Ce résultat provient du fait que l'injection canonique 

de % dans $ ( E , e ) est un épimorphisme si on se place dans 0*. 

Par exemple si IN désigne l'ensemble des entiers alors 

il existe un isomorphisme de l'ensemble des réels dans l'en-

semble r (N)~2 ordonné par inclusion : en effet la chaîne ^ 

des rationnels est une extension de l'ensemble libre IN (muni 

de l'égalité) donc $(Q) est une chaîne maximale de Y (N)=$(N) . 

A ce propos remarquons que : 

N 

a/ . L'ensemble 2 ordonné par l'ordre lexicographique est 

isomorphe à et induit sur ^(N) un renforcement noté 

-ff(N) qui est isomorphe à une chaîne maximale de t*(N) ! 

b/ . Il existe dans ft (N) une partie libre non dénombrable : 

pour cela si x est un réel tel que 0<x<] alors x s'écrit de 

façon unique (par excès) sous la forme x = XI x 10 n (dite 
x^O n 

décimale) et si E(y) désigne la partie entière du réel y soit 

f(x) l'ensemble des E(10 nx) pour x en système décimal : alors 

f de ]0,l[ dans ^P(N) est une injection et si x et y sont dis­

tincts alors f(x) et f(y) sont incomparables dans "^(N). 

3 - STRATIFICATION 

3-0. Les résultats rappelés ou énoncés dans ce numéro sont in­

dépendants de la théorie de la dualité, mais ils seront utiles 
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pour la suite (voir aussi [ 2 ] ) . 

Si E désigne un ensemble ordonné, 1 1 équivalence (R en­

gendrée par l'ordre < sur E, c'est-à-dire la transitivi-

sation de la relation 11 x<y ou y^x ,f est appelée connexité, 

une classe d'équivalence pour (R est appelée composante con­

nexe, et si )p désigne la surjection canonique de E sur E/ft 

alors l'image par p de l'ordre sur E est un ordre sur E/(R 

qui n'est autre que l'égalité. Sous une forme un peu duale, 

on peut énoncer la : 

3-1. PROPOSITION : So<U (E,e) un enòemb£e ohdonnz, il excó-

t<L une équivalence (R òuJi E, tdULz que ài )p: E +E/# 

dtòiQYiz VojnAomblz quotiznt oJt è £e ptóohdJiz ima­

go, peut y de g , 

( a ) , "jo: (E,e) -* (E/<fc ,ë) Ut un zpirnotLpktimz faut. 

( b ). ë oj>t un oKdJiz total £oA E/jl . 

( c ) . Leo c£a54eô d'équivalence pouA (R 6ont des 

paAtlzA LibKU de (E,e). 

La démonstration est basée sur le fait qu'il existe une 

partie libre maximale L 0 auquel on associe l'objet quotient 

canonique : 

foi (E,e) + (El9e1) 

dans lequel ej est l'ordre image par de e sur Ej - E / L q et 

l'on raisonne par induction en utilisant les limites inducti-

ves. 
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On est donc conduit à appeler 6tnati^ication d'un en­

semble ordonné E, la donnée d'une équivalence sur E véri­

fiant les conditions de la proposition. 

Il est à noter que lf> est un épimorphisme fort, mais il 

est impossible de "raffiner" le résultat pour que l'on ait 

une réduction ç> de (E,e) sur (E/d£ ,ë) : pour cela il suffit 

de considérer pour (E,e) la somme directe de ai et de a) . 

Cependant on peut annoncer la : 

3 - 2 . PROPOSITION : Soit (E,e) un zv^mbln oidonnz, il exis­

te une. équivalence & &vJi E et un ondjie total ë 

4 U A E/R tel que : 

(a), jp: (E,e) (E/(R,ë) e&t une application 

oJioib&ante telle qua &i x'<y' dans E/fc , il 

existe x,z 1,z 2,y dan* E toJU que, ^p(x) » x', 

£>(y) - y' et x4z 1=z 2<y. 

( b ) . Le* c£a54e^ d'equivalence pouA (R -6on£ de^ 

paAJtizA libtidÂ du (E,e). 

La démonstration est pratiquement la même que pour la 

proposition précédente. 

4 - à\-CATEGORIE D'ENSEMBLES ORDONNES. 

4-0. Avant d'entamer l'aspect théorique de l'étude, nous al­

lons préciser quelques notations et conventions [ 2 ] . 
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Pour la commodité de l'écriture, on désignera par OJ, n 

et À l'ensemble ordonné des entiers naturels, des nombres 

rationnels et réels respectivement. Si a désigne un ensemble 

ordonné, a désignera l'ensemble ordonné ayant même ensemble 

sous-jacent mais muni de l'ordre opposé : par exemple u) dé­

signe l'ensemble des entiers négatifs (à un isomorphisme près). 

Soit (A.)., T une famille d'ensembles ordonnés indexée par 
1 i€I 

un ensemble ordonné I. On notera S A . = A l'ensemble ordonné 
i€I 1 . 

dont l'ensemble sous-jacent est la somme directe (ou réunion 

disjointe) des pour i dans I, et dont le graphe d'ordre est 

défini par : x<y dans A si x et y étant considérés comme élé­

ments de A - et A-: respectivement alors i <i dans I, ou 
x x x y r x y 

i - i et alors on a x^y dans A-: . On admettra les princi-
x y 7 

paux résultats sur la somme ainsi définie appelée àomme. Z&xico-

De plus si ( A . ) , O est une famille d'ensembles ordonnés 

indexée par un ordinal g, on note P A . l'ensemble ordonné 
i<g* i 

dont l'ensemble sous-jacent est le produit direct des A ^ pour 

i€l, ensemble noté 1 T A .,et dont le graphe d'ordre est défi-
I 1 

ni par x«y si x • (x.). et y = (y.) vérifient pour le plus 

petit indice i tel que X£^Y£ alors n^<y^. Si S = {0,1} alors 

P A . est noté Aq'A-, . Il s'en suit que 2»u) = a> alors que 
i<3 x 

o)«2 - a) + a) . 

4-1. Soient E et F deux ensembles ordonnés. La relation "il 

existe un isomorphisme f de E sur F " est une équivalence dans 
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0 et un représentant est appelé typ<¿ d*OKdJid : il est noté 

T ( E ) . La relation "il existe une restriction f de E dans F " 

est un préordre, c'est-à-dire une relation réflexive et tran­

sitive, dans 0, notée E<:F , l'équivalence associée à ce pré­

ordre est appelée par R . F R A I S S E l 1 zqiiùnotiphiz et un repré­

sentant par classe d'équivalence est dit QdV\A.(¿ dlOhJÔJm : il 

est noté Y ( E ) , et si y(E) = у(Ю on écrit alors aussi E = F . 

La négation de E ^ F est notée E ^ F et E < F signifie E < F et F ^ E . 

Par exemple l'isomorphie et 1'équimorphie coïncident 

pour les ensembles bien ordonnés et les ensembles libres, 

alors que n = 1+n+l• 

4-2. Dans la suite, on désigne par a le genre d'une chaîne 

infinie. 

DEFINITION : On appoJULz a-catégorie des ensembles ordonnés, 

notée a - e , Ы catigonlz dont £e$ obj&tA ¿ont l<¿¿ 

гпьгтЫгб оЫоппгб E teJLò quz a^E et 1ол moipkib-

теб òOYit IQA application* cAoi&¿antoj>. 

Par exemple en prenant a = ш*, ы, л on obtient 1а caté­
gorie des ensembles artiniens, noethériens ou dispersés. D'au* 

tres exemples dans d'autres catégories peuvent être fournis 

par la catégorie des arbres, des treillis distributifs, modu­

laires, des graphes planaires,..., des groupes de torsion 

(Z^G), des groupes sans sous-groupes divisibles (Q^G). 
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Si E est un objet de ot-0, c'est-à-dire si a ^ , on dit 

que E est un ensemble cx-ordonne \l\ . Il est alors évident 

que l'on a a < g si et seulement si a - G C g - 9 , en particulier 

a=3 équivaut à oc-0 = g-0. Enfin tout sous-objet, c'est-à-

dire restriction, d'un ensemble a-ordonné l'est, et toute 

somme directe d'ensembles a-ordonnés est aussi a-ordonnée. 

L'étude qui suit ayant pour but d'analyser la stabili­

té de a-0 vis à vis d'opérations classiques sur les ensem­

bles ordonnés, en fonction de certaines propriétés intrin­

sèques de a , on est conduit à poser les définitions sui­

vantes : 

4-3. Soit x un cardinal et & une jsouâ-categorie de 0, 

& table par isomorpkie; on dit que : 

est stable par x " " 3 0 ™ 1 6
 lexicographique S<L 

роил toute Camille ( E

i ) i 6 l d'objet* de & Indexée 

pan un objet I de & tel que Card I<x, alo ko la 

òomme lexicographique S E. e*t dan* & . 
i 1 

(6). & (Ut stable par х""Р г о^ и^- с direct <6>c pour 

toute Camille ( E £ ) i € I d'objets de & tette que 

Card l<x, alohjs le produit direct TTEi ^ 6 * 

dans & . 

(c) . est stable par x~P^oduit lexicographique 

*i poux toute hamWLe (E.). d1 ensembles ordon-
î ï<p 

nH de & indexée рак un ordinal g tel que 6<x 
aloKJS le produit lexicographique P E. ebt dans . 

6 1 
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[d] . (f QJ>t stable par x~réunion Si роиЛ tout en­

semble ordonne ( E , e ) et роил toute Camille 
(F^ , < 3 f

i ) i e I d'objets deg tels que F ^ F et 
^ = eOFxF, si Ccuid i<x сЛопл Vobjet 
(F, 30 = ( U F . , U Î . ) dam> <g. 

I 1 1 1 

( e ) . On dit сЛопл que ед£ stable рал une de 

сел opération*, si elle, est stable роил tout 

cardinal. 

4-4. Le lien avec les a-catégories est le suivant : 
( a ) . Роил que a-e boit stable рол x'Somme lexi-

coghjapkique i l ^aut et i l s u ^ i t que a vVii^ie 

la condition suivante : 

" ?оил toute iamiZZe ( a . ) . . 0 de депле d'ondxe 
indexée рал un type dlo>id&e, tels que a = S a . 

g i 
et Coud 3<x, si g ' désigne Vensemble de* i tels 

que. a.^0, OLIOKS on a boit B ' = a , soit Vexistence, 

d'un i tel que cu=a 

Par exemple avec x ~ w> cette condition est vérifiée 
pour les ordinaux de la forme ш , pour les genres (w+w )«OJ, 
a) oj ou л ; d'ailleurs dans ce cas on dit que a est indécompo­

sable . 

(6). a-e est stable рал \-Keunion s i et seulement 

s i a venZ^ie la condition suivante : 

" Роил toute Camille ( а ^ £ 1 ^e genres d'oidsie in­

dexée рал un ensemble I teZ que Сола l<x , si 

file:///-Keunion
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a = a . , il existe un i dans I tel que a E a . " . 
i€I i 1 

Avec x я w » on dit que a est IfnpOJitlble et par exemple 
6 * 

oj , шш , л vérifient cette condition alors que ceci est faux 
pour (o)+o)*) »0). 

(c). En^ln si a-0 <ust stable рсл \-pKodult loxlco-

gnaphlque, aloKS a vehicle la condition : 

"Роал toute Camille (a.). 0 de genres d'oidne In-

dexëe рал un oKxilnal negullen ç> tel que §<x> *l 

a = P a. , а£ол* ¿6. existe an i te£ que a=a.. 

i<e i 1 

II est à noter que la réciproque est fausse en prenant 

X = o), l'ordinal а « о)Ш vérifie la condition; et si on pose 
E • S ш П , et F = oj, il est clair que E et F sont a-Ordon-

^ O ) * 

nés alors que E*F ne l'est pas. Si x г w> la condition s'ex­
prime en disant que a est Indissociable. 

Par exemple (oî+1)-0 est stable par oj-produit lexicogra-
phique alors que (o>+2)-0 ne l'est pas. 

5 - RAPPORT ENTRE STABILITES : NORMALITE 

5-1. Soit a un genre de chaîne infinie, on dit que a est nor­

mal si pour toute chaîne С, С est а-ordonné si et seulement 

si il en est de même de Ф(С) : on rappelle que Ф(С) est l'en­
semble des sections finales de C, ordonné par l'inclusion. 

POUZET a montré que si а Е 2 а alors a est normal. J'ignore 
si la condition est suffisante, sauf dans le cas ой a est dé-

file:///-pKodult
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nombrable en raisonnant sur l'arithmétique des chaînes. Le 

même raisonnement montre de plus que si a est impartible 

alors a est normal [voir appendice]. On ignore si l'impli-

* * 
cation est toujours vraie; ainsi со, ш +DJ, из OJ et n sont 
normaux, alors que X ne l'est pas. 

5-2. Avec cette définition, on a la : 

PROPOSITION : Si a dbt normal, i l y a zquivalmcz tniAz : 

(i). a-e oAt stable, рал x-Atunion. 

(ii). a-e QAt Atablz рал x-p^oduiX аллгсХ. 

En effet supposons a-0 stable par x~ réunion et soit 
E * ] [ E^ un x~P r°duit direct d'ensembles ordonnés tel que 
E ne soit pas a-ordonné; alors a est isomorphe à une chaîne 
С de E et si désigne la projection de E sur E, , on a 
С сГТу.(С). Il s'ensuit que С 4 ГТ ф ( CC)) * Ф( Ц ^ С С ) ) . 

Désignons par X l'ensemble ordonné J L (C) . De а^Ф(Х) 
on déduit l'existence d'une chaîne maximale {pde Ф(Х) telle 
que a* С Ф(Х). D'après le second corollaire 2-3 on a 

fë= Ф(Х) pour un certain renforcement X de X. a étant normal 
il s'ensuit que a^X donc il existe un i€l tel que о^|э.(С)СЕ. , 
et on conclut. Réciproquement, soient С une chaîne et (C.) 

и 1 1 6 1 

une famille de chaînes telles que а=т(С) et С = U c . . Comme on 
a une bijection canonique croissante de J [c^ dans C, on a donc 
un isomorphisme de Ф(С) dans Ф(] \C/) - ] |~ Ф(С^) et le résul­
tat devient alors évident. 
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Par exemple ot-6 avec a = w 2 , w u> a des produits directs 

finis• 

5-3. L'étude des renforcements d'un ensemble ordonné nous 

amène à poser trois problèmes dont nous donnerons la réponse 

sans justification ici : a désignera toujours le genre d'une 

chaîne dénombrable. 

Problème 1. - Quels sont les a tels que pour tout ensemble 

a-ordonné (E,e), il existe un renforcement (E,e) (resp. une 

stratification (E/<ft,,ë)) de (E,e) qui soit a-ordonné? Ce pro­

blème est important quand on sait qu'un ensemble ordonné (E,e) 

est isomorphe à un produit de chaînes 1 f" (E,e.) par l'appli-
— 1 

cation diagonale, dans lequel ( E> e£)^£]; e s t ^ a famille des 

renforcements de (E,e). Si a est solution du problème, l'étude 

d'ensemblesa-ordonné*se ramène donc, modulo un produit direct, 

à l'étude des chaînes a-ordonnées dont on connaît l'arithméti­

que. 

Les seuls a répondant au problème sont les TT , TT , TT +TT 

ou n pour v,v<0)2 avec TTQ • a) et TT^ - 7 T

v _ j * w
 s ^ v e s t isolé, 

TT - S ÏÏ voir Tll . 

Problème 2. - Quels sont les a tels que pour tout ensemble 

a-ordonné (E,e) ayant toutes ses parties libres finies, pour 

tout renforcement (E,e) de (E,e) ce renforcement soit a-ordon­

né ? Ce problème de même intérêt que le précédent et résolu 

de façon indépendante a exactement les mêmes solutions ! On en 

ignore la raison profonde [l] . 
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Problème 3. - Quels sont les a tels que si (E,e) est un en­

semble ordonné vérifiant d'une part pour toute chaîne C de 

(E,e) on a T(C)<CX (en particulier (E,e) est a-ordonné), 

d'autre part toute partie libre de (E,e) est au plus dénom­

brable, alors E est au plus dénombrable ? La résolution de ce 

problème permet en particulier de résoudre ceci : Soit X un 

ensemble de cardinal o^ , f et g deux injections de X dans 

o)i et A respectivement, et sur X soit ^ l'ordre défini par 

x<y ssi f(x) * f(y) et g(x) < g(y), alors les chaînes et les 

parties libres de X sont dénombrables. De plus X est arti-

nien et si on tronque X de telle sorte que les chaînes res­

tantes ne dépassent pas un ordinal dénombrable a fixé, l'en­

semble restant est-il dénombrable ?. On peut montrer que le 

problème 3 admet comme solution tous les genres de chaînes 

dispersés. 

APPENDICE. 

Toutes les chaînes considérées dans la suite seront dé­

nombrables. Si a est une chaîne, on dit que a est ( i côpcAôëe 

si a est réordonné. 

De plus soit ( a ) une suite, on appelle cj-somme ou 
^ n n<o) 

a) -somme des (a ) la chaîne a 1 - S a ou a" = S a res-
n n<co n n<aj* n 

pectivement. Si (a^) est une suite, on dit qu'elle est mono­

tone si nKn implique a < a et quasi-monotone si pour tout 
m n 

m il existe n^m tel que a 4 a , et une co-somme d'une suite 
m n 

de ce type est appelée or-somme monotone ou quasi-monotone 

respectivement. 
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1. - Soit (¿) ) la famille d'ensemble de chaînes disper-

sées définie par : 

- 190 contient 0 et 1. 

- Si ( £) ) ^ est définie, alors JD est l'ensemble des 

v v<ia * 

w-sommes et w -sommes d'éléments de • Posons 

v<a>j v 

2 . - Soient JD et «£) définies de la même façon en rempla-

çant a)-sommes et u> -sommes par u-sommes et u) -sommes qua-

si-monotones et par co-sommes et u> -sommes monotones res­

pectivement. 

Modulo les résultats de COROMINAS [4] , LAVER [ô] , 

on peut montrer que : 

a. JD est la classe des genres de chaînes dispersés. 

b. SD m est la classe des genres de chaînes dispersés 

impartibles. 

c. JDqm est la classe des genres de chaînes dispersés 

indécomposables. 
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