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UNE REMARQUE SUR LA DECOMPOSITION PRIMAIRE
DE O. GOLDMAN
A.HUDRY

0. Goldman a introduit la notion de module primaire sur un
anneau quelconque non nécessairement commutatif, [2] , et a démontré
que tout sous-module propre d’un module noéthérien est une intersection
réduite de sous-modules primaires. Ici on considére la classe des modules
possédant cette propriété de décomposition primaire. Il est démontré dans
ce qui suit que cette classe (qui contient strictement celle des modules
noéthériens) est localisante (pour la définition voir [ 1] ). I1 en résulte
en particulier que tout module contient un plus grand sous-module possé-
dant la propriété de décomposition primaire.

0. Terminologie : Dans tout ce qui suit Mod 5 désigne la catégorie des
A-modules a droite sur I’anneau A unitaire mais non nécessairement_
commutatif. Pour tout A-modu{e a droite M d’enveloppe injective M

le noyau du foncteur Homa(.,M) est une sous-catégorie localisante qui
définit une localisation % ) de Modp dite associée 3 M ; de plus les
propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) Lacoréflexion de M dans la catégorie quotient associée a g M
est un objet simple ;
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(ii) Le module M est co-irréductible et de plus il coincide avec
son coeur C(M) ;

(iii) Le module M est extension rationnelle de tous ses sous-
modules non nuls.

Un module satisfaisant a 'une quelconque des conditions précé-
dentes a été appelé module homogeéne dans [3] .

Avec cette terminologie les modules primaires de O. Goldman
sont les modules M satisfaisant aux deux conditions suivantes :

~ (p1)-Pour tout sous-module non nul N de M les localisations & N
etd M coincident.

(p2) - 1l existe un module homogéne pour lequel la localisation qui
lui est associée coincide avec o).

Les modules primaires de Goldman ont été caractérisés dans [ 3]
par la propriété suivante :

Proposition 0 : Le module M est primaire au sens de O. Goldman si
et seulement s’il est extension essentielle d’une somme
directe de modules homogénes de méme type (c.a.d.
admettant des enveloppes injectives isomorphes).

Un sous-module N de M est dit primaire dans M si M/N est
un module primaire.

1. Proposition 1 : Les propriétés suivantes sont équivalentes pour un
A-module a droite quelconque M :

(a) Tout module quotient non nul de M contient un
module homogéne 5
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(b) Tout sous-module non nul d’un module quotient de M
contient un module homogéne ;

(c) Tout sous-module propre de M est intersection réduite
de sous-modules primaires au sens de O. Goldman

(a) == (b).

ler point : Montrons tout d’abord que tout sous-module non nul X de M
contient un module homogéne. Si X est essentiel dans M d’aprés (a) le mo-
dule M contient un module homogeéne H et par suite X contient le module
homogéne XNH. Si X n’est pas essentiel dans M il existe un complément
relatif non nul X’ de X dans M. La relation X8X’a M implique alors

X % X8X'/X’ &a M/X’ et comme précédemment X contient un module
homogéne.

2éme point : Soit N un module quotient non nul de M. Il est clair que N
posséde la propriété (a);dfaprés le ler point tout sous-module non nul de
N contient un module homogéne.

(b) == ().

ler point : montrons que 0 est intersection réduite de sous-modules pri-
maires dans M. D’aprés (b) il résulte en particulier qu'il existe une:somme
directe o(06 + Ha de sous-modules homogénes Hy de M essentielle dans
M. II existe alors une partition (A;); ] de A de telle sorte que :

1) pour tout i e I les localisations associées aux modules Hy pour
A €A, coincident ;

2) pour tout i 4 j les localisations associées aux modules Hy
pour tout e Ai et Hg pour tout 9 e/\ soient distinctes. Posons
alors §;= @, Hyx pourtout 1 el etS; 0 §; ; soit alors M; une
extension essentlelle maximale de Sl dans M Il résulte alors de la relatlon
S0 M; AM larelation S;~ S; & M;/M; & M/M; par suite d’aprés la
proposition O, Mj estun sous-module primaire dans M. Posons N‘S{'{i-
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Si N # o il existe une partie finie minimale I, de I (I,={ij ,.. »in})

telle que Nn( @ Siy) # 0. Pour toutielona NcM; avec Sj essentiel

dans Mj et par sulte il vient Nn§j #0 etNn Si essentiel dans N. Il en
résulte la relatlon Nﬂ( n Slk)AN 11 vient alors Nf\(ﬂ Slk)ﬂ(q) Sig# O
donc (‘Q(,‘ka) Slk)#_' 0 ce qui est contradlctmre donc N=o

cad. O = f\I Ml Montrons que ce;\te intersection est réduite;/ si pouriel
ona Q Mj c Mj alors il vient Jft SJ CMj et Sich; d’ou

Sin Ml = §ij = O ce qui n’est pas ; donc pour toutiel ona Q M; ¢ M;j.

2éme point : Soit N un sous-module propre quelconque de M. Alors M/N
satisfait 4 la condition (b) ; on a donc d’aprés le ler point une inter-décom-
position réduite du type o = iQI Mj/N avec Mj/N sous-module primaire

de M/N . Il en résulte que l'interdécomposition N=, QIMi est réduite et

de plus M/M; = M/N/ Mj/N est primaire donc M;j est primaire dans M.

©=y(a)

Soit M/N un module quotient quelconque de M non nul. Si N est un sous-
module primaire de M alors M/N est primaire donc contient un module
homogene d’aprés la proposmon Q Si Nn’est pas pnmalre dans M

d’aprés (c)ona N = M; "M} avec N#M;, N# Ml et M/M; primaire.
Il existe un monomorphisme de Ml/N dans M/M; >~ M/N/ M;/N .
D’aprés la proposition O il résulte que Ml/ N contient un ' module
homogeéne par suite il en est de méme de M/N.

Définition : Un module M posséde la propriété de décomposition primaire
(en abrégé on écrit propriété D.P.) si M satisfait a I'une

des conditions équivalentes de la proposition 1.

2. Soit §° 1a classe des modules possédant la propriété D.P. Dans 4]
on a étudié les anneaux pour lesquels P = Mod A
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Proposition 2 : La sous-catégorie pleine 9 de Modp constituée par
les modules admettant la propriété D.P. est localisante.
En particulier tout module admet un plus grand sous-
module possédant la propriété de décomposition primaire.

a) f est stable par objets-quotients. Cela résulte immédiatement
de la caractérisation (a) de la Proposition 1.

b) gbest stable par sous-objets. Soit N un sous-module quelconque
d’un module M objet de g . soit N/N’ un module quotient non nul de N.
Alors N/N’ est un sous-module non nul de M/N” donc d’aprés la caractéri-
sation (b) de la Proposition 1, N/N’ contient un module homogéne. Le fait
que N est un objet de a° résulte alors de la caractérisation (a) de la
Proposition 1.

¢) Montrons que Jﬂ est stable par sommes directes:

Soit (Mj)j ¢1 une famille de modules appartenant & 9. Posons
M= @ M; . Soit f: M —> N un épimorphisme quelconque non nul:
Il v1ent N =; 2: f(M;) . N existe i el tel que f(M;) # o. Donc d’aprés
la caractérisation (a) de la Proposition 1, f(M;) contient un module home-
géne, il en est donc de méme pour N. Par suite M est un objet de P.

d) Montrons que g’

s0it O~» M'—is M =5 M”—— 0 une suite exacte.
D’aprés a) et b) on sait que si M est un objet de & il en est de méme pour
M’ et M”: Supposons que M’ et M” soient des objets de ¢ . On considére
alors un épimorphisme quelconque f non nul de source M et de but N.

est épaisse :

Sifi ;! o fi‘M’) contient un module homogéne et il en est
alors de méme pour N.
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Si fj =0 alors i(M’) c Kerf et par suite il existe f e Hom AM” N)

tel que f os = f.Ilenrésulte que N est un module quotient non nul de
M” donc d’aprés la Proposition 1 (a) N contient un module homogéne.
En définitive M est un objet de &°.

1]

3]
[4]

g~ est localisante.
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