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LOCALISATION A LA MANIERE DE GOLDIE

ET APPLICATIONS

par Henri IMMEDIATO

Ce travail présente une nouvelle méthode
de localisation dans les anneaux unitaires, rela-
tivement 3 un idéal bilatére. Il est divisé en
six chapitres : les quatre premiers développent
la théorie générale et les deux derniers sont

consacrés aux applications.

L'idée générale de la théorie consiste,
d partir d'une famille topologisante idempotente
Fd'idéaux 3 droite d'un anneau A et d'un idéal
bilatére ¥-clos I de A, & considérer des "puis-
sances symboliques 3 droite" H , n>l de I par
rapport @ & . Ces puissances symboliques a droite

forment une suite décroissante d'idéaux bilatéres.
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On localise chaque anneau A/Hn par rapport a la
famille S% image directe de 3¢ par le morphisme
canonique de A dans A/Hn. L'idéal I est alors dit

"}ocalisable 3 droite par rapport a3 =" si les

localisés (A/Hn) forment un systéme projectif

d'anneaux.

En particularisant la famille 3%, on
obtient les notions d'idéal localisable 3 droite
et d'idéal classiquement localisable & droite.
Tout idéal I d'un anneau commutatif unitaire A
est classiquement localisable 3 droite et 1'anneau
dit "localisé& 3 droite classique de A selon I"
est le séparé de l'anneau de fractions généralisé
de A selon la partie multiplicative des &léments
non diviseurs de zé&ro modulo I, pour la topologie
m-adique, w &tant 1'idéal engendré par 1'image

canonique de I.

Les exemples d'applications du sixiéme
chapitre concernent, quant au premier, des ordres
d'Asano particuliers et, quant au second, un
anneau de polyndmes 3 deux indéterminées non commuta-

tives sur un corps commutatif. Dans ce second exemple,
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1'anneau considéré n'est jamais noethérien, de
sorte que la localisation de Goldie ne peut pas
s'appliquer ; le localisé& a droite classique obte-
nu dans cet exemple ne peut, d'autre part, jamais
étre un localisé de Gabriel, de sorte que les
résultats obtenus ne peuvent pas l'@tre par la
méthode de Gabriel. La localisation considérée

est cependant importante car elle conduit & des
notions de fractions rationnelles et de séries

formelles.
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CHAPITRE I - PRELIMINAIRES.

l.l

Rappels et notations. Soient A un anneau uni-

-

taire, M un A-module 3 droite et N un sous-module
de M. Pour un élément x de M, on note (N:x)A,
ou simplement (Nrx) 1'idéal & droite de A formé

des €léments a de A tels que xxappartienne 3 N.

On dit qu'une famille T d'idéaux a droite de A

est topologisante si :
1° Pour tout idéal i droite J de A, on a

Ie¥ et IgJ —s Je
2° 1eF et JeF =— INJc®
3° (YJe3) (Vaed) ((Jra)PeB).
On dit que la famille 3 est, de plus, Ldem-
potente, si 1'on a :

4° Pour tout idéal i droite J de A, on a :
(3Le®) (Yael) ((J. a)2eF) = T,

Pour un A-module 3 droite M et un sous-module
N de M, 1'ensemble :

cs MN) = {xeM|(N-x)2 %)
ol Jfest une famille topologisante d'idéaux
3 droite de A, est appelé la F-cloture de N
dans M. On dit que N est -clos dans M si

cz®M(N) - X
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On dit que N est W-rationnel dans M si
M
Cl® (N) =M
Le sous-module CQSF(O) est aussi noté M

et appelé le sous-module T-singulien de M.

Pour les définitions des notions de
module F-infjectif et de B-essentialité, on

pourra se reporter, par exemple, a ((11), p.37).

1.2 Image directe d'une famille topologisante et

idempotente d'idéaux 3 droite par un morphisme

surjectif d'anneaux.

1.2.1 PROPOSITION : Soient A un anneau unitaire, J
un <déal bilatere de A, £ : A > A/J Le
monphisme canonique, 3 une famifle topo-
Logisante Lidempotente d'idiaux a droite
de A, ¥ La gamifle topofLogisante Ldempo-
tente image directe de Fpan £ ((9),p.64).
Alons, poun tout idéaf a droite K de A/J,
on a :
1° (vaea) (£ ' ((o£@n?) = (7 @ a)
2° Re¥ e f—I(K)e(}'
3° KD == (3F<®) (K=£(F)).
4° cz,}‘}/‘](x) = tler A (e )}

A

La premidre relation est claire. La deuxiéme
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s'en déduit immédiatement en tenant compte du fait

que tout élément de A/J peut s'écrire sous la forme

f(a). Les troisiéme et quatriéme relations viennent

de la seconde et du fait que f est surjectif.

1.2.2 PROPOSITION : Avec Les hypotheses et notations
de 1.2.1, 804t M un A/J-module a drodite,
muni de La structure de A-module indudite
par £. On a :
1° 12 y a coincidence entre Les A/J-sous-

modules de M et Les A-sous-modules de
M.
2° YN sous-module de M, i£ y a équivalence
entre :
a) N est essentiel dans M en tanit que
A-sous-module.
b) N est essentiel dans M en tant que
A/J -sous-module.
37 (VNSH) (CL () = g, D).
4° YNKM, if y a Equivalence entre :
a) N est G-essentiel dans M en tant que
A-module
b) N est ¥ -essentiel dans Men tant que
A/J-module.

La premiére assertion résulte du fait que tout
élément de A/J s'écrit sous la forme f(a) pour un

acA. La seconde résulte de la premi&re. La troisi&me
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assertion vient du fait que pour un xeM, on a 1'éga-
lité

(Nox)D = f"'((N:x)A/J)

La quatriéme assertion résulte de la troisiéme et
du fait que la F-essentialité est &quivalente 3 l'es~-

sentialité, jointe 3 la ‘F-rationnalité.

En particulier, pour N = O, la propriété 3°
s'écrit M = F'M.

Avec les notations précédentes, on va s'intéresser
maintenant au probléme de l'existence d'un prolon-
gement de £ : A

£! Ay > (A/J)q, , rendant commutatif le diagramme

d'anneaux :
]
A

> (A T)

f'

+ A/J en un morphisme d'anneaux

f

Ay désigne le localisé de Gabriel de A par rapport
3% (5), et (A/J)&. le localisé de Gabriel de A/J
par rapport a J¥.

1.2.3 PROPOSITION. Soit A un anneau unitaire, 3 une
famille topologisante idempotente d'idéaux
a drnoite de A tefle que FA = 0. Soient J
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un idéal bilatere J-clos de Ao et T
La famille image de > par Le monphisme
canondique £ : A > A/J.

Pour que £ se prolonge en un morphisme

d'anneaux f' : A (A/stg il faut et LR

suffit que L'une des conditions édquiva-

Lentes sudvantes s04% nialiéée

1° L'idéal a droite C&},%(J)de A,
bilatine.

2° gyg c cgy J).

Comme BA = 0 et Clsf(J) = J, A;»eSt enveloppe &-

est

~

injective de A et (A/J)., est enveloppe JF -injective
de A/J ((9)p.106).

A/J est Jessentiel dans (A/ny., donc J-essentiel dans
(A/J)sv d'aprés 1.2.2 et 1'enveloppe F-injective de
(A/JX}, est aussi le localisé de A/J par rapport a Je.

Dans (A/J)iST 1'ensemble X des éléments annulés par J
est un A/J-module contenant A/J donc A/J est F-essen-
tiel dans X et ¥ -essentiel dans X d'aprés 1.2.2.
Comme X contient aussi (A/J%Q' qui est maximal pour

la 3 -essentialité, on a X = (A/J%}..

Le morphisme f : A » A/J se prolonge en un
morphisme de A -modules 3 droite f3$: A3$+ (A/J)Sb’
Comme le sous-module J¢-singulier de (A/J%§ est nul,

ce prolongement est unique.
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Si f se prolonge en f' : AQF+ (A/J%y, , comme
1 b ;=
(A/J%y. est contenu dans (A/J)Cy , £f' et Q} coineci

dent, de sorte que kerfz35 est un idéal bilatére
puisque f' est, par hypothé&se, un morphisme d'an-
neaux.

Réciproquement si kergy est un idéal bilatére

| - -
de Ay’ 1'image Imf$ de fg' est un A§ module annulé
par ker f%} : c'est donc aussi un A-module annulé
par J, donc on a

ImQ} - (A/J%},.

imgy, isomorphe 3 %}/kerf$5,

structure d'anneau. La multiplication dans Imﬁy

peut étre muni d'une

coincide avec la multiplication induite par celle

de (A/J%}., de sorte que Imf%P est sous-anneau de
. '

(A/J%}. et f. est un morphisme d'anneaux de Ay

dans (A/J%}. prolongeant f.

Donc, pour que f : A > A/J se prolonge en un
morphisme d'anneaux f' : A®;* (A/J%}., i1 faut et

il suffit que kerﬁ&,soit un idé&al bilatére de A33'
Or, il est facile de voir que :

ker £ = CSLSPA'?SP(J)

et que :
A cL ‘3*(,1) < Cch A’3'(J) A .JcCh AS'(J)
S ] = Vi 2 fyt E e

de sorte que la proposition est démontrée.
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1.2.4 COROLLAIRE. Sodient A un anneau unitaire, M une
partie multiplicative de A, & La famille
topologisante Lidempotente des Lidéaux a
droite J de A tels que

(VaeA) ((J-a)2nM ¢ ¢).
Supposons que A possede un anneau de frac-
tions a drnodte classique pan rappont a M
c'est Le Localisé Q;(I). Soit J un idéal
bitatene x-cLos de A. Poun que Le mon-
phisme canonique £ : A +A/J se prolonge en
un moaphisme d'anneaux f': AS? > (A/ny. .
' désignant La famille topologisante
idempotente image de 3 dans A/J, iL faut
et 4L suffit que L'une des conditions Zqud-
valentes sudvantes s04L vErigdiée

1° Dans A, toute fraction a gauche a numé-
rateun dans J peut s'tcrdire comme
§raction a drnodite & numérnateurn dans J.
2° (VxeA) (VeeM) (cxed = xeJ)

3° VeeM, f(c) est non diviseun de 0 dans
A/J.

4° A/J posseéde un anneau de fractions a
droite classique selon La parntie mul-
tiplicative f(M).

% est formé des idéaux a droite de A domt 1'in-

tersection avec M n'est pas vide. Si J est F-clos

10
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dans A, il est clair que les éléments de f(M) sont

non diviseurs de 0 & droite dans A/J.

D'aprés 1.2.3, pour que f : A + A/J se pro-
longe en un morphisme d'anne:ux £' A3;+ (A/J%}, ,
S,Q(J) soitAidéal bilatére
de Ay . Compte tenu de la relation Cty, FI)N A = T,

il faut et il suffit que C%

cette condition peut s'exprimer par la relation 1°
I1 est aisé de vérifier que les relations 2° et 3° sont

~

chacune équivalente 3 1°.

D'autre part, si AG? est anneau de fractions 3
droite de A selon M, A/J vérifie la condition de

Ore 3 droite selon f(M) et 1'on a vu que les &lé-
ments de £(M) sont non diviseurs de O & droite.

Donc le fait que A/J possé&de un anneau de fractions
d droite classique selon f(M) est équivalent au fait
que les éléments de f(M) sont non diviseurs de O 3

gauche dans A/J. Donc 4° est équivalent i 3°.

On peut remarquer que si les conditions &quiva-
lentes de 1.2.4 sont vérifiées, le prolongement
£' AS? -+ (A/J)a. de f est le morphisme qui, & une
fraction ac ' dams AS%’ acA, ceM, fait correspondre
la fraction (a+J)(c+J)_l dans (A/Jkyn- Ce prolonge-

ment est donc, ici, surjectif.

11



Localisation 2 la mani2re d e Goldie et applications

CHAPITRE 2 - PUISSANCES SYMBOLIQUES A DROITE ET IDEAL
BILATERE LOCALISABLE A DROITE PAR RAPPORT
A UNE FAMILLE TOPOLOGISANTE IDEMPOTENTE

D'IDEAUX A DROITE.

-~

2.1 Puissances symboliques 3 droite par rapport a

une famille topologisante idempotente d'idéaux

3 droite d'un anneau A.

2.1.1 DEFINITION. Soient A un anneau unitaine,Jrune
gamille topologisante Ldempotente d'idéaux
a dnoite de A, I un {idéZal bilaténre
Jr-clos de A, On appelle puissances symbo-
Liques & droite de I par rapport a I,
Les idéaux bilatinres H , nl, dé finis
par récurrence pan

- A -
Hy = Cg (1) =1

_ A
Hn+l = C&y (HnI) pour nx1.

2.1.2 Il est clair que les idéaux H , n2l, forment
une suite décroissante d'idéaux bilatéres F-clos de

A et que, pour tout n21, I" est contenu dans Hn.

2.1.3 PROPOSITION. S4 A est commutatif, H est 2gal
a chg (1),
n A, _n c cL A H) = H
En effet I ¢ Hn-_—> CQ,S' (1 )_AC ,3'( ) = By
I = Cg} (I). Supposons

Réciproquement, on a Hl

H cce A1®. soit xeH

a S e 41 P oomoa:

12
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A
K= (HI x)" €%
n
donc xK ¢ HnI’ donc

(VkeK)(Hal,...,amQHn) (3b],..,b «I)(xk = Z a. b )
i=1
Par hypoth&se de récurrence, (1%-a. ) d5 donec

= A

(1% a )% S,

i=1
Pour tout i =1, ..., m, on a aiHs;In, donc
xkB = (Za;b)He Zb, (a;m) e 1) et xkect A1)
d'ol xKc¢ Cl A(In+1).

On a donc, puisque K appartient a »,
xecg tler tr™h) - ce ™y,

2.2 Idéal bilatére localisable 3 droite par rapport

-

d une famille topologisante idempotente d'idé&aux

a droite d'un anneau unitaire A.

Soient A un anneau unitaire, &rune famille topo-
logisante idempotente d'idéaux & droite de A, I un
idéal bilatére &-clos de A, H , n3l, les puissances
symboliques 3 droite de I par rapport aE},Tﬁh la
famille topologisante idempotente image de 3¢ dans
A/Hn’ au sens de 1.2.1.

On notera u le morphisme canonique A - A/H

et £ le morphisme canonique A/Hn+] > A/Hn- Comme

Hn est F-clos, l'idéal‘ﬁh-singulier de A/Hn est nul.

De plus, la commutativité du diagramme

13
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A/H

n+l £ 4;A/Hn
n

entraine que %% est l'image de ®;+l par fn et 1'on a,
de plus :

A/H

n+l1 _ _ A
C&&h+l (Hn/Hn+l) - Hn/Hn+l - un+l(C&§ (Hn))

d'aprés 1.2.2 et 1.2.1.

2.2.1 DEFINITION. Sodient A un anneau unitaire, Zr une
damille topologisante idempotente d'idéaux
a drnodite de A, I un Ldéal bilaténre de
A . On dit que I est Localisable a droite
par happort a La famille I 84
1° I est F-clos dans A.
2° Poun tout n>1 , Le morphisme canonique

fn : A/Hn+1 > A/Hn s4e prolonge en un
morphisme d'anneaux

£' : (A/H ) > (A/H

n n+l Sn+i ngﬁ

Dans ce cas les anneaux (A/Hn)(§ forment un systéme
n

projectif dont on note Al’g‘la limite projective.

14
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L'application canonique de A dans AI o est alors un
]

morphisme d'anneaux dont le noyau est ("} H . L'uni-
nyl
cité du prolongement de fn supprime toute ambiguité

de la définition.

D'aprés 1.2.3 pour qu'un idéal bilatére B-clos
I soit localisable i droite par rapport a & il faut

et il suffit que, pour tout nyl, les idéaux 23 droite

(A/Hp41)
T
ker ((£) ) = ¢ n+l (g /H__.)
n{;,nH 2’5n+| n’ n+l
soient, en fait, des idéaux bilatdres dans (A/H ) .
n+l _yn_'_l

2.2.2 Exemples.

1° »A est &gal a chacune de ses puissances symboli-
ques 3 droite par rapport i %%, donc A est loca-

lisable a droite par rapport i et l'on a

Aop o = Aq,

2° 8i I est un idéal bilatdre idempotent, d'aprés
2.1.2, T est égal & chacune de ses puissances
symboliques 3 droite par rapport & une famille
topologisante idempotente &% telle que I soit
®-clos, donc I est localisable 3 droite par
rapport &8 3% et 1l'on a :

AIS’ = (A/I),.s_l

15
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3° Si A est commutatif, tout idéal F-clos I est
localisable 3 droite par rapport a3 ¢ car les
localisés (A/Hn)ﬁ; sont commutatifs et les idéaux
ker((fn)(y_n-'.1 ) sont bilatéres.

2.2.3 PROPOSITION. Sodient A un anneau unitaire,
une famille topologisante idempotente
d'idéaux a droite de A, I un idéal bila-
teine Localisablfe & drnoite par napport a ¢,
H, =n3l , Les puissances symboliques a
droite de I par rapport a .

ALons I/fﬁﬂ est focalisabfe & droite dans
A/(%H pan nappont a La gamifle topologisante
Ldempotente ¥ image de B dans A/F% H_,

et L'on a :

m/nn) = A
I/f%H ,3 I/>

La démonstration est &lémentaire, une fois que 1l'on
a remarqué que
A
L. M(H_ I+ 3H ) = H
€ Si( n 1 n) n+1
Ce résultat montre que 1l'on peut toujours sup-
poser, en passant &ventuellement aux quotients par

(Q\Hn, que l'intersection des Hn est réduite 3 O.
1

16
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CHAPITRE 3 - IDEAL BILATERE LOCALISABLE A DROITE.

3.1 LEMME. Sodient A un anneau unitaire, M un A-
module a droite unitainre, E(M) une enveloppe
infective de M . On sait déja ((10), Lemme

.3.2, p.15) que La gamille R, des idéaux
a drodite J de A véndifiant

HomA(A/J,E(M)) =0

est La plus grande des familles topologd-

santes Lidempotentes v telles que IM = 0.
On a

JeT e=>(VacA) (vxeM) ((J-a)e (0:x)Pmx=0) (D)

Soit I la famille des idéaux & droite de A
vérifiant la relation (1).

1° %, _est contenu dans & :

En effet, soient Je'SPM, aecA, xeM, tels que

A
(J.'a)AQ(O.'x)A. Comme Je(}M, on a (J-ra)'e¢%,, donc
(O:x)Aé'SF , donc xe'}MM =0 et x = 0, donc Je.

2° $Fest topologisante Lidempotente

a) Soient Je &, Jc J', acA, xecM, tels que
(I a)t e (0o on a Jel'm @)t e (3 )i 0ot
JeP=x = 0. Donc J'e .

b) Soient Je%, beA, acA, xecM tels que

17
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(3022 )2 ¢ (0.x)2
on a ((J.‘b)A: a)A = (J.'ba)A donc (J.'ba)A < (0:x)A
comme J appartient 3 3%, cette relation entrafne
que x = 0, donc (J.’b)Ae'}.

c) Soient Je* et J'<A tel que

(Vbed) ((J'+b) %W
Soient acA, xeM tels que (J'.'a)As (O.‘x)A.
Pour tout b e (J.'a)A on a (J': ab)A 9(0.'xb)A et
abeJ donc (J:ab)Ae(S’. Ceci entraine xb = 0 et
be (0:x)A. On a donc (J.'a)Ag_ (0.'x)A. Alors
Je> =>x = 0 de sorte que J'e > ,

3° 3IM = 0.
En effet xeSM =(0:x)Ae<§ . Alors la relation

(1) appliquée avec J = (O.-x)A et a = | entrafne

que x est nul donc HTM = O,

De 2° et 3°, il résulte que % est une famille
topologisante idempotente telle que M = 0 ; 1la
propriété de (}M rappelée dans 1'é@noncé du lemme
montre alors que  est contenu dans .. D'apres

M
1° on a donc ¥ = '}M,

3.2 COROLLAIRE. Soient A un anneau unitaire, 1 ypn
idZal biRaténe de A,

18
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1° La famille 31/1 définie parn Le A-module
@ drnoite A/I au sens de 3.1 est {ormée
des idéaux a droite J de A vérdlfiant
(Yaea) (Vxed) ((Jra)te (Iox)Asxel)

2° La famifle image directe de 3, jppan Le
morphisme canondique £ : A - A/I est
L'ensemble des idéaux @& droite hration-
nels de A/I.

Simple vérification, compte tenu de 3.1.

On peut remarquer aussi que 33/1 est la plus
grande des familles topologisantes 3¢ d'idéaux 2

droite de A telles que I soit F-clos dans A.

3.3 Cas particulier. Soient A un anneau unitaire

noethérien & droite et & gauche, P un idé&al bila-
tére premier de A, C la partie multiplicative
{cecA}(¥xeA) (xceP=3xeP)}, P(C) la famille topologi-
sante idempotente des id&aux 3 droite J de A véri-

fiant

(Vaeh) ((J:a)2nc # @)

alors & = 3 (C).

A/P
Les hypothéses faites sont celles de Goldie (6).
Goldie montre que P est JF(C)-clos donc T(C) Q(S‘A/P'
- I3 . A ~
Réciproquement, pour JeSk/Pet acA on a (J-a) QSK/P'

D'aprés 3.2 et 1.2.1, si £ : A > A/P est le morphisme

19
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. A .
canonique, f((J:a) ) est rationnel, donc essentiel
dans A/P. Comme A/P est un anneau premier noethérien

-~

4 droite et 3 gauche, tout idéal essentiel contient
un élément non diviseur de O, donc appartenant i
f(C). Donc

(IceC) (IxeP) (c+xe(Jra)™)
Or ¢ + xeC donc (J:a)Ar\C # 9 et JeHC).

' - L3 -
Donc SK/PSQ;(C) et on a l'égalité.

Le résultat reste vrai si 1'on remplace 1'idéal
premier P par un idéal Q tel que A/Q soit semi-pre-
mier, puisque tout idéal 3 droite essentiel d'un
anneau semi-premier noethérien a4 droite contient

un élément non diviseur de O.

3.4 DEFINITION. Sodlent A un anneau unditaine, I un
idéal bilatéerne de A. On dit que I esi
Localisable & drnoite 8'4L est Localisable

a drodite par napport a La famille %a/l

3.5 PROPOSITION. Soient A un anneau unitainre, 1 un
idéal bilatine Localisable a droite,
f§=f§A/I, H , n2l, Les pudissances symbo-
Liques d@ drnoite de I par rapport a Sk,fyh
La famille image de Z+dans A/H_. Alors,
poun tout nxl, on a

T =B

» gamille d'idZaux
n (A/H )/ (I/H)
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a drodite de A/Hn définie pan Le A/Hn-moduze
d droite A/I.

Soit u_ l'épimorphisme canonique A -+ A/H_.
o A BA/H,
Hy ¢ T =>(Vbed) (u ((I:5)7) = (u_(D):u (b)) ).

Pour un idéal a droite K de A/H_ on a, de plus :
-1 A A/Hn
(Vaea) (u ((u_ " (K):a)7) = (R:iu (a)) )

or ul ! (R)exlVach) (Ybed) ((u' (K): a)4 ¢ (1:b) A be)
d'aprés 3.2 1°,

Donc comme Ke3;¢=:u;l(K)eQ? (1.2.1. 2°), on a
ReD o= (Vaeh) (vbed) (u (a7 ' (K):2)%) cu_ ((1:0)*)
= un(b)cun(I)) car Hn g(u;l(K):a)A et Hn Q(I:b)A-

Donc‘EB est l'ensemble des id&aux & droite K de A/Hn
vérifiant, pour tous &léments a et b de A, la rela-
tion :
A/Hn A/Hn

(R:u (2)) " ((T/H)):u (b)) = w (b)eu (T)
D'aprés 3.2, on voit donc que :Fn est la famille

S .

un(A)/un(I)

L'intérét de la notion introduite dans ce cha-

pitre réside dans le fait que le localisé (A/I%§ est
1

1'anneau maximal de fractions au sens de Utumi de

A/l ((4),p.66 ligne 8) alors que, dans le chapitre
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précédent, les (A/H ) €taient bien des anneaux de
n°Ge
n

fractions au sens de Utumi, mais il pouvait n'y en

avoir aucun de maximal.

3.6 Exemples.
1° Dans un anneau commutatif, tout idéal est loca-—

lisable 3 droite. Cela résulte de 2.2.2,3°,

2° Dans un anneau unitaire semi-simple, tout id&éal
bilatére est localisable & droite car il est

idempotent.

3° Pour toute famille topologisante idempotente ¢
d'idéaux a droite d'un anneau unitaire A, A

est localisable 3 droite.
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CHAPITRE 4 - IDEAL BILATERE CLASSIQUEMENT LOCALISABLE
A DROITE.

Dans ce chapitre A désigne un anneau unitaire,
I un idéal bilatére de A, C la partie multiplicative
{ceA|(VxeA) (xcel = xeI)}, I(C) la famille topologi-
sante idempotente des idéaux 3 droite J de A véri-
fiant (YacA)((J-a)nc # ¢).

L'idéal I est J(C)-clos dans A. En effet
(VxeA) ((I.'x)AE(SP(C) — (3ceC) (xcel))
et xcel et ceC =— xel.
Donc (I:x)A€Q§(C)==aer.

On note Hn’ n2l, les puissances symboliques 3
droite de I par rapport a F(C) ; u ¢ A - A/Hn le

morphisme canonique ; £ A/H A/Hn le morphisme

n+l
canonique ; Cn = un(C) ;(}(Cn) la famille topologi-
sante idempotente des iddaux 3 droite K de A/Hn véri-

fiant
(Vaea/u ) ((x:a)2/Panc_ 4 9).

Alors 3KCn) est aussi 1'image directe de J(C) par le

morphisme U

4.1 DEFINITION. On dit que 1 est classiquement Loca-
Lisable a drnoite 84, pour toul nz1 , A/un
admet un anneau de fractions a droite clas-
d4que selon C,
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Cela veut dire que les éléments de Cn sont non
diviseurs de zé&ro dans A/Hn et que A/Hn vérifie 1la

condition de Ore a8 droite selon Cn'

4.2 PROPOSITION. S{ I est classiquement Localisable
a droite, LiL est Localisable & droite pan
rapport 4 La famille H(C). On note A

1
L'anneau lim((A/H_) ).
n3l w(c_)
En effet, les localisés (A/Hn) sont les anneaux
F(C, )

de fractions 3 droite des A/Hn par rapport aux Cn’

Comme Cn est 1'image de C par fn’ le corollaire

n+ |l
1.2.4 montre que I est localisable & droite par

rapport a J(C).

4.3 Exemple. Dans un anneau commutatif unitaire, tout
idéal est classiquement localisable & droite.
En effet, la condition de Ore a droite selon
C, est trivialement vérifiée dans A/Hn et pour
a et b dans A, beC, on a

abeHn= be.(}ln:a)A

done (Hn:a)AF\C # 0 et (Hn:a)%f§(c), donc
A

acCZw(C) (Hn)

de Cn sont non diviseurs de O.

= Hn’ ce qui montre que les é€léments
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4.4 Remarque. Comme pour 2.2.3, on peut voir que si
I est classiquement localisable 3 droite dans A,

Iﬁ? Hn est classiquement localisable 3 droite dans

Aﬂ?ﬁn et 1'on a

A, = (A/AH)
1 Gwn 1

r

1 n

Ceci permet de supposer, en passant éventuel-
lement aux quotients parfﬁ H , que l'intersection
1

des puissances symboliques de I est réduite a O.

4.5 PROPOSITION. Si I est classiquement Localdisa-
ble a drnoite dans A et Aifﬁ H =0, ona:
1° A est sous-anneau de As.
2° Les EREments de C sont inversibles

dans A

1° Le noyau du morphisme canonique A =+ A est
(ﬁnn =0 (2.2.1).

1

2° Pour ceC soit q, = (c+Hn)- l'inverse de ¢ + H_

dans (A/H ) . Alors q = (q ) €Ay et
) n3l

qc = ¢q = 1,

4.6 DEFINITION. S{i I est classiquement Localisable
a droite dans A et &4 £ : A +Ajesl Le mon-
phisme canonique, on appelle Localisé &
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droite clauique de A en I Le sous-anneau
A(I)de A; engendri par £(A) et L'ensemble
des invenses des ELEments de f(C) dans A,

4.7 PROPOSITION. Soit I un 4idéal classiquement Loca-

Lisable a droite de A tel que rj% H =0,

et s04ii M' Le noyau du morphisme canondique

Ap > (A/I)G;(Cl) .

1° Les é£2ments de M'® ont Leurs n premiZres
composantes nulles.

2° M' est contenu dans Le nradical de Jacobson
&iAI) de Al.

3° A /M' est isomonphe a (A/I%y(cl).

4° H = M'®Na.

5°r:°)M'n = 0.

1° Soit M_ le noyau de 1'épimorphisme canonique
n

(A/Hn) +~ (A/T)
S(c) 3(Cq)
Les éléments de Mn s'écrivent (A+Hn)(C+Hn)_1
avec ae¢l et ceC. Comme In§=Hn, on a Mnn = 0 et

an = 0 pour p2n.

M' est l'ensemble {q = (q_) €AI|q] = 0}

n'n3l
Oor q, = o] ¢=>qn§Mn. Donc (Vp;l)(M'ps | Ian)
n3l
Comme an = 0 pour p»n, les &éléments de M'P ont
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leurs p premiéres composantes nulles.

. - '
Soit m (mn)n>leM .

Congidérons q = (qn) défini par

nyl
q, =1 3 q_. =1 + m + ... + n n-l pour n32.
1 * *n n n
Si f'n est le morphisme canonique
(A/H ) + (A/H)) on a
n+! n
SHC_ 1) f};(cnr)l-l .
! =
£ n(an) lL+m + ... +m + o
n = n = \ =
meM et M 0 — m 0 et £ n(qnﬂ) 1,
donc quI. On vérifie aisément que
(1-m)q = q(l-m) = 1, donc | - m est inversible
dans A;, donc M' est contenu dans @KAI)-
résulte du fait que A, » (A.) est surjectif.
I 1
SNC])
a = (a+H ) e M'BIN A == a + H_= 0 donc aeH .
n n
nzl
On a donc M'ON Aan.
Réciproquement on a M'N A = I. Si H est contenu
dans M'®N A, soit ael-ln“.| ; (HnI.‘a)AeSQ(C), donc
JceC, aC‘HnI ; ¢ est inversible dans A1 donc
aeHnI AIS.M'nM'AI = M'n+|. Donc aeM'P*lAn A et
H eM'atln g,

n+1l

résulte de 1°.

4.8 THEOREME. Soient 1 un idéaf bilatiére classique-

ment Localisablfe a droite de A tel que
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(B, = 0, et M £'idéal bilatire de A
engendnre parn 1. Alons :
1° m - M Na

(1)

2° Vn21, VxeA(I), JaeA, 3cec, 3mneMn

-1
X = ac + m
n

) n . -
3 A(I)/M est Lsomorphe a (A/Hn)‘s;(cn) .

1° Avec les notations de 4.7, I < M'= Mc M'. Donc
MPc M'™ et MPA A ¢ M'DAA = H . Réciproquement,
si H_c M", soit xeH t (QceC) (xeeH T g M M=M"*Ty

n+l
Comme ¢ est inversible dans A(I)’ on en déduit
xeMn+1 donc H S.Mn+1.
n+!

2° A/Hn vérifie la condition de Ore 3 droite selon

Cn et Hn;Mn, donc tout élément c-la, ceC, acl,

de A(I) peut s'écrire sous la forme a,c, ]modulo
M", avec a,ecA et c.,eC.

c -1 -1

o 1¢1 ..apcp

de A peut s'écrire bc modulo M® avec beA, ceC.
(1)

Par récurrence sur p tout élément a

Donc tout é€lément de A(Iz peut se mettre sous forme
1

d'une somme finie ¥ b.c., ', b.cA, c.eC, et d'un
n i 1 1 1 1
€lément de M.

. 4 -1 -1
Considérons une somme b c + bc

11 s, b et bd

1

dans A, c et <y dans C.

(3e1eC)(3e2€A)(cle -cezeHn).

1

28


http://bi.la.ttKz
http://pa.fi

Localisation 2 1a maniére d e Goldie et applications

Soit xe€A tel que xe.¢l. On a xe, + H eI/H

2 2
e, + Hn = (c+Hn) (c el+H )

n 1+Hn)

(A/H)
c,e, + Hn€Cn=>(x+H ) (c+H )-lecfég( ) (&(Cn)(l/ﬂn)
C
(A/H )w(c y n
donc x + H e( SKC ) (1/H)) }(\(A/Hn) =

H
J*é ? (1/8 ) = I/H

Xe, + H = (x+Hn)(c+Hn) (cle

n

donc xel et e eC. Donc e

2 2 est inversible dans A(I)

et 1'on a :

-1 - - -

- 1 1 .n n
e ¢, (clel cez)e2 c e€eM car HnEM

donc e]_ c]-l - ez-lc_k M
Or :
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
blcl +bc = blc] +b]e]e2 c + blelez c +
-1 -1
+ be2e2 c

-1 =1__ =1 =1 -1 -1
= blel(e] c, e, ¢ )+(b1e]+be2)e2
1

On a donc mis b]c]_ + bc_] sous forme d'une

somme d'un &lément de M" et d'un &lément de 1la
-1 . .
forme b'c' . Par récurrence, on voit donc que

tout é€lément de A ) peut se mettre, pour tout

(I
n3l, sous la forme ac 1, modulo M"
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3° Pour acA et ceC, ac”! + »® ne dépend que de
(a+Hn)(c+Hn)_l. En effet

(b+H ) (d+H )™ = (a+H_ ) (e+n )]

=>(3el,ezcc)(cel—de2eHn) et 1l'on a alors :

1(c+Hn)—1 = ((-:t2+l-ln)ml(d+Hn)“1

- -1 -1 _
(ae1 be2+Hn) (el+Hn) (c+Hn) = 0

n

(e1+Hn)-

ael - be2eHn§M
donc : (cel)_l(cel-dez)(dez)nleMn
(ael-bez) (dez)‘lf_Mn

(ael)((dez)-l—(ce])-])eMn

(ae,-be,) (dey) '=(ae)(de,) M =(ce )T Hanm

(ae ;) (ce;) " =(be,) (de,) e ™

ac-'l - bd-le M2

ac-l + M? = bd_] + M°

Alors on a une application (A+Hn)(c-¢-Hn)--L ac-1+Mn

n

de (A/Hn) dans A /M Cette application est

(1)

&(Cn)
un morphisme d'anneaux unitaires, qui est surjec-
tif d'aprés 2° et injectif car M:Nna = Hn' C'est

donc un isomorphisme.

4.9 COROLLATIRE. Avec Les hypotheses et Les notations
de 4.8 on a :
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1° & M* =0
n=1

2° A, est Le complEté de Acpy Pour ta topo-
Logie M-adique.

0 D _ .on
3" ¥Yn21, M M' (\A(I)'

4° Le monphisme canonique A + A
Epimonphisme d'anneaux.

(1) esd un

On a vu, en montrant 4.8 1° que MPeM'D,
Donc (\M" ¢ rT\M'ﬂ = o.
1

La topologie M-adique est séparée donc le complé-

té est la limite projective des A(I)/Mn, nzl.

D'aprés 4.8. 3° et la définition de Ay, ce complé-

té est l'anneau A_.

On a déja M%ecM'Dna

I

Réciproquement tout

(1);

R n
xeM'nr\A(I) s'écrit ac +m ae€A, ceC, m eM .

a = (x-mn)ceM'n(\A = Hn = M®N A. Donc ac-le MP et

xeMn.

Si u,

et u, sont des morphismes de source A
2 (D,

coincidant sur A, on a pour x = fa;e; ...3.c cA

ul(x)

PP
= u, (Zae, V...a e Ny
l ] l > ® ® p p
_1 -
= Zul(al)ul(cl) cen u](ap)ul(cp)

1

1

1

= Zuy(apuy(e)” ... uz(ap)uz(cp)-
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-1
uz(Ea]cl ...a_c )

uZ(X)

= -> e 1 1
donc v, u, et A A(I) est un épimorphisme.

On verra dans le chapitre 6, un exemple dans
lequel A n'est pas essentiel dans A(I)’ de sorte
que l'épimorphisme A A'A(I) peut ne pas &tre plat.
Néanmoins, comme tout élément de J}(C) contient un
8lément de C, la famille topologisante idempotente

image directe de 3¥C) dans A(I) est réduite 3 A(I)’

4.10 PROPOSITION. So.it Iun idéal b.ilatire de A tekl
que, YeeC, Vn 21 , VaeAl,

caeH -—osacH .
n n

Supposons rﬁ H =0 . Alorns 84 A posséde
un anneau de gractions a droite selon C,
I est classiquement Localisable a drodlte

el A(I)eét £'anneau de fractions a droite
de A selon cC.

En effet par hypothése, les &léments de Cn sont
non diviseurs de zéro a gauche. Il est clair que
A/Hn vérifie la condition de Ore 3 droite selon C.-
Il en résulte que les &€léments de Cn sont aussi non
diviseurs de 0 A& droite, donc I est classiquement

localisable 3 droite. A est donc sous—anneau de A

(1)
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Comme A vérifie la condition de Ore 3 droite selon
C, on voit que tout &lément de A(I) s'8crit sous la

forme ac-1 donc A(I) est anneau de fractiomns &
droite de A selon C.

4.11 PROPOSITION. Si £'idéalf bilatene classiquement
Localisable a drnoite 1 est complétemenit
premien (L.e. A/1 sans diviseur de 0},
alors :
1° A; est un anneau Local d'idéal maxd-
mum M' = @(AI) et M' est maximal en
Zant qu'didéal a droite et en tant
qu'4idéal a gauche.

2° L'idéal M engendré pan 1 dans ATy
est maximal en tant qu'idéal a drodize
et en tant qu'idéal a gauche.

En effet, comme I est complétement premier, C
est le complémentaire de I et A/I a un corps de frac-

tions i droite (A/Ix§(cl)'

Comme AI/M' et A(I)/M sont isomorphes 2

(A/IXE(C ) M et M' sont maximaux en tant qu'idéaux
1

& droite et en tant qu'id&aux a gauche. Il en résulte

que l'on a M' = QKAI) et AI est local.
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CHAPITRE 5 - APPLICATIONS AU CAS COMMUTATIF.

5.1 Localisation dans un anneau commutatif unitaire
guelcongue.

On a vu que, dans un anneau commutatif unitaire

A, pour toute famille topologisante idempotente
d'idéaux de A, tout idéal I B-clos est localisable

4 droite par rapport a 3‘(2.2.2. 3°) et les puissances
symboliques & droite Hn de I par rapport 3 ‘> sont

données par :
A
B, = C ™ (2.1.3)

5.1.1 PROPOSITION., S4 1 eAt(} clos, L'anneau
Al oy = %%% (ca/cay, A )) ) est Lsomorphe
a L'anneau 1i$ {cas1® )3; )ou ’3:' est La
gamille image dinrecte de > dam A/1"

Ceci résulte du fait que, pour tout n2l,

(A/C&SA(In)%yn est isomorphe & (A/IM)n,

On a2 vu que tout id&al I de A est classiquement
localisable & droite (4.3). Notons encore C la
partie multiplicative {ceA|(¥xecA) (xcel=pxel)}, et
®(C) la famille des idéaux de A contenant un &lément

de C.
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5.1.2 PROPOSITION. Soient Ao = zy(c)z anneau de
§ractions génénal&bé de A selon ¢ ((13)
p. 44) et M, L'idEal de A, engendré
par £'image canonique de I. Alons
= n
A AC/($M°

La correspondance

A -
(a + cgy(c)(O)] c + cgy(c)(o)]

(a +ﬂ Cl,y(c)(I )) (c +ﬁc Si(C)(I ))

définit un morphisme surjectif de A, dans A(I)' Son

C
noyau est l'ensemble des fractions de Acdont le numé-

rateur est dans
X A n A
() (Cg ey (T /Chg ) (0)

n s 31z
Par récurrence sur n, on v01t que M, est 1'idéal

engendré par CE&(C) (1™) /c (C)(O) car on a @

A A
M, = (Cg oy (1) /G gy (0)) -A¢

A A
(62 ey (3™ /Ay () - (T8 () - &

n

{(cg}‘(‘c)(xn).x . CL‘%C)“))’C%(C)(”}'AC

n+l
)(1 )/ ey, )(0)).AC

( ‘S(C (C
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A/Ck (0) A
ﬁ(C) n+1
et Cla gy (@™ +c Yi(cy (00 /Chy (C)(O))
n+l
CQSKC)(I y/Cc (C)(o)

La proposition 5.1.2 montre que A(I) est le
quotient de AC par 1'adhérence de O pour la topolo-
gie M -adique. La proposition 4.9. 2° montre que Ay
est le séparé complété de AC pour cette topologie.

Si I est primaire ou premier, on peut apporter
des précisions supplémentaires sur la structure de

A(I) et de AI.

Dans la fin de ce paragraphe, A désigne un anneau
unitaire commutatif, I un idéal de A,
{ceA|(vxeA) (xcel =sxeI)}, F(C) la famille topo-—
logisante idempotente des idéaux de A contenant un
(n) ' g A n S .
1'idéal ng(c)(l ), n-iéme puis

sance symbolique 3 droite de I par rapport a (C).

élément de C, I

5.1.3 PROPOSITION. S{ I est P-primaire on a Les
PrOPAALELESs sudlvantes
1° ¢ est Le complémentaine de P.
2° ¥n21, I(n)ebt P-primaire.
] (n)
3° v¥nxl, (A/I )SKCn) est anneau totag de

fractions de A/1(n). C'est un anneau
primaine.
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4° A(I)et A; sont des anneaux Locaux.
L'idéal maximum de A(I)ebt La thace
sun A(I) de £'idéal maximum de AI .

C ne rencontre pas I donc ne rencontre pas P.
Réciproquement, il est clair que tout élément

-~

n'appartenant pas i P appartient & C.

La racine de I(n) est P et pour des idéaux X

et Y de A, on a :

XY,C_I(n) et Y¢ P= YeH(C) et XSCZ,ylzC)(I(n)) = I(n)

On vérifie aisément que C est l'ensemble des &lé-

ments non diviseurs de 0 de A/I(n). Le fait que

(A/I(n)%s(c y €St un anneau primaire est alors bien
n

(n)

connu, il résulte du fait que P/I est idéal

(n)

premier minimal de A/I

(n)
(A/1 %§

L'idéal maximum M; de
(Cn) est alors un nilidéal.

Soit M! 1'image réciproque de 1'idéal maximum M',
de (A/I)&(C
AI - (A/I%y

) par le morphisme canonique

! ; M! est 1'ensemble des éléments
cp M
de AI dont la premi&re composante est une fraction
3 numérateur dams P/I.

Si N est un idéal maximal de AI’ N contient le
radical de Jacobson de AI’ donc il contient le

noyau du morphisme
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d'aprés 4.7. 2°. Donc l1'image de N dans (A/I)SR(C )
1

est un idéal propre, différent de (A/I) s
. ()
donc contenu dans M!, de sorte que N est contenu

dans M! donc &gal & M! ; M! est donc le seul idé&al

maximal de AI et AI est local.

A(I) est anneau de fractions de Aﬂ? I(n) selon

la partie multiplicative C, complémentaire de
1'idéal premier Pﬂﬁ I(n), c'est donc un anneau
local et son idéal maximum M, est formé des frac-
tions 3 numérateur dans P«% I(n). Comme M, est
le radical de Jacobson de (1) on voit immédia-

tement que M, = M;(\A(I).

5.2 Localisation dans un anneau commutatif unitaire

noethérien.

Les notations sont les mémes que dans le para-
graphe précédent. On suppose de plus que 1l'anneau A

est noethérien.

5.2.1 PROPOSITION. SL I est semi-premien, on a Les
proprietés sudvantes :
1° La famille SQ/Idééinie par 1(3.2) est
Egale & F(C).
2° Les anneaux de fgractions (A/I(n)%F(Cn)
sont semi-primaines.
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3° Le noyau M' du monphisme canonique
Ay > (A/I)ﬁ.(C y est Le nadical de
Jacobbon de A

1
(AU = 0 ot A /M'est semi-simple
artinien.
4° L'idéal M de ATy engendré par L'image

canonique de 1 est un Ldéal semdi-
premien.

1° Résulte de ce que l'on a remarqué a la suite de
3.3.

2° (A/I):S;(C y» anneau de fractions d'un anneau semi-
premier noethérien, est semi-simple artinien ((4),
cor.7, p.84).

Le noyau M de l'épimorphisme canonique

(n) N
(A/1 )&(Cn) (A/I)Sﬁ(c )

est le radical de Jacobson de (A/I(n))ATC y?

c'est un idéal nilpotent tel que

(A/I(n)),\,(C )/M ._(A/I),SQ(C ) est artinien. Donc
(A/I(n)k§(c y est semi- prlmalre
° M' = = (n)
3° M A ﬁ(‘r[M ) AN MEI (A/1 )S.(Cn))

donc &KA )C M'. D'aprés 4.7. 2°, on a donc

- (-]
M' = &KAI) H EDIM'n = 0 d'aprés 4.7. 5 et
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AI/M'f_.\_a(A/I)(&(CN est semi-simple artinien.

4° Pouj: xeA(I), on a x.A(I).ng => xe¢M car MNA = I

et I est semi-premier.

-

Si I est premier, le localisé & droite classique
A(I) coincide avec 1'anneau local associé 3 A selon
I par Goldie : c'est donc 1'anneau de fractionsde
Aﬁ% I(n) par rapport au complémentaire de 1'idéal
prlmier Iﬂ? I(n).
5.2.2 PROPOSITION. Soizt I "?\Qi une décomposition
noethérienne d'un idéal I en idéaux P, -
primairnes Qi’
1° ¢ ={51 CAPi ; C est La plus grande
des panties multiplicatives C'de A
telles que I s04t J(C')-clos.

2° S4 GB(I) est La racine de I, L'intesn-
section des pudssances symboliques a
drnodite de O{I) pan rnappont a Jc)
est QII(“) = CR”}}?C)(O)'

3° Acny edt L'anneau de fractions généra-
Lise 53(c)de A selon C. 1L ne dépend
que des Aidéaux premiens de TI.

1° Dans A/I, le complémentaire de la réunion des

idéaux premiers de O est l'ensemble C, des élé-

1
ments non diviseurs de O, donc le complémentaire

de la réunion des Pi’ 1€i<n, est contenu dans C.
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Réciproquement, il résulte de (13] p-17 que
toute partie multiplicative C' telle que I est
$F(C')-clos est contenue dans l'intersection des

complémentaires des Pi’ ce qui achéve la démons-

tration.

I et (I) ont les mémes idéaux premiers, ils dé-
finissent donc la méme partie multiplicative C.
Comme I contient une puissance de ®&(I), on a
O™ = L) eg by o™,

Soit H = g;ll(“).

Soit HI = Q'lf\...r\Q'r une décomposition noethé&-

rienne de HI en idéaux P'i-primaires Q'i'
c Q'. cQ'. cp'..
Q 1=§H,_Q ; °u IcP i
IsP', = @s31)(P'{<Q';). Alors I°cQ'; et

He1(s) = cg

(C)(I ) € (C)(Q' :) .
I¢P'; = HeQ", S'=C9~<3(c)<Q'i)-
Dans tous les cas, on a HgCL}(é)(Q'i)-
Donc
HE () Oly(gy(Q'p) = Oy (A9'5) = Chyley (D)

Comme A est noeth&orien, H est engendré par des

elements hl"”hp’ Pour tout 1 = l,..,p,

h. eCl

S(C)(HI) done 3cieC tel que
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P
h.c, = X a..h.
iti L, Ti3
J 0 pour i#]j
avec des a..el. Soit 6.. =
ij ij ..
1 pour 1i=)
P
.. = = <igp.
On a .E (c1611 alJ)hJ 0 1€igp
1=1
Si D est le déterminant des coefficients (cisi aij“

A

on a donc Dhj = 0 pour tout j = l,...,p. Or D,
somme d'un &lément de C et d'un élément de I, est
dans C et les hj’ annulés par un élément de C,

appartiennent a c#_° )(0) et H ¢ (0).

F(C 's.(c)
L'inclusion en sens inverse &tant triviale, on

a 1'égalité.

A(I)’ anneau de fractions de Aﬁ% I(m) selon 1'jimage
de C est anneau de fractions généralisé de A

selon C d'apraés 2°,

I1 en résulte, notamment, que si I est P-primaijre,

(1) est 1'anneau local associé 3 A selon P.
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CHAPITRE 6 - APPLICATIONS AU CAS NON COMMUTATIF.

~

6.1 Localisation 3 droite classique dans les ordres

d'"Asano.

6.1.1 Rappelons 1la définition suivante ((14), § 1).

Un sous-anneau unitaire A d'un anneau unitaire

Q est appelé ordre 3 droite d'Asano dans Q si :

1° Q est anneau de fractions 3 droite de A selon 1la

partie multiplicative des éléments de A inver-

sibles dans Q.

2° Les A-idéaux bilatéres de Q forment un groupe

multiplicatif.

6.1.2 PROPOSITION. Soit A un ordre & drnodite d'Asano

noethénien a droite et a gauche dans un

anneau unditaire Q.

1° Tout idéal premien P de A est classdi-
quement Localisable a droite.

2° L'anneau A(P)(4.6) colncide avec L'an-
neau Local associé & A sefon P par
Gotdie ((6)p.99).

Si C est la partie multiplicative

{ceAl(VxeA)(xceP::xeP)}, on note I(C) (resp.%(C))
la famille topologisante idempotente d'idé&aux a

droite J (resp.d gauche) de A tels que,VaeA, 3ce¢C,
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aceJ (resp.caeJ).

Les puissances symboliques de P de Goldie sont
définies par
p(n) _

ngjc)(cggﬁc)(r(n'l)P))

Par récurrence, on a donc HnS:P(n), en appelant
Hn les puissances symboliques 3 droite de P par
rapport i ‘%(C). De ((12), prop.2.5) et de 2.1.2.2°,
on déduit

Pns;Hn c p(™) - p®  4one H = P = p(n)

De ((6), théoréme 4.3, p.95) et de 4.1, il resul”
te alors que P est classiquement localisable 3 droijte
et la deuxiéme assertion est claire compte tenu de
1'égalits H_ = 2™ = p® (c£(6)p.99).

6.1.3 PROPOSITION. Avec Les hypotheses de 6.1.2,
tout {déaf P-primairne I est classique-
ment Localisable a droite et on a

Aay T Ay

En effet les seuls idéaux P-primaires sont les
puissances de P ((12), prop.2.5, démonstration). Donc
il existe n2l tel que I = p".

Soit C(I) = {ceA|(VxeA) (xcel=pxel)}

C(P) = {ceA|(VxeA) (xceP=s>xeP)}

I1 résulte de ((6), théoréme 4.3. 3°, démonstration

p-95) que C(I) = C(P). De sorte que les puissances
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-~

symboliques i droite de I par rapport a (C(I))

sont des puissances de P d'aprés la démonstration

de 6.1.2 et comme A/P™ posséde un anneau de fractions

d droite selon 1'image de C(P), pour tout m>1, I

est classiquement localisable & droite.

Comme () P" = o ((12), prop.4,b), 1la limite

‘m2 ]
. . . m
projective des anneaux de fractions des A/I est

aussi la limite projective des anneaux de fractions

des A/P®. Alors de C(I) = C(P), on déduit A(I)

6.1.4 LEMME. Soit 1 un idéal bilatire d'un anneau

= A

unitairne A. 1L y a Equivalence entre :

1° 1 est un h-4idéal a drnoite ((70),
dé6.2.4.2,p.43).

2° 1 est complitement premien et MN-in-

néductible a drnoite.

3° A/1 est un anneau homogéne a droite

((10), deg.2.4.1, p.40)

4° A/1 posside un anneau total de grac-

tions a drnoite qud esi un corps.

(P)°

L'équivalence de 3° et 4° est connue car homo-

géne 3 droite = coirréductible 3 droite + non sin-

gulier i droite.

1°=» 2° : Si I est un h-idéal 3 droite et si xyel et
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y¢I on a yA + Ie3i/I ((10), lemme 24.1 p.40). Alors

x(yA+I)< I ==-xeC%§ (1)
A/l
A-module 3 droite homogéne donc coirréductible et I

est (V-irréductible ((10), remarque 2, p.42).

I. De plus A/I est un

2°=31° : Si I est complétement premier et (V~irra-
ductible & droite, l'anneau A/I est sans diviseur
de O et c'est un A-module 3 droite coirréductible.
Comme tout A-sous-module non nul de A/I est ration-
nel dans A/I, A/I est un A-module 3 droite homogéne

et I est un h-idéal i droite.
L'équivalence de 1° et 3° est claire.

6.1.5 LEMME. Soizt A un ordne a drnodite d'Asano dans
un anneau artinden simple Q et s04it P
un {déal premien propre non nul de A.
Pourn toute famille topologisante et Lidem-
potente I d'idéaux a drnoite de A, telfe
que P 504t Z-clos, Les pudissances Sym-
boliques a drodite H_ de P par rappoat a
& coincide avec Les puissances PR

On a toujours H, = P, Supposons Hn = P™. Alors

1
H ,, = C% (C)(P“+l). on a P**lcy . cm = PP,

n+l ~ n
S p. "1 P "r 1a dé itd
oit Hn+1 = 1 PN r a décomposition de

Hn+l en produit d'idéaux premiers ((14), cor.2.2).

Comme tout idéal premier est maximal, il résulte

de PP*lc g que H

ntl est une puissance de P.

n+1
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Comme tout id&al non nul est inversible, on a donc

_ on+l - pl
Hn+l = P ou Hn+l P

. : n . A }
Si 1'onavait H__,= P on aurait Cziy(P P

or Clgg(Pn+l) est idéal i gauche de type fini ((14)
cor.2.2) donc engendré par des &léments aye ey de PT.
On a J =rl§ (Pn”.'ai)e@, donc PRI e P®! donc JebP

et Pe3*, Comme P estF-clos, on a PeDBr== P = A ce

n+l) n.

qui contredit l'hypothése que P est propre. Donc

_ ph+l
Hn+l P .

6.1.6 PROPOSITION., Soit A un ondre (bifaténre) d'Asano
dans un anneau arntindien simple Q el s04%t
P un h-{déal bilatenre de A.
1° ¢ = {ceA] (VxeA) (xce P=3xeP)} €8 Le
complimentaine de P.

2° yn31, La puissance symbolique a drodite
H de p pan napport a 3w(c) codncdde
avec P" .

3° L'image canonique c, dec dans A/P_
est £'ensemble des ELéments non divi-
seuns de o de A/P"

A/P a un corps de fractions i droite et a gauche
d'aprés 6.1.4. 4°, donc il vérifie la condition de

Ore a droite et 3 gauche. Les puissances symboliques
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de P par rapport i F(C) et par rapport a g(c) (a
gauche) coincident avec les puissances de P. Il en

résulte que les &léments de Cn sont non diviseurs

de O & droite et a gauche.

Réciproquement si cecA vérifie (¥xeA) (xceP®= xcP?)

alors, (VyeA)(yceP:;Pn—lychn) donc Pn_lngn et
comme P est inversible, yeP et ceC donc les é&léments

non diviseurs de O de A/P® sont dans Cn'

Si 1'on remarque qu'on a les égalités :

gﬁ/Pn = A/P

on voit que pour tout n32l, le localisé (A/Pn),\S:(C )

="3#(Cc) =IJHC(PM)),

est extension rationnelle maximale de A/P s Ou

anneau maximal de fractions au sens de Utumi de A/P".

6.1.7 PROPOSITION. Soit A un ordre d'Asano dans un
anneau artinden simple Q, vérdifiant 2La
condition de chaine ascendante poun Les
A -ideaux & drodite entiens contenant un
A -{déal bilateére entien §ixé. ALons tout
h -idéal bilatere I de A est classique-
ment Localisable & drnodite et Localisabre
a drodite.

-

Aprés 6.1.6 il reste seulement 3 vérifier que A/ID

vérifie la condition de Ore & droite. C'est vrai pour
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n = | puisque A/I a un corps de fractions. Suppo-
sons-le vrai pour n. Soient aeA, ceC. Il existe

'a'eA, c'eC, helI® tels que ac' = ca' + h.

Notons avec des indices n + | les images cano-

. +1 . n+1
niques dans A/I"™" . On pose X 4 ° (Cn+1An+l’hn+l) .
hn+l In+l =0 ? In+lS xn+l'

° gi " 1'on a
1° 8i In+l # xn+l’ 3cu+le'cn+l(\xn+l et n

+
ac'c" - ca'e" - he" = 0 avec he"ecA + IP ], ce que
1'on voulait obtenir.

° o _ n+l _. = t
2° S1 In+l = xn+l’ on a h¢l sinon hn+l 0 e

= i i fait que I est
Xn+l An+1’ ce qui contredit le q
un idéal propre.
Xn+l = In+1 : hn+1An+1ncn+1An+1 )
Oor A = A/In+l est noethérien 3 droite par hypo-

n+l n+l
thése, donc tout idéal i droite de A/I conte
nant un élément non diviseur de O est essentiel,
de sorte que c est essentiel, contredisant

hn+lAn+l # 0.

n+lAn+l

6.2 Localisation 3 droite classique dans un anneau

de polynOmes.

Dans ce paragraphe, K désigne un corps commutatif

49



Localisation 2 la maniére de Goldie et applications

de caractéristique 0, A = K(X,Y) 1'anneau des poly-

nomes 3 deux indéterminées non commutatives sur K.

On note I 1'idéal bilatére de A formé des polyndmes

dont le terme constant est nul. On va montrer que I

est classiquement localisable 3 droite.

6.2.1 LEMME.

1° XANYA =0

2° A est sans diviseun de O

3° A/I est un conps

4° 1 est complitement premiexr,
C ={ceA| (VxeA) (xcel =pxel)}
est Le complémentaine de I et Les pudis-
sances symboliques a droite de I pan
rnappont a ®(C) coincdident avec Les pudis-
sdances de 1.

1° résulte du fait que X et Y ne commutent pas. A/I

isomorphe 3 K, est un corps, donc I est complate-
ment premier.

On voit, par récurrence, que le produit de deux
polyndmes homogé&nes non nuls est un polyndme ho-
mogéne non nul, ce qui entrafne que A est sans

diviseur de zéro.

Comme I est complétement premier, C est le complé-

mentaire de I. I est l'ensemble des polyndmes
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dont tous les monOmes de degré <m - 1 sont nuls.

Donc In est Jt(C)-clos. Par récurrence on voit donc

que les puissances symboliques & droite de I coin-

cident avec les puissances de I.

6.2.2 PROPOSITION. Soit C_ £'image de C dans A/1".

1° C, est L'ensemble des ELEments non
diviseuns de 0 de A/IP.

2° Tout &Lément de C est inversible
dans A/I".

3° I est classiquement Localisable &
droite.

4° A; est Le complété de A pourn La to-
pologie I-adique : c'esl L'anneau
des senies formelles a deux L{ndéten-
minées non commutatives sun K.

1° Comme A/I est un corps commutatif, il vérifie
la condition de Ore 3 droite et & gauche et il
en résulte que les &léments de Cn sont non divi-
seurs de O. Réciproquement, si ceA vérifie
(YxeA) (x chn:=¢ xeI®)

le terme constant de ¢ n'est pas nul et ceC.
2° C'est facile & vérifier.
3° D'aprés 2° , A/I® est son propre anneau de fractions

d droite. Comme &A/I = J(C) puisque A/I est un
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corps, I est aussi localisable 3 droite (4.2 et
3.4).

1° (1+X)ANYA = 0. Donc (1+X)A n'est pas essentiel,
A n'est donc pas un anneau de Goldie puisqu'il
est, d'autre part, sans diviseur de 0. Donc 1'anneau

A n'est pas noethénien.

2° A ne vérifie pas la condition de Ore i droite
selon C sinon on aurait (1+X)Aed(C) et
((1+X)A-1)%D(C) ce qui contredit (1+X)AMYA = 0.

3° D'aprés 4.11, A; est un anneau local dont 1'id&al
maximal unique est le radical de Jacobson.

]YA)(\A = 0, donc A n'est pas essentiel

4° ((1+x)°
dans AI’ ni dans A(I)’ de sorte que l'épimor-
phisme A - A(I) n'est pas plat.
D'autre part A(I) ne peut pas étre un localisé
de Gabriel de A pour une famille topologisante

idempotente & d'idéaux 3 droite de A.

Cet exemple montre donc que notre théorie peut
conduire 3 des résultats que ne donnent ni la loca-

lisation de Goldie, ni celle de Gabriel.
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