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QUELQUES APPLICATIONS de la LOCALISATION

laude TISSERON

Dans cet article on fait le lien entre les monosous-catégories au sens de
MITCHELL et les catégories localisantes au sens de GABRIEL. On donne quelques exem—
ples et applications. On obtient, en particulier, des conditions pour 1'existence
d'envelopps F-injectives oli F est une famille d'idéaux (a& gauche) d'un anneau A.

On utilise ensuite la notion d'injectifs relatifs pour obtenir des propriétés des
modules quasi-injectifs. Pour cela, on associe & un module M une certaine famille
topologisante IM d'idéaux de 1'anneau de base. On commence l'&tude des anneaux pour
lesquels Ann(M) ¢ IM pour tout module quasi-injectif M; et on donne une nouvelle
caractérisation des anneaux noethériens (3 gauche). On donne aussi quelques proprié-

tés des modules projectifs et quasi-projectifs. En particulier, une caractérisation

des modules projectifs sur un anneau parfait.

Les principaux résultats de cet article ont &€té résumés dans les deux notes
(35) .. (36)

L'énoncé de la proposition 2.5 p.1378 de (38) est incorrect; il faut rempla-

cer l'assertion (I) par la phrase suivante : Pour tout module M appartenant 3 S le

sous—-module ISM est nul.
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CHAPITRE | : MONOSOUS-CATEGORIES, CATEGORIES LOCALISANTES, APPLICATIONS.

1 - On désigne toujours parﬁune catégorlie abé.:.eane, pcur une ciasseD d'objets
de J% désignons par@ la sous catdgorie ;leine de o doat les cbjets sont les ob-

jets de 9 , dite engendrée par@ .

1.1 - Définitions : Soit € une sous catégerie pleine de ﬁ, ces objets M de #
tels que pour tcut obje: C de E on ait JZ(M,C; = 0 (respectivement
ﬂ(C,M) = 0) engendren: une scus catégcric pieine de cﬁ'qui serac notée

c (?) (respectivement mf @ \Y]

S SD est une sous classe de Obﬁ cn pourra roter encore c@)
(respectivement w(P)) au iieu de c(g} trespectivement m(P)). On
définit ainsi dewux correspondances c et m entre sous catégories pleines
de Oe; ces correspendances son: duales i'une de l'autre, croissantes, et

vérifient les égalités suivantes :

(@) = cme(¥) , n(¥) = mem(€).

On dit qu'une sous catégcrie e d- Jg'est stabie par quctience gi
tout quotient d'un objet C de € var un scus objer de C dans (72'637: un

objet de © .

1.2 - Proposttion : Soit © une sous catégerie de 08',

a) St la suite N - M « P - 0 esc erxacte, M est chbjet de c(€) dés

que N et P sont objecs de c(€).

b) c(€) est une scus caréoorie cormpléie d droite de Kot de plug

c(€) est stable par quct.enté.
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La preuve de a) est aisée, montroms b) ;

Soit T wun schéma de diagramme et <t : T + & un diagramme de type T dans
d& ayant une limite 3 droite A = 1_'1_13 T dans (79' . I1 faut montrer que A€ Ob c(®)
dés que Tt€O0b c(¥) pour tout objet t de T . Supposons vérifiée cette derniére
condition et soit C un objet de € , alors (ﬁ(r.,C) est un diagramme de type T
dans /Ab tel que (a,C) = lim #(r.,0) = 0, d'ol le résultat. La stabilité de

c(‘e) par quotients se montre aisément.

1.3 - Proposition :

a) St € est une sous catégorie pleine de A stable pour les quotients,
wr objet M est dans m(€) si et seulement st M n'a pas de sous ob-
Jjet non nul dans @ .

b) Si Mest une sous catégorie pleine de I on a équivalence entre

(2) M= o
(i1) M est objet de Mdés que M n'a pas de sous objet non nul
dans c(dx).

On déduit b) de a) en prenant €-cM.

Montrons a/), la condition nécessaire étant évidente, soit u : C + M un mor-
phisme d'un objet C de ¢ dans M , l'image de u est un sous-objet de M dans

@ ie u=0 dés que M n'a pas de sous objet non nul dans € , d'oi le résultat.

1.4. = Proposition : Soit € une sous catégorie pleine stable par quotients, on a
équivalence entre :
() 1l'injection J : e v I admet un adjoint Q droite R(ie @ cst
réfiective).
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(i1) tout objet M de 72 posséde un plus grand sous objet €M
dans €

Si ces conditions sont vérifides, on peut choisir RM = @M.

(1)== (iZ). L'image L, de la réflexion u, : RM~>M est un objet de € , soit
RM -‘-’-1) ].H u—")M la décomposition canonique de UM' Il existe ¢t : IM + RM tel que
u,t = u" e thu' = uy donc tu' = id(RM) par adjonction, autrement dit u' est
un isomorphisme, on conclut alors en remarquant que tout morphisme N +~ M ol

Ne 0b‘€@ se factorise par uy

(12)=—3(7). Tout morphisme N + M ol NEOb'® a une image dans e par hypothese

donc se factorise par €M +M et RM = ©M définit un adjoint & droite a3 J .

Disons qu'une sous catégorie pleine ‘€ de % vérifie 1a condition (1) si pour

toute suite exacte o » N+ M+ P +> o de Jg', l'objet M est dans € aqes que N et

P y sont.

1.5 - Proposition : Sott © une sous catégorie réflective de t?g, on a équivalenoce
entre

(1) € est stable par quotients et vérifie la condition (1),
(i1) Pour tout objet M de & l'objet M/€M est dans m(€),
(i) on a © = cu(P).

Lorsque ces conditions sont vérifides u(€) est une sous catégorie

coreflective de HKret M>M €M est la coreflexion.

(111) =¥ (1) 1résulte de 1.2.

(t) —» (i7), Soit u : C ~» M/ @M un morphisme oi CeEOLE , pour montrer que u

est nul, on peut, puisque € est stable par quotients, supposer que u est monique.,
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Considérons alors le diagramme commutatif et exact oi P =M TT C

M/€M

0
¥
C

0 .
o )@M %Il’ —»

| ks

M

»M/€M —o

11 résulte de la condition (I) que P est dans '€ puisque €M et C y sont,

donc par définition de €M (1.4) @M > P est un isomorphisme et C = O ie M/€M

est dans m( g) .

(i11)=3(ii7) Si M est dans cm(¥) le morphisme canonique M + M/¥M est nul

puisque M/€M est dans m(¥€) et ainsi @M + M est un isomorphisme donc M

est dans (e .

Soit maintenant u : M + N un morphisme ol N€Ob m(@), le composé

@M > M3 N est nul donc u se factorise de fagon unique par 1'application

canonique M + M/¥M d'oli le résultat.

1.6 - Proposition : Soit ({ (resp. M) la classe des sous catégories pleines de
Og‘qui sont réflectives, stables par quotients (resp. coreflectives,

stables par sous objets) et vérifient la condition (1).

La correspcndance Crpm(P) établit une bijection entre (f'

et M dont J{-w,c(ou) est la bijection réciproque.

soit € une sous catégorie pleine qui est dans C{ , 11 18sulte du dual de
la proposition 1.2 et de 1.5 que n(¥Y) est une sous catégorie pleine qui est dans
m. la proposition 1.5 montre aussi que W m(@). Le reste s'établit par dua-

lité en utilisant la proposition 1.2 et le dual de 1.5.
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2. - On suppose maintenant 32' compléte i gauche et & enveloppes injectives, on se
propose de faire le lien entre les monosous-catégories de 3%, et les sous cat&go-

ries localisantes de #( (8) et (-9)).

2.1 - Lemme : Soit M une monogous-catégorie de 08’, alors J%est une sous caté-

gorie coréflective de et c(M) est une sous catégorie localisante

de(ﬁ; de plus on a M= v M) .

si A est une mnosous-catégorie,m est coréflective (prop. 6.1, p. 131 de
(19)) et si T est la coréflection de Jedans mon a une suite exacte (prop. 6.3

p. 132 de (19))

0 — €M — ¥ § Trl N

ol ‘e'M est le plus grand sous objet de M dans @' = c(M), donc si M n'a pas

de sous objet non nul dans c(M) le morphisme M -~ TM est un isomorphisme et
MeOb(M) ie d'aprés 1.3 b) ona M= mc(d%). Montrons que c(@) est épaisse,
d'aprés 1.2 il suffit de montrer que c@#) est stable par sous objets, or si

N __1’ M est un monomorphisme oi M€Ob c() et u : N + P un morphisme ou

Pe ObM il existe un monomorphisme j : P > Q avec QeOb M et Q injectif,
d'ol un morphisme Vv :M~>Q tel que vi = ju ,or v=0 donc u =0 . Montrons
maintenant que c@lW) est localisante. On utilise la proposition 4 p. 372 de (8}
i1 suffit de voir que si M n'a pas de sous objet non nul dans c(M) il existe
un monomorphisme de M dans un objet c(WM)-fermé, or dans ce cas Mg Obcfn(l.B.b))

et il existe un monomorphisme M+~ Q ot Q est injectif et QEOb M, et Q est

c(M)-fermé d'aprés le lemme 1 b) p. 370 de (8),
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2.2 - Lerme : Soit € une sous catégerie de A stable par sous objets et quotients,
n(¥€) est une monoscus-catégorie et cm(€) est la plus petite catégo-

rie localisante contenan:z @ .

D'abord m( ‘e) est une sous catégorie compléte 3 gauche de d’ .81 M~+Q
est l'enveloppe injective de M dans # ou MeOb m(¥) il résulte de 1.3. a) et
de l'essentialité de M dans Q que Q€Ob n(€@), et m(@) est une monosous-ca-

tégorie puisqu'elle est stable par sous objets; cm(@) est donc localisante.

LorsqueD est une sous catégorle localisante dec78' il résulte de 1.4 et
1.5 que D - cm(.’()) et 11 est alors aisé de voir que cm( ) est la plus petite

catégorie localisante contenant € .

2.3 - Proposition :
a) la correspondance m est wne surjection de la classe des sous

catégories de A stables par quotients et sous objets sur la

clagse des monosous-catégories de 7.

b) Cette correspcndance détermire par restriction wune bijecttion
de la classe des sous catégories localisantes de Hour la classe

des monosous—-catégories de 7.

Cela résulte de 2.1 et 2.2.

2.4 - Proposition : Si eﬂf(r’esp. € . est une moncsous-catégcrie (resp. une caté-
gorie localisante), la scus catégorie L des objets purs pour o%(resp.
w(€)) cotneide avec la sous catégorie Jé’ des objets c(M)-fermds

(resp. @ -fermég) .
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La terminologie est celle de (8) er (19),

Montrons par exemple le premier point, soit T :¢7& +Mia coréflexion.

a) Tout objet pur est c(M)-fermé.

Soit M un objet pur pour M, on montre que M est c(M)-fermé avec
le lemme 1|.b) p.370 de (8), Soit O+ M+ P +C » O une suite exacte od
C €0b c(AM), montrons que cette suite est fissible; Considérons le diagramme

commutatif et exact oi S = T(P) li,-l- C

o > M > P » C )

i

M —T(P—S —o

Vool

(o] 0

le noyau K de M + T(P) est un sous objet du noyau de P -+ T(P) qui est
dans c(@M) donc K est nul avec 1.3 car MGObf/x, et M -+ T(P) est monique.
Puisque M est pur S est dans #, or S est quotient de C €O0b c() donc

S est nul et M + T(P) est un isomorphisme d'ol le résultat.

b) Montrons que tout objet c(/M)-fermé est pur pour A .

Soit M un objet c(/M)-fermé, M est objet de o puisque M n'a pas
de sous objet non nul dans c(/¥). Soit 0o+ M+ P +C + 0 une suite exacte
de 08', montrons que si P est dans t/", C y est aussi, c'est-d-dire, M qgt
pur. Pour cela on montre que C n'a pas de sous objet non nul dans c(cﬂ).
Soit C' + C un monomorphisme oi C'€Ob c(s/M). Considérons le diagramme

commutatif et exact od R =P ! C'
C



Queijues spplications de la localisation

9
2 o
J y
1) o —M >R > )
IA
[ v i}
o ——M ——P ? C r o
1a suite exacte (i) ez: fiss:ble par hypothése docnc {  devient un sous

objet de R donc de P et C = O puisque P est dans Mdioi 1e ré-

sultat.

3. - Exemples .

3.1 - Rationnalité

3.1.1 - Définition : Un sous objet N de M est dit rationnel !dans M) st pour
tout sous cbjet N' de M tel que NgN'€M on a N /NeOb c(M), e

tout morphkisme N - M wul sur N est nul.

3.1.2 = Proposition :

a) ST N est ratiornrnel dane M , pour tout obget G de # et tout

couple de morphkiemes u,v : G+ M ona uiv \N)) =0=% u=0,

t) Inversement si la propriété précédente est vérifiee pour les
objets d'une famille de générateurs (Gx)l de 61%, alors N es?

raticrinel dans M.

a) Soient u,v : G—=»M teis que u(v-l(N) ) = 0, ie v-'(N,s Ker u
On a un épimorphisme G/v_l(N) - Imu , or G/v—l(N) €s. ul sous objet de
M/N donc le composé G/v-‘(N) + Imu + M est nul par hypothese, 1e¢ Im u =20

et u=20.
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b) Soit NgN'SM et f : N' » M un morphisme non nul, il existe i€ I et

w Gi + N' tel que u = f.w soit non nul.

Soit v le composé G1 » N' + M, on a U(V_l(N)) = (ﬁW)(W-l(N))* 0 et A

fortiori f(N) est non nul, d'oi le résultat.

On retrouve la caractérisation de (6) en appliquant ceci 3 la catégorie des

modules (& gauche) sur un anneau A unitaire ou non.

Lorsque 7 posséde des enveloppes injectives, on va voir que l'on peut obtenir

des résultats plus précis.
3.1.3 - Lertme : Soit N - M une extension rationnelle, N est essentiel dams M.

En effet dans le cas contraire, il existe B non nul dans M, tel BAN = 0 d'ou

un morphisme non nul BVN/N = B » M,

A
3.1.4 - Lemme : Si N a une enveloppe injective N, une extension N » M est ng-~

tiomnelle 8t et seulement st M/N Ob c(ﬁ).

3 . - . . A
La condition est nécessaire car tout morphisme u : M/N - N donne un pro-

duit fibré

|

N'/N L’T

M/N 237N

ol par essentialité, u est nul dés que u' 1'est.

La condition est suffisante car tout morphisme N'/N 2-M se prolonge par

. e ez . ~ .
injectivité en un morphisme de M/N dans N qui est nul et v =0 .
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3.1.5 - Proposition : Lorsque Hest a enveloppes itnjectives et compléte Q droite,
tout objet N possdde une extension ratiomnelle maximale N obtenue

comme localisé de N pour la localisation définie par c(;;).

A
N désigne toujours une enveloppe injective de N dans 8 . Montrons d'abord
~ . . . “ “~
que c(N) est localisante; il résulte de 1l'exactitude du foncteur (-, N)
o
que c(N) est épaisse, de plus pour une famille (Mi)I d'objets de & 1'isomor-
A -~
phisme ‘7%(9 Mi,ﬁ) = #(Mi,N) montre que c¢(N) est stable par sommes quel-

I I
conques.

Soit maintenant M un objet de b et S un ensemble de représentants des
sous objets N - M tels que Ne€Ob c(ﬁ'), il est immédiat de vérifier que 1'image

du morphisme canonique €@ N - M est le plus grand sous objet de M dans c(ﬁ)
NEéS

A
et c(N) est localisante d'aprés le corollaire | p. 375 de (8),

. A . Lot - . . -
Puisque N est un objet c(N)-fermé, par essentialité N n'a pas de sous

objet non nul dans c(ﬁ), il résulte alors de la démonstration de la proposition &
p.- 372 de (8) que le localisé N de N pour c(ﬁ) est tel que N/N soit le plus

grand sous objet de ﬁ/N qui est dans c(?q'). La conclusion résulte alors de 3.1.3

et 3.1.4.

3.1.6 - Nous supposons maintenant que Jeest compléte et 3 enveloppes injectives.

Soit ¥ la sous classe de Ob JB des objets M de S8 qui sont isomorphes 2

un quotient N/N' o@i N' est un sous objet essentiel de N ;

Considérons le diagramme suivant oi N' et N" sont des sous objets de N

tels que N'QN"
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o e}
1

o —N' — N' —— N"/N' — o0

I $ ¢
o ——N' — N ——N/N' —o
! i
N/N“= N/Nll

b

Comme N' -+ N est essentiel si et seulement si N' » N" et N" > N 1le sont.

La catégorie ‘g engendrée par € est une sous catégorie pleine de Jg stable
par sous-objets et quotients ; Il résulte donc de 2.2 que m( g) est une mono-

sous—-catégorie de (.78 On a alors la proposition suivante :

3.1.7 - Proposition : Supposons que 7t vérifie les conditions de 3.1.5,
Pour tout objet M de m(‘Q ), l'extension rationnelle maximale

—_— A
M de M dans une enveloppe injective M de M cofneide avee M.

. A
Comme m(cg) est une monosous-catégorie M est dans m(f) dés que M

A A ] A
y est et on a alors Jg(M/M, M) = 0 et M est rationnel dans M d'aprés 3.1.4

3.2 - Soit A un anneau 3 unité, F une famille d'idéaux de A .

Considérons les conditions suivantes pour F (3) ou (8)

C -PourtoutaetbeF on a o(nﬁeF,

C. - Pour tout «xe€ F et tout idéal h tel que Utc& on a bi F,
C. - Pour tout CXEF et tout a€ A ona (X :gq€F,

Un idéal € F dés qu'il existe un idéal E de F tel que pour tout

o
[}

aCE on a¢t : a€ F,
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Les conditions C0 C‘ C2 C3 (resp. Co Cl CZ) expriment que F est topologi-
sant et idempotent (resp. topologisant). Suivant une terminologie plus simple

((21) et (22)) on pourra aussi appeler pré-site (resp. site) de A toute famille

topologisante (resp. topologisante et idempotente) d'id&aux de A.

3.2.1 = 11 y a une correspondance bijective entre les sous catégories localisantes

(resp. fermées, resp. stables par quotients et sous objets) de Mod A et les
sites de A (resp. pré-site de A , resp. les familles d'idéaux vérifiant Cl CZ)
définie de la fagon suivante (3) ou (8) :

On associe 3 une famille d'idéaux F 1la sous catégorie pleine ﬁfF de Mod A

ayant pour objets les modules M tels que Ann(x)€ F pour tout X €M.

On associe 3 une sous catégorie pleine ¥ de Mod A 1la famille I(¥) des

idéaux ¢k tels que A/t solt dans ﬁe .

3.2.2 -~ Lorsque F vérifie C] et C2 il résulte de ce qui précéde et de 2.3

que F = I( cm(qu) ) est le plus petit site de A contenant F , on dira que

F est engendré par F .

D'aprés 1.3 a) qu = m(Q?F) a pour objets les modules M tels que pour tcut

*
x€M on a Ann(x)gF .

Il résulte alors des définitions que m(*?F) = m(&gi), ie pour un module M

ona FM =0 &quivaut 3 FM = O en notant FM = {x€M | Ann(x)€ F} qui n'est ras

toujours un sous module de M. Lorsque F est un pré-site FM est le plus graac

sous module de M qui est dans %?F .
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3.2.3 - Lorsque F est un site, on a un foncteur localisation /Mod A —L) Mod A

associé 3 la catégorie localisante ?F , tel que pour un module M

LM = M = lim Hom ,(tx ,M/FM) (2) ou (8),
o LF

Soit JCF la sous catégorie de /Mod A des objets €F-femés, soit
T : IMod A +£F un adjoint & gauche & 1l'injection S : xl-‘ +|Mod A tel que
L= S,T. Alors 21-‘ est une catégorie de GROTHENDIECK, T est exact et L est

exact & gauche (®),

Puisque XF est une sous catégorie, on peut toujours supposer que ToS = Id xF’

on fera souvent cette hypothése par la suite.

4 - Encore des catégories spectrales; Caractérisations de F

4,1 - Quelques rappels et lemmes.

4.1.1 - Définitions (33) . S0it F wne famille d'idéaux de A , wn monomorpht eme
essentiel 1 : N+ M est dit F-essentiel 87 et seulement si M/T(N)€Ob
(<eF). Lorsque N est wn sous module de M onm pourra noter cect qun,

un module Q est dit F-injectif 81 et seulement 8t pour tout monomor—
phisme F-essentiel N + M L1l'application canonique
Hom, (M,Q) — Hom, (N,Q) est surjective.

Un monomorphisme N - M quti est F-gssgentiel et ol M est F-injectif

est appelé une enveloppe F-injective de N .

Remarg ues

a) Supposons que F vérifie C, , soit F' = {#eF|VaeA or: aeFlcF,

on a ‘€F. B‘eF car si M est un module de eF et si x€M on a pour
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tout a€A Ann(x) : a = Ann(ax)€F et M€ ?F, ; ainsi lorsque P vérifie
Cl on peut toujours supposer que F vérifie Cl et C2 pour étudier la

F-essentialité ou la F-injectivité.

b) Lorsque F est un site,tout module M posséde une enveloppe F-injective
. . - . - . A . . . .
définie 3 un isomorphisme prés, si M est une enveloppe injective de M il

est aisé de vérifier que EF(M) = {xe ﬁ{M : x€ F} est une enveloppe F-injec-

tive de M (dans W ).

A partir de maintenant E désignera toujours le pré-site des idéaux essen-—

tiels de A ; pour un module M , EM est le sous module singulier (18) de M .

4.1.2 - Proposition ( £.063)y Lorsque F vérifie C, et c, i1l y a équiva-
lence pour un médule Q entre |

a) Q est F-ingectif .

b) Pour tout momcmorphisme N - M tel que F(M/N) = M/N 1'appli-
cation canonique HomA(M,Q) > HomA(N,Q) est surjective,

e) Pour tout idéal X6 FNE Ll'application canomique

HomA(A,Q) > HomA((x,Q) est surjective,
d; Pour tout tdéal R € F l'application canonique

HomA(A,Q) -+ HomA(cR,Q) est surjective.

4.1.3 - Soit F un pré-site, pour un module M et un sous module N de M
1'ensemble CL?(N) = {xe M|N : x€F} est un sous module de M, (13), si G est
un autre pré-site, F.G est l'ensemble des idéaux (x tels que CIL:(UL)GG , 1'en-
semble F.G est un pré-site contenant F et le produit ainsi défini est associa-

ce (D) M M M
tif car pour tout module M on a C€ =Cc¢ ,cCt
F.c G F
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En particulier
M M
(ce )"0) =ct (0) =F' M
F B

. . . . 2
Enfin F est un site si et seulement si F = F,

4.1.4 - Lemme : Pour un pré-site F et un entier p , on a équivalence entre :

a) FP est un site.

b) Pour tout sous module N d'un module M on a

M M
o AR (ct_ P )

¢) Pour tout module M on a Fp+lM = FP M

On peut montrer aisément que pour tout sous module N d'un module M on a

(czg)n (N) / N = F'(M/N) pour tout entier n et ainsi b) et ¢) sont &quivalents.

Puisque on a toujours Fa:Fp*lc...cFZP » 81 FP est un site on a FP = rp*l

et a) =% c) . Enfin c) =) a) car si r€ P*! on a FP(A/x) = FPH(A/Q) et

p+l 2p

x=r: | € FP je FParF = ... =F

4.1.5 - Corollaire : Le site E engendré par le pré-site E des idéaur essen-

tiels est égal a Ez.

Car d'aprés (*) on a pour tout module M , E3M - E%M.

4.1.6 - Lemme : Soit F un pré-site, pour tout module M et tout entier n

F® M est essentiel dans Fn+l M.

M-(0) ona F'M:x€F et F' ' M: xcF*"M: x

’

. +
En effet, s1 xée€ Fn !

si FnM:x-Fn-lM:x ona l.x=x€&F M- (0), sinon il existe ae€A tel
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que axeF" M et ax*Fn_1 M donc ax # 0

4.1.7 - Lemme : Soit F un site, pour tcut moduie M Lle localisé 1M de M
est isomorphe d EF(M/FM) et la catégcrie aeF a pour objets les

F-injectifs M tels que FM = 0.

Soit M et posons M' = M/FM, d'aprés ia démonstration de la proposition 4
A
p. 372 de (8) on peut obtenir LM comme le sous module de M' tel que LM/M' =
A
= F(M'/M'), le premier point résulte alors de la remarque b) de 4.1.1 ; de plus

’

tout F-injectif M tel que FM = 0 est alors \eF-fermé. Réciproquement si M est
< . 8

Lel‘,-ferme on a d'abord FM = O , et d'aprés le lemme 1 a) p. 370 de ("), pour

tout morphisme u : P - Q tel que Ker u et CoKer u soient dans %F 1'appli-

cation canonique HomA(Q,M) - HomA(P,M) est un isomorphisme, 3 fortiori M est

F-injectif.

Ce lemme répond & une question posée par SANDERSON dans (*®). En particulier
lorsque F = EZ est le site engendré par la famille des 1déaux essentiels.f 2

est la sous catégorie pleine de IMod A dont les objets sont les modules injectifs

M tels que EM = 0 (3.2.2) cf.(*®),

Comme 1l'injection S ::ﬁEZ + |Mod A préserve les monomorphismes, tout objet
de fEZ est injectif dans £E2 , Comme %EZ est une catégorie de GROTHENDIECK
c'est une catégorie spectrale, nous allons préciser le lien entre la catégorie

spectrale sz et la catégorie spectrale de Mod A au sens de OR

4.2 - Propogition : Soit P : IMod A » Spec IMod A (e foncteur canonique, Spec

IMod A est canoniquement équivacente au prsduirt d:g catégories f_ et

E
p(<€E)-
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Considérons la situation ol les notations sont celles de 3.2.3 :

‘S 5
o——)(e_f———-)qudA —v{ —°

Spec [Mod A

D'abord PoS est exact car toute petite suite exacte def_ est fissgible
E
et PoS est additif; de plus PoS est pleinement fidéle, en effet pour M dans
%_ et N' sous module essentiel de N , N/N' est un objet de ?E ; et on a

E
des isomorphismes canoniques :

HomA(N,M) —_— HomA(N',M) ,

qui donnent en prenant la limite inductive suivant la famille des sous modules

essentiels de N un isomorphisme

HomA(N,M) —p lim

HomA(N',M) = Spec Mod A (PN,PSM).
—

N'gN
En particulier si N = SN est dans f_ cet isomorphisme n'est autre que

E
1'application induite par P,S :

€ (¥,M) — Spec IMod A(PSN,PSM).
E

On peut donc identifier %_ 3 une sous catégorie pleine et exacte de Spec
E
IMod A.

Montrons maintenant que T préserve les monomorphismes essentiels.
Soit N un sous module essentiel de M , on a EN = EMAN d'od une suite
exacte

0 —» N/ EN —+M/ EM —> M/ EM#N — 0o

dans laquelle E(M/ EM) = 0 et E(M/ EM+N) = M/EM+N puisque M/ EM+N est un

quotient de M/N ; il est bien connu que ces conditions suffisent pour que N/EN
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soit essentiel dans M/ EM, ainrs1 N/EN et M/ EM ont méme enveloppe injective

ie TN = TM et 3 fortiori T préserve les monomorphismes essentiels.

D'autres parts éfl_ est spectiraie donc isomorphe 3 Spec&ﬁ_ et il résulte de

E E
e . N4 '
qu'il existe un foncteur T : Spec IMod A - & tel que T'oP = T . Pour tout
E
objet PM de Spec IMod A et rout objet N de :C_ on a alors des isomorphismes
E

£ aeny = L (mi,n) o Hom, (M,SN) = Spec IMod A (PM,PSM)
E E

qui montrent que T' est aijsin:t & gauche 3 P,S , en particulier T' est addi-

tif comme tout foncteur adjcint 3 un foncteur additif et puisque Spec Mod A est

spectrale T' est exact.

I1 est aisé de vérifier que le morphisme ¢ : T',P,S ——)Idﬁﬁl de 1'adjonc-
E
tion définie ci-dessus est en fait un isomorphisme.

On peut alors utiliser ta prop. 5 p. 374 de (®) et sa démonstration, ie Ker T'
est une sous catégorie localisante de Spec Mod A et la restriction de T' & la

sous catégorie L des objets Ker T'-fermés est une équivalence de & avec f_.
E

On a enfin Ker T' = P(%Z) car T'_PM = 0 si et seulement si M est dans

E
KerT-e_, et P(‘e_) = pP(¥ ) car s1 MeOb¥® , ona EMEOLE et EM est
E E E E E

essentiel dans EZM = EM (4...5 et 4.1.6). La conclusion résulte alors du lemme

suivant dont la démonstration est facile :

Lemme : Soit J& wne catégerie spectrale, toute sous catégorie localisante de JE

définit une équivalence #  Eudon Lest lasous catégorie des objets
Q?-jbrmés.

Pour tout objet M de % on a en effet une suite exacte fissible


http://pphr.ir.or

20 Quelques applications de 1a localisation

o —> €M > M »>1M

4
(o]

ot €M est le plus grand sous objet de M dans @ et LM 1le localisé de M

pour € , et M~ (€M,LM) définit 1'équivalence cherchée.

4.3 - Caractérisation de F .

Soit F une famille d'idéaux vérifiant C1 C2 , on se propose de déterminer
¥, pour cela on utilise une technique de (1) et on commence par deux lemmes

(cf. (10)).

4.3.1 - Lemme 1 : Soit D une classe de A-modules; les modules M tels que paur

tout morphisme u : N+ M et tout Q eD l'application canonique
HomA(N,Q) ——-)HomA(Ker u,Q)

goit bijective définissent une sous catégorie localisante de IMod A.

4.3.2 - Lerme 2 : Sotent M et Q deux A-modules tels que pour tout u : A + M
l'application canonique HomA(A.Q) ——7HomA(Ker u,Q) soit bijective,

alors pour tout module P et tout u : P+ M 1l'application canonique

u Hom, (P,Q) — Hom, (Ker u,Q) est bijective.

Démontrons le lemme 2. Montrons d'abord que pour tout module P et tout

u: P~+M 1l'application canonique u est injective.

Soit v : P > Q un morphisme non nul, il existe h : A > P tel que vh goit

¥ 0.

non nul, donc par hypothése vh|, . . $# 0 et & fortiori v Ker u

Soit maintenant g : Ker u = Q , on peut trouver un prolongement maximal de g

soit g' : P' > Q ou Ker ucP'c P, supposons P' # P et soit xeP-P',
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soit h : A > P tel que h(a) = ax, considérons le diagramme suivant oi h' et h"

sont induites par h :

h—l(Ker u) ——mmm» h-l(P') — A

lh' lh" lh

Ker u &———"——> PP&e¥——> P
Puisque h_l(Ker u) = Ker uh avec uh : A + M, gh' se prolonge en un mor-
phisme go : A+ Q , alors g'h" et 8, coincident sur h-l(Ker u) que l'on
peut considérer comme le noyau de h-l(P')c..A -‘&—)H et la premiére partie de
la démonstration prouve que g'h" et g, coincident sur h-l(P'). Ceci permet

de définir un morphisme g" sur P'+Ax par g"(y+tax) = g'(y) + g.(a) qui prolon-

ge strictement g, ce qui est absurde et P' = P.

La démonstration précédente m'a été aimablement communiquée par P. GABRIEL.

o
La démonstration du lemme | est purement technique, elle 8'appuie sur le lemme

2 et figure en détail dans 3",

4.3.3 - Corollaire : Soit D une classe de A-modules, les A-modules M tels
que pcur tout morphisme u : A+ M et tout QE D l'application cano-
nique Hom, (A,Q) ——vHomA(l(er u,Q) soit bijective, définissent une sous

catégorie localigsante P, et tout module de P est € -fermé.

Il reste i montrer que si Q€D alors Q est € -fermé. Soit I(¥) =F le
site associé 3 € et wx €F, en prenant pour u : A + A/or  l'application canonique,
on voit que HomA(A/Ut ,Q = 0 car HomA(A,Q) ———*BomA‘ca,Q) est bijective, 1ie

FQ =0 et Q est F-injectif (3.2.2 , 4.1.2) et la conclusion résulte de 4&4.1.7.
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4.3.4 - Proposttion : Soit F une famille d'idéaux vérifiant C] et Cz; un i1déal en
est dans F 8i et seulement 8t pour tout F-injectif Q tel que FQ = O
1'application canonique HomA(A,Q) —»HomA(U',Q) est bijective.

Soient af la catégorie des @_—fermés et SD la classe des F-injectifs Q tels
que FQ = O, on a ob ¥ C-'D Sol:;t F_ le site associé 2 D par le procé&dé&

du corollaire 4.3.3.

On a FCcF_, en effet soit vx&€ F et u:A —¥A/Ox un morphisme, si

u(l) =X+ a , ona Ker u= &:a €F donc pour Q e¢D 1'application canonique

HomA(A,Q) -——*HomA(Ker u, Q) est surjective, elle est injective car F@ = 0 et

HomA(A/O(:a, Q) = 0. On en déduit que Fe¢ F . Pour montrer que F_ c F commen-

gons par montrer qu'un idéal x € F si et seulement si pour tout Q€ D ona

HomA(A/u, Q) = 0. La nécessité vient de ce que si QGSD on a fQ = 0. Soit domc

(7,3 tgel que HomA(A/Uc, Q = 0 pour tout Q de% et soit M tel que ™ =0 ie

FM = 0 et Me m(‘e_); soit u: A/(x —»M un morphisme, M s'injecte dans son

localisé LM pour F zui est dans D et le composé A/Cx L >McryIM est donc nul

ie u=0.
I1 est alors facile d'achever la démonstration car si X €F, on a

HomA(A/(A, Q) = 0 pour tout QGQ et k &F .

4.3.5 = Corollaire : Soit F une famille d'idéaux vérifiant Cl C2, tout module

F-injectif Q tel que FQ = O est aussi F-injectif.
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Sans 1'hypothése que FQ = O , est—ce qu'un F-injectif Q est aussi

F-injectif ? On a le résultat trés partiel suivant :

4.3.6 ~ Propogition : Soit F un pré-site sur un ameau noethérien, tout F-

injectif est aussi F-injectif.
Ceci résultera des deux lemmes suivants :

4.3.7 - Lemme : Soient F et G deux pré-sites sur un ameau A , tout module

F-injectif et G-injectif est F.G-injectif.

Soit M un module F-injectif et G-injectif, ¢tk un idéal de F.G et f un
morphisme de ¢r dans M , on peut trouver un prolongement maximal de f , soit
8 :d+M oaexed ¢ AS un tel prolongement, puisque (X €F.G il existe bec
tel que pour tout a € Bona ¢k : aeF ; si bc:l c'est terminé, car alors

J‘Get g se prolonge & A, , sinon soit acb-d,ona u:aCd:a

S
donc z{: a€F et le morphisme x»—Ppg(xa) de d: a dans M est donc de la

forme x#+—>xt puisque M est F-injectif. On vérifie alors aisément que
y + xa¥V—>g(y) + xt définit un morphisme de &*» Aa dans M qui prolonge stric-

tement § ce qui est absurde et prouve le résultat.

4.3.8 - Lemme : Pour tout pré-site F sur un ameau noethérien, on a F Upt |
o3l

Comme U Pl F il suffit de montrer que G = U F* est un site, il est im-
n3l npl
2

médiat de vérifier que G est un pré-site et il reste & voir que G° = G . Soit

2

donc A€ G” ie Clg(a) € G ; il existe n tel que Ctg(ox)el-‘n . Comme A est

noethérien on peut trouver une famille finie a ERILM de générateurs de CLA(a),
G

"
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et pour i=l...p, 1l existe n(1) tel que &k: aie Fn(l); posons m = max n(i),
lsigp
A

on a alors Clg(a«) = c¢ m((}(); en effet on a évidemment CZAm(U() c ClA(w) et si
F F G

X =2 )‘iai est un élément de Cﬂg(ut) on a

P P
w: xd/ N\ : ai) : Ai avec /) (wr: ai) : )‘i e ' donc e x €2,
1=1 1=1

On a alors CﬂAm(u) € Fn et UtianC G , ce qui achéve la preuve.
F

Le résultat du lemme ci-dessus est énoncé sans démonstration dans (13).

S - Existence des enveloppes F-injectives.

Lorsque F est un site on sait (33) que tout module posséde une enveloppe F-—
injective définie 3 un isomorphisme prés; de plus la relation de F-essentialité
4? est transitive. On se propose ici d'étudier dans quelle mesure on peut affai-
blir les conditions que doit remplir F pour conserver l'existence des enveloppes
F-injectives ou la transitivité de 4F' nous verrons que ces deux propriétés sont
étroitement liées, et que lorsqu'elles sont vérifiées les notions d'enveloppe
F-injective et d'extension F-essentielle coincident avec les notions analogues

définies pour un site F'.

Commengons par remarquer que pour une famille F d'idéaux de A les notions
d'extension F-essentielles et F/)E-essentielles coincident comme il résulte im—

médiatement des définitions (4.1.1).

Pour une famille F d'idéaux de A nous pourrons considérer, en plus des condi-

tions Co Cl CZ C3 de 3.2, la condition suivante :

C:', - Si Cr est un idéal de A tel qu'il existe HE F avec & essentiel dans h

et &&: a € F pour tout ae i alors wecF.
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5.1 - Proposition : Soit F un ensemble d'idéaur vérifiant C,, ona équivalence
entre :
a) la relation de F-essentialité est transitive,
bj la relation de F-essentialité est transitive dans l'ensemble des

idéaux de A,

ec) l'ensemble F NE vérifie C3

1'implication a)=%b) est triviale, montrons que b)»c) , soit donc L&
essentiel dans b avec b€ FNE et w:a € FNE pour tout ae b . Oon a donc

A LIPS = . s e
qu etL 4FAS d'ol ULQFAS et X= (X:] € F donc FNE vérifie C3

Montrons que c¢)=% a), soit NdFM et MdFP, on a évidemment N essentiel
dans P, pour x€P on a M:x € FNE et pour tout élément a€&M:x on a (N:x):a=
N:ax € FNAE donc d'aprés C; on a N:x ¢ FNE puisque N:x est essentiel dans

Aa et 8 fortiori dans M:x.

5.2 = Proposition : Soit F un ersemble d'idéaux de A vérifiant C,ona équiva-
lence entre :
a) la relation de F-essentialité est transitive,

b) tout module a une enveloppe F-injective.

a)=» b) Soit M —M  une enveloppe injective de M, soit F 1a famille des
sous modules M' de ﬁ tels que M soit F-essentiel dans M', la famille g- est non
vide car M ¢ g', on peut vérifier aisément que l'ensemble % ordonné par inclu-
sion, est inductif. Soit M, un élément maximal de ‘EF , i1l résulte de la transi-
tivité de la relation 4F que M est sans extension F-essentielle propre dans
?4. Montrons que M_ est F-injectif, ce qui prouvera que M, est une enveloppe
F-injective de M. Soit N €»P une extension F-essentielle et f : N —¥M,  un

morphisme,
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» -
1l existe un morphisme g : P+ M qui prolonge f, on va montrer que g(P)cM,,
ce qui achévera la preuve; d'aprés ce qui précéde 11 suffit de montrer que M,
est F-essentiel dans M, + g(P), or M, est essentiel dans M, + g(P) et pour tout

y&Mo et tout x&P ona N : xeF avec

N: xCMo: g(x) =M, : (y + g(x))

d'ol le résultat.

b) :> a) Cec1 reste vrai sans hypothése sur F. Soient NCsM et Me,P
deux extensions F-essentielles, soit N —— N' une enveloppe F-injective de N,
par F-injectivité on peut trouver g : M + N' prolongeant i, puis f : P -+ N!

prolongeant g , par essentialité de N dans P, f est injectif et on a pour xe P
N:x=1i(N) : f(x) € F d'ol le résultat.

A partir de 13, nous supposerons jusqu'3a la fin de ce numéro que F vérifie
toujours Cl et C2. D'aprés la remarque de 4.1.1, on peut toujours se ramener &
ce cas pour étudier la relation de F-essentialité ou les F-injectifs pour une

famille F vérifiant C]..

5.3 - Lemme : Soit FCE tel que F vérifie C, C, et Cé alore F est un pré-site et
a) F? est le plus petit gite contenant F, ie F° = F,
b) Les relations de F-essentialité et Fz-eseemialité cotnecident.
Si FCE et F vérifie Cl C2 et C:'3 il est immédiat de vérifier que F est un
pré-site, et on peut ainsi parler de FZ.
Pour montrer a) 11 suffit d'aprés 4.1.4 de montrer que pour tout module M
on a F3M - FZM ; so1t x6 F3M, on a FZM : xeF et FM est essentiel dans FZH
d'aprés 4.1.6, donc FM : x est essentiel dans FZH ! X et pour tout aGF%{ T x

on a (MM : x) : a"FM:axéF,doncd'aPrésc3ona M : x¢F et x.sF?H.



Quelques applications de 12 localisation 27

ie P3M = FZM.
b) Il résulte des définitions qu'il suffit de démontrer que sz)E = F, on a
déja Fc szlE ; soit donc Wk an E, il existe alors Wl € F tel que pour tout

xek ona &k: xeF, comme U est essentiel dans As donc dans B il résulte

de C!

€F.
3 que R €F

5.4 - Proposition : Soit F un ensemble d'idéaux vérifiant C,etC,,ona équi-

valence entre

a) la relation de F-essentialité est transitive,
b) tout module possdde une enveloppe F-injective,

c) l'engemble FNE vérifie Cé.

De plus lorsque ces conditiong sont vérifides, FNE est un pré-site,
F' = (F('\E)2 est un gite, et les notions de F-esgsentialité, et F-itnjec-—
ttvité colncident respectivement avec les notiong de F'-essentialité et
F'~injectivité. En particulier l'enveloppe F-injective de tout module

coineide avec son enveloppe F'-injective.

L'&quivalence de a) b) et c) résulte de 5.1 et 5.2.

La relation de F-essentialité coincide avec la relation de FNE essentialité
qui coincide avec la relation de (F’WE)2 essentialité avec le lemme précédent.
Comme tout module F'-injectif est FNE-injectif donc F-injectif, il reste & voir

qu'un module F-injectif est F'-injectif ce qui résulte de 4.1.2 et 4.3.7.
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CHAPITRE II : INJECTIFS RELATIFS et SOUS CATEGORIES FERMEES, APPLICATIONS.

Dans tout ce chapitre on supposera que la catégorie abélienne Jg’est compléte

a gauche et a droite et localement petite.

1 - Injectifs relatifs.

1.1 - Généralités -

1.1.1 - Définitions : Pour une classe S d'objet de # soit 4is) (resp.o(S)) la
classe des objets M de la catégorie H tels que le foncteur r?g'(—,n)
(resp. J&M,-)) soit exact sur les suites eractes de la forme
O+ N =+ N-+N"~>0, cu N est un objet de S. Un objet de 4(S) (resp.

p(S)) est appelé S-injectif (resp. S-projectif) (%) ot (29)).

Pour une classe S d'objets de éﬂ', soit A:‘(S) (resp. p-l(s)) la
classe des cbjets M de K tels que tout objet de S soit M—injectif

(resp. M-projectif). On note M—injectif au lieu de {M}-—injectif.

Exemples : Un objet M de A est quasi-injectif si et seulement si 1l est M-injec-
tif. Soit :P la classe des objers M de & tels que tout sous objet de M soit fac-
teur direct de M. Pour toute classe § d'ocbjets de Eton a fC4:'(5) et S D-I(S),
et il est d'ailleurs immédiat de vérifier que si un objet M de d’est.dans; ';l(s)

 (resp. p-](S)) pour toute classe S-d’cbjets de B alors Me .

1.1.2 - Objets fortement caractéristiques.

Définition : Un sous obget N d'un objet M de H# est fortement caractéristique dans

M 81 pour tout sous objet N' de N l'application amonique,

J(N‘,N) > #(N',M) est bijective.
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Exemples : Si M est quasi-injectif, tout sous objet caractéristique est fortement

caractéristique dans M.

si € est une sous catégorie fermée de Je', ie stable par sous objets, objets
quotients et sommes directes quelconques, pour tout objet M de € 1e plus grand

sous objet ‘€M de M dans ‘€ est fortement caractéristique dans M.

Le lemme suivant nous permettra d'avoir un autre exemple important de sous

objet fortement caractéristique.

1.1.3 - Lemme : Soit i : M'> M wne extension essentielle dans &, ei wn objet

N de B est tel que M' est N-injectif, tout morphieme f : N » M ge fac-

torise par 1 ¢ M M .

Soit £ : N-4M , f induit un morphisme f£' : f-l(H')—vn' qui se prolonge
en g : N-*M'. On a donc le diagramme commutatif suivant o q : M—>M/M' est

le morphisme canonique et j = Ker(q.f)

0o — £ My —L N
’

lf' 78 lf
0 b Ml K 1 :M j

> M/M' —— o0

I1 suffit de montrer que ig - £ = O . Posons u =ig - f et A = u-l(u(N)AH');
Alors u(A) = u(N)AM' est non nul dés que u(N) est non nul car M' est essen-
tiel dans M. Soit s : A =N le morphisme canonique, puisque u(A)§ M' on peut
écrire us = it puis fs = i(gs - 1) d'oi q.f.s = O et ainsi A £ Ker(q.f) =

-1 .
=f (M'), ce qui prouve que u(A) = O donc que u(N) =0 et u=20 .

1.1.4 = Corollaire : Un objet quasi—injectif est fortement caractéristique dans

toute extension essentielle.
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Soit i : M' > M une extension essentielle d'un objet quasi-injectif M' de
(‘)e' . Pour tout sous objet N de M' on a M' qui est N-injectif et tout morphisme

N + M se factorise par M' d’ apcés le lemme 1.1.3.

1.1.5 = Corollaire : Soit M' ~ M une enveloppe injective d'un objet M' de Je',
un objet N de & est tel que M' soit N~injectif si er seulement st pour

tout morphigsme f: N M ona f(N) < M.

La condition nécessaire n'est autre que le lemme 1.1.3, la condition suffi-

sante résulte immédiatement de 1'injectivité de M.

1.1.6 - Corollaire : Pour toute classe S d'objets de A » toute extension essen—

tielle d'un objet de A(S) est dans 4A(S).

Si M' + M est une extension essentielle d'un objet M' de -(S), soit N up
objet de S, alors M' est M-injectif et ainsi N'-injectif pour tout sous objet N°'
de N ; si u: N' +M est un morphisme d'un sous objet N' de N dans M il ré&gulte
du lemme 1.1.3 que u se factorise par M' + M, donc se prolonge & N. On donne

maintenant quelques propriétés de <(S) pour une classe S d'objets de %

1.1.7 - Proposition : Pour une famiile (Mi)I d'objets de Jg’, le produit M = 1NM.
i
I
est dans A(S) 81 et seulement 8il pour tout iel, Mi est dans 4 (S).

Soit N'~» N un monomorphisme od N est dans S, on & un diagramme canonique
commutatif ou les fléches verticales sont des isomorphismes :

B,y ———r AW M)

{ '

¥
i 1N
! cﬁ(N,Mi) —_ Idf(n M)
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qui montre que M est dans =«(S) si et seulement si pour tout iel M. est dans

<(S).

En général <(S) n'est pas stable par sous objets ou objets quotients on

a cependant le résultat suivant.

1.1.8 - Propogition : Soit S une classe d'objets projectifs de ‘73', les assertions

sutvantes sont équivalentes :
a) Tout quotient d'un objet de < (S) est dans <(S).

b) Pour tout objet N de S, tout sous objet N' de N est dans p < (S).

Soit N' + N un sous objet d'un objet N de S et o + M' + M + M" + o une suite

exacte de (toﬁ M€ <(S), on a le diagramme commutatif et exact suivant :

o —v B(NN/N' M) —— BN M) ——y BN' M) ——0

8
o —r BN M) — M) Ly AT MM

[o]

Si tout quotient M" d'un objet M de < (S) est dans -(S) l'application £ du
diagramme ci<dessus est surjective pour tout sous objet N' d'un objet N de S, et
il en est de méme de g, ie tout sous objet N' d'un objet N de S est dans p( €(S))

et a) =) b), on démontre de fagon analogue que b) => a).

Remarque : Prenons pour # 1a catégorie IMod A des A-modules @ gauche sur un
anneau A et pour S 1la classe de tous les A-modules projectifs, alors < (S)
est la classe de tous les A-modules injectifs et p €(S) 1la classe des A-modules
projectifs comme il résulte de l'exercice 25 du § 2 de (®). on a alors le ré-

sultat classique concernant les anneaux hér&ditaires a savoir que tout quotienmt
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d'un injectif est injectif si et seulement si tout sous module d'un projectif est

projectif.

Nous allons maintenant nous intéresser aux propriétés de {‘(S) pour une sous

classe S d'objets de ot .

1.1.9 - Proposition :
a) 4.-1(8) est stable par sous objets, objets quctients et sommes
directes finies
b) St l'une des conditions suivantes est vérifiée,
1/ tout objet de S a une enveloppe injective dans (78,
2/ les limites inductives de Jg’sont exactes,

alors la sous catégorie pleine 4-1(8) définie par {I(S) est

fermée.

a) La stabilité de [l(S) par sous objets résulte i1mmédiatement des définji-
tions. Soit M un objet de 4:1(8) et M/M' un quotient de M par un sous
objet M', montrons que M/M' est dans 4:'(8), soit N un objet de S et M"/M'
un sous objet de M/M' avec M'& M" £ M, on a un diagramme commutatif et

exact (¢}

AM"'/M' ——— 0

[y

¥ M/M' ——

d'oti 1l'on déduit le diagramme commutatif et exact suivant :

o ——r Foum’ ) — FM,N) ——x FU',N) ——y0

o ——y B /M N)—2 M N) —— B N) ——y o

[o)
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qui montre que le morphisme canonique #(M/M',N) —>3G(M"/M',N) est surjectif,
ceci ayant lieu pour tout objet N de S il en résulte que M/M' est dans 4:‘(8)

qui est donc stable par quotients.
e -1 . . . .
Montrons la stabilité de £ (S) par sommes directes finies, pour cela il

suffit de montrer que pour deux objets Ml et Mz de 4—-1(8) la somme Ml QHzet dans

- \J
4.‘(8), soit M un sous-module de M = H] 9 M2 et considérons le diagramme commuta-

tif et exact suivant oi i et p sont les morphismes canoniques :
0 0 0

l

o] ——?Mll\M' —>rM' —?M'/M{\M' ~——>»o0

A

o —M I S V. M, > o

On en déduit pour un objet N de S le diagramme commutatif et exact suivant

' - ' ' M '
en posant Ml MIAM et MZ M /MIAM ’
o — db,, ) — e, n) —> M, M) —o

o —> b0, n) —s AN — et ,N) —o

y y

0 (o]

il résulte alors du lemme des cinq que l'application canonique ﬂg(M,N) —)ﬂ&(H',N)
est surjective et ainsi M est dans 1:'(8) puisque ceci a lieu pour tout objet N de

S, d'ol le résultat.

Montrons b), il suffit de montrer que ‘{l(S) est stable par sommes quelconques.

Soit (Ni)I une famille d'objets de 4-.1(8) et N= ONi leur somme, montrons
I

que N est dans {I(S)-
P
1/ Si tout objet M de S posséde une enveloppe injective M dans # il résulte du
critére 1.1.5 qu'il suffit de montrer que pour tout objet M de S et tout mor-

A
phisme f : N—M ona Im f.< M. Soient e, : N, —N les morphismes
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1 : - -~
canoniques, pour tout 1€1 on a Im fei <M 1i.e. fei =ag, ol a: M—NM

est le morphisme canonique; la famille (gi)I donne alors un morphisme

g : N—M tel que og =f d'ol le résultat.

2/ Supposons maintenant quede soit une catégorie 3 limites inductives exactes;

' \J
soit N —*N un monomorphisme et f : N — M un morphisme ol M est un ob-

jet de S. Puisque les limites inductives sont exactes, on peut trouver un

" ] " "

prolongement maximal g : N —M de f avec N N ( N. Si N est distinet

11]
de N il existe une partie finie Jc I telle que N ANJ soit distinct de NJ
ou NJ = oNi est considéré comme sous objet de N, comme NJ est dans -(:l(S)
ieJ A
1

L]
d'aprés a) la restriction de g @ N ANJ se prolonge 2 NJ par h : NJ —» M.
D'autre part le diagramme canonique

N ANJ —_ NJ
ln vl:

N ——————
N NVNJ

"
représente une somme fibrée et il existe un morphisme n : NVNJ —M prolon-

geant strictement g, ce qui est absurde, donc N = N ce qui achéve la Preuve.

Remarque : La démonstration du a) de la proposition 1.1.9 repose sur une adap-
tation des démonstrations des lemmes 4 et 5 du chapitre I, § 2 de (3). Le a) et

le b)l) ont été trouvés indépendamment par E. de ROBERT (29).

1.2 - Applications aux objets quasi-injectifs.

. . . =1
Les sous catégories pleines =L (S) considérées dans ce numéro sont toujours
supposées étre des sous catégories fermées de c#. C'est-a-dire par exemple, que
S vérifie la condition bl) de 1.1.9 ou que Best avec limites inductives exactes.

Tout objet M de&gposséde alors un plus grand sous objet 1-,](3) M dans '421(8)
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que l'on désignera par 4.814; si la classe S est r&duite & un seul objet N on no-

tera 4'“}( au lieu de L{Nbf'

1.2.1 - Proposition : Pour tout M de S le sous objet tsu de M est quasi-injeo-

tif et fortement caractéristique dans M.

Comme -(:I(S) est une sous catégorie fermée de 06, le sous objet &SM est

fortement caractéristique dans M (1.1.2 exemple). Montrons que "SM est quasi-

injectif, soit N' —)48H un sous objet de 43}( et u @ N' —+4.SM un morphisme,
comme M est &sﬂvinjectif le composé N' —-)%H(—-)H se prolonge en un morphisme
“-SH ~YM qui se factorise par l'injection 4-3)14—7& puisque ‘(-SH est fortement

caractéristique dans M, d'ol le résultat.

1.2.2 - Proposition : Pour tout objet M de cB, 4 M est le plus grand sous objet

quasi-injectif et fortement caractéristique de M.

I1 résulte de la proposition précédente que &HH est quasi-injectif et for-

tement caractéristique dans M; soit maintenant N un sous-module quasi-injectif et
\J ]

fortement caractéristique de M, tout morphisme u : N —3)M d'un sous objet N de

N dans M se factorise par le morphisme canonique N —» M car N est fortement carac-

téristique, donc se prolonge & N puisque N est quasi-injectif,
)
N —N
N

alnsi M est N-injectif et par dé&finition de -%‘H on & biem N <GM.

M

|
1.2.3 - Propogition : Soit M un sous-objet quasi-injectif et essentiel d'un
objet M de &8, alors 'LH“ est le plus grand sous-objet quasi—injectif

et essentiel de M.
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! 14
En effet M est alors fortement caractéristique dans M (1.1.4) donc M {“HM
et '(-MM est quasi-injectif et essentiel dans M, de plus tout autre sous—-objet N
quasi-injectif et essentiel dans M est fortement caractéristique donc inférieur

a 'LHM qui est donc le plus grand sous-objet quasi-injectif et essentiel de M.

Sauf pour le lemme !.2.8 nous supposons maintenant que<ﬂ%est la catégorie
fMod A des A-modules 3 gauche sur un anneau A. Pour toute classe S de A-modules
4:4(8) est une sous catégorie fermée de [Mod A et il lui correspond donc le
pré-site IS des idéaux cx de A tels que A/ soit dans ‘C](S), et pour tout module
M on a alors ‘LSM = ISM = {xe MiAnn(x)eIS}, de plus M est dans 1:'(8) si et seu-

lement si M = ISM.

1.2.4 - Remarques :

a) Soit (Mi)J une famille de A-modules, il résulte immédiatement de 1.1.7

que Iy = MI, -
J 1 J i

b) Si N est un A-modiule semi-simple, tout A-module M est N-injectif et ainsi
pour toute classe S de A-modules IS contient tous les idéaux maximaux, de
plus il résulte de 1'exemple 1.l.]1 que l'intersection de tous les pré-sgites
IS pour S sous classe de ObIMod A est constituée des idéaux pyde A tels
que A/ex soit un A-module semi-simple, i.e. des 1déaux de A qui sont in-

tersection finie d‘'idéaux maximaux.

c) Soit F un pré-site et F le site engendré par F ; pour tout A-module M tel
que FM = 0 , tout module N tel que FN = N est dans -(:I(M) car pour tout

\J
gsous—module N de N on a HomA(N M) = 0.

Nous énongons maintenant deux résultats relatifs aux anneaux semi-artiniens,

(23). Un anneau semi-artinien A est tel que tout A-module posséde un sous—module
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simple, le socle de tout module M est alors un sous-module essentiel de M.

1.2.5 - Corollaire : Sur un anneau semi-artinienm A, tout A-module posséde un plus

grand sous-module quasi-injectif et essentiel.

Le socle d'un A-module M est alors quasi-injectif et essentiel dans M, et

on applique la proposition 1.2.3 pour avoir le résultat.

1.2.6 - Proposition : Sur un anneau semi—artinien A, toute classe de A-modules de
la forme -(:I(S) peut étre définie en choisissant tous les modules de S

quasi—injectifs.

Commengons par démontrer un lemme, soit S une classe de A-modules et Sl la

classe des A-modules I_M pour MeS.

S
1.2.7 = Lemme : On a toujours IS c IS > de plus, 8t pour tout A-module M de S
1
ISM est essentiel dans Is M, alors IS - Is .

1 1

Soit e Is, et f : B/a. —)ISM un morphisme ol O!CE et MaS ; le

morphisme f se prolonge en un morphisme g : A/Ot —»M donc 1'image est contenue

dans ISM car A/ = IS(A/Q,), ce qui prouve que A/cx est dans 4:‘(81) et 0(.618 .
1
Supposons maintenant que pour tout M@ S on ait ISH essentiel dans Is M et

1
soit Q.GIS i.e. IS (A/x) = A/ov; soit f un morphisme B/a, —»M pour Me S,
1 1
on a f(L/a)C IS (M), or par hypothése ISH est A/x -injectif donc E/O(. -injec-
1

tif et il résulte du lemme 1.1.3 que f(L/q,) c ISM i.e. pulisque ISM est

A/x -injectif f se prolonge & A/Ot et ainsi M est A/(x-injectif pour tout Me&S$S

i.e. aus.

La proposition résulte alors du fait que pour tout module M de S, ISM

contient le socle de M qui est essentiel dans M et & fortiori pour tout module M
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- . = . ~1 =1
de S on a ISM essentiel dans IS]M ; donc IS ISl avec le lemme i.e. ¢ (s)-(,(sl)

et tous les modules de Sl sont quasi-injectifs.

Lorsque 1'anneau de base A est quelconque il peut arriver que pour un module
M on ait I.MM =0 i.e. M n'a pas de sous-module quasi-injectif et fortement ca-
ractéristique, par exemple si A est un anneau de valuation discréte, on a IOLQ, = 0
pour tout idéal ck de A. Nous allons voir que l'on peut alors caractériser ais&ment
].M.

Commengons par un lemme ou c/g'est notre catégorie de base.

1.2.8 - Lemme : Soit S wne sous classe de Obdtelle que tout objet M de S possdde
. . A 3 - A
une enveloppe injective M dans o6, et soit S la classe des M pour Mg S,
les assertions suitvantes sont équivalentes :
a) Pour tout M€S cn a -CSM = 0,

b) On a 4:1(3) = c(S), (notation du chapitre 1,1.1).

a)=$b) On a toujours Ob( e (:l(S), car si N@ <(S) on a é(N'ﬁ) =0
pour tout sous objet N' de N et tout M€S donc aussi ﬂﬁ(N',M) = 0 . Supposons que
c(g) soit distinct de —(:l(S), il existe donc N G.-(._l(s) tel que N(ob c(?),
i.e. 1l existe un objet M de S tel que ég(N,g) soit non nul, soit u : N —;‘ﬁ
un morphisme non nul; comme M est N~injectif on a u(N) £ M d'aprés 1.1.3 et

u(N) + 0 mais u(N) est un quotient de N donc u(N) est un sous-objet non nul de

M dans 4:1(8) i.e. ¢SM # 0 ce qui contredit a), donc c(S) = 4:'(3).
b)=a). Soit M€S on a ¢SM € 1:](8) et le composé ‘(..SM —rM —;ﬁ est nul

] A
dés que -L_ (S) = c(S), donc 4—SM = 0,
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1.2.9 - Corollaire : Les conditions suivantes sont équivalentes pour un A-module

M,

a) M n'a pas de sous-module quasi-injectif et fortement caractéristique

non nul,

b) Un idéal ik de A est dans IM 81 et seulement si HomA(A/Q, ')/l.) = 0,

Ce corollaire résulte immédiatement des définitions et du lemme précédent.

Remarques :

1/

2/

Lorsque M n'a pas de sous-module quasi-injectif et fortement caractéristique
non nul, le pré-site IM n'est autre que le site qui permet de caractériser

les extensions rationnelles de M, (chapitre 1, 3.1.5).

Si les conditions du corollaire 1.2.9. sont vérifiées, le pré-site IM est

alors un site, ce n'est pas le cas en général : Considérons en effet, un
A-module M non quasi-injectif, dont le socle est essentiel et dont le sous-
module singulier est nul (On peut prendre par exemple M = A8 ol A est le
sous-anneau d'un produit infini KI de copies d'un corps K, engendré par K(I)

et par 1'unité de K cf.(23)). Posons M, = LM, ona M $Met M, est essen-
tiel dans M, de plus M est M/Ml-injectif car tout morphisme d'un sous-module

de M/Ml dans M est nul, donc IM(M/MI). M/Ml ce qui prouve que IM n'est pas

idempotent.



Que.iques appiications de la localisation
40

1.3 - Produits de modules quasi-injectifs.

1.3.1 - Propogition : Pour un A-module quasi-injectif M 1l y a équivalence entre

a) Pour tout ensemble 1 le A-module ML st quasgi-injectif,
b) Ann(M) appartient 4 L

Remarquons d'abord, que MI est quasi-injectif si et seulement si I I(MI) - MI
M

. . 1
i.e compte tenu de la remarque a) de 1.2.4 si et seulement si IM(M ) = MI, Sup-
posons que l'on ait a) alors on a en particulier IM(MM) =M et l'annulateur
de la diagonale de MM est dans IM’ or cet annulateur est par définition l'aﬁnula-

teur de M; donc a)=b).

Réciproquement, si Ann(M)G'IM, considérons un élément (xi)I de MI pour un
ensemble I, on a Ann(M)< () Ann(x.) = Ann( (xi)l) donc Ann( (Xo)I)GIM et
iel t .

IM(MI) = MI i.e. MI est quasi-injectif et b)=pa).

Définition : Nous dirons que A vérifie la condition Q (resp. Q.F.) s8i tout A-

module quasi-injectif (resp. quasi-injectif et de type fini) posséde
les propriétés de la proposition 1.3.1,

St (Ki)I est une famille infinie de ccrps, l'ammeau A = 11 K,
I

ne vérifie pas la condition Q car le A-module M = @ K, est sem-
I

stmple donc quasi-injectif, et l'annulateur de M est nul donc n'ap-
partient pas d L, (sinon M serait un A-module injectif, ce qui est

absurde puisque M est essentiel dans A et distinct de A),

1.3.2 - Proposition :

a) Tout awmeau artinien A vérifie la condition Q,

b) Tout anmeau commutatif vérifie la eondition Q.F.
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Commeng¢ons par démontrer un lemme :

Lermme :@ Pour tout pré-site F sur un anneau artinien A, il existe un tdéal bila-

tére cx de A tel que F soit l'ensemble des tdéaux de A contenant o .

Soit F un pré-site sur A et Ot un élément minimal de F, il résulte de 1la

condition C_, que ¢x est le plus petit élément de F et de la condition C2 que Cx

est un idéal bilatére.

Soit mainteant M un A-module quasi-injectif sur un anneau artinien A, soit
& 1'idéal bilatére de A tel que IM soit l'ensemble des id&aux de A contenant Cx,

comme M est quasi-injectif on a IMM = M et pour tout x€M on a €xc¢ Ann(x) i.e.

ex € Ann(M) et Ann(M) & I"M ce qui prouve a).

Montrons b). Soit M un A-module quasi-injectif ayant un systéme fini
XypeeerXy de générateurs, puisque M est quasi-injectif on a Ann(xi) € 1, pour
i=1],...,n et puisque A est commutatif on a Ann(M) = fp\ Ann(xi) & I'H ce qui
prouve b). !

1.3.3 - Proposition : Supposons que L'anneau A vérifie la condition Q(resp.QF),
alors :
a) Tout A-module (resp. tout A-module de type fint) quasi—injectif et
fidéle est injectif,

b) Si un épimorphisme d'anmneaur @: A —B est surjectif ou plat Q

gauche (") alors B vérifie la condition Q.

a) Si M est tel que Ann(M) = O € IM le pré-site LM est constitué de tous

les idéaux de A et M est injectif car alors -Cl(M) = 0b (Mod A.

b)
1) Soit Pun épimorphisme d'anneaux, si B = A/CX pour un idéal bila-

tére tde A, soit M un B-module, il est immédiat de vérifier que M
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est quasi-injectif s1 et seulement s1 le A-module ‘P‘M est un A-module
quasi-inject1f

Si "Pest un épimorphisme plat a gauche, i.e. 81 B est un A-module 3
droite plat, un B-module M est quasi-inject1f si et seulement si le A-
module “P*M est quasi—-injectif, en effet le foncteur restriction des
scalaires ('P‘ admet pour adjoint 3 gauche le foncteur extension des sca-
laires LF‘ défini par ”P‘N = B OAN muni de sa structure de B-module &
gauche et dire que B est un A-module a droite plat signifie que P pré-
serve les monomorphismes,

Pour un sous A-module N de '*P‘M on a un diagramme canonique commutatif

u'
Hom, (P, M, Py —2—r Hom, (v, P
4H’v l v!
Homy (M, M) U %HomB(‘rN, M)

u' provient de l'injection N &= "P.M, v' est l'isomorphisme défini par
v . gp ;,P* 1 . . . .
1'adjonction de . et , v est l'application qui a un morphisme

u : M—M fait correspondre tp"(u) : \eM — ‘e‘M, v est un isomor-

phisme d'aprés la proposition 2.1 de (2"), enfin u provient de l'appli-

; . » »
cation composeée (P N — \P (P‘M — M qul est un monomorphisme.

On vérifie alors aisément avec le diagramme ci-dessus que M est quasi-

injectif si et seulement si "F'M est un A-module quasi-injectif.

Nous pouvons maintenant achever la démonstration; soit M un B-module
P . LP 1 (P I
quasi-injectif on a ‘(M )y = ‘(M) pour tout ensemble I car (-P
.
admet un adjoint & gauche, par hypothése Lp“(M)I est quasi-injectif pour
I, . 1
tout ensemble I donc (‘P‘(M ) également et M est un B-module injectif

d'aprés le début de la démonstratiom, ce qui achéve la preuve.
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1.3.4 - Remarque : Sur un anneau commutatif tout module de type fini quasi-injec-

tif et fidéle est injectif, comme il résulte de 1.3.2 b) et 1.3.3 a).

1.3.5 - Propogition : St pour tout idéal bilatére kde A, tout Adx -module quasi-

tnjectif et fidéle est injectif alors A vérifie la condition Q.

Soit M un A-module quasi-injectif, et X = Ann(M), 1'idéal Cx est bilatére,
M est alors un A/Qx -module quasi-injectif et fidéle donc M est un A/cx -module
injectif, en particulier le A/ex —module M est (A/Oc)s-injectif, mais on vérifie
immédiatement que ceci signifie que le A-module M est A/cx-injectif olu A/Cx est

congidéré comme A-module, i.e. par définition Ann(M) =cCx € IM’ d'ol le résultat.

1.3.6 -~ Remarque : Il peut arriver que pour tout idéal bilatére ¢xnon nul tout
A/& -module quasi-injectif et fidéle soit injectif sans que A vérifie la condi-
tion Q. Soit par exemple A un anneau principal, P un systéme représentatif d'E€lé-

ments extrémaux, et supposons que P soit infini, le A-module M = @ A/(p) est
peP

un A-module quasi-injectif (5) fidéle non injectif. Pour tout idéal propre Cx1'an-
neau A/Qx est artinien donc tout A/Cx-module quasi-injectif et fid&le est injec-

tif d'aprés 1.3.3 .
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2 - Une caractérisation des anneaux noethériens.

I3 - 4 M 3
I1 est bien connu que si A est un anneau noetherien, toute somme directe
de copies d'un A-module quasi-injectif est un A-module quasi-injectif (°). Nous

nous proposons de démontrer ici la réciproque :

2.1 - Proposition : Pour un anneau A les conditiong sutvantes sont équivalentes :
1) A est un anneau noethérien,
2) Toute somme directe de copies d'un A-module quasi—injectif est wun
A-module quasi—injgectif,
3) Toute somme directe de A-modules injectifs est un A-module quasi-

tnjectif.

Nous démontrons 2)=23) et 3)=»1), 1'assertion 1)=>2) est dans (°).

2)=%3). Soit (Mi)I une famille de A-modules injectifs et M = 11 M,, le A-module
I

M est injectif et pour chaque i€ I on peut écrire M sous la forme M = M! = M.®P.
i1

ol Pi = ] Mj s par hypothése le A-module M(I) - oM = @M. @P. est quasi-
j4i i€l G

i

injectif, donc @ Mi est quasi-injectif comme facteur direct d'un quasi-injectif.
I

3)=1). Nous montrons que toute somme directe de A-modules injectifs est un A-

module injectif, ce qui prouvera que A est noethérien.

Soit (Mi)l une famille de A-modules injectifs. Il résulte de 1'hypothése que

o~
M=A0 O Mi est un A-module quasi-injectif, comme A est un sous module de M
I

on en déduit que M est A-injectif, donc injectif d'aprés le critére de BAER et

@ Hi est un A-module injectif comme facteur direct de M.
1
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3 - Modules quasi-projectifs.

3.1 - Soit A un anneau, il résulte du dual de 1.1.9 a) que pour une classe
S de A-modules p-l(S) est stable par sous-objets, objets quotients et sommes

directes finies. La famille PS des idéaux txde A tels que A/cx soit dans p-‘(S)

est donc un pré-site, et o-l(S) est contenu dans Ob ?P . On n'a pas toujours

S
p l(S) = 0b ?P . Cependant :
S

3.1.1 - Lemme : Les conditions sutvantes sont équivalentes
a) p_l(S) est gstable par sommes directes quelconques,

b) Un A-module N est dans p-l(S) 81 et seulement st N = P_N.

a)?b) Si N = PSN on peut écrire N comme quotient de ©® Ax qui est dans
xeN

p-l(s) par hypothése, donc N est dans o_l(S). Si N est dans p_l(S) on a évidem-

= P N.
ment N SN

b)=>a) car alors p-](S) est égale & Ob PP qui est stable par sommes quel-

S
conques.

Lorsque S est réduite 3 un seul module M on écrit PM au lieu de P{H}'

I1 résulte alors du dual de 1.1.7 que pour une famille (“i)l de A-modules
on a POM. = APM. .
1 I i
I
3.1.2 - Lemme : Soient M et N deux A-modules dont l'wn au moins est de type fint,
alore M est N-projectif 8i et seulement 8t PM(N) - N.

Si N est de type fini, engendré par X)secesX 5 OD peut écrire N comme
n

quotient de @ Axi qui est dans p-l(M) dés que N = PHN’ donc N est dans p-l(H)
i=1

i.e. M est N-projectif ; si M est N-projectif on a évidemment N = PHN'
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Supposons maintenant M de type fini et N = PN, soit N —» N/N un quotient

de N et f un morphisme M —»N/N , on peut écrire N comme quotient de @ Ax, et
xeN

puisque M est de type fini, on peut trouver des éléments X seeasX de N tels que

. - -1 .
f(M) soit un quotient de @ Axi ; par hypothése Axi est dans p (M) pour i=l,..,n

i=1
n -1 . X n
et ® Axi est dans p (M), donc f se factorise par un morphisme f' : M — @ Ax.
i-l i-l
n
qui composé avec l'injection & Ax, <& Ax et 1'application canonique @ Ax —p N
1=) x&N xeN

donne le relévement cherché de f.

3.1.3 - Proposition : St tout module de S est de type fini ou posséde une couver-

ture projective, un module N est dans p-l(S) 81 et seulement St N = Psu.

Soit N = pSN , 11 faut montrer que tout A-module M de S est N-projectif.

Si M est de type fini, on remarque que lL'on a PSC PM’ et ainsi N = PMN i.e.

d'aprés 3.1.2 M est N-projectif. Si M a une couverture projective, on écrit une

suite exacte ® Ax —»N — 0 , par hypothése M est Ax-projectif pour tout xe N,
XEN

et d'aprés le dual de 1.1.9 (b.1), M est Il Ax-projectif donc @ Ax-projectif,
x&N xeN

puis N-projectif, puisque p-](M) est stable par sous-objets et objets—quotients.

3.1.4 - Corollaire : Toute somme directe de copies d'wn A-module quasi-projectif

de type fint est un A-module quasi-projectif.

Soit M un module quasi-projectif de type fini et I un ensemble. Alors M(I)

(1) (1)

est quasi-projectif si et seulement si M '€ p(M "’) ce qui &équivaut d'aprés le

dual de 1.1.7 éldep(M(I)) et d'aprés 3.1.2 ceci équivaut a PM(M(I)) = M(I)’ or

puisque M est quasi-projectif on a PMM = M et par suite PM(M(I)) = M(I)’ ce

qui prouve le résultat annoncé.
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3.1.5 = Corollaire : St wn module M est de type fini ou posséde wne couverture

projective alors M est projectif s8i et seulement si A‘p-l(u) .

La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement supposons que Acp-l(u)

(D

et soit N un A-module présenté comme quotient de A , 11 résulte de 3.1.3 et

3.1.1 que A(I) est dans o_l(M) donc N est aussi dans o-l(M) et M est un A-module
projectif.
3.1.6 - Corollaire : Sur un ameau commutatif tout module de type fini quasti-

projectif et fidéle est projectif.

Soit (xl,..,xn) une famille de générateurs du module quasi-projectif M, om

a8 0= Ann(M) = fo\ Ann(xi)eP

car M= PMH ; donc Ae p-l(M) et on conclut
i=1

M

avec 3.1.5 .

3.1. = Corollaire : Soit A wn anneau parfait, wn A-module M est projectif dde
que pour tout idéal Ov C f(a) l'application canonique :

HomA(M,A) —_— HomA(M,A/a)

est surjective.

ﬂ(A) est le radical de JACOBSON de A et un idéal‘a de A est superflu dang

A si et seulement si x C ﬂ(A) (lemme 2.4 p. 372 de (1)).

On va montrer que A est dans 51(M), la conclusion résultera alors de 3.} .
Soit b un idéal de Aet u : M—3A/h un morphisme, on doit montrer que u ge
reldve en v : M —%A ., D'aprés 1'hypothése on peut supposer que‘!n’est pas gu-
perflu dans A, i.e. il existe un idéal C tel que h+c=a et Puisque A est par-

fait donc supplémenté on peut supposer que C est minimal pour cette propriété&, il

résulte alors du dual de I. 2.2.2 que Ln C est superflu dans C et par suite
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dans A. D'autre part, comme h+c - A, on vérifie aisément que l'application
canonique A/I: NC — A/fy  posséde une section S et il résulte de 1'hypothdse

que Sou 8e reléve en un morphisme v : M —3 A qui donne le relévement cherché

de u ; d'ol le résultat.

Remarques :
a) Le corollaire 3.1. donne une meilleure caractérisation des projectifs que le

résultat obtenu dans la remarque 2.3 du chapitre I.

b) La premiére partie du corollaire 3.1. figure dans (29).

3.2 - Si tout module M d'une classe S de A-modules posséde une couverture projec-
tive, il résulte du dual de 1.1.9 que o-l(S) est une sous-catégorie fermée et co-
fermée de fMod A, i.e. une sous-catégorie fermée stable par produits quelconques,

il existe donc un idéal bilatére as de A tel que P_ soit formés des idéaux Cxde

S

A qui contiennent Cks.(cf.(“)). On a alors pour tout A-module M &quivalence entre

Hép-l(S) et OY.SM = 0 ; avec cecl on a

3.2.1 - Letme : On a équivalence entre O!S = 0 et tout module de S est projectif.

Si as =0 ona p-l(S) = Ob IMod A et tout module de S est projectif;

inversement si tout module de S est projectif on a A€ p-l(S) et (@A = 0 donc

S
%-0.

3.2.2 - Corollaire : Sur un anneau parfait A, tout A-module quasi projectif et

fidéle est projectif.

Soit M un A-module quasi-projectif, on a Mco-l(H) donc OCKH = 0 en notant

aH au lieu de O‘{M}’ et ainsi %CAnn(M), 8i M est fidéle on a aH =0 et M

est projectif avec 3.2.1
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Remarque : Si A est un anneau semi-parfait, la conclusion du corollaire est vraie

pour les modules de type fini.

3.3 - Modules bien couverts.

3.3.1 - Définition : Un A-module M est dit bien couvert si M posséde une couver-

ture projective P —M —» 0 ou P est un module parfairt de \Mod A au

gsens de (18).

3.3.2 - Exemples :

a) Sur un anneau parfait, tout module est bien couvert puisqu'alors tout module
est parfait et admet une couverture projective.

b) Sur un anneau semi-parfait tout module de type fini M admet une couverture

projective P — M — 0 et on peut choisir P de type fini donc parfait (18)
i.e. tout module de type fini est bien couvert.
¢) Tout quotient d'un module projectif parfait P est un module bien couvert car
d'aprés le théoréme 3.3 de(!8) tout quotient M de P admet une couverture projec-

L
tive P — M — 0 et P est facteur direct de P donc parfait.

En particulier tout quotient d'un A-module bien couvert est un A-module bien
couvert; toute somme directe finie de modules bien couverts est un module bien
couvert car une telle somme est un quotient d'une somme directe finie de modules
projectifs et parfaits qui est un module projectif et parfait d'aprés le corollaire

de la proposition 3.7. p. 98 de (!8).

3.3.3 - Proposition : St M est un A-module bien couvert il existe un plus peiit

sous-module superflu N de M tel que M/N sott quasi-projectif.
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Soit P —1#M —» 0 une couverture projective de M oii P est un A-module projec-
tif et parfait. Supposons que M soit de la forme P/K ol K est un sous-module su-
perflu de P, i.e. K C P(r); et M(P) ¥ P d'aprés la proposition 2.7 p. 474 de
(1); de plus P/@(P) est un module semi-simple (prop.l.1.3 de(!®3t (P) est un
sous-module superflu de P d'aprés la proposition 3.7 p. 97 de (18), donc

R = q( RP)) est un sous-module superflu de M et distinct de M tel que

M/ a(M) = P/@®(P) soit semi-simple donc quasi-projectif.

D'autre part comme M admet une couverture projective, p 'gnz est une sous-
catégorie fermée de ([Mod A)° et nous pouvons donc appliquer 3 M le dual de 1.2.3
i.e. M posséde un plus grand quotient M/N ol N est superflu dans M et M/N quasi-

projectif d'ou le résultat.

3.3.4 - Corollaire : Sur un anneau parfait A(resp. semi-parfait), tout A-module M
(resp. tout A-module de type fini) admet wn plus petit sous-module su-

perflu N tel que M/N soit quasi-projectif.

Ceci résulte de la proposition ci-dessus en tenant compte des exemples a)

et b) de 3.3.2.
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