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QUELQUES APPLICATIONS de la LOCALISATION 

Claude TISSERON 

Dans cet article on fait le lien entre les monosous-catégories au sens de 

MITCHELL et les catégories localisantes au sens de GABRIEL. On donne quelques exem­

ples et applications. On obtient, en particulier, des conditions pour l'existence 

d'envelopp© F-injectives où F est une famille d'idéaux (à gauche) d'un anneau A. 

On utilise ensuite la notion d'injectifs relatifs pour obtenir des propriétés des 

modules quasi-injectifs• Pour cela, on associe à un module M une certaine famille 

topologisante 1^ d'idéaux de l'anneau de base* On commence l'étude des anneaux pour 

lesquels Ann(M)€ 1^ pour tout module quasi-injectif M; et on donne une nouvelle 

caractérisation des anneaux noethériens (à gauche). On donne aussi quelques proprié­

tés des modules projectifs et quasi-projectifs. En particulier, une caractérisation 

des modules projectifs sur un anneau parfait. 

Les principaux résultats de cet article ont été résumés dans les deux notes 

( 3 5 ) ( 3 6 ) 
C L . 

L'énoncé de la proposition 2.5 p.1378 de ̂ 3 6^ est incorrect; il faut rempla­

cer 1'assertion (I) par la phrase suivante : Pour tout module M appartenant à S le 

sous-module IgM est nul. 
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CHAPITRE 1 : MONOSOUS-CATEGORIES, CATEGORIES LOCALISANTES, APPLICATIONS. 

1 - On désigne toujours parc^une catégorie abéxienne, pour une classe© d'objets 

de désignons par2) la sous catégorie pleine de & donc les objets sont les ob­

jets de SD , dite engendrée par . 

1.1 - Définitions : Soit une sous catégorie pleine de les objets M de 

tels que pour tout objet C de ̂  o n a z z 0&(M,C; = 0 (respectivement 

<#(C ,M) * 0; engendrent une scus categoria pleine de qut sera notée 

c(\?) (respectivement m(É?}v 

Si est une sous classe de Obrffc en pourra noter encore c(Q) 

(respectivement m(f))) au lieu de c ( J ) ; » respectivement m(^)). On 

définit ainsi deux correspondances c et m entre sous catégories pleines 

de (ft ; ces correspondances son: duale s lfune de l'autre, croissantes, et 

vérifient les égalités suivantes : 

c(<£) = cmc(if) , m(^) = mcm(<£). 

On dit qu'une sous catégorie^ de 2% est stable par quotients si 

tout quotient d'un objet C de par un sous objet de C dans cfë est un 

objet de . 

1.2 - Proposition : Soit & une sous catégorie de 

a) Si la suite N - M • P -* 0 est exacte, M est objet de c(^£) dès 

que N et P so>it objets de c(,£). 

b) c(£) est une sous catégorie corrplèie à droite deifcet de plus 

c(£) est stable par quoziente* 
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La preuve de a) est aisée, montrons b) ; 

Soit T un schéma de diagramme et T : T •+ cft un diagramme de type T dans 

ayant une limite à droite A « lim T dans . Il faut montrer que A£Ob c(£) 

dès que T t€Ob c(*£) pour tout objet t de T • Supposons vérifiée cette dernière 

condition et soit C un objet de , alors fC) est un diagramme de type T 

dans /Ab tel que C^(A,C) » lim ,C) « 0 , d'où le résultat. La stabilité de 

c(^) par quotients se montre aisément. 

1.3- Proposition : 

a) Si est une sous catégorie pleine de instable pour les quotients3 

un objet M est dans m( si et seulement si M n'a pas de sous ob­

jet non nul dans ^ . 

b) Si c/%est une sous catégorie pleine de & on a équivalence entre 

(i) <M- me (c#) 

(ii) M est objet de (Atdès que M n'a pas de sous objet non nul 

dans c(Jtt). 

On déduit b) de a) en prenant c(c/fc). 

Montrons a)j la condition nécessaire étant évidente, soit u : C + M un mor-

phisme d'un objet C de dans M , l'image de u est un sous-objet de M dans 

ie u«0 dès que M n'a pas de sous objet non nul dans , d'où le résultat. 

1.4. - Proposition : Soit une sous catégorie pleine stable par quotients, on a 

équivalence entre : 

(i) l'injection J : C-rc#admet un adjoint à droite R(ie *C est 

réflective). 
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(ii) tout objet M de tft possède un plus grand sous objet 

dans £ • 

Si ces conditions sont vérifiées> on peut choisir RM - %?M. 

(i)—(ii). L'image de la réflexion : RM + M est un objet de , soit 

u f u" . . . 
RM — • 1^ — * M la decomposition canonique de U^. Il existe t : 1^ RM tel que 

u Mt - u
,f ie uj4 t u ? * ̂  d o n c t u ? Œ id (RM) par adjonction, autrement dit uf est 

un i8omorphisme, on conclut alors en remarquant que tout morphisme N M où 

N C O b ^ se factorise par u^ • 

(ii)*—y(i). Tout morphisme N •+ M où NCOb^t? a une image dans par hypothèse 

donc se factorise par <#M -> M et RM - {?M définit un adjoint à droite à J . 

Disons qu'une sous catégorie pleine V? de vérifie la condition (I) si pour 

toute suite exacte o + N + M + P + o de ctâ, l'objet M est dans ̂ € dès que N et 

P y sont. 

1.5 - Proposition : Soit une sous catégorie reflective de on a équivalence 

entre 

(i) *6 est stable par quotients et vérifie la condition (I), 

(ii) Pour tout objet M de c& Vobjet M/ <€ M est dans m ( £ ) t  

(Hi) On a - cm(£). 

Lorsque ces conditions sont vérifiées m(j?) est une sous catégorie 

coreflective de (ft et M + M/ M est la core flexion. 

(iii)-=z$(i) résulte de 1.2. 

(i) =^ (ii) f Soit u : C -* M / Ç?M un morphisme où C € O b ^ , pour montrer que u 

est nul, on peut, puisque est stable par quotients, supposer que u est monique. 
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Considérons alors le diagramme commutatif et exact où P • M "|"~f" C 

M/<gM 

0 0 

o yrM * P * C fr o 

Il I i u 

o *<eM » M • M/^fM — > o 

Il résulte de la condition (I) que P est dans puisque et C y sont, 

donc par définition de (1.4) -> P est un isomorphisme et C - 0 ie M/^M 

est dans m(^) . 

(ii)=$ (iii) Si M est dans cm(£) le morphisme canonique M -> M/^fM est nul 

puisque M/^M est dans m(f£ ) et ainsi <5?M M est un isomorphisme donc M 

est dans ^ . 

Soit maintenant u : M > N un morphisme où N€Ob m ( ^ ) , le composé 

<igM •> M ̂  N est nul donc u se factorise de façon unique par l'application 

canonique M M / d ' o ù le résultat. 

1.6 - Proposition : Soit (£ (resp.Jtb) la classe des sous catégories pleines de 

tâqui sont réflectives, stables par quotients (resp. coreflectives, 

stables par sous objets) et vérifient la condition (I). 

La correspondance ^~^*m({f) établit une bijection entre (£ 

et Jfedont iÂi^cdcM) est la bijection réciproque. 

Soit ̂ € une sous catégorie pleine qui est dans , il résulte du dual de 

la proposition 1.2 et de 1.5 que m(^) est une sous catégorie pleine qui est dans 

\ftb% la proposition 1.5 montre aussi que • c m(<£). Le reste s'établit par dua­

lité en utilisant la proposition 1.2 et le dual de 1.5. 
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2. - On suppose maintenant dt complète à gauche et à enveloppes injectives, on 8e 

propose de faire le lien entre les monosous-catégories de et les sous catégo­

ries localisantes de ̂ ( (8) et (*9)). 

2.1 - Lerrvne : Soit une mono sous-catégorie de S%, alors JH> est une sous caté­

gorie coréflective de et c(<M>) est une sous catégorie localisante 

de ; de plus on a cA£= me (s/%). 

Sickest une monosous-catégorie, tAt est coréflective (prop. 6.1, p. 131 de 

v1*') et si T est la coréflection de dans on a une suite exacte (prop. 6.3 

p. 132 de O 9 ) ) 

0 • *£'M » M • Tri > 0 

où '̂M est le plus grand sous objet de M dans • c(c/fc), donc si M n fa pas 

de sous objet non nul dans c(ĉ t) le morphisme M TM est un isomorphisme et 

M€0b(c4fc) ie d'après 1.3 b) on a mc(c^J). Montrons que c(jM) est épaisse, 

d'après 1.2 il suffit de montrer que c($M>) est stable par sous objets, or si 

N — M est un monomorphisme où M6 0b c(<At) et u : N -* P un morphisme où 

?e ObcM il existe un monomorphisme j : P •* Q avec Q £ Ob JH et Q injectif, 

d'où un morphisme v : M Q tel que vi « ju , or v » 0 donc u = 0 . Montrons 

maintenant que c(«4t) est localisante. On utilise la proposition 4 p. 372 de 

il suffit de voir que si M n'a pas de sous objet non nul dans c(©0î) il existe 

un monomorphisme de M dans un objet c(«4fc)-fermé, or dans ce cas M é ObiAt(1 .3.b)) 

et il existe un monomorphisme M Q où Q est injectif et Q£Obo4l, et Q est 

c(c0t)-fermé d'après le lemme 1 b) p. 370 de (8) . 
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2.2 - Lerme : Soit une sous catégorie de </t stable par sous objets et quotients, 

m(^) est une mono sous-catégorie et cm{}£) est la plus petite catégo­

rie localisante oonvenar.z i£ . 

D'abord m( est une sous catégorie complète à gauche de .Si M Q 

est l'enveloppe mjective de M dans où MfcOb m(^) il résulte de 1.3. a) et 

de l'essentialité de M dans Q que QCOb m({?), et m(<£) est une monosous-ca­

tégorie puisqu'elle est stable par sous objets; cm(^) est donc localisante. 

Lorsque JJ est une sous catégorie localisante de il résulte de 1.4 et 

1.5 que = cm(jD) et il est alors aisé de voir que cm(|?) est la plus petite 

catégorie localisante contenant . 

2.3 - Proposition : 

a) la correspondance m est une surjection de la classe des sous 

catégories de stables par quotients et sous objets sur la 

classe des monosous-catégories de 

b) Cette correspondance détermine par restriction une bijection 

de la classe des sous catégories localisantes de tâsur la classe 

des mono sous-catégories de 

Cela résulte de 2.1 et 2.2. 

2.4 - Proposition : Si crftiresp. / est une moncsous-catégcrie {resp. une caté­

gorie localisante)s la sous catégorie IL des objets purs pour (resp. 

m(£)) coïncide avec la sous catégorie c£ des objets c(Jt)-fermés 

(resp. <ê -fe rmés). 
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La terminologie est celle de (8) et O 9 ) . 

Montrons par exemple le premier point, soit T : i/k + JW> la coréflexion. 

a) Tout objet pur est c(c^)-fermé. 

Soit M un objet pur pour on montre que M est c(c^)-fermé avec 

le lemme 1 .b) p.370 de ( 8). Soit O + M + P + C + O une suite exacte où 

C eOb c(cJ6), montrons que cette suite est fissible; Considérons le diagrame 

commutatif et exact où S « T(P) C 

o f M >P • C > o 

Il i i 
M yT(R » S * o 

i X 
0 0 

le noyau K de M T(P) est un sous objet du noyau de P T(P) qui est 

dans c(fM) donc K est nul avec 1.3 car M € 0 b c 4 f , et M -+ T(P) est mpniqu*. 

Puisque M est pur S est dans tAÎ, or S est quotient de C € Ob c(c4£) donc 

S est nul et M T(P) est un isomorphisme d'où le résultat. 

b) Montrons que tout objet cif/K)-fermé est pur pour (At. 

Soit M un objet c(c4Ê)-fermé, M est objet de cAi puisque M n 'a pas 

de sous objet non nul dans c(c4f). Soit o + M + P + C + o une suite exacte 

de àt , montrons que si P est dans (At, C y est aussi, c'est-à-dire, M est 

pur. Pour cela on montre que C n'a pas de sous objet non nul dans c(^|) % 

Soit C •+ C un monomorphisme où C'fcOb c(f/K) . Considérons le diagramme 

commutatif et exact où R » P \ \ C' 
C 
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c o 

A i 
(1) o >M *-R • c 

!, ± 1 
o • M • P • C • o 

la suite exacte (1} es: fissible par hypothèse donc C devient un sous 

objet de R donc de P e: C - 0 puisque P est dans JK d'où le ré­

sultat . 

3. - Exemples -

3.1 - Rationnalité -

3.1.1 - Définition : Un tous objet N de M est dit rationnel (dans H) si pour 

tout sous objet N' de M tel que N j N ' c M on a N/N€Ob c(M), ie 

tout morphisme N - M nul sur N est nul. 

3.1.2 - Proposition : 

a) Si N est rationnel dans M , pour tout objet G de & et tout 

couple de morpkismes u,v : G M on a u(v \N)) * 0 = ^ u * 0, 

b) Inversement si la propriété précédente est vérifiée pour les 

objets d'une farrrille de générateurs fG de alors N est 

rationnel dans M. 

a) Soient u,v : G M tels que u(v 1(N) ) - 0, ie v 1(N, ̂  Ker u 

On a un épimorphisme G/ v

 1 (N) Im u , or G/ v * (N) es: un sous objet de 

M/N donc le composé G/v 1 (N) Im u M est nul par hypothèse, ie Im u * 0 

et u = 0 . 
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b) Soit N^N'^M et f : N f •* M un morphisme non nul, il existe ie I et 

w : N 1 tel que u » f.w soit non nul. 

Soit v le composé G^ •* N' M, on a u(v H (N) ) - (fcw) (v"1 (N)) + 0 et à 

fortiori f(N) est non nul, d'où le résultat. 

On retrouve la caractérisation de en appliquant ceci à la catégorie des 

modules (à gauche) sur un anneau A unitaire ou non. 

Lorsque possède des enveloppes injectives, on va voir que l'on peut obtenir 

des résultats plus précis. 

3.1.3 - Lemme : Soit N -> M ime extension rationnelle, N est essentiel dans M* 

En effet dans le cas contraire, il existe B non nul dans M, tel BAN • 0 d'où 

un morphisme non nul Bv/N/N * B M. 

3.1.4 - Lemme : Si N a une enveloppe injective N, une extension N M est ra~ 

tionnelle si et seulement si M/N 0b c(N). 

La condition est nécessaire car tout morphisme u : M/N N donne un pro­

duit fibre 

N'/N -^-UN 

\ » ! 
M/N *N 

où par essentialité, u est nul dès que u' l'est. 

La condition est suffisante car tout morphisme N'/N M se prolonge par 

injectivité en un morphisme de M/N dans N qui est nul et v = 0 . 
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3.1.5 - Proposition : Lorsque est à enveloppes invectives et complète à droite, 

tout objet N possède une extension rationnelle maximale N obtenue 

comme localisé de N pour la localisation définie par c(N). 

N désigne toujours une enveloppe injective de N dans Montrons d'abord 

que c(N) est localisante; il résulte de l'exactitude du foncteur Oi ( - f *N ) 

que c(N) est épaisse, de plus pour une famille (M^) d'objets de dt 11isomor-

phisme dk (© M. ,N) - | | <$(M. ,N) montre que c(N) est stable par sonnes quel-
I 1 I 1 

conques• 

Soit maintenant M un objet de <fl> et S un ensemble de représentants des 

sous objets N M tels que NeOb c(N), il est immédiat de vérifier que l'image 

du morphisme canonique © N -* M est le plus grand sous objet de M dans 
N € S 

et c(N) est localisante d'après le corollaire 1 p. 375 de ( 8). 

Puisque N est un objet c(N)-fermé, par essentialité N n'a pas de sous 

objet non nul dans c(N), il résulte alors de la démonstration de la proposition 4 

p. 372 de < 8) que le localisé N de N pour c(N) est tel que N / N soit le plus 

grand sous objet de N/N qui est dans c(N). La conclusion résulte alors de 3.1.3 

et 3.1.4. 

3.1.6 - Nous supposons maintenant que c7& est complète et à enveloppes injectives. 

Soit ^ la sous classe de Ob des objets M de qui sont isomorphes à 

un quotient N/N' où N' est un sous objet essentiel de N ; 

Considérons le diagramme suivant où N' et N" sont des sous objets de N 

tels que N'^N" 
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o o 

| i 
o • N' • N" •N"/N' * o 

H 4- i 

o •N' 1 N » N/N' • o 

N/N" N/N" 

o o 

Comme N' N est essentiel si et seulement si N' N" et N" -> N le sont» 

La catégorie engendrée par ^ est une sous catégorie pleine de de stable 

par sous-objets et quotients ; Il résulte donc de 2.2 que m( ) est une mono­

sous-catégorie de rfè . On a alors la proposition suivante : 

3.1.7 - Proposition : Supposons que d% vérifie les conditions de 3.1.5, 

Pour tout objet M de mi^)* l'extension rationnelle maximale 

M de M dans une enveloppe injective M de M coïncide avec M. 

Comme m( ̂  ) est une monosous-catégorie M est dans m( ̂ € ) dès que M 

y est et on a alors (M/M, M) = 0 et M est rationnel dans M* d'après 3.1.4. 

3.2 - Soit A un anneau à unité, F une famille d'idéaux de A . 

Considérons les conditions suivantes pour F ( 3 ) ou (8> 

C - Pour tout C* et h e ? on a c/rOll é F, 
o 

C, - Pour tout oc € F et tout idéal }j tel que UlcJx on a îfêlF, 

C 2 - Pour tout 6t€F et tout a é A on a CA : a n , 

C 3 - Un idéal (A € F dès qu'il existe un idéal & de F tel que pour tout 

a € Ii on a Ut : a 6 F, 
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Les conditions C Q (resp. C Q C ^ ) expriment que F est topologi-

sant et idempotent (resp. topologisant). Suivant une terminologie plus simple 

(( 2 1) et ( 2 2)) on pourra aussi appeler pré-site (resp. site) de A toute famille 

topologisante (resp. topologisante et idempotente) d'idéaux de A. 

3.2.1 - Il y a une correspondance bijective entre les sous catégories localisantes 

(resp. fermées, resp. stables par quotients et sous objets) de fMod A et les 

sites de A (resp. pré-site de A , resp. les familles d'idéaux vérifiant Cj C^) 

définie de la façon suivante (3) ou (8) : 

On associe à une famille d'idéaux F la sous catégorie pleine de IMod A 

ayant pour objets les modules M tels que Ann(x)€ F pour tout x6M. 

On associe à une sous catégorie pleine ^ de IMod A la famille !()?) des 

idéaux CA tels que A/c/i soit dans • 

3.2.2 - Lorsque F vérifie et il résulte de ce qui précède et de 2.3 

que F • I( cm( ̂€ ) ) est le plus petit site de A contenant F , on dira que 

F est engendré par F . 

D'après 1.3 a) c/^ « m ( ) a pour objets les modules M tels que pour tcut 

x€M* on a Ann(x)^F . 

Il résulte alors des définitions que m( ̂  ) « m(^-=r), ie pour un module M 
r F 

on a FM » 0 équivaut à FM « 0 en notant FM « {x€M | Ann(x)€F} qui n'est r** 

toujours un sous module de M. Lorsque F est un pré-site FM est le plus grar.o 

sous module de M qui est dans . 
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3.2.3 - Lorsque F est un site, on a un foncteur localisation /Mod À ^ > fMod A 

associé à la catégorie localisante , tel que pour un module M 
r 

LM - Mp - lira Hom ̂ (C* ,M/FM) (2) ou ( 8). 

Soit £ - la sous catégorie de IMod A des objets ^--fermés, soit 
F r 

T : IMod A + un adjoint à gauche à l'injection S : dC -HMod A tel que 

L - S 0T. Alors if- est une catégorie de GROTHENDIECK, T est exact et L est 
r 

exact à gauche ( 8). 

Puisque c£p est une sous catégorie, on peut toujours supposer que T 0S * I d # ^ t 

on fera souvent cette hypothèse par la suite. 

4 - Encore des catégories spectrales; Caractérisations de F , 

4.1 - Quelques rappels et lemmes. 

4.1.1 - Définitions (33) : Soit F une famille d'idéaux de A , un monomorpkieme 

essentiel i : N -+ M est dit Y-essentiel si et seulement si M/i(N)cOb 

(^p). Lorsque N est un sous module de M on pourra noter ceci N^jf, 

un module Q est dit Y-injectif si et seulement si pour tout monomor­

phisme Y-essentiel N M l'application canonique 

HomA(M,Q) • HomA(N,Q) est surjective. 

Un monomorphisme N •+ M qui est Y-essentiel et où M est Y-injectif 

est appelé une enveloppe Y-injective de N . 

Remarques : 

a) Supposons que F vérifie C] , soit F' • {c*eF|\/acA C*: a | F } c F , 

on a
 véLlf car si M est un module de et si x é M on a pour 

F F * 
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tout a€A Ann(x) : a = Ann(ax)€F et MfciP^. ; ainsi lorsque F vérifie 

C. on peut toujours supposer que F vérifie et C^ pour étudier la 

F-essentialité ou la F-injectivité. 

b) Lorsque F est un site, tout module M possède une enveloppe F-injective 

définie à un isomorphisme près, si M est une enveloppe injective de M il 

est aisé de vérifier que E (M) • {xfcMJM : x€F} est une enveloppe F-injec-
F 

tive de M (dans M ) . 

A partir de maintenant E désignera toujours le pré-site des idéaux essen­

tiels de A ; pour un module M , EM est le sous module singulier O 6 ) de M . 

4.1.2 - Proposition ( .f,( 3 3)) : Lorsque F vérifie C^ et C^ il y a équiva­

lence pour un module Q entre 

a) Q est Y-%njectif . 

b) Pour tout monomorphisme N M tel que F(M/N) « M/N l'appli­

cation canonique Horn (M,Q) •> Horn (N,Q) est r,urjective, 

Ci. c\ 

c) Pour tout idéal CXêFCïE l'application canonique 

HomA(A,Q) HomA(Ot,Q) est subjective, 

d) Pour tout idéal c* £ F l'application canonique 
Hom. (A,Q) •+ HomA(C*,Q) est surjective. 

A A 

4.1.3 - Soit F un pré-site, pour un module M et un sous module N de M 

l'ensemble C^(N) = {xe M|N : xfcF} est un sous module de M, < 1 3>. Si G est 

un autre pré-site, F.G est l'ensemble des idéaux (A tels que Cl ( (/t) C G , l'en-
F 

semble F.G est un pré-site contenant F et le produit ainsi défini est associa­

tif (3) car pour tout module M on a C£ M « Cl* 0 Cl* 

F.G G F 
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En particulier 

M M 
( C £ ) n(0) - Cl (0) - F n M 

F F

n 

2 
Enfin F est un site si et seulement si F « F. 

4.1.4 - Lemme : Pour un pré-site Y et un entier p , on a équivalence entre : 

a) F p est un site. 

b) Pour tout sous module N d'un module H on a 

• M D+l M D 

(ce ) P 1 (N) « (ce ) P (N) 
F F 

c) Pour tout module M on a F P + 1 M - F p M 

On peut montrer aisément que pour tout sous module N d'un module M on a 

(C^**)11 (N) / N • Fn(M/N) pour tout entier n et ainsi b) et c) sont équivalents. 
F 

Puisque on a toujours F PCF P +*C. • .cF 2 p , si F P est un site on a F p • F P** 

et a) =^ c) . Enfin c) =^ a) car si « 6 F P + I on a Fp(A/6t) - F p + 1(A/0t) et 

C*«CX : 1 € F P ie F p » F P + 1 - ... - F 2 p. 

4.1.5 - Corollaire : Le site E engendré par le pré-site E des idéaux eseen-

2 

tiels est égal à E . 

Car d'après ( 1 5) on a pour tout module M , E**M • E 2M. 

4.1.6 - Lerrme : Soit Y un pré-site, pour tout module M et tout entier n 

F n M est essentiel dans F n +* M. 

En effet, si x e F n + l M - (0) on a F n M : x€ F et F 1 1" 1 M : x c F n M : x ; 

si F n M : x - F n 1 M : x on a 1 .x - x € F n M - (0), sinon il existe a € A tel 
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que axeF n M et ax^F 1 1" 1 M donc ax * 0 

4.1.7 - Lemme : Soit F un site* peur tout module M le localisé LM de M 

est isomorphe à E (M/FM) et la catégorie a pour objets les 

r r 

Y-injectifs M tels que FM * 0. 

Soit M et posons M' 3 M/FM, d'après ia démonstration de la proposition 4 

( 8 \ 
r . — ) on peut obtenir LM comme le sous module de M' tel que LM/M' • 

- F(M'/M'), le premier point résulte alors de la remarque b) de 4.1.1 ; de plus 

tout F-injectif M tel que FM = 0 est alors ^^-fermé. Réciproquement si M est 

^ -fermé on a d'abord FM « 0 , et d'après le lemme 1 a) p. 370 de ( 8), pour 

tout morphisme u : P Q tel que Ker u et CoKer u soient dans ̂ p l'appli­

cation canonique HomA(Q,M) - Horn.(P,M) est un isomorphisme, à fortiori M est 

A A 
F-injectif. 

3 3 

Ce lemme répond à une question posée par SANDERSON dans ( ). En particulier 

lorsque F • est le site engendré par la famille des idéaux essentiels,^ 0 

est la sous catégorie pleine de IMod A dont les objets sont les modules injectifs 

M tels que EM - 0 (3.2.2) c f . ^ 6 ) . 

Comme l'injection S : ̂ €,2 •* |Mod A préserve les monomorphismes, tout objet 
E 

de i£ £2 est injectif dans i£ £2 , comme
 e s t u n e catégorie de GROTHENDIECK 

c'est une catégorie spectrale, nous allons préciser le lien entre la catégorie 

spectrale ^ ^ 2 e t la catégorie spectrale de (Mod A au sens de . 

4.2 - Proposition : Soit P : IMod A + Spec IMod A le joncteur canonique, Spec 

IMod A est canoniquement équivalente au produxt d<?& catégories et 
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Considérons la situation où les notations sont celles de 3.2.3 : 

o > Sf_ C > IMod A S£ >° 
E T >/*E 

P | P 0S / T . 

Spec IMod A*£' 

D'abord P©S est exact car toute petite suite exacte de£__ est fissible 
E 

et PoS est additif; de plus P CS est pleinement fidèle, en effet pour M dans 

et N' sous module essentiel de N , N/N' est un objet de ̂  ; et on a 
E E 

des isomorphismes canoniques : 

HomA(N,M) * HomA(N',M) , 

qui donnent en prenant la limite inductive suivant la famille des sous modules 

essentiels de N un isomorphisme 

HomA(N,M) » lim N ? N HomA(N',M) - Spec Wod A (PN,PSM). 

En particulier si N • SN est dans cet isomorphisme n'est autre que 
E 

l'application induite par P 0S : 

(N,M) •Spec IMod A(PSN,PSM). 
E 

On peut donc identifier à une sous catégorie pleine et exacte de Spec 
E 

IMod A. 

Montrons maintenant que T préserve les monomorphismes essentiels. 

Soit N un sous module essentiel de M , on a EN * ÊMHN d'où une suite 

exacte 
o > N/ EN • M/ ÊM • M/ ÊM+N • o 

dans laquelle E(M/ ÊM) - 0 et E(M/ÊM+N) - M/ÊM+N puisque M/ÊM+N est un 

quotient de M/N ; il est bien connu que ces conditions suffisent pour que N / " Ê H 
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soit essentiel dans M/ EM, ainsi N/E N et M/ EM ont même enveloppe injective 

ie TN • TM et à fortiori T préserve les monomorphismes essentiels. 

D'autres parts o£_ est spectrale donc isomorphe à Spec et il résulte de 
E E 

(9) Kû 
qu'il existe un foncteur T' : Spec IMod A tel que T'0P • T . Pour tout 

E 
objet PM de Spec IMod A et tout objet N de _ on a alors des isomorphismes 

E 

^_(T'PM,N) = ^_(TM,N) <~ Horn (M,SN) Spec IMod A (PM,PSM) 
E E 

qui montrent que T ! est adjoint à gauche à P 0S , en particulier T' est addi­

tif comme tout foncteur adjoint à un foncteur additif et puisque Spec IMod A est 

spectrale T' est exact. 

Il est aisé de vérifier que le morphisme 4> : T'0PoS — • Id ¿6^ de l'adjonc-
E 

tion définie ci-dessus est en fait un isomorphisme. 

On peut alors utiliser la prop. 5 p. 374 de et sa démonstration, ie Ker T' 

est une sous catégorie localisante de Spec IMod A et la restriction de T' à la 

sous catégorie *£ des objets Ker T'-fermés est une équivalence de o £ avec 
E 

On a enfin Ker T 1 = P(£_) car T'0PM - 0 si et seulement si M est dans 
E 

Ker T « £ _ , et P(^_) » P ( £ ) car si M6 0 b ^ _ , on a E M e O b Ç et EM est 
E E E E E 

2 — 

essentiel dans E M » EM (4 . 1.5 et 4.1.6). La conclusion résulte alors du lemme 

suivant dont la démonstration est facile : 

Letfwne : Soit une catégorie spectrale, toute sous catégorie localisante de 

définit une équivalence )où î£est la sous catégorie des objets 

^ -fermés. 

Pour tout objet M de €% on a en effet une suite exacte fissible 

http://pphr.ir.or
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o • M *LM • o 

où <^M est le plus grand sous objet de M dans et LM le localisé de M 

pour ^ , et M~*~* (<£M,LM) définit l'équivalence cherchée. 

4.3 - Caractérisation de F . 

Soit F une famille d'idéaux vérifiant , on se propose de déterminer 

F, pour cela on utilise une technique de 0") et on commence par deux lemmes 

(cf. ( 1 0)). 

4.3.1 - Lemme 1 : Soit une classe de k-modules; le8 modules M tels que pour 

tout morphisme u : N •+ M et tout Q e 2D l'application canonique 

HomA(N,Q) •HomA(Ker u,Q) 

soit bijective définissent une sous catégorie localisante de [Mod A . 

4.3.2 - Lemme 2 : Soient M et Q deux A-modules tels que pour tout u : A M 

l'application canonique HomA(A,Q) • Hom^Ker u,Q) soit bijective^ 

alors pour tout module P et tout u : P M l'application canonique 

u : HomA(P,Q) • HomA(Ker u,Q) est bijective. 

Démontrons le lemme 2. Montrons d'abord que pour tout module P et tout 

u : P M l'application canonique u est injective. 

Soit v : P •> Q un morphisme non nul, il existe h : A •> P tel que vh soit 

non nul, donc par hypothèse v h | K e r u h ¿ 0 et à fortiori v j ^ ^ u + 0. 

Soit maintenant g : Ker u Q , on peut trouver un prolongement maximal de g 

soit g 1 : P f + Q où Ker u c P ' c P , supposons P' + P et soit xeP-P 1, 
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soit h : A •+ P tel que h(a) * ax, considérons le diagramme suivant où h 1 et h" 

sont induites par h : 

h"1(Ker u) • h H ( P f ) • A 

Ker u c > P f « * p 

Puisque h ^ (Ker u) • Ker uh avec uh : A M, gh' se prolonge en un mor­

phisme g 0 : A -* Q , alors g'hM et g coïncident sur h 1 (Ker u) que l'on 
o 

peut considérer comme le noyau de h ^(P')c-*A U ^ > M et la première partie de 

la démonstration prouve que g fh" et g 0 coïncident sur h '(Pf)» Ceci permet 

de définir un morphisme g" sur P'+Ax par g"(y+ax) - g 1(y) • go(a) qui prolon­

ge strictement g, ce qui est absurde et P' • P. 

La démonstration précédente m'a été aimablement communiquée par P. GABRIEL. 

La démonstration du lemme 1 est purement technique, elle s'appuie sur le lemme 

2 et figure en détail dans ( 3 i +). 

4.3.3 - Corollaire : Soit & une classe de k^modules, les k-modules M tels 

que peur tout morphisme u : A -+ M et tout Q £ SD l'application cano­

nique HomA(A,Q) tHom^CKer u,Q) soit bijective* définissent une sous 

catégorie localisante 3 et tout module de est -fermé. 

Il reste à montrer que si Q € fl> alors Q est -fermé. Soit I({?) « F le 

site associé à *€ et Oc € F, en prenant pour u : A A/cn l'application canonique, 

on voit que HomA(A/cA ,Q) - 0 car HomA(A,Q) • HomA(C*,Q) est bijective, ie 

FQ - 0 et Q est F-injectif (3.2.2 , 4.1.2) et la conclusion résulte de 4.1.7. 
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4.3.4 - Proposition : Soit F une famille d'idéaux vérifiant et un idéal o * 

est dans F si et seulement si pour tout Y-injectif Q tel que FQ • O 

l'application canonique HomA<A,Q) — + HomA(**,Q) est bijective. 

Soient c£ la catégorie des ̂ ^-fermés et fD la classe des F-injectifs Q tels 

Ç\ F 

que FQ « 0, on a 0b Soit F o le site associé à par le procédé 

du corollaire 4.3.3. 

On a F c F o , en effet soit Ut £ F et u:A—*A/oi un morphisme, si 

u(l) • • a , on a Ker u - C*:a 6 F donc pour Q 6 © l'application canonique 

HomA(A,Q) •HomA(Ker u, Q) est surjective, elle est injective car F ^ » 0 et 

Hom^(A/CA:a, Q) • 0. On en déduit que FcF f t . Pour montrer que F o C F commen­

çons par montrer qu'un idéal Ot € F si et seulement si pour tout Q C 
on a 

HomA(A/c*, Q) - 0. La nécessité vient de ce que si Q € 2> on a FQ - 0. Soit donc 
CA tel que Hom^(A/CK, Q) - 0 pour tout Q de 2) et soit M tel que FM - 0 ie 

FM - 0 et M l o ( ( P j ; soit u: A/C* —-*M un morphisme, M s'injecte dans son 
_ F 

localisé LM pour F qui est dans et le composé A/CX -S->M c-* LM est donc nul 

ie u • 0. 

Il est alors facile d'achever la démonstration car si C* e F 0 on a 

HomA(À/c* , Q) • 0 pour tout Q € © et U f F . 

4.3.5 - Corollaire : Soit F une famille d'idéaux vérifiant Cj Cjj tout module 

Y-injectif Ci tel que FQ • 0 est aussi Y-injectif. 
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Sans l'hypothèse que FQ =» 0 , est-ce qu'un F-injectif Q est aussi 

F-injectif ? On a le résultat très partiel suivant : 

4.3.6 - Proposition : Soit F un pré-site eur un anneau noethérien, tout F-

injectif est aussi Y-injectif. 

Ceci résultera des deux lemmes suivants : 

4.3.7 - Lénine : Soient Y et G deux pré-sites sur un anneau A , tout module 

Y-injeatif et G-injeotif est F.G-injeotif. 

Soit M un module F-injectif et G-injectif, Ck un idéal de F.G et f un 

morphisme de Ot dans M , on peut trouver un prolongement maximal de f , soit 

g : d M où CX ctL С A un tel prolongement, puisque G*€F.G il existe Ъ G 

tel que pour tout a i Ь on a : a fc F ; si bct£ c'est terminé, car alors 

d * G et g se prolonge à Ag , sinon soit a cb ~ d. , on a С* : a С j£ : a 

donc t{: acF et le morphisme xV > g(xa) de lf : a dans M est donc de la 

forme x •xt puisque M est F-injectif. On vérifie alors aisément que 

y + xa f • g(y) + xt définit un morphisme de d + Aa dans M qui prolonge stric­

tement g ce qui est absurde et prouve le résultat. 

4.3.8 - Lemme : Pour tout pré-site F sur un anneau noethérien, on a ? « U f 1 1 . 
n>l 

Comme С F il suffit de montrer que G • U F* est un site, il est im-
n>l n>l 

о 
médiat de vérifier que G est un pré-site et il reste à voir que G - G . Soit 

2 A A donc C*6G ie Cl (с* ) с G ; il existe n tel que Cl (c*)eF n . Comme A est 
G G 

noethérien on peut trouver une famille finie a ,...,a de générateurs de Ct^(cAr), 
» P G 
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et pour i«l.-.p, il existe n(i) tel que 6t : â.£F n'^; posons m = max n ( i ) , 

on a alors Clk((A) = C£ A (<*); en effet on a évidemment C£ A (<X ) C C£ A(ot) et si 
G F m F m G 

x X.a. est un élément de Ct (ur) on a 
1 1 G 

Ut: x i / ^ " V W : a.) : X. avec ( c* : a.) : A. G F m donc £*. : x d F 0 . 
i-1 1 1 i=l 1 1 

On a alors C£ A (6t) £ F n et (A € F n + m c G , ce qui achève la preuve. 

F m 

Le résultat du lemme ci-dessus est énoncé sans démonstration dans 

5 - Existence des enveloppes F-injectives. 

Lorsque F est un site on sait ( 3 3) que tout module possède une enveloppe F— 

injective définie à un isomorphisme prés; de plus la relation de F-essentialit€ 

4p est transitive. On se propose ici d'étudier dans quelle mesure on peut a f f a i ­

blir les conditions que doit remplir F pour conserver l'existence des enveloppes 

F-injectives ou la transitivité de nous verrons que ces deux propriétés sont 

étroitement liées, et que lorsqu'elles sont vérifiées les notions d'enveloppe 

F-injective et d'extension F-essentielle coïncident avec les notions analogues 

définies pour un site F', 

Commençons par remarquer que pour une famille F d'idéaux de A les notions 

d'extension F-essentielles et F/1 E-essentielles coïncident comme il résulte im­

médiatement des définitions (4.1,1). 

Pour une famille F d'idéaux de A nous pourrons considérer, en plus des condi­

tions C C, C 0 C- de 3*2, la condition suivante : 

O 1 L J 

- Si CA est un idéal de A tel qu'il existe II € F avec Ot essentiel dans 11 

et Ot : a € F pour tout a € Il alors e F. 
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5.1 - Proposition : Soit F un ensemble d'idéaux vérifiant C^, on a équivalence 

entre : 

a) la relation de Y-essentialité est transitive, 

b) la relation de Y-essentialité est transitive dans l'ensemble des 

idéaux de A, 

c) l'ensemble F HE vérifie 

l'implication a) =3 b) est triviale, montrons que b)=^ c) , soit donc Ul 

essentiel dans h avec El £ F O E et G*:a c F H E pour tout a e II . On a donc 

<*<3?h et 11 <?ks d'où ̂ O p A g et « - C*:l € F donc F H E vérifie C^. 

Montrons que c)=^ a), soit N4-M et M 4 P , on a évidemment N essentiel 
F r 

dans P, pour x é P on a M:x * F O E et pour tout élément a*M:x on a (N:x):a • 

N:ax € F O E donc d'après on a N:x € F O E puisque N:x est essentiel dans 

A et à fortiori dans M:x. 
8 

5.2 - Proposition : Soit F un ensemble d'idéaux de A vérifiant Cj, on a équiva­

lence entre : 

a) la relation de Y-essentialité est transitive, 

b) tout module a une enveloppe Y-injective. 

a)s^ b) Soit M — * M une enveloppe injective de M, soit tF* la famille des 

sous modules M' de M tels que M soit F-essentiel dans M', la famille cF* est non 

vide car M t ^ on peut vérifier aisément que l'ensemble fT" ordonné par inclu­

sion, est inductif. Soit M 0 un élément maximal de F̂* , il résulte de la transi-

tivité de la relation 4p que M o est sans extension F-essentielle propre dans 

«A 

M. Montrons que M q est F-injectif, ce qui prouvera que M o est une enveloppe 

F-injective de M. Soit N c-+ p une extension F-essentielle et f : N — * M un 
o 

morphisme, 
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il existe un morphisme g : P M qui prolonge f, on va montrer que g ( P ) c M 0 l 

ce qui achèvera la preuve; d'après ce qui précède il suffit de montrer que M© 

est F-essentiel dans Mo + g(P), or M D est essentiel dans M© + g(P) et pour tout 

y € M 0 et tout x é P on a N : x€F avec 

N : x C Mo : g(x) « M* : (y • g(x)) 

d'où le résultat. 

b) — ^ a) Ceci reste vrai sans hypothèse sur F. Soient NC*M et Mc + P 

deux extensions F-essentielles, soit N — N ' une enveloppe F-injective de N, 

par F-injectivité on peut trouver g : M N' prolongeant i, puis f : P N 1 

prolongeant g , par essentialité de N dans P, f est injectif et on a pour x* P 

N : x « i(N) : f(x) 6 F d'où le résultat. 

A partir de là, nous supposerons jusqu'à la fin de ce numéro que F vérifie 

toujours Cj et C^' D'après la remarque de 4.1.1, on peut toujours se ramener à 

ce cas pour étudier la relation de F-essentialité ou les F-injectifs pour une 

famille F vérifiant Cj. 

5.3 - Lemme : Soit F c E tel que F vérifie Cj et C^ alors F est un pré-site et 

2 2 — 

a) F est le plus petit site contenant F, ie F - F, 
2 

b) Les relations de Y-essentialité et Y -essentialité coïncident. 

Si F c E et F vérifie C^ et C^ il est immédiat de vérifier que F est un 

2 
pré-site, et on peut ainsi parler de F . 

Pour montrer a) il suffit d'après 4.1 4 de montrer que pour tout module M 

on a F 3M » F ^ ; soit x* F 3M, on a F^M : xeF et FM est essentiel dans Y^H 

d'après 4.1.6, donc FM : x est essentiel dans F^M : x et pour tout a € F^M : x 

on a (FM : x) : a - FM : ax e Y , donc d'après C^ on a FM : x e F et x.ft F 2)! 
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3 2 
ie FM - FM. 

b) Il résulte des définitions qu'il suffit de démontrer que F D E • F, on a 
2 2 

déjà F c F O E ; soit donc Ut F fi E, il existe alors II £ F tel que pour tout 

x • Ir on a tt:x6F, comme Ut est essentiel dans A_ donc dans II il résulte 

de que Ul * F• 

5.4 - Proposition : Soit F un ensemble d'idéaux vérifiant Cj et , on a équi­

valence entre 

a) la relation de Y-essentialité est transitive, 

b) tout module possède une enveloppe Y-injective, 

c) l'ensemble FOE vérifie Cy 

De plus lorsque ces conditions sont vérifiées, FOE est un pré-site, 

2 

F' • (FflE) est un site, et les notions de Y-essentxalité, et Y-injec-

tivité coînctdent respectivement avec les notions de Y1-essentialité et 

F'-injectivité. En particulier l'enveloppe Y-injective de tout module 

coïncide avec son enveloppe Y%-infective. 

L'équivalence de a) b) et c) résulte de 5.1 et 5.2. 

La relation de F-essentialité coïncide avec la relation de FOE essentialité 

^ 2 

qui coïncide avec la relation de (FOE) essentialité avec le lemme précédent. 

Comme tout module F'-injectif est FOE-injectif donc F-injectif, il reste à voir 

qu'un module F-injectif est F'-injectif ce qui résulte de 4.1.2 et 4.3 7« 

2 
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CHAPITRE II : INJECTIFS RELATIFS et SOUS CATEGORIES FERMEES, APPLICATIONS. 

Dans tout ce chapitre on supposera que la catégorie abélienne c^est complète 

à gauche et à droite et localement petite. 

1 - Injectifs relatifs 

1.1 - Généralités -

1.1.1 - Définitions : Pour une classe S d'objet de (A soit (resp. p(S)) la 

classe des objets M de la catégorie tels que le foncteur c£(-3H) 

(resp. (M,-)) soit exact sur les suites exactes de la forme 

0 •+ N 1 -» N -> N" -+ 0, où N est un objet de S. Un objet de *(S) (resp. 

p(S)) est appelé S-injectif (resp. S-projectif) f( 2 5) et (29)>). 

Pour une classe S d'objets de & 3 soit a T 1 (S) (resp. p~^(S)) la 

classe des objets M de tels que tout objet de S soit M-injectif 

(resp. M-projecttf). On note H-injectif au lieu de {M)-injectif. 

Exemples : Un objet M de est quasi-injectif si et seulement si il est M-mjec-

tif. Soit O la classe des objets M de tels que tout sous objet de M soit fac ­

teur direct de M. Pour toute classe S d'objets de 

et il est d'ailleurs immédiat de vérifier que si un objet M de «^est.dans. /v'(S) 

(resp. p '(S)) pour toute classe S d'objets de c?ê alors M C î P . 

1.1.2 - Objets fortement caractéristiques. 

définition : Un sous objet N d'un objet M de <fà est fortement caractéristique dans 

M si pour tout sous objet N' de N l'application canonique, 

c^(N',N) c^(N',M) est bijective. 
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Exemples : Si M est quasi-injectif, tout sous objet caractéristique est fortement 

caractéristique dans M. 

Si ^ est une sous catégorie fermée de eT^, ie stable par sous objets, objets 

quotients et sommes directes quelconques, pour tout objet M de ̂  le plus grand 

sous objet de M dans *6 est fortement caractéristique dans N. 

Le lemne suivant nous permettra d'avoir un autre exemple important de sous 

objet fortement caractéristique. 

1.1.3 - Lemne : Soit i ? M'-* M une extension essentielle dans , si un objet 

N de c£ est tel que M' est H-injectif3 tout morphisme f : N M se fac­

torise par i : M . 

Soit f : N-*M , f induit un morphisme f : ^ ( M 1 ) - * * ! ' qui se prolonge 

en g : N-> M ' . On a donc le diagramme commutât if suivant où q : M — * M / M ' est 

le morphisme canonique et j - Ker(q.f) 

o hT'cm 1) J 7+ N 

o > M ' * M — 3 * M / M F *o 

Il suffit de montrer que ig - f • 0 . Posons u - ig - f et A - u ' ( U ( N ) a M 1 ) ; 

Alors u(A) « u ( N ) / \ M ' est non nul dès que u(N) est non nul car M ' est essen­

tiel dans M . Soit s : A N le morphisme canonique, puisque u(A){ M ' on peut 

écrire us « i T puis fs - i(gs - x) d'où q.f .8 - 0 et ainsi A 4 Ker(q.f) -

» f ' ( M ' ) , ce qui prouve que u(A) - 0 donc que u(N) - 0 et u • 0 . 

1.1.4 - Corollaire : Un objet quasi-injectif est fortement caractéristique dans 

toute extension essentielle. 
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Soit i : M f •+ M une extension essentielle d'un objet quasi-injectif M f de 

(& . Pour tout sous objet N de M' on a M v qui est N-mjectif et tout morphisme 

N M se factorise par M' d après le lemme 1.1.3. 

1.1.5 - Corollaire : Soit M' + M une enveloppe infective d'un objet M' de c?Gr9 

un objet N de cfà est tel que M' soit H-injectif si et seulement si pour 

tout morphisme f : N * M on a f(N) M'. 

La condition nécessaire n'est autre que le lemme 1.1.3, la condition suffi­

sante résulte immédiatement de 1'injectivité de M. 

1.1.6 - Corollaire : Pour toute classe S d'objets de c& , toute extension essen­

tielle d'un objet de ^(S) est dans *4*(S). 

Si M' -* M est une extension essentielle d'un objet M' de ^(S) , soit N un 

objet de S, alors M f est M-mjectif et ainsi N'-injectif pour tout sous objet N' 

de N ; si u : N' -> M est un morphisme d'un sous objet N' de N dans M il résulte 

du lemme 1.1.3 que u se factorise par M' -+ M, donc se prolonge à N. On donne 

maintenant quelques propriétés de *t(S) pour une classe S d'objets de c^. 

1.1.7 - Proposition : Pour une famille (M.) d'objets de Jfc3 le produit M • ira 

i 1 

est dans 4A.S) st et seulement si pour tout i e i , eet dans <(S) . 

Soit N'->N un monomorphisme où N est dans S, on a un diagramme canonique 

commutâtif où les flèches verticales sont des isomorphismes : 

<7fr(N,M) *e#(N' M) 

il i 
Ç <#(N,M.) v n<£(N',M.) 
I l I i 
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qui montre que H est dans <(S) si et seulement si pour tout i€l est dans 

« S ) . 

En général *t(S) n'est pas stable par sous objets ou objets quotients on 

a cependant le résultat suivant. 

1,1.8 - Proposition : Soit S une classe d'objets projectifs de &, les assertions 

suivantes sont équivalentes : 

a) Tout quotient d'un objet de <(S) est dans -c(S). 

b) Pour tout objet N de S3 tout sous objet N' de N est dans p<c(S). 

Soit N' •+ N un sous objet d'un objet N de S et o M ' •+ M •+ M " o une suite 

exacte de où M € <(S), on a le diagramme consultatif et exact suivant : 

o ***(N/N',M) Y c#(N.M) * d ? ( N \ M ) \o 

1 1 * 
o t<#(N/N',MM) y <#(N^M") «^-+ # ( N \ M " ) 

o 

Si tout quotient M" d'un objet M de <,(S) est dans -t(S) l'application f du 

diagramme ci^dessus est surjective pour tout sous objet N' d'un objet N de S, et 

il en est de même de g, ie tout sous objet N' d'un objet N de S est dans p( <(S)) 

et a) b ) , on démontre de façon analogue que b) = ^ a). 

Remarque : Prenons pour oê la catégorie IMod À des A-modules à gauche sur un 

anneau A et pour S la classe de tous les A-modules projectifs, alors -C(S) 

est la classe de tous les A-modules injectifs et p <(S) la classe des A-modules 

projectifs comme il résulte de l'exercice 25 du S 2 de ( 2). On a alors le ré­

sultat classique concernant les anneaux héréditaires à savoir que tout quotient 
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d'un injectif est injectif si et seulement si tout sous module d'un projectif est 

projectif• 

Nous allons maintenant nous intéresser aux propriétés de <^(S) pour une sous 

classe S d'objets de 

1.1.9 - Proposition : 

a) < "*(S) est stable par sous objets, objets quotients et sommes 

directes finies 

b) Si l'une des conditions suivantes est vérifiée, 

1/ tout objet de S a une enveloppe injective dans <J$, 

2/ les limites inductives de sont exactes, 

alors la sous catégorie pleine >t^(S) défime par <'(S) est 

fermée, 

a) La stabilité de >C 1 (S) par sous objets résulte immédiatement des défini­

tions. Soit M un objet de ^ ( S ) et M/M? un quotient de M par un sous 

objet M', montrons que M/M1 est dans *C^(S), soit N un objet de S et M"/M' 

un sous objet de M/M' avec M' ̂  M M < M , on a un diagramme commutatif et 

exact o o 

i i 
o *M; *M" *MU/M' > o 

o >M' *M * M/M' Ho 

d'où l'on déduit le diagramme commutatif et exact suivant : 

o tc#(M/M',N) *c#(M,N) *<#(M\N) *o 

i i y 
o *C#(M"/M\N) >*£(M",N) *«^(M',N) to 

o 
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qui montre que le morphisme canonique (M/Mf ,N) — • 3^(Mn/Mf ,N) est surjectif, 

ceci ayant lieu pour tout objet N de S il en résulte que M/M' est dans-C ̂ (S) 

qui est donc stable par quotients. 

Montrons la stabilité de >C *(S) par sommes directes finies, pour cela il 

suffit de montrer que pour deux objets M^ et de -C '(S) la somme M^ ©M^et dans 

-1 1 

*C (S), soit M un sous-module de M « M^ 9 M^ et considérons le diagramme commuta-

tif et exact suivant où i et p sont les morphismes canoniques : 

0 0 0 

1 i 1 
o *MjAM' *M* •M'/MjAM' *o 

•i i i 

o •Mj >M —2—>-M2 >o 

On en déduit pour un objet N de S le diagramme commutâtif et exact suivant 

en posant Mj - MjAM' et - M'/MjAM' , 

o )• ̂ (M 2,N) >• tf£(M,N) • ̂ (Mj,N) »o 

o >-<7Ê(MJj,N) *.«^(M',N) > (#(M|,N) »o 

i \ 
O 0 

il résulte alors du lemme des cinq que l'application canonique 

est surjective et ainsi M est dans *c'(S) puisque ceci a lieu pour tout objet N de 

S, d'où le résultat. 

Montrons b ) , il suffit de montrer que *1*(S) est stable par sommes quelconques. 

Soit (N^)^ une famille d'objets de -c'(S) et N • © leur somme, montrons 

-1 * 
que N est dans -t (S) 

1/ Si tout objet M de S possède une enveloppe injective M dans ¿6 il résulte du 

critère 1.1.5 qu'il suffit de montrer que pour tout objet M de S et tout mor-

phi8me f : N — v M on a Im f < M. Soient e^ : — > N les morphismes 
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canoniques, pour tout i€ I on a Im fe^ ̂  M i.e. fe^ - ag^ où a : M — • M 

est le morphisme canonique; la famille (g^)^ donne alors un morphisme 

g : N — » M tel que ag « f d'où le résultat. 

2/ Supposons maintenant que ç% soit une catégorie à limites inductives exactes; 

t » 

soit N — * N un monomorphisme et f : N — » M un morphisme où M est un ob­

jet de S. Puisque les limites inductives sont exactes, on peut trouver un 

Il t II H 

prolongement maximal g : N — > M de f avec N < N < N. Si N est distinct 
ii 

de N il existe une partie finie Je I telle que N AN soit distinct de N 
J J 

où N » ®N. est considéré comme sous objet de N, comme N est dans ~c'(S) 
J . _i j 

i«J 
II 

d'après a) la restriction de g à N AN. se prolonge à N par h : N — • M . 
vl J J 

D'autre part le diagramme canonique 

n 

N AN ï N _ 

I i 
ti m 

N • N VNj 
n 

représente une somme fibrée et il existe un morphisme n : N VN — • M prolon-
n 

géant strictement g, ce qui est absurde, donc N » N ce qui achève la preuve. 

Remarque : La démonstration du a) de la proposition 1.1,9 repose sur une adap­

tation des démonstrations des lemmes 4 et 5 du chapitre I, § 2 de ( 3). Le a) et 

le b)l) ont été trouvés indépendamment par E. de ROBERT ( 2 9 ) . 

1.2 - Applications aux objets quasi-injectifs. 

Les sous catégories pleines (S) considérées dans ce numéro sont toujours 

supposées être des sous catégories fermées de C'est-à-dire par exemple, que 

S vérifie la condition bl) de 1.1.9 ou que est avec limites inductives exactes. 

Tout objet M de ̂ possède alors un plus grand sous objet <} (S) M dans -C 1 (S) 



Quelques applications de la localisation 35 

que l'on désignera par ̂ gM; si la classe S est réduite i un seul objet N on no-

tera -<̂ M au lieu de 

1.2.1 - Proposition : Pour tout H de S le sous objet <£l de M est quasi-injeo-

tif et fortement caractéristique dans M. 

Comme <} (S) est une sous catégorie fermée de ̂ 6 , le sous objet ^»gM est 

fortement caractéristique dans M (1.1.2 exemple). Montrons que -*CgM est quasi-

injectif, soit N — ^ ^ S

M u n s o u s °bjet de -<̂ M et u : N —^«C gM un morphisme, 

corne M est H-gk*injectif le composé N - ^ - ^ M ^ M se prolonge en un morphisme 

*4»gM-2»M qui se factorise par l'injection ^ M ^ - t M puisque est fortement 

caractéristique dans M, d'où le résultat. 

1.2.2 - Proposition : Pour tout objet M de c?6â est le plus grand sous objet 

quasi-injectif et fortement caractéristique de M. 

Il résulte de la proposition précédente que -^^M est quasi-injectif et for­

tement caractéristique dans M; soit maintenant N un sous-module quasi-injectif et 

t t 
fortement caractéristique de M, tout morphisme u : N — } M d'un sous objet N de 

N dans M se factorise par le morphisme canonique N — > M car N est fortement carac­

téristique, donc se prolonge à N puisque N est quasi-injectif, 

N ? »N 

N > M 

ainsi M est N-injectif et par définition de on a bien N 

i 

1.2.3 - Proposition : Soit M un sous-objet quasi-injectif et essentiel d'un 

objet M de tâ, alors ^C^M est le plus grand sous-objet quasi-injectif 

et essentiel de M. 
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• t 
En effet M est alors fortement caractéristique dans M (1.1.4) donc M ^ 

et e s t quasi-injectif et essentiel dans M, de plus tout autre sous-objet N 

quasi-injectif et essentiel dans M est fortement caractéristique donc inférieur 

à "^^M qui est donc le plus grand sous-objet quasi-injectif et essentiel de M. 

Sauf pour le lemme 1 2,8 nous supposons maintenant que & est la catégorie 

IMod A des A-modules à gauche sur un anneau A. Pour toute classe S de A-modules 

* (S) est une sous catégorie fermée de |Mod A et il lui correspond donc le 

pré-site 1^ des idéaux Ot de A tels que A/cc soit dans -C^(S), et pour tout module 

M on a alors -CgM « I gM =» (x6 M|Ann(x) 6 Ig}, de plus M est dans "C* (S) si et seu­

lement si M « IgM. 

1.2.4 - Remarques : 

a) Soit (M.) T une famille de A-modules, il résulte immédiatement de 1.1,7 
i j 

J 1 J 1 

b) Si N est un A-modùle semi-simple, tout A-module M est N-injectif et ainsi 

pour toute classe S de A-modules Ig contient tous les idéaux maximaux, de 

plus il résulte de l'exemple 1.1.1 que l'intersection de tous les pré-sites 

Ig pour S sous classe de ObIMod A est constituée des idéaux et de A tels 

que A/cfc soit un A-module semi-simple, i.e. des idéaux de A qui sont in­

tersection finie d'idéaux maximaux* 

c) Soit F un pré-site et F le site engendré par F ; pour tout A-module M tel 

que FM - 0 , tout module N tel que FN « N est dans -C^M) car pour tout 

i t 
sous-module N de N on a HomA(N ,M) - 0. 

A 

Nous énonçons maintenant deux résultats relatifs aux anneaux semi-artinxens, 

( 2 3). Un anneau semi-artinien A est tel que tout A-module possède un sous-module 
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simple, le socle de tout module M est alors un sous-module essentiel de M. 

1.2.5 - Corollaire : Sur un ormeau semi-artinien A J tout A-module possède un plus 

grand sous-module quasi-injectif et essentiel. 

Le socle d'un A-module M est alors quasi-injectif et essentiel dans M, et 

on applique la proposition 1.2.3 pour avoir le résultat. 

1.2.6 - Proposition : Sur un anneau semi-artinien A, toute classe de A-modules de 

la forme -C^S) peut être définie en choisissant tous les modules de S 

quasi-injectif s. 

Commençons par démontrer un lemme, soit S une classe de A-modules et Sj la 

classe des A-modules I M pour M e S. 

1.2.7 - Lerrtne : On a toujours I c I Q , de plus, si pour tout A-module H de S 

I C M est essentiel dans I c M, alors I c - I e . 
s s, s s. 

Soit Ote*I et f : Tï/Ot — > I M un morphisme où C f c c l j et M«S ; le 

morphisme f se prolonge en un morphisme g : A/Ot — • M donc l'image est contenue 

dans IgM car A/OL • I S(A/Ct), ce qui prouve que A/cc est dans -c'(Sj) et C ^ e l g • 

Supposons maintenant que pour tout M é S on ait I C M essentiel dans I Q M et 
b b , 

soit OLtl i.e. l c (A/Ot) - A/Ot; soit f un morphisme If/tX — * M pour M * S, 
b\ Sl 

on a ) C I (M), or par hypothèse I C M est A/O^-injectif donc L /Ot -injec-
1 i 

tif et il résulte du lemne 1.1.3 que f(tf /ct ) C I C M i.e. puisque I M est 

A/C*-injectif f se prolonge à A/Ot et ainsi M est A/Ot-injectif pour tout M * S 

i.e. « * I S . 

La proposition résulte alors du fait que pour tout module M de S, I Q M 

contient le socle de M qui est essentiel dans M et à fortiori pour tout module M 
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de S on a I gM essentiel dans I g M ; donc I g =* I g avec le lemne i.e. ^C\s)»<}(^ 

et tous les modules de sont quasi-injectifs. 

Lorsque l'anneau de base A est quelconque il peut arriver que pour un module 

M on ait Î jM « 0 i.e. M n'a pas de sous-module quasi-injectif et fortement ca-

ractéristique, par exemple si A est un anneau de valuation discrète, on a I Ce * 0 

pour tout idéal de A. Nous allons voir que l'on peut alors caractériser aisément 

Commençons par un lemme où notre catégorie de base. 

1.2.8 - Lemne : Soit S une sous classe de Ob£telle que tout objet M de S possède 

une enveloppe tnjective M dans at, et soit S la classe des M pour Hc s , 

les assertions suivantes sont équivalentes : 

a) Pour tout M C S en a -CgM « 0, 

b) On a * (S) » c(S), (notation du chapitre 1,1.1). 

a)^b) On a toujours 0b( c(S))C - C ^ S ) , car si N 6 c(S) on a ¿£(N,1*) m q 
t t 

pour tout sous objet N de N et tout M C S donc aussi d#(N ,M) = 0 , Supposons que 

-1 -1 
c(S) soit distinct de -C (S), il existe donc N £ (S) tel que N^ob c(S) 

i.e. il existe un objet M de S tel que d#(N,M) soit non nul, soit u : N <V"M 

un morphisme non nul; comme M est N-injectif on a u(N) < M d'après 1.1,3 et 

u(N) \ 0 mais u(N) est un quotient de N donc u(N) est un sous-objet non nul de 

M dans -^(S) i.e. -CM ̂  0 ce qui contredit a) , donc c(S) » 1 (S) . 

b)=>a). Soit M € S on a -*CgM €, - G 1 (S) et le composé -Ĉ M — • M —**M est nul 

-1 ^ 
dès que -C (S) - c(S) , donc -CM - 0. 
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1.2.9 - Corollaire : Les conditions suivantes sont équivalentes pour un A-module 

M, 

a) H n'a pas de sous^module quasi-injectif et fortement caractéristique 

non nul, 

b) Un idéal oc de A est dans 1^ si et seulement si Hom A(A/ct» M) • 0. 

Ce corollaire résulte immédiatement des définitions et du lemme précédent. 

Remarques : 

1/ Lorsque M n fa pas de sous-module quasi-injectif et fortement caractéristique 

non nul, le pré-site 1^ n'est autre que le site qui permet de caractériser 

les extensions rationnelles de M, (chapitre 1, 3.1.5). 

2/ Si les conditions du corollaire 1.2.9. sont vérifiées, le pré-site 1^ est 

alors un site, ce n'est pas le cas en général : Considérons en effet, un 

A-module M non quasi-injectif, dont le socle est essentiel et dont le sous-

module singulier est nul (On peut prendre par exemple M « A où A est le 
8 

sous-anneau d'un produit infini de copies d'un corps K, engendré par 

et par l'unité de K 1 cf.( 2 3)). Posons M. - 1 ^ , on a Mj f M et est essen­

tiel dans M, de plus M est M/Mj-injectif car tout morphisme d'un sous-module 

de M/Mj dans M est nul, donc ^(M/Mj)- M/Mj ce qui prouve que 1^ n'est pas 

idempotent. 
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1.3 - Produits de modules quasi-injectifs. 

1.3.1 - Proposition : Pour un A-module quasi-injectif H il y a équivalence entre : 

a) Pour tout ensemble I le A-module M 1 est quasi-injectif, 

b) Ann(M) appartient à 1^. 

Remarquons d'abord, que M* est quasi-injectif si et seulement si I T(M*) • M* 
M 1 

i.e compte tenu de la remarque a) de 1.2.4 si et seulement si I^CM1) • M*. Sup­

posons que l'on ait a) alors on a en particulier I^M*1) et l'annulateur 

de la diagonale de est dans 1^, or cet annulateur est par définition l'annula­

teur de M; donc a)^>b)-

Réciproquement, si Ann(M)*I^, considérons un élément (x^)j de M* pour un 

ensemble I, on a Ann(M)C Ann(x.) • Ann( (x.)T) donc Ann( (x.)JcL et 

I^CM1) « M* i.e. M 1 est quasi-injectif et b)afra). 

Définition : Nous dirons que A vérifie la condition Q (resp. Q.F.J si tout A-

module quasi-injectif (resp. quasi-injectif et de type fini) possède 

les propriétés de la proposition 1.3.1. 

Si (K.) T est une famille infinie de corps, l'anneau A « Il K 
1 1 i 1 

ne vérifie pas la condition Q car le A-module M » © K. est serm-
I 1 

simple donc quasv-injectif, et l 'annulateur de M est nul donc n'ap­

partient pas à 1^, (sinon M serait un A-module injectif, ce qui est 

absurde puisque M est essentiel dans A et distinct de A). 

1.3.2 - Proposition : 

a) Tout anneau artinien A vérifie la condition C ,̂ 

b) Tout anneau comrrutatif vérifie la condition Q.F 
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Commençons par démontrer un lemme : 

Lemne : Pour tout pré-site F sur un anneau artinien k, il existe un idéal bila-

tèreotde k tel que F soit l'ensemble des idéaux de A contenant et . 

Soit F un pré-site sur A et Ot un élément minimal de F, il résulte de la 

condition C 0 que CX est le plus petit élément de F et de la condition C^ que CX 

est un idéal bilatère. 

Soit mainteant M un A-module quasi-injectif sur un anneau artinien A, soit 

Ol lfidéal bilatère de A tel que I w soit l'ensemble des idéaux de A contenant CX, 
M 

comme M est quasi-injectif on a I^M « M et pour tout x 6 M on a ttc Ann(x) i.e. 

CK C Ann (M) et Ann (M) « 1^ ce qui prouve a) . 

Montrons b). Soit M un A-module quasi-injectif ayant un système fini 

X j,...,x n de générateurs, puisque M est quasi-injectif on a Ann(x^) € 1^ pour 
n 

i • l,...,n et puisque A est commutatif on a Ann(M) • (~\ Ann(x^) c e 

i-1 
prouve b). 

1.3.3 - Proposition : Supposons que l'anneau A vérifie la condition Q(resp.Q¥), 

alors : 

a) Tout k-module (resp. tout k-module de type fini) quasi-injectif et 

fidèle est injectif, 

b) Si un épimorphxsme d'anneaux : A — V B est surjectif ou plat à 

gauche (2lf) alors B vérifie la condition Q. 

a) Si M est tel que Ann(M) • 0 6 1^ le pré-site 1^ est constitué de tous 

les idéaux de A et M est injectif car alors -c'(M) • (5b (Mod A. 

b) 

1) Soit i un épimorphisme d'anneaux, si B • A/CC pour un idéal bila­

tère CXde A, soit M un B-module, il est immédiat de vérifier que M 
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est quasi-injectif si et seulement si le A-module "P̂M est un A-module 

quasi-injectif 

Si ^fest un épimorphisme plat à gauche, i.e. si B est un A-module à 

droite plat, un B-module M est quasi-injectif si et seulement si le A-

module *f M est quasi-injectif, en effet le foncteur restriction des 

scalaires <f admet pour adjoint à gauche le foncteur extension des sca­

laires <f* défini par *f*N - B fc^N muni de sa structure de B-module à 

gauche et dire que B est un A-module à droite plat signifie que f̂* pré­

serve les monomorphismes, 

Pour un sous A-module N de *f M on a un diagramme canonique commutatif : 

H o m A ( ^ M , 4^M) H L-^Hom A(N, fy) 

îv 

Hom^M, M) --^Hom^rN, M) 

u f provient de l'injection N c—ï H^M, v 1 est 1 1 isomorphisme défini par 

l'adjonction de *P et *f*f v est l'application qui a un morphisme 

U : M —^ M fait correspondre ^ ( u ) : — • ^M, v est un isomor­

phisme d'après la proposition 2.1 de ( 2 l +), enfin u provient de l'appli­

cation composée *f*N —> *P* = » M qui est un monomorphisme. 

On vérifie alors aisément avec le diagramme ci-dessus que M est quasi-

injectif si et seulement si * F M est un A-module quasi-injectif. 

b) Nous pouvons maintenant achever la démonstration; soit M un B-module 

quasi-injectif on a ^ ( M 1 ) = » ^ ( M ) 1 pour tout ensemble I car <f 

admet un adjoint à gauche, par hypothèse ^ ( M ) 1 est quasi-injectif pour 

tout ensemble I donc ^ ( M 1 ) également et M 1 est un B-module injectif 

d'après le début de la démonstration, ce qui achève la preuve. 
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1.3.4 - Remarque : Sur un anneau commutatif tout module de type fini quasi-injec­

tif et fidèle est injectif, comme il résulte de 1.3.2 b) et 1.3.3 a). 

1.3.5 - Proposition : Si pour tout idéal bilatère CKde A, tout kfoi-module quasi-

injectif et fidèle est injectif alors A vérifie la condition Q. 

Soit M un A-module quasi-injectif, et &- - Ann(M) , l'idéal Ot est bilatère, 

M est alors un A/Ct-module quasi-injectif et fidèle donc M est un A/ct-module 

injectif, en particulier le A/et -module M est (A/Ot)g-injectif, mais on vérifie 

iamédiatement que ceci signifie que le A-module M est A/Ot-injectif où kl Oc est 

considéré comme A-module, i.e. par définition Ann(M) • G* C 1^, d'où le résultat. 

1.3.6 - Remarque : Il peut arriver que pour tout idéal bilatère Gt non nul tout 

A/Ct-module quasi-injectif et fidèle soit injectif sans que A vérifie la condi­

tion Q. Soit par exemple A un anneau principal, P un système représentatif d'élé­

ments extrémaux, et supposons que P soit infini, le A-module M - • A/, v est 

un A-module quasi-injectif (5) fidèle non injectif. Pour tout idéal propre Ot 1'an­

neau klCK est artinien donc tout A/ût-module quasi-injectif et fidèle est injec­

tif d'après 1.3.3 . 
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2 - Une caractérisation des anneaux noethériens. 

Il est bien connu que si A est un anneau noethenen, toute somme directe 

de copies d'un A-module quasi-injectif est un A-module quasi-injectif (5) • Nous 

nous proposons de démontrer ici la réciproque : 

2.1 - Proposition : Pour un anneau A les conditions suivantes sont équivalentes : 

1) A est un anneau noethérien, 

2) Toute sornne directe de copies d'un k-module quasz-injectif est un 

k-module quasi-injectif, 

3) Toute sornne directe de k-modules injectifs est un k-module quasi-

injectif. 

Nous démontrons 2)=*3) et 3)^1), l'assertion 1)^2) est dans ( 5). 

2)^3). Soit (M^)^ une famille de A-modules injectifs et M » n M., le A-module 

M est injectif et pour chaque i€ I on peut écrire M sous la forme M » M 1 « M.#P 
i i 

où P. - Il M. ; par hypothèse le A-module M* 1* - e M 1 - e M. • • P. est quasi-
1 j+i J i€I i 1 i 1 

injectif, donc • M. est quasi-injectif comme facteur direct d'un quasi-injectif. 
I 1 

3)^1). Nous montrons que toute somme directe de A-modules injectifs est un A-

module injectif, ce qui prouvera que A est noethérien. 

Soit u n e famille de A-modules injectifs. Il résulte de l'hypothèse que 

M - A • 9 M. est un A-module quasi-injectif, comme A est un sous module de M 
I 1 

on en déduit que M est A-injectif, donc injectif d'après le critère de BAER et 

6 M. est un A-module injectif comme facteur direct de M. 

i 1 
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3 - Modules quasi-projectifs * 

3.1 - Soit A un anneau, il résulte du dual de 1.1.9 a) que pour une classe 

S de A-modules p ^(S) est stable par sous-objets, objets quotients et sommes 

directes finies. La famille P des idéaux Ctde A tels que A/Gt, soit dans p *(S) 
o 

est donc un pré-site, et p '(S) est contenu dans Ob . On n fa pas toujours 

-1 G* S 

çT (S) - Ob c? . Cependant : 

S 

3.1.1 - Lernne : Les conditions suivantes sont équivalentes 

a) p '(S) est stable par sommes directes quelconques, 

b) Un A-module N est dans p l(S) si et seulement si N - PgN. 

a)^b) Si N « P N on peut écrire N comme quotient de • Ax qui est dans 
b xeN 

p * (S) par hypothèse, donc N est dans p 1 (S) . Si N est dans p ' (S) on a évidem­

ment N - P^. 

b)^a) car alors p ^(S) est égale à Ob & qui est stable par sommes quel-
S 

conques. 

Lorsque S est réduite à un seul module M on écrit P^ au lieu de P^ Mj• 

Il résulte alors du dual de 1.1.7 que pour une famille de A-modules 

0 0 A P«M. " 0 ?M- ' 
1 1 1 1 

3.1.2 - Lemme : Soient M et N deux A-modules dont lfun au moins est de type fini, 

alors M est ̂ -projectif si et seulement si P W(N) - N. 
M 

Si N est de type fini, engendré par Xj,...,x , on peut écrire N comme 

n -1 1 1 -I 
quotient de 6 Ax. qui est dans p (M) dès que N - P ^ , donc N est dans p (M) 

i-1 1 " 

i.e. M est N-projectif ; si M est N-projectif on a évidemment N - P^N. 
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Supposons maintenant M de type fini et N * P^N , soit N — } N/N un quotient 

de N et f un morphisme M —>N/N , on peut écrire N comme quotient de © Ax, et 
xcN 

puisque M est de type fini, on peut trouver des éléments x j f...,x de N tels que 

f(M) soit un quotient de © Ax ; par hypothèse Ax. est dans p '(M) pour i"l t.. tn 
i » l 1 

n -1 n 
et © Ax. est dans p (M), donc f se factorise par un morphisme f ' : M —>>© Ax 

i-i 1 i-i * 

qui composé avec l'injection © Ax. © Ax et l'application canonique © Ax — • H 
î-l 1 xSN x%N 

donne le relèvement cherché de f. 

3.1.3 - Proposition : Si tout module de S est de type fini ou possède une couver*-

ture projective, un module N est dans p *(S) si et seulement si N - p n . 
S 

Soit N « P N , il faut montrer que tout A-module M de S est N-projectif. 
o 

Si M est de type fini, on remarque que l'on a P gC P^, et ainsi N * P^N i.e. 

d'après 3.1.2 M est N-projectif. Si M a une couverture projective, on écrit une 

suite exacte © Ax — * N — » 0 , par hypothèse M est Ax-projectif pour tout xt N 
xfN 

et d'après le dual de 1.1*9 (b 1 ), M est n Ax-projectif donc © Ax-projectif 
x*N xeN 

puis N-projectif, puisque p 1 (M) est stable par sous-objets et objets-quotients. 

3.1.4 - Corollaire : Toute somme directe de copies d'un krmodule quasi-projectif 

de type fini est un k-module quasi-projectif. 

Soit M un module quasi-projectif de type fini et I un ensemble. Alors M^*^ 

est quasi-projectif si et seulement si p ( M ^ ) ce qui équivaut d'après le 

dual de 1.1.7 à M e p ( M ^ ) et d'après 3 . K 2 ceci équivaut à P^(M^) » or 

puisque M est quasi-projectif on a P ^ - M et par suite P (M*1*) - M^*\ c e 

qui prouve le résultat annoncé. 
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3.1.5 - Corollaire : Si un module M est de type fini ou possède une couverture 

projective alors M est projectif si et seulement si A * p ~ ^ ( M ) . 

La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement supposons que Aep~^(M) 

et soit N un A-module présenté comme quotient de A ^ \ il résulte de 3.1.3 et 

3.1.1 que A ^ est dans p ' (M) donc N est aussi dans p 1 (M) et M est un A-module 

projectif. 

3.1.6 - Corollaire : Sur un anneau corrmutatif tout module de type fini quasi-

projectif et fidèle est projectif. 

Soit ( X j,..,x n) une famille de générateurs du module quasi-projectif M f on 

a 0 - Ann(M) - f*\ A n n ^ ) 6 P M car M - ; donc A € p - 1 ( M ) et on conclut 
i»l 

avec 3.1.5 • 

3.1. - Corollaire : Soit A un anneau parfait, un k-module M est projectif dès 

que pour tout idéal en. c 6i(k) l'application canonique : 

HomA(M,A) »HomA(M,A/Oc) 

est surjective. 

est le radical de JACOBSON de A et un idéal CX de A est superflu dans 

A si et seulement si CX c ft(A) (lemme 2.4 p. 372 de C 1)). 

On va montrer que A est dans p l ( M ) f la conclusion résultera alors de 3,1 

Soit II un idéal de A et u : M —>A/J| un morphisme, on doit montrer que u se 

relève en v : M — • A . D'après l'hypothèse on peut supposer que II n'est pas su­

perflu dans A, i.e. il existe un idéal C tel que Tl • C • A et puisque A est par­

fait donc supplémenté on peut supposer que C est minimal pour cette propriété, il 

résulte alors du dual de I. 2.2.2 q u e \ o C est superflu dans C et par suite 
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dans A. D'autre part, comme t + C » A, on vérifie aisément que l'application 

canonique A/}j CI C A/}j possède une section S et il résulte de l'hypothèse 

que S 0u se relève en un morphisme v : M — * A qui donne le relèvement cherché 

de u ; d'où le résultat. 

Remarques : 

a) Le corollaire 3.1. donne une meilleure caractérisation des projectifs que le 

résultat obtenu dans la remarque 2.3 du chapitre I. 

b) La première partie du corollaire 3.1. figure dans ( 2 9 ) . 

3.2 - Si tout module M d'une classe S de A-modules possède une couverture projec-

tive, il résulte du dual de 1-1.9 que p ^(S) est une sous-catégorie fermée et co-

fermée de IMod A, i.e. une sous-catégorie fermée stable par produits quelconques, 

il existe donc un idéal bilatère (X de A tel que P soit formés des idéaux (X de 

A qui contiennent C^,(cf.( 3 1)). On a alors pour tout A-module M équivalence entre 

M * p '(S) et ft-gM - 0 ; avec ceci on a 

3.2.1 - Lemme : On a équivalence entre C* g - 0 et tout module de S eet projectif. 

Si - 0 on a p ^(S) = Ob IMod A et tout module de S est projectif; 

inversement si tout module de S est projectif on a A € p 1 (S) et C*gA - 0 donc 

° k • 0 • 

3.2.2 - Corollaire : Sur un anneau parfait A, tout k-module quasi projectif et 

fidèle est projectif. 

Soit M un A-module quasi-projectif, on a M € p \M) donc ^X^M • 0 en notant 

(*M au lieu de ^ M } > et ainsi C^c Ann(M), si M est fidèle on a C* M « 0 et M 

est projectif avec 3.2.1 . 
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Remarque : Si A est un anneau semi-parfait, la conclusion du corollaire est vraie 

pour les modules de type fini. 

3.3 - Modules bien couverts. 

3.3.1 - Définition : Un k-module M est dit bien couvert si M possède une couver­

ture projective P — * M — * 0 où P est un module parfait de IMod A au 

sens de (18). 

3.3.2 - Exemples : 

a) Sur un anneau parfait, tout module est bien couvert puisqu'alors tout module 

est parfait et admet une couverture projective. 

b) Sur un anneau semi-parfait tout module de type fini M admet une couverture 

projective P — » M — ^ 0 et on peut choisir P de type fini donc parfait ( 1 8) 

i.e. tout module de type fini est bien couvert. 

c) Tout quotient d'un module projectif parfait P est un module bien couvert car 

d'après le théorème 3.3 de(18)tout quotient M de P admet une couverture projec-

tive P — • M —>• 0 et P est facteur direct de P donc parfait. 

En particulier tout quotient d'un A-module bien couvert est un A-module bien 

couvert; toute somme directe finie de modules bien couverts est un module bien 

couvert car une telle somme est un quotient d'une somme directe finie de modules 

projectifs et parfaits qui est un module projectif et parfait d'après le corollaire 

de la proposition 3.7. p. 98 de ( 1 8 ) . 

3.3.3 - Proposition : Si M est un k-module bien couvert il existe un plus petit 

sous-module superflu N de M tel que M/N soit quasi^projectif. 
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Soit P -^*M — > 0 une couverture projective de M où P est un A-module projec­

tif et parfait. Supposons que M soit de la forme P/K où K est un sous-module su­

perflu de P, i.e. K c ft(P) ; et fl(?) + P d'après la proposition 2.7 p. 474 de 

0); de plus P/H(P) est un module semi-simple (prop. 1.1.3 de(18)et (R(P) est un 

sous-module superflu de P d'après la proposition 3.7 p. 97 de ( 1 8 ) , donc 

&(M) - q(tfl(P)) est un sous-module superflu de M et distinct de M tel que 

M/ft(M) P/ft(P) soit semi-simple donc quasi-projectif. 

D'autre part comme M admet une couverture projective, p *(M) est une sous-

o 

catégorie fermée de (IMod A) et nous pouvons donc appliquer à M le dual de 1.2.3 

i.e. M possède un plus grand quotient M/N où N est superflu dans M et M/N quasi-

projectif d'où le résultat. 

3.3.4 - Corollaire : Sur un anneau parfait k(resp. semi^parfait)> tout A-module M 

(resp. tout k-module de type fini) admet un plus petit sous-module su­

perflu N tel que M/N soit quasi-projectif. 

Ceci résulte de la proposition ci-dessus en tenant compte des exemples a ) 

et b) de 3.3.2 . 
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