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CATEGORLE DES A-MODULES NON-SINGULIERS

Claude LECLERC

INTRODUCTION

Cette thése eut pour point de départ une question formulée en Séminaire par
G. Maury sur la possibilité de "fonctoriser™ l'enveloppe injective. Une condition
sufficante pour qu'il en soit ainsi est de prendre comme catégorie de départ ia
sous—catégorie pleine (¢ de ModA dont ies cbjete sont les A-modules non-singuliers,
ce qui nous améne de fagon naturelle 3 nous intéresser 3 sa struciure.

Lla nocion de "suite pseudo-exacte”, introduite au Séminaire par G. MAURY, se
révéle alors particulidrement bien adaptée 3 cette &tude : par exempie un émi-
morphisme (resp. monomorphfsme) M ——$N de { est caractérisé par le fait que la
suite M —3 N — 0 (resp, 0 —s M —» N) est pseudo-exacte. On moatre ensuite
que ie guotient M/N d'un module non-singuliier M par i‘un de ses gous-moduies est
non-singulier si et seulement sf N n'a pas d’excension essentielle propre dans M,
ce qui permet de caractériser les objets~quotients de M et de montrer que ( est
une catégorie colocalement petite (elle est auss:i localement pecite). Le chapitre
I est comsacr® 4 ces questions ainsi qu’d 1'@tablissement d‘un certain nombre de
iemmes techniques nBcessaires i leur résolutiom., Par ailleurs, on caractdrise les
sous~objets normaux, les objets—quotients conormsux, et on montre que ( est une

sous-cati@gorie compléte de MbdAo
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Au chapitre 1II, on montre que C est un mono-sous-catégorie au sens défini par
Mitchell [f] , dont la sous-catégorie L des objets purs est constituée par les
modules injectifs non-singuliers, ce qui entraine que, contrairement au cas général,
L est une sous-catégorie abélienne de MbdAo On remarque alors que le foncteur
enveloppe injective défini sur C au chapitre I n'est autre que le foncteur co-
adjoint au foncteur inclusion de L dans C. De plus, on montre que le foncteur co-
réflexion de ModA dans C fait correspondre 3 tout A-module M son quotient par la
plus grande extension essentielle dans M du sous-module singulier MA de M ;
cette caractérisation permet alors d'établir que les objets de torsion de C au
sens de Mitchell [2] ne sont autres que les sous-modules de torsion définis par
Harada [6] . Enfin on montre que les objets injectifs de C sont les objets purs
et qu'ils peuvent &tre caractérisés dans C par des propriétés semblables 3 celles
bien connues pour les injectifs de MoqA.

Au chapitre III on commence par &tablir que, pour &tudier la catégorie C,
on peut supposer que l'anneau A est lui-méme non-singulier, ce que Ravel avait
déja remarqué pour certaines propriétés [5] . De fagon précise on démontre que
la catégorie C des A-modnles!non-éinguliers est canoniquement isomorphe 3 la
catégorie des B-modules non-singuliers ol B est 1'anneau non~singulier obtenu
par co-réflexion de A dans C. Ceci nous permet alors d'&tablir que C est une
catégorie abélienne si et seulement si B est un anneau semi-simple. De méme,
si B est un anneau noethérien, alors la sous-catégorie L des objets purs est
une sous-catégorie co-compléte de ModA (on sait déjd que c'est une sous-catégorie
compléte).

Enfin, A étant désormais supposé non-singulier en vertu de ce qui précéde,
on caractérise les objets projectifs de C comme étant ies A-modules semi-gsimplesg

et projectifs, ou, ce qui est Equivalent, les sommes directes d’idéaux 3 gauche
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simples et facteurs directs de 1'anneau A. Il en résulte immédiatement que - catégoril
des A-modules sans-torsion sur un domaine d'intégrité qui n'est pas un corps ne
posséde pas d'objet projectif non nul. On montre ensuite que les objets de C qui

sont Juotients dans C d'un objet projectif de C sont ceux dont le socle est essentiel
et projectif. Enfin une condition nécessaire et suffisante, portant sur 1l'anneau de
base A, pour que la cgtégorie C posséde suffisamment d'objets projectifg conduit a

la caractérisation d'un certain tY?e d'anneaux dont 1'&tude semble pouvoir donner

lieu 3 des développements ultérieurs.

Le chapitre IV est consacré a‘gne étude €lémentaire de 1'homologie dans C.

On obtient entre autres un pseudo;léune des cinq, ainsi qu'un pseudo-leﬁme du
serpent. Des contre-exemples illu;trent le fait que, dans la plupart des cas, il
est nécessaire d'imposer aux suites considérées d'Stre exactes 3 certains endroits
(et non pas seulement pseudo-exactes). Enfin on montre que les résolutions injec-
tives dans C(resp. projectives lorsqu'elles existent) d'un objet M de C possédent
le méme type d'homotopie que la rééolution 0— H—-)ﬁ —20—20— ..,

(respe ¢ooo =900 —3S—3 M —>0) ol ﬁ et S désignent respectivement une
enveloppe injective et le socle de M.

Signalons pour terminer que, I désignant une famille de Sanderson (autrement
dit une famille topologisante et idempotente [12) ) d'idéaux de 1'anneau A, les
résultats des chapitres I et II peuvent s'appliquer intégralement, avec des modi-
fications &videntes, 3 1'&tude de la sous-catégorie pleine Cz de ModA dont les
objets sont les A-modules I-non-singuliers, c'est-a-dire tels que jz(H) =0 19 ,

et que notre &tude a &té généralisée par M. Hacque aux mono-sous-catégories d'une

catégorie de modules [lﬂ .
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CHAT.SRE I : FONCTORISATION DE L'ENVELOPPE INJECTIVE,
PROPRIETES ELEMENTAIRES DE LA CATEGORIE DES MODULES NON-SINGULIERS,

Dans toute la suite nous &tudierons une certaine sous-catégorie C de la
catégorie ModA des modules 3 gauche unitaires sur un anneau unitaire A non nécessa:
rement commutatif.

Toutes les notions : module, idéal, etc... seront entendues "3 gauche" sauf
mention expiicite du contraire.

La notation N¢M exprimera le fait que N est un sous-module de M,

La notation N& N' signifiera que les modules N et N' sont isomorphes.

Si X est une partie d'un module M telle que O €X, alors on désignera par x*
1'ensemble privé de son zéro.

Enfin, 1'ouvrage de référence pour toutes les notions sur les modules et
1'homologie sera le livre "Homological Algebra" de H. Cartan et S. Eilenberg [1]
et les définitions "catégoriques" seront celles du livre "Theory of categories"”

de B. Mitchell [2] .

I. DEFINITIONS ET RAPPELS

Définition 1.1 : Soit N un sous-module de M.

On dit que N est essentiel dans M, ou que M est extension essentielle dbAu,
ez que l'on note NaM, 81 les deux propriétés équivalentes sutvantes sont
vérifides :

1% (Vxen®) (Jaea) (axen)

2°) (N%$M et N'N N = 0) = (N' = 0)

On trouvera en [3] les démonstrations des principales propriétés de la relation

d‘essentialité qui sont :
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(El) Transitivité : (Nd M et Md4P) = (N4P).

(Ez) Convexité : (NMSP et NdAP)=——=> (NJM et MaP).

(E3) Pour tout sous-module N de M, il existe un sous-module N' de M maximal parmi
les sous-modules de M dont 1'intersection avec N est réduite & O. On dit alors
que N' est un complément relatif de N dans M, et on a : N @ N'A M,

(E,) Tout sous-module N de M posséde au moins une extension essentielle maximale

4)
dans M.
Enfin, on vérifie immédiatement que la relation d’essentialité est une relation

d’ordre dans le treillis T(M) des sous-modules de M.

Définition 3.2 : Un sous-module N de M est dit fermé dans M si :

(NAN'SM) =3 (N' = N).

Soit N un sous-module de M. Alors pour tout x €M l'ensemble
N:x= {aeA 3 a Xe N} est un idéal de A (c'est 1'annulateur de la classe de x
dans le module quotient M/N).
On vérifie alors facilement que 1'ensemble
MAil{er 3 O ¢ xAA}

est un sous-module de M que l’on appelle le "sous-module singulier" de M.

Définition 1.3 : Un module M est dit "mom-singulier" si x%- 0.

Enfin, nous tirons de [2] (1.3.6) les deux définitions suivantes :

Définition 1.4 : On dit qu'une catégorie C est une "sous—catégorie” d'une catégorie A

8i les conditions suivantes sont vérifides :

(i) La classe des objets de C est contenue dans la classe des objets de A.
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(1) Honb (C,C') CHom AC,C') pour tout couple (C,C') d'objets de C.
{i11) La composition des morphismes dans C est le méme que dams A.

(iv) IC est le méme dans C et dans A pour tout objet C de C.

Définition 1,5 ¢

Si1 de plus Hom (,(C’C') = HomA (C,C') pour tout couple (C,C') d’'objets

de C, alors on dit que C est une "sous-catégorie pleine” de A,

Dans toute la suite nous désignerons par C la sous-catégorie pleine de ModA
dont les objets sont les A-modules non-singuliers et dont les morphismes sont
les homomorphismes de A-modules (C est donc additive).

Exemple : C = ModA si et seulement si A est un anneau semi-simple.

(Nous en verrons la démonstration plus tard).

1I. FONCTORISATION DE L'ENVELOPPE INJECTIVE

o)
Soient M et ¥' deux modules, ff et M' deux enveloppes injectives de ces modules,

A A
0—>M ——i—)M Comme M' est injectif, pour tout homomorphisme £ : M — M',
f 1 h l il existe un homomorphisme h : M _— M’ prolongeant f,
H'_L)ﬁ'

Mais en général cet homomorphisme h n'est pas unique, ce qui nous interdit de
définir un "foncteur enveloppe injective". Or une condition suffisante de fonc-
torisation de l'enveloppe injective est de nous restreindre & la sous-catégorie
pleine C des modules non-singuliers. Ceci résulte en effet de la proposition

suivante :

Proposition 2.1, : St M' est un module non-singulier, alors l'homomorphisme h du

diagramme précédent est unique.
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Démonstration : Supposons f = 0 et montrons que cela entrafne h = O (on garde les

A
notations précédentes). Comme 0 = M'® = M'n i , M' essentiel dans M' entraine
I~
M’4 = 0, Soit x& ¥, On va montrer que h(x)e M's , c'est-d-dire que 0 : h(x)a A,
ce qui achévera la démonstration. Soit donc ac A, si ah(x) = 0 c'est terminé.
o
Sinon or a ax€ M¥*, et comme M4f 11 existe beA tel que baxe M*. Mais alors on a

2
3 la fecis ba # O et bah(x) = h(bax) = f(bax) = 0, ce qui montre que ba € (0:h(x))

et établit le résultat.

Corollaire 2.2. : On peut définir un foncteur covariant, noté %, de C dans C

de la fagon sutvante :

- A tout objet M de C on fait correspondre l'une de ses enveloppes
injectives ?{ (elles sont toutes isomorphes et on vient de voir qu'elles
sont dans C),

~ A tout homomorphisme f : M—> M’ entre deux objete de C on fatt
correspondre 1 'homomorphisme de ¥ dans ﬁ', noté ’f\, dont on vient

d'établir i'existence et l'unticité.

Démonstration : les axiomes des foncteurs covariants résultent trivialement de

~
1'unicité du morphisme précédent; Ainsi pour montrer par exemple que gof = 'g\.?

il nous suffit de vérifier qu'ils cofncident sur M, ce qui est immédiat puisque

f N A N A A
M M' 8 M Bofol = 1"o(gof) et que (Bo)ol = Bo(fel) = Z(i'of) =

i‘l’ i"l’ i"l - (é\@i")@f = (i".8)of.
A A

M f—;ﬁ' g

Corollaire 2.3. : Le foncteur ® de C dans C ainsi défini est un plongement additif.
o ° /\
St de plus l'’anneau A est commutatif, alors af = af pour tout a€A

et tout homomorphisme f : M —> M' entre objets de C.
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A N P
Démonstration : le fait que £ + h = £ + h (et que af = a? lorsque A est commutatif)

NN
résulte de ce que £+ 0 o 1= i's (E+h) = ' £+ i'.h = Fui + hot = (£ + D).1,
P
et que af.i = i'.(af) = a(i'.f) = a(?.i) = (aﬁoi.
Enfin si £ =0, on a 1'.f = f.i = 0.1 = 0, d'od £ = 0,

-

Tout cela nous améne de facon naturelle 3 nous intéresser & la structure de la
catégorie C des modules non-singuliers : quels sont les monomorphismes, les &pi-
morphismes ? A-t-elle des noyaux, des conoyaux, des sommes fibrées ? Quels sont
les objets injectifs, projectifs ? Est-elle ab&lienne ? exacte ? etc...

C'est dont 3 la résolution de toutes ces questions que sera consacré le reste de

ce travail.

III. PRELIMINAIRES

G. Maury a introduit, en séminaire, les notions de "suite pseudo-exacte"
et de "foncteur pseudo-exact" qui se révéleront particuliérement appropriées a
1'étude de la catégorie €. Nous ne les énoncerons ici que dans le cas particulier

des modules.

Définition 3.1 : Une suite M— S M-BsM'de modul est dite "pgeudo-exacte en M"

ou plus briévement pseudo-exacte st Im £4Kerg (on a done en particulier

ggf = 0).

Définition 3.2 : Un homomorphisme £ : M—>»M" de modules est dit un "pseudo-

éptmorphisme” 81 la suite M- M'— 0 est pseudo-exacte, c¢'est-d-dire

8t Im fa M".

Remarque : La suite 0—> M' ——f—-> M de modules est pseudo-exacte si et seulement

si f est un monomorphisme. (Cela résulte de ce que Od N &quivaut 3 N = 0),
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Définition 3.3 : Un foncteur de modules est dit "pseudo-exact" s'il transforme

toute suite pseudo-exacte en une suite pseudo—exacte.

Lemme 3.4 : Soit N un sous-module d'un module M. Alors :

(2) {NaM} =y (VxeM) (N : xaA)} & {(H/N)d = M/N}

(77) Si de plus M‘- 0, alore les trois assertions sont équivalentes.

Démonstration :

(1) Soit a€A¥*, si ax¢N, comme N4 M i1 existe be A tel que baxeN’(, et
dont tel que ba e(N:x)*. Enfin 1'équivalence entre les membres du milieu et de
droite résulte de ce que, si 1'on désigne par x la classe de x modulo N, la
relation O : xd A équivaut & N : xaA.

(11) Supposons M4 = 0. Si N n'&tait pas essentiel dans M, il existerait
xeM* tel que pour tout a<€A on ait ax;.[N ou ax = O, ce qui montre que

N :x=0: x. Comme N : x4 A par hypothése, on aurait ainsi x€M , contredisant

M2 = 0,

Lemme 3.5 : Sotent M, N,P troie modules tels que NdP et M2 = 0. Alors pour

tout ye M et tout xeP il existe a€A tel queaxeN et ay ¥ 0.

Démonstration : D'aprés le lemme 3.4 (i) on a N : xAA, et 8'il n'existait

pas un tel a alors on aurait N : x&0 : y<A, ce qui entralnerait 0 : yaaA

(Propriété EZ) c'est-3-dire y eM4 contredisant ainsi M% = 0.

Théoréme 3.6 : Si M est un module tel que M2 = 0, la relation d'essentialité

est compatible avee l'union dans le treillis des sous-modules de M.

Tout sous-module N de M posséde une plus grande extension eseentielle
dans M, @ savoir le sous-module :

N= x€M;N:x4A} ,
et la tretllis des sous-modules de M fermée dans M est un treillie
complet , modulaire et complémenté.



Catégories des A-modules non-singuliers
10

Ce théoréme a été démontré par Johmson, [4] , dans le cas particulier oi 1'anneau

A est el que A® = 0, Cette restriction fut ensuite levée par J. Ravel, (s ¢p. 42).

Remarque : La relation d'essentialité est toujours compatible avec 1l'intersection
finie dans le treillis des sous-modules de M. (immédiat).

Enfin, 3 titre de premiére application, nous &noncerons la :

Proposition 3.7 : Le foncteur © défini au paragraphe précédent est pseudo~

~N
exact, et l'on a Ker faKer f et Im fa Inf,

Démonstration :

M _.f__, M' __g_)M" Comme 'f\ prolonge f on a déja Ker f<Ker T et
X
l/ g l g l Im £€Im . Soit x € (Ker ?) . Comme Ma ¥ 11 existe
-~
z $ o & O acA tel que ax€M*, Mais alors f(ax) = f(ax) =
7/ /

= aT(x) = 0, ce qui montre que ax ¢ (Ker £)* et
établit Ker fJ4 Ker ?.

Supposons enfin la suite Mir M —8 M pseudo-exacte, c'est-d-dire Im f4 Ker g
D'aprés ce qui précéde on a Ker go Ker g, et par suite iIm fAKer g (propriété E

A ~

-

>

propriété E2 nous permet de déduire Im falm Tetm f Rer g, ce qui achéve 1la

démonstration,

IV. APPLICATIONS

A partir d'ici, et jusqu'd la fin du Chapitre I, nous ne considérerons plus
que des objets de C, c'est~3~dire des modules M tels que M2 = 0,

I1 est alors immédiat que pour tout sous-module N de M on a aussi N® a g
]

ce qui nous améne 3 nous demander s'il en va de méme pour le quotient de M par N,

La réponse, négative en général, est donnée par la :
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11.

Proposition 4.1 :

Pour Que M/N)2 = 0 ©1 faut et il suffit que N soit fermé dans M.

Démonstration :

Nécessité : en vertu du lemme 3-4, NAN' entrafne N'/N = (N' /N2 < (M/N)2 = 0,

d'ol N' = N, ce qui montre que N est fermé dans M.

Suffisance : Contraposons : si (M/N)A ¥ 0, il existe un sous-ﬁodule N' de M
contenant strictement N et tel que N'/N = (M/N)®. On a donc
ainsi (N'/N)A = N'/N, -ce qui &quivaut @ NON' (lemme 3-4) et montre
que N' est une extension essentielle propre de N dans M,

Etudions maintenant les propriétés &lémentaires de la catégorie C. Ker f et Imf

ayant leur signification habituelle dans ModA, nous avons la :

Proposition 4.2 : Soit £ : M—aM' un morphisme de C.

(¢) £ est un monomorphieme dans C 8i et seulememt 81 Ker £ = O

(i1) £ est un épimorphisme dans C 8i et seulement 8t Tm f<& M'.

Démonstration :

(i) Si Ker £ = 0 et 81 u et v sont deux morphismes de N dans M tels que f.u = f.v,
alors pour tout x€N on a2 (u(x) - v(x)) €Ker £ = 0, ce qui montre que u = v,
Réciproquement, soient i et o 1'injection canonique et l1'application nulle
de Ker f dans M. Comme Ker f est un objet de C, 1 et o sont deux morphismes
de C tels que f.i = f.0 = 0. Donc 8i f est un monomorphisme dans C on a 1 = o,

ce qui montre que Ker f = O,

(i1) D'aprés le th&oréme 3-6, To T est un objet de C, et comme Tm £< Im £
¢

1'application canonique M'——" M'/Im F est un morphisme de C (proposition 4-1)

tel que ¢.f = 0 = O, £. Donc si f est un &pimorphisme on a ¢ = 0, c'est-a~dire

In f = M' ce qui montre que Im fJ M',
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Réciproyuement supposons Im £ 4 M’ et soit v ¢ M'——M" un morphisme de C tel
que v.f = 0, Pour tout yeM' on a Im £ : yA A(lemme 3-4). Or comme v.f = 0, on
aaussi Imf : y 0 : v(y)§ A, ce qui entraine 0 : v(y)d A, c'est-d-dire

v(y) € (M")4 = 0, et montre que v = O,

Corollaire 4-3 : Soit £ : M—M' un morphisme de C.

(1) £ est un mvomorphisme dans C 8i et seulement si la suite 0 —M _f_)x'
est peeudo-exacte,
(i) £ est un épimorphisme dans C 8i et seulement si la suite M.._fl, M'—30

est pseudo-exacte.

Remarque ¢

1) A partir de maintenant nous réservons le terme "&pimorphisme" aux morphismes

qui sont des épimorphismes dans MA' et nous appellerons, conformément & la défi-

nition 3-2, "pseudo-épimorphisme" les Epimorphismes dans C.

2) Un morphisme f : M — 5 M' de C est un isomorphisme si et seulement si
Ker f = O et Im f = M'. (En effet, 1'existence d'un morphisme g : M'_yM tel que
£.8 = Ly entraine Im £ = M').

Une question se pose alors immédiatement : la catégorie C est-elle balancée ?
C'est-3-dire : tout morphisme de C qui est 3 la fois un monomorphisme et un pseudo-
épimorphisme est-il un isomorphisme ? La féponse est non en général comme le montye

1'exemple suivant :

Exemple : Prenons pour A 1'anneau Z des entiers rationnels, Comme Z est intégre,

on a2 =0, c'est-3-dire Z2€C. De méme 1'ensemble Q des nombres rationnels est

un objet de C, et il est immédiat de vérifier que Z4 Q. Ainsi 1'injection canonique :
i : Z—>Q est 3 la fois un monomorphisme et un pseudo-épimorphisme, et n'est

cependant pas un isomorphisme,
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Nous verrons au Chapitre III que C est balancée si et seulement si C est iso~
morphe a3 ModB ol B est un anneau quotient de A bien déterminé et semi-simple.
-I1 est immédiat que les sous-objets d'un objet M de C sont les A-modules

isomorphes & un sous-module quelconque de M.

-Par contre, pour déterminer les objets—quotients de M, nous aurons besoin du

lemme suivant :

Lerme 4-4 :
Soit £ : M—>M' un homomorphisme de modules, et supposons de plus que
M = 0,
(1) Na P;<M entraine £ (N)A£(P).
| (i) Si N' est un sous-module de M' fermé dans M', alors £l N")est
fermé dans M,

Démonstration :

(1) D'aprés le lemme 3-4 (i), NA P entrafne N : xA A pour tout x€ P. Comme
N : xJI£f(N) : £(x) <A, nous avons donc f(N) : f(x)a A (Propriété EZ)’
soit finalement f(N) : yd A pour tout y€ £f(P).
Comme M4 = 0 entraine f(l’)A = 0, nous avons donc bien f(N)4 £(P), en vertu du
(11) du lemme 3-4,
(11) Soit P une extension essentielle de f-l(N') dans M. D'aprés ce qui précéde
on a déja f(f-l(N'))A f(P), c'est-d-dire N'N Im f4 £f(P). Mais ceci entraine
Nd K#H£(P), iEn effet, soit y = n' + £(x)€ (N' + £(B)J avec x€P. 51 £(x) = 0
c'est terminé ; sinon, comme f-l(N')d P, il existe en vertu du lemme 3-5
un élément ac A tel que axe€ f-l(N') et ay ¥ 0, ce qui montre que ayeN'*
et &tablit le résultat. Comme N' est fermé dans M', on a donc N' = N' + £(P)
ce qui montre que f(P) < N', et par suite que P< f-l(f(P))\< f-l(N'), achevant

ainsi la démonstration.
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Nous pouvons maintenant démontrer la :

Proposition 4-5 : Lee objets—quotients d'un objet M de C sont les extensione

essentielles des A-modules M/N ou N parcourt l'ensemble des sous-

modules de M fermés dans M.

Démonstration : Soit M' un objet-quotient de M de représentant p : M—3M’,

p étant un pseudo-épimorphisme, on a Im paM'. Comme o est fermé dans M', il
résulte du lemme 4-4 que Ker p = p-l(o) est un sous-module de M fermé dans M.

Nous allons montrer que M' est extension essentielle de M/Ker p. En effet,

soit ¢ : M/Ker p—yIm p 1l'isomorphisme canonique, et { :0Im p—5M' 1'injection
canonique ; i.¢ est bien un monomorphisme essentiel de M/Ker p dans M' puisque
Im(I.¢) = i(¢(M/Ker p)) = {(Im p) = Im pd M'. Réciproquement, si M' est extensiom
essentielle de M/N ol N est fermé dans M, soit p : M—M/N 1'Eépimorphisme canonique
et 1 s M/N—5M' 1'injection canonique. Comme N est fermé dans M, M/N est un objet
de C (Proposition 4~1), et p. est un‘morphisme de C. Mais alors i.p est un mor-
phisme de C tel que Im(i.p) = i(p(M)) = 1(M/N) = M/NAM', c'est-d-dire un pseudo-

épimorphisme, ce qui montre que M' est un objet-quotient de M.

Corollaire 4-6 : La catégorie C des modules nom-singulier est localement petite

et colocalement petite.

Démonstration : Seul le "colocalement petite” n'est pas &vident. Soit F

1'ensemble des sous-modules de M fermés dans M; D'aprés la démonstration précédentep-
nous pouvons prendre comme classe représentative des objets-quotients de M :

N\ N
) IM M/N{M'{H/N) (o M/N est une enveloppe injective de M/N), qui, &ta

NEF
réunion d'une famille d'ensembles indexée par un ensemble, est aussi un ensemble.
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Proposition 4-7 : Tout morphisme £ . M—M' de C admet pour noyau dans C -

Ker f ={x€M ; £(x) = o } » et pour conoyau dans C : M'/Im £.

Démonstration : Que Ker f soit noyau de f dans C au sens catégorique est immédiat.

Montrons que 1'épimorphisme canonique p : M'—3M'/Im f est conoyau de f dans C .
Im f étant fermé dans M', M'/Im f est un objet de C (Proposition 4-1), de sorte

que p est un morphisme de C . De plus on a p.f = O Puisque Im f £ Im.f.

M £ H'_ P M'/Im £ Soit maintenant g : M'—>M" un morphisme de C tel

7’

g h que g.f = O, Il nous reste 3 montrer qu'il existe

L un morphisme unique h : M'/'Im f -—>M" tel que h.p = g.
M"k

Or, si yeIm f on a Im f : yAA puisque Im £ A In £ (Lemme 3-4). D'autre part

g-f = 0 entrafne Im f : y < 0 : g(y)<A. (En effet, ay = f(x) implique ag(y) =

g(ay) = g(£(x)) = o). D'aprés la propriété E, ceci entrafne 0 : g(y)4 A, c'est-a-
dire g(y)eM"A = 0. Ceci nous permet de définir une application h : M'/Im £—>M"
par h (p(y)) = g(y), et il est alors immédiat de vérifier que h est un homomorphisme

et que h.p = g, Enfin 1'unicité de h résulte de ce que p est un &pimorphisme,

Définition 4-8 : Un sous-objet N d'un objet M de C est dit "mormal” 8'il existe

un morphieme £ : M—>M' de C tel que N = Rer £ . Une catégorie est dite

normale" 8i tout monomorphisme de cette catégorie est normal.

Dualement, nous avons la définition :

Définition 4-8 bis : Un objet—-quotient P d'un objet M de C est dit "econormal”
8'il existe un morphisme t ; M.—>M de C tel que P soit conoyau de £
dans C.
Une catégorie est dite "conormale” ei tout épimorphisme de cette

catégorie est conorml.
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Nous avens la @

Proposition 4-9 ¢ Soit M un objet de C.

(i) Les sous=objets normaux de M sont les sous-modules de M fermés
dans M,
(i1) Les objets-quotients »cvcrmaux de M sont les quotients (dans HodA)
de M par ses sous-objets normaux.
(i11) Il existe une bijection entre l'ensemble des sous-objets normaux
de M et l'ensemble de ses objets—quotients comormaux, et cette

bijection renverse 1'ordre.

Démonstration @

(1) Si N est fermé dans M, alors M/N est un objet de C (proposition 4-1) et N
est noyau de 1'épimorphisme canonique M—>M/N qui est dans C . Réciproquement
si un sous-objet N de M est noyau d'un morphisme f : M—M' de C, alors, o
étant fermé dans M', N = Ker £ = f-l(o) est ferm®é dans M( lemme 4-4),
(i1) Si N est fermé dans M, on a N = N, et M/N =« M/N est conoyau dans C de 1'inject-
tion canonique i : N—3M en vertu de la proposition 4-7.
Réciproquement, 8i P est conoyau dans C du morphisme f : M'—M, alors P
est isomorphe & M/Im £ (Proposition 4-7) et Im f est fermé dans M.
(ii1) La bijection est définie par N—3M/N pour tout sous-module N de M fermé
dans M, et on sait que cette bijection renverse l'ordre.
Nous voyons ainsi que C n'est, en généfsl, ni»normale, ni conormale, puisqu'il
peut exister des sous-~modules non fermés dang_ M (par exemple ceux dont M est

extension essentielle).

Nous verrons au Chapitre III que C est normale (resp. conormale) si et seulement

si C est balancée.
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V. LIMITES DE DIAGRAMMES

Nous allons nous attacher maintenant & €tablir la proposition suivante qui

sera d'une trés grande importance pour la suite :

Proposition 5-1 : C est une sous-catégorie "compléte” de Mod,

Pour ce faire, nous avons besoin d'un certain nombre de définitions et de lemmes.

Définition 5-2 : On appelle "type de diagramme” un triplet I = (I,M,d) o2 I est

un ensemble dont les éléments sont appelés "sommets", M est un ensemble

dont les éléments sont appelée "fldches", et d est wne application de M
dans 1 x 1,

i m€M et si d(m) = (i,j), alors on dit que i est "1'origine" et j "1'extrémité"
de la fléche m. ([2] s II-1),

Définition 5-3 : Un "diagramme" dane la catégorie C sur le type de diagramme T est

une fonetion D qui assocte & chaque sommet 1 €1 un objet D, de C, et Q
chaque fléche m d'origine i et d'extrémité j un morphieme D(m) : D—> Djo
57 I et M sont des ensembles finis, alors on dit que I est un type de

diagramme fini et que D .t un diagramme fini.

Définition 5-4 ¢ Sz C est un diagramme dans C sur I =

3 est "gompatible" avec D 8i pour

D
/ v (I,n%d) nous dison8 qu'une famille
, i .
< D(m) (X—=>D,), .1 de morphismes de C
\ D, toute fliche meM le diagramme ci-

contre est commutatif.,
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f
Enfin, la famille (X—=3D ) pest dite

b4
I\gi une "limite" pour D si elle est compatible
l Vni et 82’, pour toute autre famille compatible
(Y‘"}‘)Di)icl’ il existe un morphisme unique
Y.;L)x tel que, pour tout i€ I, le diagramme

ci-contre soit commutatif.

Définition 5-5 : La catégorie C est dite "I-compléte” si tout diagramme dans C

sur I posséde une limite dans C.
Enfin C est dite "compléte” si elle est I-compléte pour tout type

de diagramme L.

Remarques :

- Nous avons &videmment les notions duales de famille cocompatible, colimite,
catégorie I-cocompléte et cocompléte.

- A titre d'exemple : la catégorie ModA des A-modules & gauche unitaires sur
un anneau unitaire A est une catégorie compléte et cocompléteok

Nous avons encore besoin d'une définition :

Définition 5-6 . C reraq dite une "soua-cafégorie compléte" de MOdA st elle est
compléte et 8i le fonoteur inclusion CV>Mod, préserve les limites

(12 , 1r -6).

Remarque ¢
Cela revient 3 dire que la limite dans Mod, de tout diagramme de C est dans C.

Nous sommes maintenant en mesure d'établir la proposition 5-1. Pour ce faire,

commengons par démontrer le lemme suivant ¢
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Lemme 5-7 ¢

{1) Pour toute famille (Mi) de modules, on a

iel
ar A _TT uo ® A _ @ nb

(re1 My Sder My » Ger My) rer My -
(i1} Pour toute famille (Mi) d’objets de C le produit direct

iel
T .
iEIMi et le somme directe 121 Mi darns ModA sont encore des

objets de C,

Démonstration :

(i) Soit (xi) un &lément de N . M., Comme O : <xi)iel = iQI (o : xi),

ie1 fel "4

i1 résulte de la propriété E2 que si (xi) € (g;’; Hi alors x,e M2

iel i i
pour tout i€1. On a de m€me : (12[ Mi)d\< 1?1 .HiA . Montrons enfin que

a a 4 - -1 .
& M < (8 M)A . Solt (x,); ;€8 ML, et posons H ={1€1 ; x, # o} .
b4 - 0 - .
H est une partie finie de I et on a O : (xi)i 1 i’e‘I (o : xi) ‘I H‘(O : xi)

Par hypothése on a 0 : x,A A pour tout i€ I, La relation + :ssentialité

i
étant compatible avec 1l'intersection finie, on a donc QH (0 : xi)d A

a
€

ce qui montre que (xi)ieI (121 Mi) s

(11) Ceci résulte trivialement du (i) précédent et de ce que, si ia famille

(Mi)ie‘I est une famille d'objets de C; on a Mf = 0 pour tout 1€1I,

Utilisant la proposition 2-9 de [2] ~Chapitre II - § 2, nous savons que 81 D
est un diagramme dans C de type I=(I,M,d), alors une iimite pour D dans HodA est

donnée par la famille de morphismes :

~

o ey Xer (p - D(m) pj)

Py
inclusion T
canonique” hel Dh ’Di

ot d(m) = (j,k) et ol p; désigne le ime projection du produit.Or, d'aprés le
lemme 5-7 (ii), ;’Z: D, est un objet de C ; par suite son sous-module

Q Ker (pk - D(m)pj) aussi, Nous voyons ainsi que la limite dans ModA d'un
m&M

diagramme quelconque de C est dans C, ce qui montre que C est une sous-catdgorie

compléte de ModAo
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Remarque : Il résulte de tout cela que, lorsque nous parlerons de limites de
diagrammes de C, il n'y aura pas lieu de préciser si 1'on considére ces limites
dans C su dans Mod, .

Enfin, pour clore ce chapitre sur les propriétés élémentaires de la catégorie C des
modules non~singuliers, nous indiquerons la décomposition canonique dans C d'un

morphisme quelconque f : M——5M' de C :

isomorphisme monomorphisme

Coim f = Coker(ker f) = lz{Ker £ > Im £ essentiel_) Im £ = ker (coker f)
y
M £ >, 1\4'

-
™~

'/Im £ = Coker f

b
L4
O v =

les deux colonnes verticales étant exactes.
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CHAPITRE I1 : CARACTERISATION DES OBJETS INJECTIFS DE LA CATEGORIE C.

MONO-SOUS-CATEGORIES , SOUS-MODULES DE TORSION - OBJETS PURS.

I. OBJETS INJECTIFS DE C

Définition 1-1 ¢

0—=>N—L5M  Un objet Q de C est dit "injectif dans C "
Vd
fl/ e si, quels que sotent les objets N et M
Qb/ g de C, le morphisme £ : N—Q et le mono-

morphisme i : N—sM, ¢l existe wun morphisme
g : M—>Q prolongeant £, c’est-d—dire tel

que g.i = £,

Les objets injectifs de C sont caractérisés par la proposition suivante :

Proposition 1-2 : Un objet Q de C est injectif dans C et et seulement 81 il est

injectif dans ModAo

Démonstration ¢ Si Q est injectif dans MmdA i1 est &videmment injectif dans C.

Réciproquement, soit Q un objet de C injectif dans C, et 6 1°une de ses enveloppes

i
0—Q ———V,Q injectives dans ModAo Nous avons vu en
/
1 7 h démontrant la proposition I-2-1 que 6
Q .
Qb' est aussi un objet de C. Par suite il

A
existe h : Q —Q tel que h.i = iQQ
A
(diagramme ci-dessus). On vérifie alors facilement que Q = Q ® Ker h. Mais Q étant
essentiel dans 6, QNKer h = 0 entrafne Ker h = 0, d'od /Q\ = Q, ce qui montre que Q

est injectif dans ModAo

Il en résulte que, pour tout objet M de C, les enveloppes injectives de

M dans C ne sont autres que ses enveloppes injectives dans ModAo
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On peut alors se demander si les objets injectifs de C possédent dans C les

mémes caractérisations que dans ModAo La réponse est donnée par la :

Proposition 1-3 : Soit Q un objet de C. Alors les assertions suivantes sont équi-

valentes :

(7) Q est un objet injectif de C.

(£2) Q est fermé dans tout objet de C dont il est sous-objet

(ii1) Toute suite dans C de la forme 0— Q—>M —N -0, exacte en Q
et en N et pseudo-exacte en M, se décompose (c’est-d-dire M = Q' @& N'

avee Q¥ Q et N¥ N) .,

Démonstration @

(1)=y(ii1) : Si Q est injectif dans C, il est injectif dans ModA, et par suite
fermé dans tout A-module dont il est sous-module, donc en particulier
dans tout objet de C dont il est sous-objet.

(11)==(1) : Q est alors fermé dans son enveloppe injective dans ModAG . Mais
ceci entrafne que Q est injectif dans ModA, et par suite aussi dans C.

(1y=x(111) : Q" = Im(Q —»M) est un sous-module de M isomorphe & Q, donc injectif,

et par suite est un objet injectif de C.

00— Q—>M Or nous venons de voir que Q' est fermé dans M, ce qui entratne
1 J/ Q' = Ker (M—5N) puisque, la suite &tant pseudo-exacte en M, on

¥ avait Im(Q-—->M)a Rer {M—>N).

De plus, il existe h : M—3Q prolongeant 1_ 3 M (diagramme ci-avant), et on

Q
vérifie facilement que M = Q' ® Ker h, ce qui entraine Ker h™® M/Q' = M/Ker(M—>N)

& Im(M —>N) = N, puisque 1la suite est exacte en N, et &tablit le résultat.
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(iiz) ?(i) 3 Soit/Q\ une enveloppe injective de Q. La suite dans {
0—>0Q —%6—}0—709 ol { est 1'injection canonique de Q dans 6,
satisfaisant aux conditions de 1'hypothése se décompose, ce qui
montre gque ,(‘2 = Q et achéve la démonstration.

Remarque : L'hypoth&se de 1l'exactitude en N (au lieu de ia pseudo-exactitude)

est indispensable, ainsi que le montre le contre-exemple suivant :

Prenons pour A 1'anneau Z des entiers rationnels. La suite 0—>0—>Z> Q-30,

oli Q est 1'ensemble des nombres rationnels, est une suite pseudo-exacte de C

0 est injectif dans C; et pourtant cette suite ne se décompose pas car sincn Z

serait divisible (en tant que groupe abélien).

II. CO-REFLEXIONS - MONO-SOUS-CATEGORIES ( [2] , V-5 et V-6).

Soient A une catégorie, C une sous-catégorie de A, et M un objet de A,
Une "co-réflexion" de M dans C est un couple (R(M)), fu) ol R(M) est un objet

de C et fM ¢ M—>R(M) un morphisme de M dans R(M) tel que pour tout objet M
(o4

de C et tout morphisme M —-)M' i1 existe un unique morphisme R(M)—f-—9 M’

H————)R(M)
\ / dans C rendant le diagramme ci-contre commutatif.

Si tout objet de A posséde une co-réflexion dans C, aiors C est dite une

"sous-catégorie co-réflexive" de A, Dans ce cas R devient un foncieur covariant

de A dans C, appelé le "co-réflecteur" de A dans C,en associant 3 tout morphisme

FM f : M —a M' dans A 1'unique morphisme de C, noté R(f), qui
M ———>» R(M)
l rend le diagramme ci-contre commuitcatif.
f R(£)
MV

Mv___73(MV)
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On vérifie alors facilement que R est 1'adjoint 3 gauche du foncteur inclusion

I : Cv—> A, Réciproquement, si le foncteur inclusion I : Ca~»A posséde un
adjoint 3 gauche R, alors R est leco-réflecteur de A dans C. Par abus de langage
on appellera souvent R(M) la "co-réflexion de M dans C".

Lee prinzipales propriétés des catégories co-réflexives sont regroupées dans la

proposition suivante :

Proposition 2~1 : Soit C une sous-catégorie pleine et co-réflexive d'une catégorie A.

(t) 8% un diagramme D de C posséde une limite dans A, alors il posséde
une limite dans C,

(i%) Si{Di-——) L} est une co-limite pour D dans A, alors la famille
{Di-—> L —FI—'—> R(L)} est une co-limite pour D dans C.

(221) i A est abélienne, et 8t le co-réflecteur R : Av~> C prégerve
les noyaux, alors C est abélienne ; 8i de plus A est une catégorie de

Grothendieck, alors C ausst.

Pour la démonstration, on pourra se reporter & [2] » V. Proposition 5-1, 5-2, 5-3,
Remarque : Il y a lieu de noter que, si C est une catégorie abélienne, ce n'est

pas en général une "sous-catégorie abélienne" de A . En effet, le foncteur inclusion
1 : CA—~>A n'est pas exact en général.

Suivant toujours Mitchell, nous donnerons la :

Définttion 2-% : Soit A une catégorie abélienne, compléte, et localement petite,

et C une sous-catégorie pleine de A.

on dit que C est une "momo-gous—catégorie" de A 8t elle vérifie les trots

axtomes sutvants :
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My : C st wme sous-categorie compleve deA .

MZ : St N —M est wun monomorphieme dans A et s1 M est un objet dv C,
alors N est aussi un obiet de C,

M3 > Pour tout objet M de C 1l existe un monomorphisme M -——5Q dans C
rel que Q soit injectif en tant qu'objet de A.

Nous avons alors l’importante proposiction suivante

Proposition &=3 : La catégorie C des modules nom-singuliers est wie momo-sous-

catégorie de Mod, .

Démonstration : On sait déid que M@dA est une catégorie abélienne, compléte, et

localement petite, et que C est une sous-catégorie pleine de Mod,. De plus 1'axiome

A
Ml est vérifié en vertu de la Proposition 1-5-1 ; 1'axiome MZ résulce de ce que tout
sous-module d'un module non-singuiier est non-singuiier ; enfin on vérifie 1'axiome
M3 en prenant pour Q une enveloppe iInjective de M dans ModA puisquon a vu que
1'enveloppe injective d’un module non-singuiier est aussi un module non-singulier.
Ceci va nous permetire d'appliquer 4 C les résultats généraux de la théorie des
monc-sous-~catégories, et de mettre en &vidence certains résuitacs supplémentaires

qui sont vrais dans C sans 1'@tre en général dans une mono-sous-cacégozie quel-

congue, Tout d'abord nous avons 1la ¢

Proposition 2-4 : C est wne sous-catégorie co-réflexive de Mod,, et pour tout

module M la co-réflexion Py : MHR(M) Je M dams C est un épimorphisme,

Pour la démonstration on se reportera & II-6, Proposition 6-1.
Mentionnons simplement l1a construction de cette co-réflexioa. On considére ia

famille F i{N#H 3 (M/N)A = 0}o Cetie famille e¢s¢ non vide puisque MeF



Ceiégories des A=modules non-sgmguiiers

26

On forme alors le produit I;HCFF (M/N), dont on désigne par‘ITN la projection sur M/N,

F M/N et on considére I°‘homomorphisme f: M—> Nlel FM/N dont
Ne
TrN les composantes sont les Epimorphismes canoniques

s M—>M/N. On pose alors R(M) = Imp et 1'on
N ¢

=

5 — M/N définit P, = M—>R(M) par Py (x) = p(x) pour tout
N XEM

On remarque alors immédiatement que cette construction est relativement peu maniable,
aussi, utilisant le fait que deux co-réflexioms d'un méme cbjet sont évidemment
-isomorphes, nous allons nows attacher 3 en construire une autre beaucoup plus simple,
et qui sera étroitement 1iée aux notions établies au chapitre I,

Comme R(M) = Imp = M/Rerp ; nout allons essayer de caractériser f(er Po
Par définition de @, e(x) = 0 81 et seulement si eN(x) = 0 pour tout NEF, ce qui
montre que Ker @ = QFNQ Or la famille F est une famille de Moore dans le treillig
T(M) des sous-modules de M. En effet on a déjd vu que MEF ; et si (Ni)ieI est une
sous~famille de F, notons pour tout i¢l ¢i H M——%M/Ni 1'épimorphisme canonique,
et ¥ : M—> M/QN;[ 1'épimorphisme canonique de M sur le quotient M’QI“i" Comme

0 : o(x) = (QI Ni) xg¢N, : x=0 : ¢i(x)$ A, on voit ainsi que ¢(x)e:(M/ie Ni)4

i
entraine ¢i(x)e (M/Ni)A = 0 pour tout ie€I, c'est-d-dire xe¢ @INi’ soit finalement
#(x) = 0, ce qui montre qu iQINiGF et établit le ré&sultat.

Désignons alors par a : T(M) —>T(M) la fermeture de Moore associde 3 la
famille F. Nous voyons a.asi que la co-réflexion de M dans C est donnée par
1'épimorphisme canonigue M-y M/ s (o), de sorte qu'il ne nous reste plus qu'é
caractériser 2(N) en termes d'éléments de M pour tout sous-module N de M,

Or, M. HARADA ([6]), reprenant une idée de A, W. GOLDIE ([7])‘et de R, E. JOHNSON
et E. T. WONG ([8]) associe 3 tout sous-module N de M le sous-module de M

¢l N = {xeM 3 N : x4 A} o (On remarque immédiatement que cl O n'est autre que

le sous-module singulier M9 de M).
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On cons~aie a.dys que 1 applicacion N p—ypci N de "(M) dazs T(M) n‘estc pa- r=
fermeture dans T(M), mais que par conire 1’appifcatzsn Ni—»cl ¢l N en €3¢ une,
(Ce falt fut remarqué 3 Lyon pour la premiér2 iols par J Kiavei)

En effec,

Proposition 2-5 ¢

() Liapplication N+—yci N de T{M) dans T(Mj est extendave el croissante,
madis non idempotente en géndral.

(4] On a cleic: N = clciN poua toud sous-module N de M .

(iii) L'application Ni —% cizi N ¢5Z une gewmetune dans fe trellles T(M)

des sous-modules de M.

Démonstration

({) Comme x€N entrafne N : » - 584 , on & évidemnenc Ngcl N. Si maintenant on a
NSEPEM, on a évidemment N : x€P ¢ x pour tout x¢ M, et par susite N : x4A
entraine P : x4 A en wertu de la propriété E2 du Chapitre I, ce quli montre que
¢l Hgel P, Montrons enfin que 1'on n'a pas en général tl ¢l o0 = ¢l o, ce qui
achévera la démonscration. Considérons 1'amneas A -+ Zf4 des enziers mudule 4

'3 e g . N
en tant que A-module. Ses seuls. idéaux sont : 0 JTC = {0, 2} et A. Par suite]7L

Stant un id€al maximum de A est essentiel dans A. Ou & alors ci O = 24 Met

¢l ¢l 0 = cX78= A puisque 3. 1 = TMaa.

(i1) En raison de 1'extensivitéd il nous suffit de verifier que c¢leici N&clzl N,
c'est-a~dire que (clcl N) : x 4 A entzafne (cl N) : xd A, Soit donc acA ,

comme (clcl N) : x4A il existe b€ A tel que ba ¥ 0 et bax€cizi N. Si bac€cl N,
c’est termin&, Sinon N : (bax) n'est pas essent:iel dans A, :e gui signifie qu'il
existe ce€ A’( tel que pour tout d€ A on ailt dr;baxny 5a d¢ = 0. Or :zomme
baxe€clicl N, (cl N) s (bax) est essentlel dass A, et par sutle L. existe d€A

tel que dc ¥ O et dcbaxeci N, ze qui impliqus que drbaxe.cit N = N).
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On a donc ainsi trouvé dcbe A tel que dcba # O et dcbax cl N, ce qui montre que
(cl N) : x est essentiel dans A et achéve la démonstration.
(i1i) Ceci résulte immEdiatement des assertions (i) et (ii) précédente.

Ceci nous permet de caractériser la fermeture « de 14 fagon suivante :

Fropogition 2=6
¥

Pour tout sous-module Nde Mona : a(N) = ¢l ¢l N,

Démonstration : Nous avons tout d‘abord cl cl NeF, c'est-i-dire (M/cl ¢l N)© = 0,

En effet, si ¢ : M—> M/cl ¢l N est 1'épimorphisme canonique, alors
o(x) ¢ (M/cl cl NYéquivaut 3 0 ¢ (x)a A, c'est-d-dire 3 cl cl N : xa A, soit
finalement 3 x¢clclel N = ¢l ¢l N, c'est-d~dire 3 ¢(x) = 0. Donc, par construction
de a ; ceci encrafne o(N)gcl cI N. Mais d'autre part, on a cl(a (N)) =g (N) car,
si y 2 M>M/ 5 (N) est 1'épimorphisme canonique, alors (s (N)) : xa A &quivaut a
0 : Wx)dA, c'est-d-dire 3 y (x) € (M/’u(l‘l))’4 = 0, soit finalement 3 x€ x(N)., Comme
on a NS« Ny, il vient alors : cl cl Ngcl cl (a(N)) = cl (a (M) = o(N), ce qui
act.cvc la démonstration.
Remarques ¢

I’) Ainsi pour tout module M la co-réflexion de M dans C n'est autre que le
couple (M/o(0), (’M) ol a(o) est le sous-module de M défini par : o) =

-{x€M ; M8

: xdA et ol Py est 1'épimorphisme canonique M—> M/ q(0).

2°) Harada appelle "fermés" les sous-modules N de M tels que N = ¢l N, bien
que nous ayons vu que 1'application N—ycl N n'est pas une fermeture. Nous allons
voir que les sous-modules fermés de Harada coIncident avec les notres, tels que

nous les avons définis en I-1-2, c’est-i-dire : sous-modules n'ayant pas d’exten-

sion essantielle propre dans M,
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= ~

En effet, N = oL N équivaut 3 e = o pulsque ia relavicn {C- t kaA=— i = 0}
, - . d
n est autye gee lag relaction {N : X4 aDXEN }, g7 ncus eavons jque (M/N)” = 0 s° :t

seu.ement 8L N n'a pas d'extension essentieile propre dans M (Propositcion I-4 1),

} Harada appelie o(o) le "sous-module de %torsion” de M, et dit que M est
PP

sans~torsion’ el @(o) = O 5 11 indique de plus que, si A est un domaine d’intégrité,

alore tes notloms coincident avec les définiticns habituclles de ssus-module de tor-
sisn &t de medule sans torsion,

Notons au passage que a{o) = 0 si et seuvisment s:I M4 =« 0, de sorte gue ies modules
non-singuliers me sont autre que le. modules sams corsizn au sens précédemment
defini,

D2 scn c9td Mitchell dit qulun objet M d'unme catégorze A est un "objet de
torsisn’ relativement & une mono-sous-catégorie C si la co-réflexion de M dams (
est nuile.

Nous woyoas sinsi 4 L'aide de la remarque 1°) qu'um mcaule M €3: un objat de
torsion relativement 4 C si et seulement s1 a(o) - M, de sorve qus ies notions de
corsion au senms de Harada et su sems de Mitchell coIncident.

Ii esZ 4 noter que cette géneraiisation de ia :zorsisn 4 des modui2s sur un

anneau unitiire queicongue a donné ifeu 3 des ¢ravaux Irés iructusux, pazmi les-

[od)

juele nouLE cokercas 3 f?] 5 [9] > [10] o

Application ¢ Scit M un objet de . Ii est rrivial gcoe .ie csupie M €52 L2

> —M’
co-réfiexion de M dans C. Nous allons nous attacher ma:ntenan: a zara::iériser d'une
manidre encore plus Bimple que ci-dessus ia co-réflexion dans C du gquocient M/N

de M par i’un de ses sous-modules quelconques N.

En effet 1'expressisa M/N/a(n) oi (o) = { XEM/N ; (M/N? . ka A} est relazivement

peu manisbie,
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Considérons 1'application composée M_-I-I-y M/N _p_yM/N/O((o) ol Il et p sont les
épimorphismes canoniques. Comme I est conoyau dans Mod, de 1'injection canonique
N—i——)M qui est un morphisme de C, il résulte de la Proposition 2-1 - (ii) que
p.Il est conoyau de i dans €., Or nous savons d'aprés la Proposition I-4-7 que
1'épimorphisme canonique M—>M/N est aussi conoyau de i dans C. Il en résulte
que M/N est isomorphe & M/N/a(o), et par suite que nous pouvons prendre comme
co-réflexion de M/N dans C le couple (M/N , p) ol p est 1'épimorphisme M/N-> M/N

induit par 1'inclusion N—-y-ﬁ (voir diagramme ci-dessous).

0 0
‘V v
0 > N L > M I ¥y M/N ———> 0
1 p\)M/N/a.(o)
M o . o0
L v /
\
m

2| <

> M/N —

A 4

y
£
oO¢— O

Notons enfin que le sous-module de torsion a(o) est la plus grande extension essen-
tielle du sous-module singulier M? dans M.
En effet,comme a(o0) -{xeM ; M : xa A} , 11 est imm8diat que M® est contenu
dans a(o). Montrons qu'il est essentiel dans a(o), et pour cela soit xc a(o)-M2,
Comme O : x n'est pas essentiel dans A, il existe ae &% tel que pour tout bsA,on
ait bax ¥ O ou ba = 0. Mais comme M4 : xa A, i1 existe be A tel que ba e (M?: x)*
c'est-d-dire tel que ba 1‘ 0 et baxeM< Or ba # O entralne bax # 0 d'aprés ce qui
précéde, ce qui établit le résultat. Enfin si N est une extension essentielle de

a4

M~ dans M, on a M2 : xdA pour tout x€ N (lemme 1~3-4) ce Qui montre que N est

contenu dans a{o) et achéve la démonstration.
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III. OBJETS PURS - APPLICATIONS

Définition 3-1 : Un moncmorphisme 0 ~—»L —3M dane C est dit "pur" et le quotient

M/L de M par L est un objet de C,

Définition 3-2 : Un objet L de C est dit "pur"” si tout monomorphisme de L dans

un objet quelconque M de C est pur,

On désignera par L la sous-catégorie pleine de C dont la classe des objets est

constituée par tous les objets purs de ., On a immédiatement la :

Proposition 3-3 : Les objets pure de C sont les objets injectifs de C, c'est-d—dire

les modules injectifs non-singuliers.

Démonstration ¢ En vertu de la proposition 1l-4~1, dire que le monomorphisme 0-?L—>M

est pur revient 3 dire que L est fermé dans M. Par suite dire que 1'objet L de C est
pur signifie qu'il est fermé dans tout objet M de C dont il east sous-objet, ce qui,
d'aprés la proposition 1-3, caractérise les objets injectifs de C.

Il y a lieu de remarquer que ceci n'est pas vrai, en général, lorsque C est
une mono-sous-catégorie quelconque d'une catégorie ab&lienne A. Tout ce que 1'omn
peut dire alors est que tout objet de C injectif dans A est pur, et qu‘un objet
pur est injectif dans L si et seulement si il est injectif dans A ([Iﬂ, V exercice 3)
La théorie générale des mono-sous-catégories ncus fournit alors les résultats
suivants :
- Si la suite 0 M- M—>M'"> O est exacte dans ModA et s1 M' et M" sont des objets
de C, alors M aussi '([-2] s V, lemme 6-2),
- Si la suite O LY M—>M'—>0 est exacte dans ModA et 81 M" est un objet de C

et M est un objet de L, alors L est un objet de L. ([2] o V, lemme 6-4).
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Théoréme 3-4 : L est une sous-catégorie co—réflective de Mod, et le coréflecteur

R : Mod Y L est exact et préserve les co-limites. Donc L est une caté-
gorie abélienne compléte, de Grothendieck, possédant un générateur et un

co-générateur injectif, ( [2] , Vv, théoreme 6-8).

L'étude de la catégorie L a donné lieu 3 de nombreux travaux. On sait en particu-
lier que L est une catégorie "spectrale" [11] o Nous ne donnerons donc que quelques

résultats se rattachant 3 ce que nous avons fait jusqu'ici.

Tout d‘'abord le foncteur inclusion L~—> ModA, admettant pour coadjoint le
foncteur co-réflexion ModAfu—-7 L, préserve les monomorphismes et les limites
([2] , I1 12-1), Par suite L est une sous-catégorie compléte de Mod,, les noyaux
des morphismes sont les mémes dans L et dans ModA, et les monomorphismes £ de L
sont caractérisé€s par Ker £ = 0.

I1 en résulte que les sous-objets dans L d'un otjet Q de L sont les modules iso~-
morphes aux facteurs directs dans ModA de Q (puisqu'ils sont injectifs), de sorte
que L est une catégorie localement petite.

Soit maintenant Q -—f—-y Q' un morphisme de L. En vertu du lemme q~4-4
Ker f = f-l(o) est fermé dans Q et par suite injectif, de sorte qu'il existe un
sous-module Q1 de Q tel que Q = Ker £ @ Ql' Mais alors Im £~ Q/Ker f2¥ Q1 est
un sous-module injectif de Q' et par suite il existe un sous-module injectif Qi
de Q' tel que Q' = Im £ @ Qi » de sorte que le. conoyau de £ dans ModA Coker f =
= Qi/Im f-ﬁ-’Qi est un objet de .L. Or en vertu de la Proposition 2-1_‘ (i1), 1le
conoyau de f dans L est la co-réflexion dans L de Coker £, c'est-d-dire Coker f

lui-méme, ce qui montre que les'conoyaux des morphismes sont les mémes dans L

et dans HodA, d'ol la :



Catégories des A~modules non-singuliers

33

Proposition 3-5 : L est une sous-catégorie abélienmne de Mod R (en ce sens que

le foneteur inclusion La4~> ModA est exact).

Remarquons enfin que les &pimorphismes Q -—fy Q' de L sont caractérisés par

Im f = Q' (et non plus par Im f4Q' comme dans C) et que les cbjets-quotients
dans L d'un objet Q de L sont les quotients dans ModA de Q par ses facteurs directs,

de sorte qu'il existe une bijection (renversant l'ordre) entre les sous-objets de

Q et ses objets-quotients, et que L est une catégorie colocalement petite.

Proposition 3-6 : Le co-réflecteur R' : ModA*v-?L est le composé du co-réflecteur

R : Mod A~ C et du foncteur enveloppe injective”, : Cv—> L,

Démonstration :

N s
Mi—E M/u(o)-—"'—§ M/a (o) Soit M un A-module, M/xX(o) sa co-réflexion

N
dans C et M/a(o) une enveloppe injective de
N\

cette co-réflexion. M/a(o) est un objet de L,
Soient enfin p 1'épimorphisme canonique

L _ M—4 M/a(o), i 1'injection canonique de
M/a(o) dans scn enveloppe injective, L un objet de L ) et f :M—>L un homo-
morphisme de M dans L. L &tant en particulier un objet de C, il existe un morphisme

A

unique g : M/a(o)——>L tel que g.p = f,.et 2 :w —>L = L est 1'unique

morphisme prolomgeant g, donc 1l'unique morphisme M/a(0).— L tel que g.(i.p) = £.

Corollaire 3-7 : Le fonoteur envéloppé injective C A~> L est exact. (En ce sene qu'il

transforme en une suite exacta dans L toute suite exacte dans )bdA dont
les objets sont dans C).
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Démonstration :

La restriction 3 C du co-réflecteur R : Mod,~~7 C &tant le foncteur identité,
la restriction & C du co-réflecteur R' : Mod, V™7 L est donc le foncteur enveloppe
injective 2 , et il est exact en vertu du théoréme 3-4.

Epfin, nous verrons au chapitre suivant qu'une condition suffisante pour que L soit
une sous-catégorie co-compléte de ModA est que la co-réflexion A/a(o) de A dans C
solt un anneau noethérien d gauche.

Notons enfin pour terminer ce chapitre une méthode d'étude de la catégorie L, due

3 Gabriel, tout 3 fait différente de la méthode des mono-sous-catégories, et cependant
équivalente du point de vue des résultats obtenus. Cette méthode consiste 3 montrer
que L s'obtient comme catégorie-quotient de uodA pour la sous-catégorie localisante

de Mod, dont la classe des objets est constituée par les modules M tels que M = a(o),
c'est-i-dire tels gue M4 M (on la considére bien entendu en tant que sous-catgorie
pleine de ModA).

Pour de plus amples détails sur cette méthode, voir [12] .



Ceztégories des A-modules moz=cingulieng

35

CHAPITRE III : CARACTERISATION DES OBJETS PROJECTIFS DE LA CATEGORIE C.

ETUDE D'UNE MONO-SOUS- CATEGORIE PARTICULIERE ISOMORPHE A C.

APPLICATIONS.

I. PRELIMINAIRES

Définition 1-1 : Un objet P de C est dit "progjectif dans C " 8i, quels que soient

//P les objete M et M" de C, le morphisme £ : P—»M
g //’ £ et le pseudo-épimorphisme v : M'— M , 71
/7
F’ v existe un morphisme g : P——M" tel que v.g = f.
M > M >0

Malheureusement cette définition, bien que naturelle puisque les pseudo-épimorphismes

sont les épimorphismes de la catdgorie C, est pratiquement inexploitable dans le cas

général.

Si par contre nous introduisons l'hypoth&se supplémentaire "A est un anneau non-

singulie»", les choses semblent se clarifier un peu en vertu de la

Proposition 1-2 : Les assertions sutvantes sont équivalentes :

(1) A est un anneau non-gingulier
(iZ) Tout A-module projectif P est tel que P4 = 0.
(i2%) Tout A-module libre L est tel que 14 = 0.

(tv) Il existe un A-module libre non nul L tel que 1® = 0.

Démonstration :

(1) = (11) : Tout A-module projectif P est facteur direct d'un A-module libre,

c'est-3-dire d'une somme directe @ Ai de copies de A. Il vient
ier

par conséquent, en vertu du lemme 1-5-7,

(e Ai)4= ® (A‘;) = ® 0=0, d'od P%= 0,
ier iel iel

(11)=y(111) : Trivial.
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(111)=>(iv) : Il suffit de prendre pour L 1'anneau A lui-méme,

(iv) = (i) : Raisonnant par contraposition, nous allons montrer que non (i)
implique non(iv), c'est-d-dire que A~ # O entraine L ¥ 0 pour
tout A-module libre non nul. Comme L est non nul, il posséde une
base non vide ; soit x un €lément de cette base. Comme el 0,
soit aeA* tel que 0 : aA A, On a donc ainsi simultanément ax ¥ O

K
et 0 : ax = (0:x) : a=0: a< A, ce gul montre que axe:(LA) .

Nous voyons ainsi que lorsque A4 = 0 tous les A-modules libres sont des objets

de C, ce qui ne veut pas dire qu'ils soient projectifs en tant qu'objets de C.

Mais par contre cela nous permettra d'appliquer 3 la recherche des objets pro-
jectifs de C les procédés de "scission" des suites exactes usuels dans Mod, .
Poursuivant notre idée de particularisation de 1'anneau A, nous remarquons que

bon nombre de résultats sur les modules singuliers ont &té démontrés par Johnson,
Wong, Gentile, etc... (voir [4] ,[8] . [lﬂ ) avec 1'hypothése A® = 0, et que cette
hypothése fut ensuite levée dans dés cas particuliers par J. Ravel ( [5} ). La
question se pose donc de savoir s'il existe des propriétés des modules non-singuliers
qui ne sont vraies qu'avec 1l'hypothése supplémentaire A =0,

Nous obtiendrons la réponse satisfaisante suivante :

"Les propriétés catégoriques des modules non-singuliers sont indépendantes de la non-

singularité de 1'anneau A".

Par propriétés catégoriques nous entendons toutes les propri&t&s obtenues par appli-
cation de la théorie des catégories 2 la catégorie C des modules non-singuliers.
Nous verrons par contre qu'il existe d'autres propriétés qui ne sont vraies qu'avec

1'hypothése supplémentaire A% = o,
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II. MONO-SOUS-CATEGORIE ISOMORPHE A C.

Lerme 2-1 : La co-réflexion A/a(o) de A dans C est un ammeaqu unitaire non-singulier.

Démonstration :

A? est un 1déal bilatére de A, En effet on a 0 : a< (0 : b) : a =0 : (ab)€A
pour tout a, b€ A, et par suite O : a4 A entraine O : (ab)s A.
Mais avec les mémes notations on a de méme A4 : 2 (A9 : b) : a = A2 : (ab)gA

(car i1 est immédiat que e

< A b, puisque A® est bilatére), ce qﬁi montre que
A2 : asn A entratne A2 : (ab)a A, établissant ainsi le fait que a(o) est un idéal
bilatére de A. On sait d'autre part que A/ a(o) est non-singulier en tant que A-
module. Montrons qu'il est non-singulier en tant que A/a(o)-module : soit ae A/a(o)
tel que OA:Aa = { l;eAla(o) ) ba = 0} soit essentiel dans A/a(o) ; il en
résulte que (:)A as= {b €A ; ba = O} est essentiel dans A (en effet soit be A¥

si ba = 0 c'est terminé ; sinon on a b a ='T:\a =ba#¢o0, d'ot P #0et par
hypothése 11 existe éEA/ a(o) tel que ¢ h#0et cbas= 0, d'oli ce A tel que
cbéOetcbas= 0). Comme A/a(o) est non-singulier en tant que A-module, il

en résulte que & = 0 ce qui achéve la démonstration.

Notations : Pour des raisons de simplification d'écriture, nous noterons désormais

B 1'anneau non-singulier A/a(o), et nous désignerons les &léments de B sous la

') [ ] [
forme a, b, ¢, etc ... ot a, b, c, etc. , appartiennent 3 A,

Lemme 2-2 : Pour tout A<module M la eo-réflexion M/a(o) de M dans C peut étre munte
canoniquement d'une structure de B-module définie par : a x = f:?_, o x
et ax désignent les classes de x et de ax modulo a(o).

Démonstration : La loi de composition ainsi définie est indépendante des représentants

choisis dans les différentes classes d'équivalence. En effet, supposons que a =b
et X = §. Comme ax - by = a(x-y) + (a-b)y et que a(x-y)e a(o) puisque a(o0) est un
sous-module de M, il suffit, pour prouver que ax = g;' de montrer que (a-b)yea(o),

c'est-3-dire que M9 : ((a-b)y)4 A.
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Or la relation O : b<(oty) : b =0 : (by)<A, jointe 3 la convexité de la relation
d'essentialité, nous montre que Pl y , ce qui entrafne AS : (a-b)5:(M‘5: y) :
(a-b) = M% : ((a~b)y) < A.

Mais alors A4 : (a-b)2 A entrafne Me: ((a-b)y)s A, ce qui montre que a=h
entrafne (a-b)y ea(o) et &tablit le résultat. La vérification des axiomes des B-
modules ne présente aucune difficulté,

Convention : A partir d'ici, et jusqu'd la fin du II, nous désignerons les A-modules
par M, , NA . PA , etc..., et les B-modules par Mﬁ ’ NB . PB , etc ... réservant les
lettres M, N, P, etc ... 3 la désignation des groupes abé&liens sous-jacents.

Enfin, nous désignerons par D la mono-sous-catégorie de ModB constituée par les

B-modules non-singuliers et leurs B-homomorphismes.

Cela &tant, nous nous proposons maintenant d'établir le :

Théoréme 2-3 : Les mono—sous—catégories C et D sont canoniquement isomorphes.

Démonstration : En vertu du lemme 2-2, et compte-tenu du fait que la restriction

d C du co-réflecteur Moq&u~§-c est le foncteur identité&, nous pouvons associer 3
tout objet MA de C le B-module My ayant méme groupe abélien sous-jacent M et dont
la loi de composition externe BX M—> M est définie par ax = ax.

D'autre part, il est alors immédiat que, MA et N, étant deux objets de C, un
homomorphisme £ : M —3> N entre les groupes abéliens sous-jacents est'un A-homo-
morphisme M,— N, si et seulement si c'est un B-homomorphisme Mg—> N..

Par suite, il nous suffit d'établir que la correspondance MA'VJ? Mﬁ ainsi définie

est une bijection entre la classe des objets de C et la classe des objets de D,

ce que nous ferons en trois points.
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- ler point :
Pour tout objet M, de C le B-module associé M, est un objet de D.

En effet, soit x€M tel que O : x4B (Nous posons ici : 0 : x -{ﬁeB : ax = o}
B
et O : x-{aeA : ax-O}.)

A
Ceci entralne 0 : x4 A car si acA® et sf ax ¥ O on a alors 8x = ax ¥ O ; d'ot
A L] e e L X J
563* , et 1'existence de beB tel que ba ¥ O et bax = 0, c'est-a-dire 1'existence

de be A tel que ba ¥ O et bax = %;x = 0, Mais alors on a xe M2 = 0, ce quy montre

A
que HBA- 0.

- 2éme point :
L'application M, > M, définie dans la classe des objets de C et 3 valeurs dans

la classe des objets de D est injective.

En effet, si un objet MB de D correspond aux objets NA et PA de C, alors les groupes

abéliens sous-jacents sont égaux, d'odl N = M = P, D'autre part, les lois de compo-
sition externes sur N et P sont définies toutes les deux par ax = a.x, ce qui montre

que NA = PA et établit le résultat.

- 3éme point :
L'application HAM—) MB précédente est surjective.

En effet, soit My un objet de D. A cause de 1l'&pimorphisme canonique A—> B nous
pouvons associer 3 HB le A-module ayant mé€me groupe ab&lien sous-jacent M et dont
la loi externe est définie par ax = ax (voir [1] » Ch, II-VI). Comme il est trivial

que, si HA est un objet de C, HB sera associé a HA dans notre correspondance, il ne

reste donc plus, pour achever notre démonstration qu'a montrer que MA‘- 0.

Soit donc x€M tel que O : x38A, Ceci entralne 0 : xaB,
En effet, soit ae B* ; comme OA: x4 A, 11 existe donc IB:GA tel que ba ¥ O et bax = O,
et par suite b€ B tel que bax -AO. Montrons qu'il existe en fait be B tel que %;x =0
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et ba # 0, ce qui établira O : xaB. S'il n'en était pas ainsi on aurait alors
0 : (ax) <O : a, c'est-é—direg : ax <x(o) : agA.

B A
Mais en vertu du lemme I-3-4, O : x4 A entraine 0 : (ax) = (0:x) : aa A, et la
convexité de la relation d'essentialité nous donneéait alors 2(0) : aA A, c'est-a-
dire, en reprenant les notations de la proposition II-2-5, a€cl (a(o)). Or nous
avons, en vertu de cette méme proposition : ¢l (a(o)) =cl cl cl (0) =cl cl O =
= a(0), d'oi & = 0, contredisant ainsi a€ F*.

Ainsi, nous pouvons, pour étudier les propriétés catégoriques d'un module
non-singulier sur un anneau A, le considérer uniquement comme module sur 1'anneau
non-singulier A/a(o), c'est-i-dire supposer finalement 1'anneau A non-singulier,
Mais il n'en est pas de méme pour les propriétés externes 3 la catégorie C, comme

le montre le contre-exemple suivant :

Contre—exemple : Soit A un anneau tel que O0< a(0)< A. (Par exemple A = Z[12, car

alors A%= {0 , 6} et a(o) = {0, 3,6, 9 }).Alors A/ a(o) est libre en tant que
A/a(o)-module, mais n'est pas libre en tant que A-module. En effet, dans le cas
contraire, comme A/a(o) ¥ 0, soit a€A/a(o) un &lément d'une base de A/a(o).

On aurait alors un isomorphisme de A-modules canonique A—> Aa défini par 1-—» 4,
Mais alors le sous-module singulier de Aa serait non nul, puisqu'isomorphe 3 a(o),

ce qui contredirait le fait que A/ a(o) est un A-module non-singulier.

III. APPLICATIONS

Nous sommes maintenant en mesure d'é&tablir les assertions formulées aux chapitres
I et II sur les conditions nécessaires et suffisantes pour que C soit une catégorie
balancée, normale, etc ..., ainsi que le fait selon lequel C est une sous-catégorie

co-compléte de ModA si A/a(o) est un anneau noethérien ar gauche.
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Propoeition 3-1 :

Les assertions sutvantes sont équivalentes :

1. La Co~réflexion Alt(o) de A dans C est un A-module & gauche semi-simple.
2, C est isomorphe & Mod; ol B est un anneau semi-gimple.

3. C est abélienne,

4, C est exacte.

5, C est normale.

6. Tout épimorphisme dans C est aussi épimorphisme dans Mod,.

7. C est normale.

8. C est balancée.

Démonstration :

1 => 2 : Posons B = A/a(o). On sait que B est un anneau et que C est isomorphe 3 D
Par suite, il nous suffit de montrer que D = Mod,. Or il est immédiat qu'une partie
C de B est un idéal de B si et seulement si r'est un sous-A-module du A-module B
(car abeC cB entralne ab = ’:t; =.a‘beC et réciproquement ). Par conséquent B est
un anneau semi-simple, ce qui entraine que tout idéal de B en est facteur direct.

Soit maintenant M un B-module quelconque et x€M<: On a ainsi O : x4B et 0 : x

facteur direct de B, ce qui entrafne 0 : x = B , d'ol x = 1x = O et montre que

v = MDdB.

2 =53

Car Mod, est une catégorie abélienne.

3==r4 : Car toute catégorie ab&lienne est exacte.

.o

4 =5

Car toute catégorie exacte est normale.

5 =—>6 : Soit v : M—> N un épimorphisme de C, c'est-d-dire tel que Im vaN

avec M et N objets de C. Les épimorphismes de ModA étant les homomorphismes sur-

jectifs, il nous suffit de montrer que Im v = N, Soit donc {1 : Im v—> N 1'injec-

tion canonigue de Im v dans N. Ce morphisme est un monomorphisme de C, et comme C
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est normale, i est noyau d'un morphisme f : N~>P de C. Mais alors Im v = f_l(O)
est fermé dans N (Lemme I-4-4), ce qui entralne Im v = N puisque N est extension

essentielle de Im v.

6 — 7 :Nous voulons montrer que tout épimorphisme de Cv :Mas N est conoyau
dans C d'un morphisme f : M'-—-)i M de C. Or par hypothése v est aussi un &pimor-
phisme dans Mod s Ce qui entrafne que v est dans Mod 5 conoyau de 1'injection cano-
nique i : Ker v—> M, Mais ce dernier morphisme est dans C (puisque M est un objet
de C et Ker v un sous—objet de M) et a pour conoyau dans C 1'épimorphisme canonique
M—=M/Ker v = M/Ker v '(car Ker v = v-l(o) fermé dans M entralne Ker v-= Ker v).
Comme v est un &pimorphisme dans ModA. on a N= Im v, et il résulte alors de

!
0—»Ker v M M/Rer v—=y0 1'isomorphisme canonique M/Ker v —p Im v

/Ay que v est aussi conoyau de i dans C
(diagramme ci-contre).
7==8 : Car toute catégorie conormale est balancée (Proposition duale de la

proposition 14-3 page 17 de [2] ).

8 =1 : C &tant balancée, pour tout objet M de C 1'injection canonique

i : M—> ﬁ de M dans l'une de ses enveloppes injectives est un isomorphisme
(puisque c'est 3 la fois un monomorphisme et un pseudo-épimorphisme de C). Ainsi
tout objet de C est injectif : C est &gale 3 la sous-catégorie L de ses objets

purs. Mais alors tout sous~A-module N du A-module A/a(o) est facteur direct de

A/a(o) puisque, N &tant.-injectif car objet de C, la suite exacte dans Mod, :

0—> N—> A/a(0)—>A/a(o) /N——>0 se décompose.

Ceci montre que A/a(o) est un A-module semi-simple.
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Propogition 3—2 : Si la co—réflextion A/a(o) de A dans C est un ammeau noethérien Q

gauche, alors la catégorie L des objets purs est une sous-catégorie co-

compléte de Mod, .

Démonstration :

Dire que L est une sous-catégorie co-compléte de ModA signifie que le foncteur
inclusion L= ModA préserve les co-limites. En vertu de 1l'énoncé dual du
Corollaire 1I-6-3 de [2] , 11 suffit pour cela qu'il préserve les conoyaux et les
sommes directes. Or nous avons vu, juste avant la proposition II-3-5, que le conoyau
d'un morphisme f de L est le méme dans L et dans ModA. Soit maintenant (Qi)iEI une
famille d'objets purs. Il résulte des propositions II-2-1 et II-3-5 que la somme

directe dans L de cette famille est Qi’ enveloppe injective de la somme directe
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dans ModA.

Mais d'aprés le Théoréme 2-3, nous pouvons considérer les Q { et 121 Q1 comme des

objets purs de MOdA/a(o) R donc.en particulier comme des A/a(o)-modules injectifs.

Comme 1'anneau A/a(o) est noéthérien 3 gauche, il en résulte que 131 Q est un
I~

A/a(o)-module injectif essentiel dans :lg_I Qi (car 1l'essentialité se conserve en

- A
passant de C dans D et réciproquement), ce qui entraine & Q4 =& @, et achdve

la démonstration.

Enfin, i1 est bien connu que, 1l'anneau A/a(o) étant non-singulier, sa multi-

-~ /\ ”~~

plication peut &tre prolongge 3 A/a(0) en posant pour tout x, yec Afa(o) : x y = ¢_(x),
P o~ y

Ala(0) ——3I__ 5 A/a(o) ol ¢y : A/a(o)—> A/a(o) est la tramnslation

J/ AN L ¢ (a) = ay pour tout a€ Ala(o).
N ¢ P y
A/a (o) —-__y_) A/a (o)
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Muni de cette multiplication A/a(o) est alors un anneau unitaire, régulier (au sens
de Von Neumann), auto-injectif, et A/a(o) est un sous-anneau de‘z7;25). Il est alors
immédiat que tout A/a(o)-module est un A/a(o)-module par restriction de la loi externe
i Ala(o).

Réciproquement soit Q un objet pur. En vertu du Théoréme 2-3, on peut ie cohsidérer

comme un A/a(o)-module injectif non singulier. On peut alors le munir d'une structure

L]

P
Ala(o) —EF——> de A/a(o)-module en pogant pour tout &€ A/a(o)

/N . .
wx est le A/a(o)~homomorphisme wx(a) = ax pour tout

Q
-~

l et tout x€Q &x =Y _(£) ol ¥ _ : Ala(e)—> Q
P
A/a(o) > Q .

a€A/a(o). On vérifie alors facilement que 1'om

établit ainsi un isomorphisme entre la catégorie
des objets purs de Mod&?Z;;B et la catégorie des objets purs de MOdA/u(o)’ d'ol 11
résulte que la catégorie L des objets purs de ModA est isomorphe & la catégorie des

7N
objets purs de MOdA/a(o)'

Enfin, pour clore ce paragraphe, signalons qu'il est maintenant immédiat de
vérifier que A/a(o) (resp. A/a(o)) esi un générateur de la catégorie C (resp. L),
d'oii 11 résulte que le produit I A/a(o)s. étendu 3 tous les idéaux facteurs directs
de A/o(o) est un cogénérateur dz L. En effet les sous-objets de A/a(o) dans L sont
ses idéaux fe- *« donc injectifs et par suite facteurs directs, ce qui entratne

SN
que les A/a(o)/. sont injectifs, ainsi que leur produit, et il suffit alors d'appli-

q: 2r la proposition III-3-3 de [2].

IV. CARACTERISATION DES OBJETS PROJECTIFS DE C.

Appliquant le théoréme 2-3, nous supposerons désormais, sauf mention expresge
du contraire, que l'anneau A est non-singulier, ce qui nous permettra d'utiliser }g
proposition 1-2 qui va se révéler fort utile. Rappelons tout d'abord quelques défi-

nitions et propriétés relatives aux modules semi-simples :
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- Un A-module 3 gauche S est dit simple s'il est non nul et si ses seuls sous-modules
sont O et S.

- Un A-module 3 gauche M est dit semi-simple s'il est somme directe de modules simples,
exemple : O. Pour cette raison, nous noterons toujours un module semi-gsimple sous la
forme .8, S, sous-entendant la simplicité des modules S,.

- Pour qu'un module soit semi-simple, 1l faut et il suffit que tout sous-module en
soit facteur direct (on trouvera la démonstration en [1] , Ch. I).

Cette caractérisation permet de démontrer trés facilement le lemme suivant qui est

bien connu et qui nous servira par la suite.

Lemme 4-1 @
(1) Un module est semi-simple 8i et seulement si il n'est extemsion essentieclle
d'aucun sous-module propre.
(12) Tout sous-module d'un module semi-simple est semi-simple.
(11%) Tout module quotient d'un module semi-simple est semi-simple.

Démonstration :

(1) S1 M est semi-simple, ses sous-modules propres &tant facteurs directs ne peuvent
étre essentiels dans M, R&ciproquement, soit N un sous-module de M, et N' un complément
de N dans M (c'est-3~dire maximal parmi les sous-modules P de M tels que NNP = 0).
Alors N @ N' est essentiel dans M, ce qui, d'apr2s 1'hypoth2se, entralne que N & N' = M
et mtre que tout sous-module de M en est facteur direct.

(i1) Soit N un sous-module d'un module semi-simple M, et N' un sous-module de N. M
étant semi-simple, {1 existe un sous-module N" de M tel que N' @ N" = M, Mais alors
N'S N entrafne N' + (N'AIN) = (N' + N')/NAN = MQAN = N, ce qui montre que N' est

facteur direct de N,
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(111) Soit M/N un quotient d'un module semi-simple M. Il existe donc un sous-module
N' de M tel que N @ N' = M, Mais alors M/N est isomorphe 2 N' qui est semi-simple

en vertu du (i1).

Nous sommes maintenant en mesure d'établir la

Proposition 4-2 : A étant un anneau non-gingulier, les objets projectife de la

mono-sous—catégorie C sont lee A-modules semi-simples et projectifs.

Démonstration :

Elle se fera en trois points,
- ler point : Tout objet projectif de C est un A-module semi-simple, En effet, soit

P un objet projectif de C, et N un sous-module de P essentiel

P
] P dans P, Alors l'injection canonigue i : N—-P est un pseudo-
/’ 1p épimorphisme., Comme P est un objet projectif de C, 11 existe
4
7/
4 { un homomorphisme £ : P—>N tel que 1p = i.f (diagramme ci-
N———>FP

contre). On a ainsi pour tout &lément x€P : x = 1p(x) =
i(f(x)) €Im 1 = N, ce qui montre que P = N, c'est-3-dire que P n'est extension
essentielle d'aucun sous-module prupre, d'oll le résultat en vertu du (i) du lemme
4-1,

- 22me point : Tout objet projectif de C est un A-module projectif. En effet, P

est quotient dans ModA d'un module libre L. Soit ¢ : L—> P

P
Y,
/ 1'épimorphisme canonique ; c'est en particulier un pseudo-
8/ 1
// L4 épimorphisme. Or, en vertu de la proposition 1-2, L est un
xf ¢ P 0 objet de C, de sorte que le diagramme ci-contre est dans C,

Mais alors, comme P est un objet projectif de C, il existe -
un homomorphisme g : P—>L tel que ¢.g = 1p. On vérifie alors facilement que g
est un monomorphisme et que L = Ker¢ € Im g, ce qui montre que P, 186ﬁorphe 3 un

facteur direct d'un A-module libre, est un A-module projectif.
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- 3éme point : Tout A-module semi-gimple et projectif est un objet projectif de C.

En effet, soit P un module semi-simple et projectif.

/P D'aprés le proposition 1-2, nous savons d&j3 que
h// £ P est un objet de C, Considérons alors le dia-
7
/ gramme ci-contre dans C oll v est un pseudo—-€pimor-
7/
¥
M" v M phisme. Nous voulons montrer qu'il existe un homo-

morphisme h : P—>M" tel que v.h = £,

Montrons tout d'abord que nous avons Im £f£ Im v. En effet, la relation d'essentialité
étant compatible avec 1'intersection dan- le treillis des sous-modules de M, Im va M
et Im f4 Im f entrafnent Im vAIm fAM N m £ = Im f.

Mais alors, P Etant semi-simple, Im f es. aussi semi-simple en vertu du (iii) du
lemme 4-1, ce qui, d'aprés le (i) du méme lemme, entrafne Im vNIm f = Im £, c'est-

d-dire Im £ <Im v.

P Factorisant alors f et v au moyen de leurs images
N p ,/ lf' respectives, et tenant compte de 1'inclusion
) i Itp £ " Im ££Im v, nous obtenons le diagramme ci-contre
/,' u g avec : f = { . f' v, v' , {=ju;i, i, u
. ¥ v' j ! inclusions canoniques. Mais v' &tant un &pimor-
M S ImVv—=3'M

phisme et P un A-module projectif, il existe un
homomorphisme h : P—-) M" tel que v'.h = u.f', et 1'on a alors : v.h = (J.v').h =
j.(v'.h) = J.(u.f') = (j..u).f' = {,f' = £, ce qui achdve la démomstration.
Il en résulte iunnédiatement que tout sous-module et tout module quotient (dans ModA)
d'un objet projectif de C est encore un objet projectif de C.
Supposons pour un instant que 1'anneau A est quelconque. Alors les objets projec-
tifs de C sont les A/a(o)-modules semi-simples et projectifs. Mais il est im. diat
qu'un objet de C est semi-gimple en tant que A-module si et seulement si 1 1'est
en tant que A/a(o)-module. En effet, si M est un objet de C la loi qui fait de M un

A/a(o)-module &tant définie par ax = ax pour tout acA et tout x€M, on voit ainsi
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qu'une partie X de M est un sous-A-module de M si et seulement si c'est un sous-
A/o(o)-module de M. Par suite les objets projectifs de C sont les A-modules semi-
simples non singuliers qui sont projectifs en tant que A/a(o)-modules.

Nous obtenons ainsi la :

Proposition 4-3 : Soit A un anneau unitaire queleonque. Alors

(i) Les objets projectifs de C sont les co-réflexions dane C des A-
modules semi~gimplee qui sont projectivee en tant que A/a(o)-modules.
(i) Si P est un A~module semi-ginmple et projectif, alore sa co-réfle-
xion dans C est un objet projectif de C.

Démonstration :

(i) Si P est un objet projectif de C {1 est co-réflexion d'un A-module semi~-simple :
lui-méme, et il est projectif en tant que A/a(o)-module. REciproquement, si P est
co-réflexion d'un A-module semi-simple, il est aussi semi-simple en tant que A-
module puisque la co-réflexion est un épimorphisme, et par suite il est semi-simple
en tant que A/a(o)-module. Si de plus 1l est A/a(o)-projectif, alors c'est un objet
projectif de C. |

(i1) Soit P un A-ﬁodule semi-simple et projectif, R(P) sa co-r&flexion dans C,

et p ¢ P—) R(P) 1'épimorphisme canonique. R(P) est un objet de C, et nous pouvons

reprendre mot-3-mot le reste de la démonstration du 3e point de la Proposition 4-2

P en remplagant partout P par R(P) juvsqu'd 1'cb-
// . ' tention du diagramme ci-contre dans lequel nous
.,,/ | avons rajouté le morphisme p : P——3R(P). Comme
.8'/’/ /g(p) P est unAA-module projectif, il existe donc un
/'/ :}’/// } £ homomorphisme g : P—> M" tel que v'.g = u,f',p,
/,f/’,/ Im £ Mais par définition de la co-réflexion il existe
k;;; /: :;///// 1 alors un homomorphisme h : R(P) —> M" tel que

J .
M_ Y sImv R4 hep = g.
/ /7
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11 vient alors : (v.h).p = v.(h.p) = v.g = jov'.g = J.u.f'.p = 1.f'.0 = f.p ,
d'ol v.h = £ puisque p est un épimorphisme, ce qui &tablit le résultat.

Revenons maintenant au cas oli A est un anneau non-singulier. La conjonction
"semi-simple et projectif" est extrémement forte, aussi allons-nous voir que
1'existence d'objets projectifs de C non nuls impose une certaine structure 2

1'anneau A. Nous avons la

Proposition 4-4 :

Les assertions suitvantes sont équivalentes :
(i) P est un objet projeetif de C.
(i) P est teomorphe & une somme directe d'idéaux & gauche simples

et facteurs directs de l'anneau A.

Démonstration :

(1) == (ii) : D'aprés la proposition 4-2, P est eemi-simple et projectif en tant

que A-module. Ecrivons-le donc sous la forme P = @ Si ol les Si sont des A-modules
icl

{ sont projectifs puisque facteurs directs du projectif P.

simples. De plus, les §
Comme ils sont non nuls, soit x; un €lément de Si -{0} : Si étant simple, 1'appli-
cation A—— Si définie par a'—yaxi pour tout a€ A est un &pimorphisme dont le
noyau est un idéal Ki de A. Nous avons ainsi pour tout i €I une suite exacte

dans Mod, : 0—> Ki— A—> Sg—> 0. Comme S, est projectif cette suite se

décompose, ce qui signifie qu'il existe un idéal J; de A isomorphe 3 S, et tel que

i
A=K 8J. Adnsi J; est un idéal dimple et facteur direct de A, et l'on a
p 121 Ji en vertu des propriétés de la somme directe.

(11)==5(1) : Si P est isomorphe i une somme directe 481 J4 oi ls J,

simples et facteurs directs de A, alors P est un A-module semi-simple. D'autre part

sont des idéaux

les J1 étant facteurs directs du module projectif A sont projectifs, et leur somme

directe aussi, ce qui fait que P est un A-module semi-simple et projectif, c'est-a-

dire un objet projectif de C.
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Notons 1l'application suivante au cas commutatif :

Corollaire 4-5 :

La catégorie des A-modules sans torsion sur un domaine d'intégrité qui

n'est pas un corpe ne posséde pas d'objet projectif non nul.

Démonstration : Le sous-module de torsion d'un module M est défini par

(M) ={x€M ; 0 : x#O}.

Montrons que T(M) = M4, de sorte que la catégorie des modules sans torsion ne
sera autre que la mono-sous-catégorie C. On a évidemment M“s T(M) puisque

0 : x4 A entralne O : x # 0. Réciproquement si O : x # O soit ae A® tel que

ax = 0 ; alors pour tout b€A™ on a i la fois ab # O i cause de 1'intégrité et
abx = bax = 0 3 cause de la commutativité, ce qui montre que O : xd A, c'est-3-
dire T(M) <M<, Il ne nous reste donc plus, en vertu de la Proposition 4-4, qu'a
montrer que A ne poss@de pas de facteurs directs simples. Or O n'es\ pés simple
puisqu'il est nul, et A n'est pas simple car sinon ce serait un corps, ce que
nous excluons ici. Enfin si I est un idéal distinct de O et de A, 3 cause de
1'intégrité et de la commutativité, il intersecte tout 1déal non nul et par
suite n'est pas facteur direct de A.

Application : La catégorie des groupes abéliens sans torsion ne poss&de pas
d'objet projectif non nul.

- Indiquons au passage ce qui se passelorsque A est un corps (non nécessairement
commutatif). Alors ModA est la catégorie des espaces vectoriels 3 gauche sur C.
Or un espace vectoriel 3 gauche sur un corps A est 3 la fois non-singulier semi-
simple, projectif et injectif, de telle sorte que 1l'on a alors ModA =C=10,

- La question se pose alors immédiatemen. de savoir si la catégorie C possidde
suffisamment de projectifs, c’est-i-dire de savoir si tout objet de C est quotient
dans C d'un objet projectif de C. Pour y répondre, nous aurons besoin du fésultat

suivant :



Catégories des A-modules non-singuliers
51

Proposition 4-6 :

A étant un anneau non-singulier, pour un objet M de C les assertions
sutvantes sont équivalentes :

(Z) M est quotient dans C d'un objet projectif de C.

(i7) M est extension essentielle d'un objet projectif de C.

(211) Le socle de M (c'est-d~dire la somme des sous-modules simples

de M) est projectif en tant que A-module et esgsentiel dans M.

Démonstration :

(1) =>(i11) : Si M est quotient dans C d'un objet projectif de C P = 854, 11
existe un pseudo-épimorphisme £ : P—> M, et Im f est essentiel dans M. Or, si
1'on se reporte i la démonstration du lemme 4-1 - (iii) , on s'apergoit que Im f
est isomorphe & un facteur direct du module semi-simple et projectif P = 12181’

et par suite est lui-méme semi-simple et projectif, donc objet projectif de C.
(11) —>(i11) : Soit P = i?:Isi 1'objet projectif deC essentiel dans M, P, étant
une somme directe des sous-modules simples S1 de M, est évidemment contenu dans le
socle de M ; mais d'autre part, si S est un sous-module simple de M, on a SNP ¢ 0
puisque S est non nul et que P est essentiel dans M, d'ol SNP = S puisque S est
simple, soit finalement Sc P, ce qui montre que P est le socle de M.

(i11) =—»(1) : Le socle de M &tant semi-simple, s'il est projectif en tant que

A-module, c'est un objet projectif de C ; si de plus il est essentiel dans M,

alors 1'injection canonique de ce socle dans M est un pseudo-épimorphisme, ce

i établit é . }
qui éta le résultat Cet ouvrage st la propriété

Démontrons maintenant le : du Service de Mothimationes |
de le Facalté des Sciencec de Lvon |
Théoréme 4-7 : L'anneau A étant nom—singulier, la catégorie C posséde suffi-

samment d'objets projectifs si et seulement ei A est extension essen-

tielle d'un idéal semi-simple et projectif.



Catégories des A=modules non=-singuliers

52

Démonstration : La nécessité résulte immédiatement de la proposition 4-6 et de la

caractérisation des objets projectifs de C.

Montrons maintenant la suffisance, et pour cela, soit I un idéal de A semi-simple
projectif et essentiel dans A. Nous allons tout d'abord &tablir que tout A-module
libre L, qui est un objet de C en vertu de la Proposition 1-2, est extension essen-
tielle d'un objet projectif de C. En effet, soit (xa)aed(s, une base de L. Alors pour
tout a € & le sous-module Ax de L est isomorphe 3 A. Notons Icl 1'image de I par
cet isomorphisme. Ia est donc un sous-module de L semi-simple, projectif et essen-
tiel dans Axo‘° De plus, comme*L = ugd(o Axa , la somme des Ia est directe, ce

qui entraine que P = aoédta Ia est un module semi-simple et projectif, c'est-i-dire
un objet projectif de C. Il ne nous reste donc plus qu'ad vérifier que P est essen-
tiel dans L, c'est-d~dire que pour tout x €I 11 existe acA tel que axe?‘. Pour

ce faire, nous allons raisonner par récurrence sur le nombre n des composantes

non nulles de x relativement 3 la base (xa)a €Jo *

Sin=1 :onax= ax i;our un aeck,et un ac A convenables, d'ol, puisque Iu

est essentiel dans Axa , 1'existence d'un élément be A tel que ber:; £ P,
Soit donc n» 2 et supposons le résultat &tabli jusqu'a 1'ordre n-l‘.

Soit x = a;X, + ... +a , X, *a X avec ag ¥ 0 pour 1<kg¢n, ou encore

1
X=y+ a X, en posant :

n-1

y = k-Zl a, Xy - Mais d'apr@s 1'hypoth&se de récurrence il existe be A tel que
by ep*. si ba X, €Iy c'est terminé puisque by # O entrafne bx # 0. Sinon,
comme I an est essentiel dans Axcln s 11 existe ce A tel que cba‘:l xaneIan s> ce qui

montre que cbx = cby + cba x, € P* (car 1a composante de cbx relativement & x
n
n

est non nulle), &tablissant ainsi 1'essentialité de P dans L.
Montrons enfin que tout objet M de C est extension essentielle d'un objet projectif

de C, ce qui &tablira le résultat en vertu de la Proposition 4-6,
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M étant quotient d'un libre dans Mod, , il existe un A-module libre L et un
épimorphisme £ : L—> M, Mais d'aprés la Proposition 1-2 L est un objet de C, de
sorte que f est un morphisme de C. Soit donc P = & L 1'objet projectif de C
essentiel dans L dont nous venons d'établir 1l'existence. Reprenant la démonstration
du lemme 4-1 (iii), nous voyons que f(P) est isomorphe 3 un facteur direct de P,
donc que f(P) est semi-simple et projectif, c'est-i-dire un objet projectif de C.
Or £f(P) est essentiel dans M. En effet, soit xeM¥, f &tant surjective, il existe
yeL* tel que x = f(y) ; comme P est essentiel dans L, il existe en vertu du

lemme 1-3-5 un &lément a€c A tel que ax ¥ 0 et aye P ; mais alors on a ax = af(y) =

= f(ay) e f(P), soit finalement axef(P)* puisque ax # 0, ce qui achéve la démonstration.

- Une question se pose alors immédiatement : existe-t-il des anneaux non-singuliers
A qui sont extension essentielle d'un idéal semi-simple et projectif ? La réponse
est instantanée : oui, par exemple les anneaux semi-simples. Nous avons vu en effet
en démontrant la proposition 3-1 que tout anneau aemi-simple est non-singulier ;

d'autre part, il est évidemment projectif et essentiel dans lui-méme.

- Une seconde question se pose alors : en existe-t-il d'autres que les semi-simples ?
La réponse, 13 encore affirmative, est cependant beaucoup moins évidente que la
précédente. Nous allons 1'établir maintenant :

Exemplk d'un anneau non-semi-simple A tel que la catégorie C posside suffisamment

d'objets projectifs

Soit K un corps (non nécessairement commutatif) et KN 1'ensemble des familles

(xn)neN d'éléments de K indexées par l'ensemble N des entiers naturels. KN, muni

des lois de composition (xn)n + (yn)n = (xn + yn)n et (xn)n (yn)n = (xnyn)n est

un anneau unitaire que hous désignerons par A.
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- ler point : A est un anneau régulier au sens de Von Neumann. En effet, O peut
X ¥ o}

-1
est non vide, et 1'élément y = (yn)n€A définl par Yo = %, si nc¢H et Yo = 0 si

s'écrire 0 = 000, et si x = (xn)nE-A - {0} , alors 1'ensemble H = {n ¢ N

n#H est tel que x = xyxX.

Or i1 est bien connu que tout anneau régulier au sens de Von Neumann est non-singu-
lier. (En effet si x = xyx, xy = e est un idempotent tel que 0 : x =0 : e, et
comme A = Ae ® A(l-e) on a O : x = A(l~e) ; par conséquent O : x4 A entralne

Ae = 0, d'oli e = O et par suite x = ex = 0).

- 28me point : Pour tout m €N considérons 1'élément e = (§ ) €A ot § =1
m m’n mm

et 5 =0sin # m. Alors Ae est un idéal simple de A.

t] é 4 = = ala
En effet, soit I un idéal de A tel que OCI $Ae et x = ae (and )n un élément
, | . S|
non nul de I, ce qui entralne a_ # 0. Soit alors b (am s )ne A. On a ainsi

-1 ' -1
e, = (6mn)n = (a_ amnanemn)n =(a ¢ ) (ad ) =bxel, ce qui montre que

- 3éme point : L'idéal I = m? Ae est un idéal semi-simple de A essentiel

N
dans A,

En effet, I est semi-simple puisque somme dicecte d'idéaux simples. Soit alors
X = (xn)neA*. Il existe donc me€N * tel que X # 0. Alors 1'élément y = (;cl{, )

mmn’n
de A est tel que yx = eme I* . ce qui montre que I est essentiel dans A.

- 42mz polnt ¢ 1 est un idéal projectif Je A
Totite somae directe de proj~ctifs &tant profective, 1l suffit de montrer que
chaque 1déal Aem est projestif, et cecl résulte {mmédiatement de ce que Aem

est factear direct de A. (En effet, on a A = Acm ® A (1-em)).
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- 5&me point : A n'est pas semi-simple.

Supposons le contraire. Un anneau semi-simple n'ayant pas d'idéal propre essentiel

(lemme 4-1), on doit donc avoir I = A, ce qui est absurde puilsque 1¢]; (En effet

les éléments de I = € Ae sont les &léments (x.) de A tels que x = O sauf
meN m n’‘n n

pour un nombre fini d'indices, alors que 1'élément unité 1 de A est 1'élément (xn)n

de A tel que x = 1€K pour tout neN ),

Remarque . Revenons au cas général d'un anneau unitaire quelconque A. Nous voyons
ainsi que la catégorie C possé&de suffisamment de projectifs si et seulement si le
socle de 1'anneau quotient A/u(o) est projectif en tant que A/a(o)-module et

essentiel dans A/a(o).

Compléments :

J. Ravel ayant montré que l'essentialité du socle d'un anneau non-singulier
entraine sa projectivité, il convient d'énoncer le théoréme 4-7 de la fagon sui-
vante @

"L'anneau A &tant non-singulier, la catégorie C posséde suffisamment d'objets

projectifs si et seulement si A est extension essentielle de son socle".
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CHAPITRE IV : RESULTATS COMPLEMENTAIRES - ELEMENTS D'HOMOLOGIE DANS C.

I. RESULTATS COMPLEMENTAIRES

Proposition 1-1 : (Pseudo-lemme-des-cing) :

Sott dans C le diagramme commutatif ci-dessous dane lequel les lignes

horizontales sont pseudo-exactes :

f h k
K > L —2 oM 5> N > P
l{ P }/ q l r 8 t
£ ’ gl h' k!
K' > L' > M' 7 Nl %P'

a) 8t q et s sont des monomorphismee et 8i p est un pseudo-épimorphisme,
alore r est un monomorphisme.
b) 57 q et s sont des pseudo-épimorphismes et si t est un monomorphisme,

alors r est un pseudo—épimorphisme.

Démonstration :

Elle s'effectue 3 1'aide d'applications répétées du lemme 3-5 du Chapitre I
que nous utiliserons donc sans y référer explicitement,
a) Soit xe M tel que r(x) = 0. On a s.h(x) = 0, d'oli x&Ker h puisque S est un
monomorphisme. Comme Im gdKer h et x # 0, il existe aeA tel que axelIm g et
ax # 0, d'oll ax = g(y) pour un yeL convenable. Il vient alors g'.q(y) = r.g(y) =
r(ax) = ar(x) = 0 ; d'ol q(y) € fer g', et puisque Im f'a Ker g' 1l'existence d'un
be A tel que bax ¥ O et bq(y; = £'(z') pour un z'€K' convenable. Mais comme Im pak!'
i1 existe ccA tel que cgax ¥ O et cz' «Im p, soit cz' = p(z) pour un z €K convenable :
ceci entrafne q.£(z) = f'.p(2) = £'(cz') = cf'(z') = cbq(y) = q(cby), d'od f(z) = cby
puisque q est un monomorphisme, et cbax = cbg(y) = g(cby) = g.f(z) = 0, contredisant

cbax ¥ 0. Ainsi Ker r = 0, ce qui montre que r est un monomorphisme.
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b) Soit x'eM' -{0} . Comme Im saN', il existe acA et ycN tels que ax' ¥ 0 et
ah'(x') = s(y). Il vient alors t.k(y) = k'.s(y) = k".h'(ax') = 0 d'od k(y) = O
puisque t est un monomorphisme. Comme Im hssKer k 11 existe be A tel que bax' ¥ O
et by = h(x) pour un x€M convenable., Ceci entraine h'(bax'- r(x)) =
bah'(x') -~ h'.r(x) = bs(y) - s.h(x) = bs(y) - s(by) = 0, d'oli 1l'existence, puisque
Im g'a Ker h', de c€A tel que cbax' # O et c(bax' - r(x)) = g'(z') pour un z'€lL'
convenable ; mais comme Im q4L' il existe de A tel que dcbax' # O et dz' = q(z)
-pour un z €L convenable. Il vient alors dcbax' = der(x) + dg'(z') = r(dex) + g'(dz') =
r(dex) + g'.q(z) = r(dex) + r.g(z) = r(dex + g(z)), ce qui montre que dcbax'e (Im )",
établissant ainsi le fait que Im r est essentiel dans M', c'est-3-dire que r est
on pseudo-&pimorphisme.

Etudions m;aintenant la possibilité de construire une homologie dans C. Nous

aurons besoin pour cela du résultat suivant concernant la fermeture commutative

de diagrammes dans C :

Lemme 1-2 : Soit dans C le diagramme ci-dessous dans lequel les lignes horizontales

sont pseudo-exactes :

p
O —nw N i;M 5>y P s 0
lf
1 ] ]
0 — N' iﬁ‘M' pA7P' 50

1°) 8'¢1l existe un homomorphisme o : N—> N' tel que 1'.a = f.1,

et 8t de plus p est surjectif, alors il existe wn homomorphisme

¢ : P—> P' tel que ¢.p = p'.£.57 p n'est pas surjectif on ne peut
pas conclure.

2°) S'{1 existe un homomorphiesme ¢ : P— P' tel que é.p = p'.f,
et 81 1'(N') est fermé dans M', alors il existe un homomorphisme

a : N—>N' tel que 1i'.a = £.1 ., ST 1'"(N') n'est pas fermé dans M'

on ne peut pas conclure.
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Démonstration @

-1
tdenciffons N & 1(N) et N' 3 i"(N'). Comme Ker p = p (0) est fermé dans M en
ve. t11 Ju lemme 1-4-4, et que N est essentiel dans Ker p (pseudo-exactitude en M),
on a par conséquent Ker p = N = {x €EM ; N : xa /\.} ¢ plus grande extension essentiellc

de N dans M, et de méme Ker p' = N'. Le diagramme se décompose ainsi de la fagon

suivante dans ModA :

0 —>» N J ;I'\'InKerp—E—yM._V_—>Imp u} P .0
o B £ v ¢
j' - - k' ' v' ul
0 > N' > N' Ker p' > M ;Im p'————-——)- P"&O

avec p = u.v, p' = u',v', i = k.j, i' = k'.j' ol u, u', k, k', j, §' sont des
injections canoniques et v, v' des surjections canoniques.

1°) S'il existe a : N—> N' tel que f.i = i'.a , alors f applique N dans N'.

En effet, comme N : x<N' : f£(x) pour tout x€M (car ax€N entraine af(x) =

f(ax) = f.i(ax) = i'.c(ax) = a(ax)e N') il résulte de la convexité de la relation
d'essentialité que N : x<A entraine N' : f(x)4 A, c'est-i-dire f(N)s N', On peut
donc définir un homomorphisme B : N —» N par B(x) = f(x) pour tout x€N, d'od
f.k = k'.B et B.j = j'.a . Mais alors, (résultat classique dans ModA), 11 existe
v : Imp —> Im p' tel que y.v = v'.f.

S1 maintenant p est surjective, nous avons u = lp s et 11 nous suffit de preadre
¢ = u'.p pour obtenir le résultat cherché.

Si p n'est pas surjective, on ne peut conclure, ainsi que le montre le contre-

exemple suivant dans Modz : comme le groupe abélien Q des nombres rationnels

est extension essentlelle de Z, les deux lignes sont pseudo-exacte (i étant

]
o .0 .z i 5 Q 0 1l'injection canonique de Z dans Q et
L 1 1 1'application identique de Z sur
1
0—>0—2 — 2 >0 lui-méme). Or il n'existe pas
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d'homomorphisme ¢: Q —>Z fermant commutativement le diagramme, car sinon ¢
serait un épimorphisme et Z un groupe abélien divisible.

2°) Réciproquement, s'il existe ¢ : P——P' tel que ¢.p = p'.f, alors ¢ applique
Im p dans Im p' (car ¢.p(M) = p'.£(M)SP'(M')), d'oli 1'existence d'un morphisme

v :Imp—> Imp' tel que ¢.u = u'.p et y.v = v'.f, Mais alors (résultat
classique dans ModA), 11 existe un homomorphisme B : Ker p——Ker p' tel que
f.k = k'.8 . Si maintenant N' est fermé dans M' on a N' = N' = Ker p', d'od

j' = lN' , et 11 nous suffit de poser a = B.j pour obtenir le morphisme cherché.
Par contre, si N' n'est pas fermé dans M', on ne peut pas conclure, ainsi que

le montre le contre-exemple suivant dans Modz od 1 désigne cette fois 1'appli-
cation identique de Q sur lui-méme : 11 n'existe pas d'homomorphisme

0—> Q 1_) Q—>0 —>0" o ¢ Q—>Z fermant commutativement

4 le diagramme, car sinon on aurait
i

> Z > Q —> 0 —30 Q = 1.a(Q) = a(Q)E Z.

A titre d'application, nous avons la :

Proposition 1-3 :

Soit dans C la suite pseudo-exacte :

0—— M L, M —P s v 5o

M' et M" peuvent étre plongés dans des suites de C:

" "
1, o 4"7 P50, 0— w35 o"—%5 PU0pseudo-

0— M'
exactes en Q' et en Q", exactes partout ailleure, et ou Q'et Q'sont
des objets injectife de C. Cela étant, il est posstble de trouver

un objet injectif Q de C, un objetP de C, et des homomorphismestels
que le diagramme ci-dessous soit commutatif et que ses lignes et ses

colonnes soient pgeudo-exactes :



60 0 0 0
0o— w1y u—F o, w0
j',,"E 3 3"
& / 1 /
) > 5' e's Q > Q" — 0
o' 9 o"
1 T Y o V"
4
0 5 P > P s P 5 0
Y Y l/
0 0

Démonstration : La premiére partie de 1'&noncé résulte de ce que tout objet M

de C peut se plonger dans la suite 0—— M—)lﬁ ~—% 0 —=>0 qui est pseudo-exacte
en ﬁ, exacte partout ailleurs, et telle que ﬁ soit un objet injectif de C(ﬁ désignant
une enveloppe injective de M), Considérons alors le diagramme ci-dessus dans lequel
sont donnéesla ligne du haut et les colonnes extrémes, Comme Q' est injectif, il
existe un homomorphisme £ : M——>Q' tel que f.i = j'. Prenons Q = Q' & Q" avec

'
les morphismes canoniques QL_—%') Q' , Q"%% Q (la ligne du milieu est donc exacte)y
et posons j = e'.f + e".j".p : M——>Q ; il vient alors j.i =e'.f.1i = e'.j' et
n.j = lq...,j".p = j".p, d'oi la commutativité des deux carrés du haut.
Le pseudo-lemme des cinq appliqué aux deux lignes du haut nous montre alors que j
est un monomorphisme. Nous prenons ensuite = ¢ -~ , et pour ¢ : Q —P
1'épimorphisme canonique, d'oli la pseudo~e: :titude de la colonne du milieu. D'autre
part, comme ¢' et ¢ sont surjectifs (le pr« .er par hypothése, le second par cons-
truction), le lemme 1-2 nous assure l'existence d'homomorphismes 1t : P'—>P et
o : P—_3P" tels que 1.¢' = ¢.e' et 0.4 = ¢".II", d'oii 1la commu;ativité des deux
sarras du bas et le fait que o soit un épimorphisme. Montrons que T est un mono-

morphisme ; soit y'€ P' tel que t(y') = O et y' # O. Comme ¢' est surjective i1

exicte x'€Q' tel que y' = ¢'(x'), d'ol d.e(x') = 1.¢'(x') = O.
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Comme Im j4 Ker ¢, on peut en vertu du lemme 1-3-5 trouver un a€A tel que
ay' # 0 et ae'(x') = j(u) pour un u€M convenable. Il vient alors : j".p(u) =
T.j(u) = M"(ae'(x')) = ".e'(ax') = 0, d'oli p(u) = O puisque j" est un mono-
morphisme, et, puisque Im i4 Ker p, 1'existence d'un b€ A tel que aby' # O

et bu

i(u') pour un u'¢ M' convenable. Mais ceci entrafne e'.j'(u') = j.i(u') =

j (bu)

bj(u) = bae'(x') = e'(bax'), d'ot bax' = j'(u') puisque e' est un mono-
morphisme, soit finalement bay' = ba ¢'(x') = ¢'(bax"') = ¢'.j'(u') = 0, ce qui
est contradictoire. Par conséquent, on a bien Ker 1t = 0. Montrons enfin que

Im t est essentiel dans Ker o. On a déj3 o.1. ¢' = o.¢.e"' = ¢".7",e' = 0, d'ob
0.7 = O (puisque ¢' est un épimorphisme) c'est-3-dire Im t< Kero . Soit
maintenant y € (Ker d’}x . Comme ¢ est surjective il existe x€ Q tel que y = ¢(x) ;

mais alors on a ¢". N'"(x) = 0. ¢(x) = 0, d'oli, puisque Im j'4 Ker 4", 1l'existence

d'un a€A tel que ay # 0 et a 7"(x) = j"(u") pour un u"€M" convenable, et,
comme Im pdM", 1'existence d'un b€ A tel que bay # O et bu" = p(u) pour un
u€ M convenable. Il vient alors : 7' (bax - j(u)) = ba 1"(x) - 71".J(u) =
bj"(u") - j".p(u) = bj"(") - §"(bu") = 0, d'oli, puisque Ker 7" = Im e",
1l'existence d'un x'€ Q' tel que bax - j(u) = e'(x'), solt finalement bay =
ba ¢(x) = ¢(bax) = ¢(e'(x') + j(u)) = ¢.e'(x") + ¢.§(u) = 1.¢'(x") € (In 0%,
ce qui achéve la démonstration.

Remarque : La construction précédente nous montre qu'en fait les colonnes

verticales et la ligne du bas sont pseudo-exactes en leur milieu et exactes

partout ailleurs alors que la ligne du milieu est exacte.

Corollaire 1-4 : Soit dans C la suite pseudo-exacte :

0 5> M' > M > M" > 0.

< Pd

~ A
ST M' et M" gont deuxr enveloppes injectives de M' et de M", alors

Pal ~
M' 8 M" est une enveloppe injective de M.
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Démonstration : On effectue dans le diagramme de la proposition précédente les

modifications suivantes : Q' = ﬁh, Q" = ﬁ"g P' = P' = 0, j' et §" étant les injections
canoniques. Ceci entraine P = 0 en vertu de la pseudo-exactitude de la ligne du bas,
et montre que Im j est essentiel dans M e ﬁ", ce qui &tablit le résultat.

Enfin, lorsque la catégorie € posséde suffisamment d'objets projectifs, nous avons

une propriété en quelque sorte duale de la précédente, i savoir :

Proposition 1=5 : Soit dans C la suite pseudo-exacte :

0—> M'—s M —sM'——0.
St C posséde suffisamment d'objete projectifs, alors M' et M" peuvent étre
plongés dans des suites pseudo-exactes de C :
00— N'—>P'—5 M —>0, 0—> N'—s PL—3s M'—> 0,
ol P' et P"sont des objets projectifs de C.
Cela étant, il est possible de trouver un objet projectif P de C, un
objet N de C, et des homomorphismes tels que le diagramme ci-dessous

sott commutatif et que ses lignes et ses colommes soient pseudo-exactes :

| ]

<o

La démonstration, semblable & celle de la Proposition 1-3, est laissée au lecteur.
On remarquera utilement que toute suite pseudo-exacte de C de la forme

0-—>N —sP—s M—> O ol P est un objet projectif de C est en fait exacte en
N et en P {car les objets projectifs de C sont des modules semi-simples), ce qui

permet d’appliquer le lemme 1-2,
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II. ELEMENTS D'HOMGCLOGIE DANS C,

Y

On rappeile qu'une suite nulle 3 trois termes est une suite (M) : Mz-—"Ml——?Mo
de A-modules et de A-homomorphismes telle que Im(Mz——-) Ml) £ Ker(Ml—yMo), et que
la classe de ces suites peut €tre érigée en une catégorie additive en définissant
une translation £ : (M) — (N) comme un triplet f = (f2 , f1 , fo) de A-homomorphismes
fi H Mi_)Ni » O i £2 , tels que le diagramme ci-contre soit commutatif. On définit

alors sur cette catégorie un foncteur

(M) My—> Ml—-——;«M

l additif covariant 3 valeurs dans Mod, ,
f f2 fl fo

1/ et appelé foncteur d'homologie en faisant
™ Nj—>N; Ry correspondre & la suite (M) le module

- quotient Ker (Ml——) MO) Im(Mz-—yMl)

et & la translation f : (M)—— (N) 1'homomorphisme

Y 7/
Ker(H1—> Mc/lm(M2—> Ml) ———£—> Ker(Nl——rNcyIm(Nz—> Nl) défini par ’f‘(x) -

fl(x) ol x représente la classe de x modulo Im(Mz-—‘7 Ml) et EI_(;S représente la
classe de fl(x) modulo Im(Nz—’er). (Voir fllﬂ Ch.4).

D'autre part, on vérifie facilement que le coréflecteur R de ModA dans C est
un foncteur additif, et que de plus, si A est un anneau commutatif, alors R est
A-linéaire en ce sens que R(af) = aR(f) pour tout a€ A et tout homomorphisme
f : M—>N de A-modules.

Ceci nous permet de donner la :

Définition 2-1 : On appelle "foncteur de pseudo—homologie'", ou encore foncteur

d'homologie dans C, le composé du coréflecteur de Mod,, dans C avec la
restriction du foncteur d' homologie.dans Mod a la sous-catégorie pleine

dont la classe des objets est comstituée par les suites nulles d trois
termes de C.
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Ainsi, ce foncteur fait correspondre i toute suite nulle & trois termes de C

o) Mz‘-—-? Ml

appellera : module de pseudo-hrmologie de M, et 3 la translation f : (M)—(N)

—>M 1'objet de C H(M) = Ker(Ml—> Mo) Im(MZ——>M1) que 1l'on

ie A-homomorphisme H(f) : Hi..)—H(N) défini par H(f) (x) = fl(x) (ot X désigne

cette fois la classe de x€ Ker(M1—> Mo) modulo Im(M2—> Ml)’ et fl(x) désigne

la classe de fl(x) modulo Im(Nz—e’Nl))e

I1 est immédiat que H est un foncteur covariant, additif, et que, si A est commutatif,
i1 est A-linéaire.

Notons enfin qu'une suite nulle 3 trois termes (M) de C est pseudo-exacte si et
seulement si son module de pseudo-homologie H(M) est nul.

Dans la proposition suivante, (M), (N), (P) désignent respectivement les suites

nulles 34 trois termes de C : M2—§M1—> Mo , N2—>N1-—> No’ Pz-—ﬁ Pl——)Po‘

Proposition 2-2 :

Si les translations (M)-—fé (N) =B~ (P) sont telles que :

g
(i) 1‘12——2—>P2 est un pseudo-épimorphisme,

£ 8

{11) Ml——l> N1—$ P, est une suite pseudo-exacte,
f

(2<%) Mo-—l> N, estun monomorphisme,

alors la sutte H(M)_-m H(N) _H&g_)_yﬂ(P) est pseudo-exacte. En

particulier cette derniére suite sera pseudo-exacte si la suite de

translations 00— (M) —i> (N)—g-? (P)—>0 est pseudo-exacte,

Démonstration : Nous sommes en présence du diagramme commutatif ci-dessous i gauche,

lequel donne naissance au diagrann;xe commutatif de droite dans lequel i, i', i" gont

les injections canoniques, p, p', p" les épimorphismes canoniques, et oli nous continuons

3 désigner par f1 et 81 les restrictions de ces morphismes 3 Ker(Mi—aMo) et

Kef(Nl'_?' No) ainsi qu'a Im(Mz——> Ml) et 3 Im(Nz-—> Nl)'



Catégarie des A-modules non-singuliers

65

(M) M,y M~y M OﬂIm(Mz—u%MI)_i_,Ker(Ml Ty ) PsHM) 50
£ l g, |z X3 f1 l H(£)
Y ¢ . N R R 9
0] Ny—> N—>N 0—5Im(N,—N,) i, >Ker(N,—-> No)——»H(N)—>0
8 g
& l 2 1 v g1 J/ l H(g)
‘/ "’ ‘

IR S SRS 0—5 Im(p,—%>P,) —> Rer(p, —*>¢ )—B5 H(P) —>0

I1 vient aloxrs : H(g) .H{f).p = H(g).p'ofl = p"oglof1 = 0, d'oli H(g) .H(f) = O
puisque p est un Epimorphisme, c’est-d-dire Im{H(f))< Ker(H(g)). Montrons enfin

que Im(H(f)) est essentiel dans Ker(H{g)), ce qui r&tablira le résultat. Soit donc
x'€Ker v' tel que p'(x') € Ker(H(g)) - {0}. On a ainsi :

p"ogl(x') = H(g).p"(x') = 0, d'ot gl(x')ém-)_, En vertu du lemme 1-3-5, il existe
donc a€A tel que ap'(x') # 0 et agl(x°) = u"(y") pour un y"€P2 convenable, Mais
comme g, est unpseudo-&pimorphisme, il existe beA tel que bap'(x') # 0 et

by" = gz(y') pour un y' €N, convenable, Il vient alors : glou'(y') = u".gz(y') =

u"(by") = bu"(y") = bagl(x'), d'oli bax' - u'(y') €Rer 8¢

Comme Im fldKer 8y» il existe c €A tel que chbap'(x') ¥ O et c(bax’ - u'(y")) =
fl(x) pour un x€ M, convenable, ce qui entraftne fo.,v(x) - v'.fl(x) -

v'(cbax' = u'(cy')) = cbav'(x') - v'u'(cy') = 0 puisque x'€ Ker v' ez que (N) est
une suite nulle., Comme fo est un monomorphisme, il en résulte que x€ Kerv. Mals alors
17él8ment p(x)€ H(M) est tel que H(f) (p(x)) = H(f).p(x) = p'.f,(x) = p' (cbax' -
u'(cy')) = cbap'(x') - p'(u'(cy’)) = cbap’(x’) puisque u'(cy’) €Im u'< Ima' entrafne
pe(u'(cy’)) = 0, ce qui montre que cbap'(x')€ Im(H(f)) - {0_} , et achéve la démons-~

tration,
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Corollaire 2-3 :

Soit dans C le diagramme commutatif suivant d lignes pseudo-exactes :
M——>N —>P

R
M'—s N'—s P’
St M'—>N' est un monomorphisme, alors la suite
(2) Ker £_> Ker g— Ker h est pseudo-exacte, tandis que st N—>P egt
un pseudo-épimorphssme, alors la suite

(i1) Cokercf.;>-Cokercg-—erCokerch est pseudo-exacte.

Démonstration :

La pseudo-exactitude des suites (i) et (ii) résulte de 1l'application de 1la Proposition

2-2 aux diagrammes respectifs

00— 0 —>0 M—>N ——>P
\L )% \ N V ¥
M—sN_—sP et M'—> N' p'
l b \y N / \
M N' P’ 00— 0 —=>0

Nous allons maintenant &tablir 1'existence d'un "homomorphisme de connexion" dont

1'application nous permettra d'obtenir un '"pseudo-lemme du serpent".

Propostition 2-4 : Soit dans C le diagramme commutatif (I) ci-dessous dans lequel

les lignes sont exactes en N, et en P, et pseudo—-exactes partout atlleurs,

et ol les colonnes sont des suites nulles :

N3—9 P3—> 0
|

2 -> P2 >0
1 x4

>,
d

(1)

:

=
4

[y

1

~Y
ZE— =

o———dpi
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S
I1 existe alors un A-homomorphisme canonique (II) H(P3—) P,—> Pl)—> H(Mz——> Ml-—-)Mo)
et toute translation de (I) dans un diagramme de méme type détermine une translation
de (II).

Démonstration :

Pour simplifier 1l'écriture, nous noterons X, MM, (resp. xZMZMlNl) 1'image de

1'élément x,€M, par 1'homomorphisme M;—> M, (resp. My—> M, —> Nl)’ et de méme
pour les autres homomorphismes du diagramme.

Soit Y€H(P3—5 PZ——)PI) = Ker PZP1 Im P3P2 » et X, 1

(}':2 désignant la classe de X, modulo Im P3P2). Comme N2P2 est un épimorphisme,

= ' U =
il existe Yo GNZ tel que X, y2N2P2 , d'ot yzNleeKer NlPl Im MlN1 , et

' - = = =
1'éxistence de zlc Ml tel que lelNl yZNle. Mais alors on a ZIMIMoNo yZNZNINo 0

(car les colonnes sont des suites nulles), ce qui entraine ZIMIMo = 0 puisque MoNo

v
£ Ker P2P tel que Xy =Y

est un monomorphisme, soit z1€ Ker MlMo' Nous posons alors A(y) = o = 'z_l :

classe de zy modulo Im MZMI' On définit bien ainsi une application A de

H(P3——)P2——) Pl) dans H(Mz—-> Ml——> Mo). En effet si x!€Ker P,P, est tel que

2 2°1

(- ' 1 = ! ' ' -
Xy =Y si yzel\l2 est tel que X, y2N2P2 et si z; eMl est tel que lelNl

yéNle » le méme raisonnement que ci-dessus nous montre que zie‘Ker M1M0° Par

i ! = g ) —-B - ] P
suite il nous suffit de montrer que z1 zl, c'est-d-dire zy z1 Im MZMI’

soit finalement Im MZMI : (z1 - zi)A A.

Soit donc ae A*Q si a(z1 - zi) = 0 c'est terminé. Sinon on a :a(zl - zi) ¥ 0,

et comme a,(:a:2 - xé) €Im P_P. (car x

3P, ) = f:é), il existe be A tel que ba(zl-zi) 40

et ba(x2 xz) x3P3P2 pour un x,€ P, convenable. Comme N3P3 est un pseudo
épimorphisme, il existe c<A tel que ¢:ba(z1 - zi) # 0 et cxy = y3N3P3 avec
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I1 vient alors 373N3N2P2 = cx3P3P2 = c:ba(x2 - xé) = c:ba(y2 - yé)Nsz , d'oil

<:ba(y2 - yé) - y3N3N2<-‘ Ker NZPZ" Comme Im MZNZA Ker N2P2 , 11 existe d€ A tel

que dcbav(z;1 - zi) # 0 et dcba(y2 - y;) - dy3N3N2 = ZZMZNZ , avec zzc—‘M2 , d'ol

- - = -— ' - ' 2=
zZMleN1 = dcba(y2 yz)NzN1 dcba(z1 zl)MlNl’ ce qui entraine dt‘;b:«z(z1 zl)

zzMzM1 puisque M1N1

Soient maintenant y , y'c H(P3-—> P

est un monomorphisme, et &tablit le résultat.

2*% Pl) et a€A, On a A(y) = z, ol lelNl =
YoloNy s YoNpPy = Xy 5 Xy =y, Aly") = 2] ol )N, = yoNoN, , yyNP, = x5,
I /'LW\ _ ; + '

x! =y' ; d'ol X

2 Y
¥
(z1 + zl)MIN

2r o v =
g t Xy =Xy P Xy = v+t (yy + yINPy = x, +x,

1 = (yz + yé)Nle , ce qui entrafne A(y +y') =z, + 2! =2z + z

Aly) + AGy").

~ ) o
De méme on a ax, = aX, = a y, ay,N,P, = ax, , az;M;N; = ay,N,N,, d'ol A(ay) =
EE'I = a?l = a ply), ce qui montre que A est un A-homomorphisme. Supposons enfin
que nous ayons une translation du diagramme (I) dans un diagramme du m€me type

dont les objets sont notés M! , N! Pl; , les composantes de la translation &tant

j
notées M{M’ . Nij} , PkPI'(., Soit yeH(P3—->P2—-7P1) et X, , Yy 5 24 définis comme
ci-dessus, et posons xé = XZPZPé . yé = yZNZN."Z , zi = lelMio Cormme X, € Ker P2P1
H(p:i_)pz_)pl)—-A—p H(Mz—y Ml—->M0) et z,;€ Ker MlMo’ on a évidemment
b lY xée‘Ker PéPi et ziG:‘Ker MiM('). Or
K le morphisme § : H(P3—> P2-=7P1)——>
H(Pé—-—)Pé—)P‘i)———v H(MEaMiﬁM;) , H(Pé—-‘,Pé—)Pi) est défini par

. _ /-\' - e, ~ .
E(xz) = X,P,Py = X;, et de méme le morphisme y : H(MzéMﬁMO)—?H(Mé%M

) '
léMo )

est défini par y(z;) = z1M1Mi = zi. I1 vient alors : ¢(y) = ¢(x,) = x5

IN'PY = 1p! o (- 1o ! TMIN! = N = '
YoNoBy = YoNoNoPy = yyNoP Py = X,BoPy = x5, ZM)Ny = 2 M{MN; = 2 M NNy

yZNleNi = yzNZNéN;_ = yéNéNi s d'oﬁ A’(¢<Y) ) = z]'- = w(;-;) = w(A(Y)) .

soitg A'.¢ = ¢.4 , ce qui achéve la démonstration.
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Remzrqueé : L'hypothé&se seisn laquelle les lignes sont exactes en N1 et en P2 et
ned 28 simplemen: pseudo-exactes, est indispensable pour conclure, ainsi que
ie montrent les deux contre-exemples suivants dans lesquels Z et Q désignent

_'anneasu des entiers racionnels et le corps des nombres rationnels.

0—> 0 —>0 0—> 0 —>0
‘J/:‘_'L l/ ‘Ll‘l/ ‘L
0 —=2Z 5 Q > G 00— Q— Q@ —0
- ]
\l/ v Vo,
0 > Z — Z >0 00— — Q— 0
-y !
|
00— 0—> 0 0—> 0 —>

Dans ie ler diagramme, l°'exactitude en P2 est devenue pseudo-exactitude alors que
dans le secona c'est en N1 que cette modification a été effectuée. Or il ne peut
exister d'homomorphisme de connexion A : H(0—>Q-—>0) = Q >H(0 =>Z—>0) = Z,
car Z contiendrait alors un sous-groupe divisible.

D'autre part, le diagramme (I), en plus de nous permettre de définir 1'homo-
morphisme de connexion A, donne naissance i des homomorphismes
H(N3—> Ny—> Nl) —f—> H(P3—> P2——>P1) et H(Mz—avnl—-euo) 85 H(N2—>N1—>N°).

Concernant le tout, nous avons le résultat suivant,

Prcposition 2-6 : Si les hypothdses sont les mémes que dans la Proposition 2-4,

alors la suite :
(III) H(N3ﬁ NﬁNl) —f—> H(Pj% P2—> Pl) —A=7H(M2% Mﬁ MO) -—%
H(N;—> Nlﬁﬁo) eat peeudo-exacte. De plus toute translation

de (I) dans un diagramme de méme type détermine une translation de

la sutte (III),
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Démonstration :

(i) Im ££ Kerd : Soit BQH(N3-'7 N2—> Nl) de .représentant y2€ Ker N2N1 et posons

o ,/"\ e
X, = ¥,N,P,. 11 vient alors f(B) = f(yz) = YoN,Py = X, YN Py = x, et QMlNl = YN N,

d'oi  ACE(P)) = O = O,

(11) Im fagerd : Soit yeRer & - {0}, %, = v, y,N)Py = x, , z ) MN) = y,N,N,,

—p—

= A(y) = 0. Ainsi z,€ Im MM, et 11 existe a€A tel que ay # O et az, = 22H2M1

' oli - = - - O
pour un zzeM2 convenable, d'ol (ay2 zzMZNZ)NZNl - ayzNle azlnlNl /4

—_— e
soit ay, = zZMZNzeKer N2N1. sc::lt: alors B = ay. - 22M2N2<:H(N§—‘7Ni-% Nl) ; on a £(B) =
m //-‘—-\ ./——\ -

ay, - ZZMZNZ)NZ 5> = ay,N,P, - 2,M,N,P,) = ‘ax, - 0'= ax, = a yeIm f - {0} .

@ ~w—-—
(111) ImAgKer g : Soit v = X, , y,N,P, = x, , z;M/N; = y, NN, Ay) = z.

On a alors g(A(y)) = g(zl) = classe de z]_leN1 modulo Im N2N1 = 0 puisque zIMINl =

(iv) Im AdKer g : Soit a €Ker g - {0} et z

1€ Ker M M tel que o = ;1. On a g(a) =
classe de lelNl modulo —I;-ﬁz_ﬁl = 0, d'ol lelNIGImTZNl. Par suite il existe
acA tel que a a ¥ O et alelNl = yzNle pour un y2€ N2 convenable. Posons

X, = yZNzP2 , d'oll x,P,P, = y,N,N.P, = az M,N,P, = 0, soit x,EKer P P,.
Considérons alors 1'élément vy = ﬁzeH(Ps-?Pi:?Pl) 3 par construction de A i1 est
tel que A(Y) = 531 = a—z'l = a a , ce qui montre que a a €Im A - {0} ,

Enfin 1'assertion sur la translation induite résulte directement de la proposition 2-4.

Corollaire 2-6 : (pseudo-lemme du serpent) :

Sott dans C le diagramme commutatif ci-dessous 4 lignes exactes en P et N'

M > N > P >0 et pseudo—exactes partout ailleurs.
£ l g lh Alors on a une sutite pseudo—exacte
o ' N' 5 P canonique dans C:

Ker f-> Ker g—>Ker h—-VCokerCf-_y

Cokercg eCokerCh.
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Démonstration :

11 suffic d'appliquer la proposition 2-5 et le zorcliaire 2-3 au diagramme suivant :

o0 3 >0

N \l
> P —> 0
h

4

\ 3

¥
Z

II1 - COMPLEXES ET TRANSLATIONS DANS (.

Un compiexe X de C est une suite —- —3 Xn-i d = Xn d S qul—%y -—

n ,n-1 -

d'objets de ¢ infinie dans les deux directions ec ielie que i'on ait d .d 0

pour tout n€ Z, Une translation du compiexe X dans i= complexe X', notée

n

f
X.__£%> X' , est une famille (fn)nG?Z d*homomorphismes X L, X" telle que pour

tout n€Z le carré ci-dessous soit commutatir, et on vérifie facilement que 1'on

Xn d 7Xn+1 obtient ainsi une catégorie additive,
On pose 1K) = H(Xrﬂ-; ) G xn+1) =
fn fn+1 Ker a" / Im an” ; ces modules sont
x'n ar — x1otl appelés les "modules de pseudo-homologie"

du complexe X.
Toute translation X—>X' de X dans un autre compliexe X' détermine pour tout nc?2
un A-homomorphisme H“(x)uéynn(x'), de sorte que H” est un foncteur covariant addicif

défini sur la catégorie des complexes de C et & valeurs dans C.

X" ,d =d ™ ,H @ =H X ;
n d n

n+1 X n X

5> X —s X _—>...

Il est pratique dans certains cas de poser Xn

le complexe X s'@crit alors : ,..—s X

n+l

avec dn°dn#1 = 0 et Hn(x) = H(Xn;i~> Xn——Jpxn_l) = Ker dn /[ Im dn+1 pour tout neZ,
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Ea®in, on dit qu'un compiexe X de C est un complexe 3 droite (resp, 3 gauche) si

v} = ¢ {zesp. X - 0) pour tout n<0, et une suite X'——fé X85 X" de complexes de C

P
g
> X o ,.X'_'l est exacte. De plus 1l est pratique de noter O le complexe

e: de trauns.a~ious est dite exacte si pour tout n€ Z la suite d'homomorphismes
n —

el

. zei que X = 0 pour tout neZ,

Sropogition 3-1

Sott 0 —>X'—> X —» X"—> 0 une suite exacte d« complexes de C et de

transiations, Alors il en résulte une suite pseudo-exacte canonique dans C:
= ¥ y " A t "

o=y (X)_SH L (R)H XN SH )5 K)-sH (X").5...

De pilue toute translation de la suite de complexes dans une suite de

méme type détermine une translation de la suite canonique précédente.

Démorstration ;

Ceci résulte de ce que la sulte canonique ci-dessus n'est autre que la co-réflexion
dans C de la suite d'homologie dans ModA associée i la suite exacte de complexes
00— X"—> X —»X"—>0, et du fait que la co-réflexion transforme une suite exacte

en une suite pseudo-exacte, comme nous le montre le :

Lemme 3-2 :
La co-réflexion de Mod N dans C transforme
(i) toute suite exacte en une suite pseudo—erxacte ;
(1Z) tout monomorphisme en un momomorphisme ;

(i1t} tout épimorphisme en un homomorphisme surjectif (et non pas simplement

en un pseudo—épimorphisme).
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Démonstration @

(i) Nous avons le diagramme ci-dessous dans lequel la ligne supérieure est exacte

¥ g " et ol les colonnes sont les Epimorphismes
M > M > M
. ~ v S -~/
L l/ l canoniques. Comme g.f = g.f = 0 =0

vy " (propriétés fonctorielles) on a déja

cx(o} 7 /c(O) —H ‘o (o) ~

N
Im f<Ker §. Montrons que Im f est

"/
essentielle dans Ker g,
L]

Soit x €(Ker "E)* avec x€M. On a ainsi g/z\x) = B(x) = 0, c'est-a-dire M"® : g(x)4 A.
Comme Mfa(o) est non-singulier, 11 existe en vertu du lemme 1-3-5 un a€A tel que

ax # 0 et al eM™® g(x), soit g(ax) = ag(x)eM"'® , c'est-d-dire O : g(ax)aA ;

de méme il existe beA tel que bax # O et ble O : g(ax), c'est-i-dire bax<Ker g =Im f,

[ I t > LA FIRY
d'ol bax = f(y) pour un y€M' convenable. Mais alors on a : bax = bax = f(y) =

e /V*
f(y)e (Im £f)° , ce qui &tablit le résultat.
(ii) Ceci résulte immédiatement du (i) précédent et du fait que O4 N entraine N = O.

(iii) Ceci résulte du fait que 1'homomorphisme canonique M——‘7M/a(o) est surjectif.

Remarques :

1®) Il existe des suites exactes de ModA qui sont effectivement transformées en des
suites pseudo-exactes et non exactes par co-réflexion dans C ; exemple : la suite
exacte de Z-modules 2 —1—7 Q—>Q/Z (ot i est 1'injection canonique).

Z et Q étant non-singuliers sont transformés en eux-mémes : par contre, Z 2tant
essentiel dans Q, on a (Q/2)® = Q/Z, de sorte que Q/Z est co-réflechi en 0, et que

la transformée de la suite précédente est la suite Z _..-i—) Q—0.

2°) Le (iii) du lemme précédent nous montre qu'il n'est pas possible de démontrer
les propositions 2-2 et 2-4 de la méme fagon que la proposition 3-1, 3 savoir en
considérant les diagrammes de C dont il est question comme co-réflexion de diagrammes

de ModA pour lesquels les propri&tés sont bien connues. En effet, nous voyons ici



Catégorie des A-modu 5 non-singuliers

qu'un pseudo-épimorphisme non surjectif ne peut pas &tre la co-réflexion d'un

épimorphisme de ModA.

3%) I1 est permis de se demander si, dans 1'énoncé de la proposition 3-1, i1

serait possible de remplacer 1'hypoth@se "exacte" portant sur la suite de complexes
par "pseudo-exacte''. La réponse est non, ainsi que le montre le contre-exemple
suivant : on prend pour X', X, X" les complexes de Mod, définis par Xr'x = 0 pour
tout n # O, Xg= Z: X;-Opour tout n ¥ 1, X']: = Q ; Xn= 0 pour tout n#{b,l} .
X1 = Xo =Q , dl = 1Q ; et comme translations, f : X'—> X définie par fn = 0
sin#o0, fo = i injection canonique de Z dans Q, et g : X—3X" définie par

g, = O pour tout n # 1 et g = IQ' La suite de complexes de C
£ g

0— X' —— X 5 X' 50 est bien pseudo-exacte, ainsi qu'on peut le constater
o ° sur le diagramme ci-contre, et cependant
j, Jr j/ on ne peut y associer une suite canonique

0— j’/——? i —> 0 —>0 comme dans la proposition 3-1 car sinon

1 ,L v . " '

o 4 4 Q $ 0 1'homomorphisme A: Hl(x )“7H°(X )

L l/ 1Q \L serait un homomorphisme de Q dans Z, ce
i
00— JZ/——v E — i——’? Y qui est impossible.
0 —> 3 —> i —> 0 —0

Corollaire 3~3 :

Soit 0 —s X' —s X—> X" 0 une suite exacte de complexes de C. $i

deux d'entre ewr sont pseudc -exucte, alors le troisiéme l'est ausei.
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Démonstration : Il est immédiat qu'un complexe est pseudo-exact si et seulement si

tous ses mcdules de pseudo-homologie sont nuls. En désignant par Y celui des trois
complexes dont on ne sait pas 3 priori s'il est pseudo-exact, la suite canonique
pseudo-exacte de C dont on a ©tabli 1'existenc . & la proposition 3-1 se présente

sous la forme ooo<—>0-—->Hn+1(Y)—50%0——)Hn(Y)—>0—> coey, d'ol le résultat.

Rappel : Une translation f : X — X' entre deux complexes de C est dite "homotope

3 0" s'il existe pour tout n€Z un A-homomorphisme u X;—‘» xr'1+1 telle que

1'on ait £ =u
n

t
n-1°dn +d .u

n+tl n

pour tout n€Z.

Il est immédiat que 1'ensemble des translations homotopes 3 O de X dans X' est un
sous-groupe du groupe additif de toutes les translations de X dans X', et que,
lorsque A est commutatif, ce sous-groupe est alors un sous-module.

On dit alors que deux translations f et g de X dans X' sont homotopes si f-g

est homotope 3 O, de sorte que 1'on définit ainsi une relation d'équivalence
compatible sur le groupe des translations de X dans X'. De plus, si f est homotope
3 0, on a pour tout x< Ker dn : fn(x) = un-1°dn(x) + d' .un(x) =

n+l
dt'ﬂl.,un(x)élm dr'rﬂ-l < Im dr'x+1 , de sorte que 1'homomorphisme induit
. ; |
Hn(f) : Hn(X)—yﬂn(X ) est nul,
Par suite, si deux translations de X dans X' sont homotopes, alors les homomorphismes

induits de Hn(X) dans Hn(x') coincident pour tout ne Z,
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IV, RESOLUTIONS INJECTIVES ET PROJECTIVES DANS C.

Dans ce qui suit, nous associerons a tout objet M de C le complexe de C,
noté (M) défini par Xo =M Xn = 0 pour tout n ¥ O et dn = 0 pour tout n Z ;
9

(M) est appelé le "complexe associé 3 M.

Définition 4-1 : Un complexe & gauche X sur M consiste en la donmée d'un complexe

a gauche X de C et d'une translation e : X —>(M).

En raison du caract@re dégénéré de (M) cette translation est parfaitement définie par
1 "homomorphisme X—>M, que 1'on note aussi ¢, et qui est soumis 3 la condition
Xi———éxo—%M est une suite nulle., Le complexe & gauche X est dit projectif si
tous les Xn sont des objets projectifs de C.
Pour définir un complexe acyclique sur M nous avons, dans ModA, le choix
entre les deux définitions E&quivalentes suivantes :
(i) la translation ¢ : X—>(M) induit un isomorphisme H(X) —u(M)

(11) La suite coc—5%X,— 5% —5>X "5 M- 50 est exacte.

Examinons ce qui se passe lorsqu'on se restreint 3 la catégorie C. La condition (i)

se traduit par Hn(x) = 0 pour tout neNi‘, soit finalement par Im dn+14 Ker d_, et
n

par HO(X) = Xo/Im d1 isomorphe & M au moyen de 1'isomorphisme induit par ¢,

ainsi qu'on peut le voir facilement & 1'aide du diagramme de gauche ci-dessous,

d
1 ———
v00—> X2_5 Xl——ﬁ Xo_é 00 00— Im dl——\, Xé-——-,- HO<X)—%0
€ € isomorphisme
1
oo 035 0 —>5 M_50-—>... 0— 50— >M——SM—=0

ce qui impose 3 ¢ d'@tre surjectif, comme le montre le diagramme de droite.



Catégorie des A=-modules nor=ging:liers 77

Par conséquent, si 1'on adoptait cette définition, seuls les objets projectifs
de C admettraient des résolutions projectives dans C. Nous nous baserons donc

sur la définition (ii), ce qui nous donne la 3

Définition 4-2 : Un complexe & gauche X sur M est dit "acyclique" si la suite de

C: . ...— XZ“" X,l-—-;oXo —E—vM —>0 est pseudo-exacte.

Définition 4-3 : Pour tout objet M de C on appelle "résolution projective de M

LY

dans C "tout complexze & gauche sur M qui est & la fois projectif et

acyclique.

Rappelons enfin que si X est un complexe 3 gauche sur M, X' un complexe 3 gauche
sur M', et f : M__~,Mg un A-homomorphisme, alors une translation g : X—>X'

est dite "sur f" si le diagramme suivant de complexes et de translations est

commutatif ¢ X ——— (M) (en désignant par (f) la translation (M) —(M')
SL j/ (£) induite par f).
 GUENN ')

Proposition 4-4 : Soient M et M' deur objets de C, £ : M—>M' un A-homomorphisme,

X une résolution projective de M dans C, et X' un complexe & gauche
acyeclique sur M! Alors il existe une translation g : ¥>X' sur f,

et deux telles translations sont homotopes.

Démonstration :

Nous allons tout d'abord &tablir le
P

v

Lemme 4-6 : Soit dans C le diagramme M'— M—M'" dane lequel P est un objet
projectif de C, la sutte M5 M—sM" est pseudo-exacte, et la sutte
POM—>M' est nulle. Alors il existe un homomorphisme P—yM' tel que

Po>ML S M= P 5N,
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En effet PMM" = O entrafne Im PM<Ker MM", de sorte que le diagramme précédent

peut se mettre sous la forme ci-contre. Or, la suite MLi—sKer MM'—,0 Etant pseudo-

P

M'——> Ker MM" M S

A\ 4

Construisons maintenant une translation g :

X —Et 5 M
8, l £
1. e’ '
a— M
d
1 €
Xl > Xo >M
d! e
K Xyt
d
n+1 n o e
xn-&'l > X, > X1
gm-l 8n 8n-1
a!' da'
x' n"']\ X' L x| a ece
n+l i 7 “n-1

exacte, il existe un morphisme P—>M'

tel que P—> M'—> Ker MM" = P—5Ker MM",

ce qui établit le résultat.

X —» X'. Comme €' est un pseudo-épi-
morphisme et Xo est un objet projectif de
C, i1 exist h : X=3X'
s xiste un homomorphisme go x;a;xo

rendant le diagramme ci-contre commutatif,

De plus, comme e"(go'dl)‘. f.e.d, =0,

- 1

11 existe en vertu du lemme 4-5 un homo-

morphisme g; : X1—>Xi rendant le dia-

gramme ci~contre commutatif,

Supposons alors construit g, ¢ Xﬁxﬁ

n-1° dn" Comme

8n—1°dn'dn+1' "

d'.g =
tel que dn.gn. g

' =
dr. (g .d )

41 0, 11

existe un homomorphisme 841 °

gramme ci-contre, ce qui nous permet de

construire la translation g par récurrence sur n.

Supposons’ maintenant que g' : X—>X' soit une autre translation sur f. Il existe

'
let

H ! ' = -
Uyt X{>X, tels que dl.uo g, g;

des homomorphisme U, ¢ XB—‘%'

et 31'3i = di'ul + uo.d1 (application

du lemme 4-5 aux deux diagrammes ci-contre),
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1
uy glugi—uoodl Supposons comstruit u_ : Xn——-,xr'“_l tel
_ d) dj que 1'on ait gn-gt'l =dleu tued.
X) > X! > X°
2 i
. |} - A - -
% el ¢ mme dn-lr1°(gn-6-1 En+1 un°dn+1)
U 7 (gn gn) °dn+1 dn+1° un'dn+1
7 g -g' .-u_.d v _ a0
/Ar n+l “n+l n° n+l dn+1°un“dn+1 + un-1°dn'dn+1 dn+1'un'dn+1
]
¥ dt'ﬁh2 ; n+l = 0 i1 résulte du lemme 4-5 qu'il existe
1 - X' X'
n+2 7 “n+l n . . '
un homomorphisme Ul XW Xn+2 tel

d' ,.u = - g! - R ui achéve nstruction par récurrence

de ia famille (un)neN , et montre que g - g' est homotope 3 zéro.

Proposition 4-€ : Si la catégorie C posséde suffisamment d'objets projectifs, alors

teut objet de C posséde au moins une résolution projective dans C. Si X
et X' sont des résolutions projectives dans C des objets M et M' de C,
et st £ : M—>M' est un A-homomorphisme, alors il existe une translation

g : X—X"' surf, et deux telles translations sont homotopes.

Démonstration :

Si la catégorie C posséde suffisamment de projectifs, le socle P d'un objet M de C
est un objet projectif de C essentiel dans M (Proposition III 4-6) de sorte que
1'on peut prendre comme résolution projective de M le complexe (P) associé i P,
avec la translation augmentation (i) : (P) —»(M) induite par l'injection canonique
i : P—>M, c'est-d-dire la suite pseudo-exacte : ...—%0-30 —P =M —0.

Quant au reste de la proposition, i1 résulte directement de la proposition 4-4,
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Remarque : Ceci entraine en particulier que deux résolutions projectives X et X'
dans C d'un méme objet M de C ont le méme type d'homotopie, en ce sens qu'il existe
des translatioms g : X—> X' et g' : X'—> X sur 1'application identique de M telles
que les composées g'.g et g.g' soient respectivement homotopes aux translations
identiques de X et de X',

Indiquons maintenant rapidement et sans démonstration les r&sultats corres—
pondant aux complexes 3 droite et aux résolutions injectives.

Un complexe 3 droite X sur un objet M de C consiste en la donnée d'un complexe
i droite X dans C et d'une translation augmentation € : (M) —>X. Ce complexe est dit
injectif si tous les X" sont injectifs ; 11 est dit acyclique si 1la suite
00— M-—Ea x?___ﬂz X{—ir «oo est pseudo-exacte. (La condition (M) isomorphe
d H(X) équivaut 3 ce que la suite précédente soit exacte en x° et pseudo-exacte
partout ailleurs, de sorte qu'avec cette définition seuls les objets injectifs
de C admettraient des résolutions injectives). Enfin, si X est 3 la fois injectif
et acyclique, on dit que c'est une résolution injective de M dans C.
De plus, si X et X' sont deux complexes 3 droite sur les objets M et M' de C, et
f : M—> M' un A-homomorphisme, alors la translation g : X —» X' est dite "sur f"
si le diagramme suivant de complexes et de translations est commutatif :

(M)———-gfz——> (M') Nous avons alors les résultats suivants :

L

x__.g_.._z;}{'

Proposition 4-7 : Sotent M et M' deux objets de C, £ : M—>M' un A~homomorphieme,

X un complexe & droite acycligue sur M et X' une résolution injective de
M' dans C. Alors il existe une translation g : X—>X' sur f, et deux

telles translations sont homotopes.
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Prcposition 4-8 :

Tout objet M de C posséde au msins une résolution injective dans C. St
X ez X' sont des réesolutions imjectives dans C des objete M et M' de C,
et s £ : M>M' est un A-homomcrphisme, alors il existe uve translatiom

g : X—>X' sur £, et deux tzlles translaticrns sont homotopes.

in particulier toute résolution injective dans C d't otjec M de C 3 le méme tyme
- i o -~ . s
d'homotopie que la résolution injective O->M-—"> M—> 0—> O->.., ci i désigne

1'injection canonique de M dans 1'une de ses enveloppes injectives notée M.
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