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CATEGORIE DES A-MOBÏÏLES NON-SINGULIERS 

Claude LECLERC 

INTRODUCTION 

Cette thèse eut pour point de départ une question formulée en Séminaire par 

G o Maury sur la possibilité de "fonctorlser" lfenveloppe injective0 Une condition 

suffisante pour qu 9ll en soit ainsi est de prendre comme catégorie de départ la 

sous-catégorie pleine C de Mod dont les objets sont les A-modules non-singuliers, 

ce qui nous amène de façon naturelle â nous intéresser à sa structure» 

La notion de "suite pseudo-exacte", introduite au Séminaire par G . MAURY, se 

révèle alors particulièrement bien adaptée à cette étude s par exemple un émi-

morphisme (resp0 monomorphIsme} M — — ^ N de C est caractérisé par le fait que la 

suite M — — j > 0 (resp0 û — M — ~ ^ N ) est pseudo-exacte* On montre ensuite 

que le quotient M/N d fun module non-singulier M par I 2un de ses sous-modules est 

non-singulier si et seulement si N n*& pas dûextension essentielle propre dans M & 

ce qui permet de caractériser les objets-quotients de M et de montrer que C est 

une catégorie colocaleiaent petite (elle est aussi localement petite)-. Le ch&pltre 

1 est consacre â ces questions ainsi qu'à 1 "'établissement d çun certain nombre de 

ieames techniques nécessaires à leur résolution Far ailleurs, on caractérise les 

sous-objets normaux^ les objets-quotients conorm&ux, et on montre que C est une 

sous-catégorie coioplSte de Mod. 0 

A 
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Au chapitre II, on montre que C est un mono-sous-catégorie au sen® défini par 

Mitchell [2] , dont la sous-catégorie L des objets purs est constituée par les 

modules iajectlfs non-singuliers, ce qui entraine que, contrairement au cas gênerai, 

L est une sous-catégorie abélienne de Mod^o On remarque alors que le foncteur 

enveloppe injective défini sur C au chapitre I n'est autre que le foncteur co~ 

adjoint au foncteur inclusion de L dans C 0 De plus, on montre que le foncteur co­

re flexion de Mod^ dans C fait correspondre à tout A-module M son quotient par la 

plus grande extension essentielle dans M du sous-module singulier de M ; 

cette caractërisation permet alors d'établir que les objets de torsion de C au 

sens de Mitchell [2] ne sont autres que les sous-modules de torsion définis par 

Harada [6] . Enfin on montre que les objets injectifs de C sont les objets purs 

et qu'ils peuvent être caractérisés dans C par des propriétés semblables à celles 

bien connues pour les injectifs de Mod.. 

Au chapitre III on commence par établir que, pour étudier la catégorie C, 

on peut supposer que l'anneau A est lui-même non-singulier, ce que Ravel avait 

déjà remarqué pour certaines propriétés [ 5 ] 0 De façon précise on démontre que 

la catégorie C des A-modules non-singuliers est canoniquement isomorphe à la 

catégorie des B-modules non-singuliers où B est Panneau non-singulier obtenu 

par co-réflexion de A dans C D Ceci nous permet alors d'établir que C est une 

catégorie abélienne si et seulement si B est un anneau semi-simple De même, 

si B est un anneau noethérien, alors la sous-catégorie l des objets purs est 

une sous-catégorie co-complète de Mod^ (on sait déjà que c°est une sous-catégorie 

complète)o 

Enfin, A étant désormais supposé non-singulier en vertu de ce qui précède, 

on caractérise les objets projectifs de C comme étant les A-modules semi-simples 

et projectifs, ou, ce qui est équivalent, les sommes directes d9idéaux â gauche 
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simples et facteurs directs de l'anneau A 0 II en résulte immédiatement qre V catégorie 

des A-modules sans-torsion sur un domaine d'intégrité qui n'est pas un corps ne 

possède pas d'objet projectif non nulo On montre ensuite que les objets de C qui 

sont quotients dans C d'un objet projectif de C sont ceux dont le socle est essentiel 

et projectifo Enfin une condition nécessaire et suffisante, portant sur l'anneau de 

base A, pour que la catégorie C possède suffisamment d'objets projectifs conduit à 

la caractérisation d'un certain type d'anneaux dont l'étude semble pouvoir donner 

lieu à des développements ultérieurs* 

Le chapitre IV est consacré à une étude élémentaire de l'homologie dans C 0 

On obtient entre autres un pseudo-lemme des cinq, ainsi qu'un pseudo-leone du 

serpento Des contre-exemples illustrent le fait que, dans la plupart des cas, 11 

est nécessaire d'imposer aux suites considérées d'être exactes à certains endroits 

(et non pas seulement pseudo-exactes)* Enfin on montre que les résolutions injec-

tives dans C(resp. projectives lorsqu'elles existent) d'un objet M de C possèdent 

le même type d'homo top le que la résolution 0 — » M — > M — > 0 — > 0 — > o o o 

(respo . o o o — » 0 — » 0 — y S — > M — » 0 ) où M et S désignent respectivement une 

enveloppe injective et le socle de M. 

Signalons pour terminer que, £ désignant une famille de Sanderson (autrement 

dit une famille topologisante et idempotente [12] ) d'idéaux de l'anneau A, les 

résultats des chapitres I et II peuvent s'appliquer intégralement, avec des modi­

fications évidentes, à l'étude de la sous-catégorie pleine C £ de Mod^ dont les 

objets sont les A-modules E-non-singuliers, c'est-à-dire tels que J Z(M) « 0 [1$ , 

et que notre étude a été généralisée par M. Hacqûe aux mono-sous-catégorles d'une 

catégorie de modules [lfjl . 
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C H A V I R E I •= FONCTORISATION DE 1/ENVELOPPE INJEGTIVE, 

PROPRIETES ELEMENTAIRES DE LA CATEGORIE DES MODULES NON-SINGULIERS. 

Dans toute la suite nous étudierons une certaine sous-catégorie C de la 

catégorie Mod^ des modules â gauche unitaires sur un anneau unitaire A non nêcessa: 

rement commutatlfe 

Toutes les notions s module, idéal, etc0.o seront entendues "à gauche" sauf 

mention explicite du contraireo 

La notation NSM exprimera le fait que N est un sous-module de Mo 

La notation N ? signifiera que les modules N et N' sont isomorphes. 

Sí X est une partie d'un module M telle que 0 €X, alors on désignera par 7^ 

1'ensemble privé de son zéroo 

Enfin, lpouvrage de référence pour toutes les notions sur les modules et 

l'homologie sera le livre "Homological Algebra" de Ho Cartan et S 0 Eilenberg [l] 

et les définitions "catégoriques" seront celles du livre "Theory of catégories" 

de B o Hltchtll [2] o 

le DEFINITIONS ET RAPPELS 

Définition loi o° Soit N un sous-module de M o 

On dit que N est essentiel dans M, ou que M est extension essentielle de N, 

ce que l9on note N«M3 si les deux propriétés équivalentes suivantes sont 

vérifiées : 

Io) (\/xeM*) ( B a e A ) ( a x e / ) 

2°) (N?^M et N f n N « 0) =¿> (Nf « 0) 

On trouvera en [3] les démonstrations des principales propriétés de la relation 

d essentlalité qui sont s 
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(E x) Transitivlté ; (N4 M et M < d P ) = > (N-dP) e 

(E 2) Convexité : (№$M«P et N>IP) x (N4M et M û P ) . 

(E^) Pour tout sous-module N de M, il existe un sous-module N v de M maximal parmi 

les sous-modules de M dont l'intersection avec N est réduite à 0. On dit alors 

que est un complément relatif de N dans M, et on a : N • U 1 ^ M # 

(E^) Tout sous-module N de M possède au moins une extension essentielle maximale 

dans H» 

Enfin, on vérifie immédiatement que la relation d'essential!té est une relation 

d9ordre dans le treillis *Ï(M) des sous-modules de M. 

Définition îo2 : Un sous-module N de M est dit fermé dans M si : 

(NZN'^M) = » ( N ' - N)• 

Soit N un sous-module de M, Alors pour tout x € M l'ensemble 

N : x » |aeA ; a хб N j est un idéal de A (c'est lfannulateur de la classe de x 

dans le module quotient M/N). 

On vérifie alors facilement que l'ensemble 

M* » ^ x € M ; о : x 4 A j 

est un sous-module de M que l'on appelle le "sous-module singulier" de M * 

Définition 1.3 : Un module M est dit "non-singulier" si M û » O o 

Enfin, nous tirons de [2] (1 03 06) les deux définitions suivantes : 

Définition lo4 : On dit qu'une catégorie С est une "sous-catégorie" d'une catégorie A 

si les conditions suivantes sont vérifiées s 

(i) La classe des objets de С est contenue dans la classe des objets de A, 
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(ii) Ноп^(С,С') CHom^C.C) pour tout couple (C,Cf) d9objets de C. 

(iii) La composition des morphismes dans С est le même que dans A. 

dv) l c est le même dans С et dans A pour tout objet С de С 

Définition 2oS : 

Si de plus Hom^C,C f) « Hoi^(C,Cf) pour tout couple (C,CV) d'objets 

de C, alors on dit еще С est une "sous-catégorie pleine" de A 0 

Dans toute la suite nous désignerons par С la sous-catégorie pleine de ModA 

A 

dont les objets sont les A-modules non-singuliers et dont les morphismes sont 

les homomorphismes de A-modules (C est donc additive)0 

Exemple s С « М о с*д 8 * e t seulement si A est un anneau seml-simple<> 

(Nous en verrons la démonstration plus tard). 

II. FONCTORISATION DE LfENVELOPPE INJECTIVE 

Soient M et f f 1 deux modules, M et M' deux enveloppes injectives de ces modules, 

i л /ч 0 y M — - — C o m m e M* est injectif, pour tout homomorphisme f : H y Ц' 

f I h il existe un homomorphisme h : M — ^ M 1 prolongeant f. 
* , t If 
M' 1

 >ft > 

Mais en général cet homomorphisme h n'est pas unique, ce qui nous interdit de 

définir un "foncteur enveloppe injective". Or une condition suffisante de fonc-

torisation de l'enveloppe injective est de nous restreindre à la sous-catégorie 

pleine С des modules non-singuliers0 Ceci résulte en effet de la proposition 

suivante i 

Proposition 2eI* : Si M* est un module non-singulier, alors l'homomorphisme h du 

diagramme précédent est unique0 
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Démonstration : Supposons f » 0 et montrons que cela entraîne h * 0 (on garde les 

notations précédentes). Comme 0 • M 1 * * M'P M 9 / i , M 1 essentiel dans M 1 entraîne 

« 0, Soit x£M, On va montrer que h(x) € M'* , c'est-à-dire que 0 s h(x)<a A, 

ce qui achèvera la démonstration0 Soit donc aeA^c Si ah(x) « 0 c'est terminé. 

Sinon on a axe M*, et comme M 4 M il existe b £ A tel que baxe Mais alors on a 

à la fois ba 4 0 et bah(x) • h(bax) - f(bax) * 0, ce qui montre que ba €(0:h(x)) 

et établit le résultat* 

Corollaire 2 9 2 . : On peut définir un foncteur covariantj noté de C dans C 

de la façon suivante : 

- A tout objet H de C on fait correspondre l'une de ses enveloppes 

invectives M (elles sont toutes isomorphes et on vient de voir qu'elles 

sont dans C)0 

- A tout homomorphisme f .• M - * M ? entre deux objets de C on fait 

correspondre l'homomorphisme de M dans M % noté f, dont on vient 

d'établir l'existence et l'unicité* 

Démonstration % les axiomes des foncteurs covariants résultent trivialement de 

l'unicité du morphisme précédent; Ainsi pour montrer par exemple que g©f - g 0f 

il nous suffit de vérifier qu'ils coïncident sur M, ce qui est immédiat puisque 

M—L> M' §-*M" gOoi - i"*( g of) et que (g@f),i - g.(ff«I) - g*(i
f<>f) -

M * >M' —L > f r 

Corollaire 2 0g 0 „• Le foncteur f de C dans C ainsi défini est un plongement additif. 

Si de plus l'anneau A est commutatif3 alors af « af pour tout a e A 

et tout homomorphisme f o° M — M ° entre objets de C c 
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Démenstration ; le fait que f + h - £ + h (et que af « af lorsque A est commutatlf) 

résulte de ce que £ ^ h . i » î \ (f + h) » i'.f + i'oh » £.i + h,i = (f + h).i, 

et que af.i - i\(af) « a(i'.f) - a(f,i) - (aftoi. 

Enfin si f = 0, on a i'.f » f . i » O.i - 0, d foù f » 0 o 

Tout cela nous amène de façon naturelle à nous intéresser à la structure de la 

catégorie 0 des modules non-singuliers : quels sont les monomorphismes, les épi-

morphismes ? A-t-elle des noyaux, des conoyaux, des sommes fibrëes ? Quels sont 

les objets injectifs, projectifs ? Est-elle abélienne ? exacte ? etCe.* 

C'est dont à la résolution de toutes ces questions que sera consacré le reste de 

ce travailo 

III. PRELIMINAIRES 

G o Maury a introduit, en séminaire, les notions de "suite pseudo-exacte" 

et de "foncteur pseudo-exact" qui se révéleront particulièrement appropriées à 

l'étude de la catégoriel. Nous ne les énoncerons ici que dans le cas particulier 

des modules. 

Définition 3 o l : Une suite M 1 — ^ M ~ ^ M " d e modul est dite "pseudo-exacte en M " 

ou plus brièvement pseudo-exacte si Im f dKerg (on a donc en particulier 

gof - 0). 

Définition 3o2 : Un homomorphisme f : M—*M" de modules est dit un "pseudo-

épimorphisme" si la suite M — M " — > 0 est pseudo-exacte3 c'est-à-dire 

si Im f<* M"» 

Remarque ; La suite 0 — • M 1 — M de modules est pseudo-exacte si et seulement 

si f est un monomorphisme. (Cela résulte de ce que 0<& N équivaut à H • 0), 
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Définition 3.3 ; Un fonateur de modules est dit "pseudo-exact" s f i l transforme 

toute suite pseudo-exacte en une suite pseudo-exacte. 

Lemme 3.4 : Soit N un sous-module dfun module M, Alors : 

(i) { N 4 M } = ^ (VxeM) (N : хАА)}4=$ {(M/N)* - № \ 

(ii) Si de plus M « Oj alors les trois assertions sont équivalentes. 

Démonstration i 

(i) Soit a 6 A*. Si ax^N, comme K№ M il existe b€ A tel que baxeN*, et 

dont tel que ba e(N:x) . Enfin l'équivalence entre les membres du milieu et de 

droite résulte de ce que, si l'on désigne par x la classe de x modulo N, la 

relation 0 : x a A équivaut à N : x<aA. 

(ii) Supposons M A « 0 . Si N n'était pas essentiel dans M, il existerait 

x£M* tel que pour tout a e A on ait ax^N ou ax • 0, ce qui montre que 

N : x « 0 : x. Comme N : x4 A par hypothèse, on aurait ainsi x€M , contredisant 

M A - 0 o 

Lemme 3.5 : Soient M, N,P trois modules tels que N*iP et M A - 0 e Alors pour 

tout у е м et tout x e p il existe a € A tel queaxeft et ay 4 0. 

Démonstration : D'après le lemme 3.4 (i) on a N : xaA, et s'il n'existait 

pas un tel a alors on aurait N : х4Э : y4<rA, ce qui entraînerait 0 : y^A 

(Propriété E 2) c'est-â-dire y€M^, contredisant ainsi M
A - 0. 

Théorème 3.6 : Si M est un module tel que M* - 0 , la relation d9essentialité 

est compatible avec l9union dans le treillis des sous-modules de M. 

Tout sous-module N de M possède une plus grande extension essentielle 

dans M, à savoir le sous-module : 

N - £x €M ; N : x 4 A j , 

et le treillis des sous-modules de M fermés dans M est un treillis 

complet j modulaire et compléments. 
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Ce théorème a été démontré par Johnson, [ 4 ] , dans le cas particulier où l'anneau 

A est tel que A* * 0„ Cette restriction fut ensuite levée par J Q Ravel, [5] (p. 42). 

Remarque : La relation d'essentialitê est toujours compatible avec l'intersection 

finie dans le treillis des sous-modules de M„ (immédiat)« 

Enfin, â titre de première application, nous énoncerons la s 

Proposition 3o7 : Le foncteur C défini au paragraphe précédent est pseudo-

exacte et l'on a Ker f-a Ker î et Im f̂ » Imf0 

Démonstration : 

M M' 1 — > M " Comme f prolonge f on a déjà Ker f^Ker f* et 

i f i fi Im f^Im f 0 Soit xe(Ker f)* • Comme M«a M il existe 

4 s* >^ a e A tel que axe M*. Mais alors f(ax) * f(ax) » 
M — } M' 1—^M* 

» ai(x) * 0, ce qui montre que ax c (Ker f ) * et 

établit Ker f ¿3 Ker f • 

Supposons enfin la suite M — % M 8— 8 > M" pseudo-exacte, c'est-à-dire Im f-d Ker g. 

D'après ce qui précède on a Ker g^ Ker g, et par suite ilm f^Ker g (propriété E ^ ) # 

Comme g @ f « g*T*f « 0 « 0, on a de plus 1m f ̂ Im fVKer g et de Im f<jKer g\ la 

propriété E 2 nous permet de déduire Im f^ïm î e t k f Ker g, ce qui achève la 

démons tration0 

IV. APPLICATIONS 

A partir d'ici, et jusqu'à la fin du Chapitre I, nous ne considérerons plus 

que des objets de C, c'est-à-dire des modules M tels que 

Il est alors immédiat que pour tout sous-module N de M on a aussi N* • 0 

ce qui nous amène à nous demander s'il en va de même pour le quotient de M par N. 

La réponse, négative en général, est donnée par la : 
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Proposition 4ol : 

Pour que ( M / N ) A » 0 il faut et il suffit que N soit fermé dans M . 

Démonstration : 

Nécessité % en vertu du lemme 3-4, N^N' entraîne N'/N - (N1 /N)^T (M/N)^ - 0 , 

d'où N' « N, ce qui montre que N est fermé dans M o 

Suffisance : Contraposons : 8i ( M / N ) ^ 4 0 9 il existe un sous-module N
9 de M 

contenant strictement N et tel que N'/N - ( M / N ) A o On a donc 

ainsi (N'/N) A « N f/N, ce qui équivaut à N^N' (lemme 3-4) et montre 

que N' est une extension essentielle propre de N dans M o 

Etudions maintenant les propriétés élémentaires de la catégorie C 0 Ker f et Imf 

ayant leur signification habituelle dans M°<^» nous avons la : 

Proposition 4o2 : Soit f ; M — * M ' un morphisme de C 0 

(i) f est un monomorphisme dans C si et seulement si Ker f • 0 

(ii) f est un épimorphisme dans C si et seulement si Jm f*a M 9 . 

Démonstration : 

( 1 ) Si Ker f « 0 et si u et v sont deux morphismes de N dans M tels que f.u « f .v, 

alors pour tout x C N on a (u(x) - v(x)) cKer f « 0 , ce qui montre que u • v. 

Réciproquement, soient 1 et o l'injection canonique et l'application nulle 

de Ker f dans M 9 Comme Ker f est un objet de C, i et o sont deux morphismes 

de C tels que f.i - f co • 0 o Donc si f est un monomorphisme dans C on a i • o, 

ce qui montre que Ker f • 0 * 

(ii) D'après le théorème 3-6, Ï5TT est un objet de C, et comme *m i4 T m T 

l'application canonique M ' * — ^ M'/Im f est un morphisme de C (proposition 4-1) 

tel que f o f • 0 « 0 0 f• Donc si f est un épimorphisme on a 4 - 0 , c'est-à-dire 

M ' ce qui montre que Im f 4 M 9 • 
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Réciproquement supposons Im f A M* et soit v s M ? ^M" un morphisme de C tel 

que Vof * O o Pour tout yeM' on a Im f s y£A(lemme 3 - 4 ) 0 Or comme v„f « 0 , on 

a aussi Im f s y N< 0 ; v(y)^: A, ce qui entraîne 0 : v(y)dA, c'est-à-dire 

v(y) £ ( M " ) a « 0 , et montre que v « 0 0 

Corollaire 4-3 c° Soit £ s M—>M' un morphisme de C 0 

(i) £ est un rrwomorphisme dans C si et seulement si la suite O—»M * ̂ M* 

est pseudo-exacte* 

(ii) f est un épimorphisme dans C st et seulement si la suite M \ M' > 0 

est pseudo-exacteo 

Remarque % 

1 ) A partir de maintenant nous réservons le terme "épimorphisme" aux morphisves 

qui sont des éplmorphismes dans Mod^' e t nous appellerons, conformément à la défi­

nition 3 - 2 , "pseudo-épimorphisme" les épimorphisme s dans C P 

2 ) Un morphisme f : M — — ^ M ' de C est un isomorphisme si et seulement si 

Ker f • 0 et Im £ • M f. (En effet, l'existence d'un morphisme g : M' >M tel que 

f o g * l^t , entraîne Im f * M')» 

Une question se pose alors immédiatement % la catégorie C est-elle balancée ? 

C'est-à-dire : tout morphisme de C qui est à la fois un monomorphisme et un pseudo-

épimorphisme est-il un isomorphisme ? La réponse est non en général comme le montre 

l'exemple suivant : 

Exemple : Prenons pour A l'anneau Z des entiers rationnels0 Comme Z est intègre, 

on a Z ^ » 0 , c'est-à-dire ZeC. De même l'ensemble Q des nombres rationnels est 

un objet de C, et il est Immédiat de vérifier que Z«dQ0 Ainsi Tinjçction canonique : 

i % Z >Q est à la fois un monomorphisme et un pseudo-épimorphisme, et n'est 

cependant pas un isomorphisme0 
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Nous verrons au Chapitre III que С est balancée si et seulement si С est iso­

morphe à Mbdg où В est un anneau quotient de A bien déterminé et semi-simple. 

-Il est immédiat que les sous-objets d'un objet M de С sont les A-modules 

isomorphes à un sous-module quelconque de Mo 

-Par contre, pour déterminer les objets-quotients de M, nous aurons besoin du 

lemme suivant : 

Lerime 4-4 : 

Soit f : M—>M f un homomorphisme de modules s et supposons de plus que 

M ' A « O o 

(i) N^p^TM entraîne f (N)4f(P) 0 

(ii) Si N f est un sous-module de M 1 fermé dans M*, alors t~^W)eet 

fermé dans M* 

Démonstration : 

(i) D'après le lemme 3-4 (i), N4 P entraîne N : х Д A pour tout x e p 0 Comme 

N t x^f(N) : f(x)^A f nous avons donc f(N) : f(x)a A (Propriété E 2 ) , 

soit finalement f(N) : y A A pour tout yef(P). 

Comme M' 4 * 0 entraîne f(P)^ • 0, nous avons donc bien f(N)kd f(P), en vertu du 

(ii) du lemme 3-4. 

(ii) Soit P une extension essentielle de f - 1(N') dans M. D'après ce qui précède 

on a déjà f(f e l(N ' ) ) a f(P), c'est-à-dire N'fï Im td f(P). Mais ceci entraîne 

NHN+f(P) 0 En effet, soit y - n
? + f(x)e (N' • f(P)f avec xePo Si f(x) - 0 

c'est terminé ; sinon, comme f " " 1 ^ ' ) ^ P, il existe en vertu du lemme 3-5 

— 1 

un élément a c A tel que axef (N f) et ay 4 0, ce qui montre que a y e N 1 

et établit le résultat. Comme N' est fermé dans M', on a donc N' - N' • f(P) 

ce qui montre que f(P)^N', et par suite que P ^ f - 1 ( f & ) ) ^ f e I ( N ' ) , achevant 

ainsi la démonstration. 
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Nous pouvons maintenant démontrer la : 

Proposition 4-5 : Les objets-quotients d'un objet M de C sont les extensions 

essentielles des Armodules M/N où N parcourt l'ensemble des sous-

modules de M fermés dans M o 

Démonstration : Soit M 9 un objet-quotient de M de représentant p % M ^M 9

0 

p étant un pseudo-épimorphisme, on a Im p^M ?» Comme o est fermé dans M 9, il 

résulte du lemme 4-4 que Ker p » p *(o) est un sous-module de M fermé dans M* 

Nous allons montrer que M f est extension essentielle de M/Ker p e En effet, 

soit <*> : M/Ker p—^Im p 1 9 isomorphisme canonique» et i :o!m p ^M 9 19injection 

canonique ; i«4> est bien un monomorphisme essentiel de M/Ker p dans M 9 puisque 

I m ( I o * ) - i($(M/Ker p)) « i(Im p) » Im p 4 M 9 o Réciproquement, si M 9 est extension 

essentielle de M/N où N est fermé dans M, soit p : M—>M/N l'épimorphisme canonique 

et i s M/N—^M 9 l'injection canonique. Comme N est fermé dans M, M/N est un objet 

de C (Proposition 4-1), et p est un morphisme de C 0 Mais alors i 0p est un mor-

phisme de C tel que Im(i.p) - i(p(M)) « i (M/N) « M / N 4 M 9, c'est-à-dire un pseudo-

épimorphisme, ce qui montre que M 9 est un objet-quotient de M 0 

Corollaire 4-6 : La catégorie C des modules non-singulier est localement petite 

et colocalement petite^ 

Démonstration : Seul le "colocalement petite" n 9est pas évidento Soit F 

19ensemble des sous-modules de M fermés dans M; D9après la démonstration précédente^ 

nous pouvons prendre comme classe représentative des objets-quotients de M s 

M 9 ; M/N^M 9^M/NJ (OÙ M/N est une enveloppe injective de M/N), qui, ëta 

réunion d'une famille d'ensembles indexée par un ensemble, est aussi un ensemble. 
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Proposition 4-7 : Tout morphisme f • M—^M f de C admet pour noyau dans C : 

Ker f » ^ x € M ; f ( x ) * o ^ * et pour oonoyau dans C ; M'/Im f o 

Démonstration t Que Ker £ soit noyau de f dans C au sens catégorique est immédiat. 

Montrons que l'êpimorphisme canonique p : M'—j-M'/Im f est conoyau de f dans C 0 

Im f étant fermé dans M 1, M'/Im f est un objet de C (Proposition 4-1), de sotte 

que p est un morphisme de C 0 De plus on a p Gf « 0 Puisque Im f ̂  Im 0f 0 

M — — M 1 1— M f/ïm~T Soit maintenant g i M'—* M" un morphisme de C tel 
^y 

g que g 0f « 0 0 II nous reste à montrer qu'il existe 

V '' un morphisme unique h s M'/Im f --̂ > M" tel que h.p « g 0 

M"* 

Or, si y£lm f on a Im f : y-A A puisque Im f A Im f (Lemme 3-4) 0 D'autre part 

g 0f * 0 entraîne Im f : y ^ 0 % g(y)4^Ao (En effet, ay » f(x) implique ag(y) • 

g(ay) * g(f(x)) » o ) 0 D'après la propriété ceci entraîne 0 s g(y)4A, c'est-à-

dire g(y)cM" A« 0 0 Ceci nous permet de définir une application h % M'/Im f—>M" 

par h (p(y)) 8 g (y), et il est alors immédiat de vérifier que h est un homomorphisme 

et que h 0p * g 0 Enfin l'unicité de h résulte de ce que p est un épimorphlsine0 

Définition 4-8 : Un sous-objet N d'un objet M de C est dit "normal" s 9il existe 

un morphisme f % M—>M Ç de C tel que N « Ker f 0 Une catégorie est dite 

"normale" si tout monomorphisme de cette catégorie est normalQ 

Dualement, nous avons la définition : 

Définition 4-8 bis : Un objet-quotient ? d'un objet H de C est dit "conormal" 

s'il existe un morphisme i z M — ^ M de C tel que P soit conoyau de f 

dont, C 0 

Une catégorie est dite "conormale" si tout épimorphisme de cette 

catégorie est conormalo 
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Nous avons la s 

Proposition 4-9 o° Soit M un objet de C 0 

(i) Les sous-objets normaux de M sont les sous-modules de M fermas 

dans H, 

(ii) Les objets-quotients ^ararmaux de M sont les quotients (dans M ô d ^ 

de M par ses sous-objets normauxo 

(iii) Il existe une bijeotion entre l'ensemble des sous-objets normaux 

de M et l'ensemble de ses objets-quotients conormaux^ et cette 

bijeotion renverse l'ordre. 

Démonstration % 

(I) SI N est fermé dans M, alors M/N est un objet de C (proposition 4-1) et N 

est noyau de 1fépimorphisme canonique M >H/N qui est dans C « Réciproquement 

si un sous-objet N de M est noyau d'un morphlsme f s M *Mf de C, alors, o 

étant fermé dans M ' , N - Ker f - f - 1(o) est fermé dans M( lemme 4-4). 

(II) Si N est fermé dans M, on a ï « N, et M/N * M/N eat conoyau dans C de l finject-

tion canonique i : N — e n vertu de la proposition 4-70 

Réciproquement» si P est conoyau dans C du morphlsme f % M ? — ^ M , alors P 

est Isomorphe à M/Im f (Propo$ition 4-7) et Im f est fermé dans M o 

(iii) La bijection est définie par N — ^ M / N pour tout sous-module N de M fermé 

dans M , et on sait que cette bijection renverse l fordre 0 

Nous voyons ainsi que C n'est, en gënêffl, ni normale, ni conormale, puisqu'il 

peut exister des sous-modules non fermés dans M (par exemple ceux dont M est 

extension essentielle)o 

Nous verrons au Chapitre III que C est normale (resp0 conormale) si et seulement 

si C est balancée« 
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V o LIMITES DE DIAGRAMMES 

Nous allons nous attacher maintenant à établir la proposition suivante qui 

sera d 9une très grande importance pour la suite s 

Proposition 5-1 s С est une sous-catégorie "complète" de Mod^ 

Pour ce faire, nous avons besoin d'un certain nombre de définitions et de lemmes» 

Définition 5-2 o° On appelle "type de diagramme" un triplet Z * (I fM,d) ой I est 

un ensemble dont les éléments sont appelés "sommets"л M est un ensemble 

dont les éléments sont appelés "flèches"3 et d est une application de M 

dans I x Io 

Si m € M et si d(m) = (i,j), alors on dit que i est "l'origine" et j "ГextrëftitS" 

de la flèche nu ( [2] , II-l) 0 

Définition 5-3 : Un "diagramme" dans la catégorie С sur le type de diagramme Z est 

une fonction D qui associe à chaque sommet ici un objet de C, et à 

chaque flèche m d9origine i et d9extrémité j un morphisme D(m) s D^—>D^ 0 

Si I et К sont des ensembles finisл alors on dit que Z est un type de 

diagramme fini et que D >t un diagramme finio 

Définition 5-4 s Si С est un diagramme dans С sur Z « 

S D i 
$ / (I,M,d) поив disons qu9une famille 
y f t 

x / jj Cm) ^ X Di^i€l ^ morphismes de С 

^ 4 s s J est "compatible" avec D si pour 

^4 Dj toute flèche m e M le diagramme ci-

contre est commtatifo 
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Enfin, la famille (X ^ D

i ) i ^ s t d i t e 

une "limite" pour D si elle est compatible 

et si3 pour toute autre famille compatible 
8 i 

(Y * y P i ^ i c i» H e x ^ i e m morphisme unique 

Y r 8 yX tel que* pour tout i c i , le diagramm 

ci-contre soit commutatifo 

Définition 5-5 : La catégorie C est dite "l-complète" si tout diagramme dans C 

sur l possède une limite dans C Q 

Enfin C est dite "complète" si elle est l-complète pour tout type 

de diagramm lo 

Remarques s 

- Nous avons évidemment les notions duales de famille cocompatible, colimite, 

catégorie I-cocomplète et cocomplète, 

- À titre d'exemple : la catégorie Mod A des A«modules à gauche unitaires sur 

un anneau unitaire A est une catégorie complète et cocomplèteo 

Nous avons encore besoin d'une définition s 

Définition S-6 . C ^era dite une "sous-catégorie complète" de ModA si elle est 

complète et si le foncteur inclusion C\rïModA préserve les limites 

( [2] J II - 6). 

Remarque s 

Cela revient à dire que la limite dans Mod^ de tout diagramme de C est dans C . 

Nous sommes maintenant en mesure d'établir la proposition 5-l 0 Four ce faire, 

commençons par démontrer le lemme suivant s 
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Lemme 5~? c 

(i) Pour toute famille ( M j ) i e I de modules, on a 

M ) d < M

A ( ® M ) * - • M A o 
Hei V ^iel n i » 4 e l

 n i ' iel i ° 

(ii) Pour toute famille (Mj[) j d'objets de C le produit direct 

ILM. et le somme directe »fT M, don*> Mod A sont encore des 
ici i iël i A 

objets de C Q  

Démonstration s 

(î) Soit ( x i ) i e l un élément de TTj Comme 0 s ( x £ ) £ e I * £ £ \ (° 1 * £>» 

il résulte de la propriété E 2 que si ( x £ ) £ e I ^ (JJ^
 M

£ ^
 a l o r s x t e K * 

pour tout Î6I 0 On a de même s (J& M ^ ^ ; ̂  M * a Montrons enfin que 

ill Mi* * M i ) À ° S o t t ( x i } i Ê l € ill Kt > e t p O S O n S H • { i € f I ; X i * °î ° 

H est une partie finie de I et on a 0 s (x 1> i & 1 * Qt (° s x

£ ) " QH^°
 : x i ^ 

Par hypothèse on a 0 : x^A A pour tout ic I 0 La relation ^essentiallté 

étant compatible avec l'intersection finie, on a donc 

ce qui montre que ( x

£) ££i
Ê( £fi

 M

£ > * ° 

(ii) Ceci résulte trivialement du (i) précédent et de ce que, si La famille 

^ V t e T e s t u n e f a m i l l e d ' o b J e t s d e C 9 on a M^ « O pour tout ic I 0 

Utilisant la proposition 2-9 de [2]-Chapitre II - S 2 9 nous savons que si D 

est un diagramme dans C de typt E«(I,M,d), alors une limite pour D dans Mod^ est 

donnée par la famille de morphismes i 

v r r^t \ \ inclusion, TT~ n w n 

Ker (p, - D(m) p.) ? > JIT d w — — 

m ^ M vHc *J canonique h € l h ' 1 

où d(m) « (j,k) et où p^ désigne le ième projection du produitoOr, d'après le 

lemme 5-7 (ii), D^ est un objet de C ; par suite son sous-module 

Ker (p. - D(m)p 4) aussi,, Nous voyons ainsi que la limite dans Mod* d'un 
m £ M K J A 

diagramme quelconque de C est dans C, ce qui montre que C est une sous-catégorie 

complète dfc Mod^o 
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Remarque % Il résulte de tout cela que, lorsque nous parlerons de limites de 

diagrammes de C, il n'y aura pas lieu de préciser si l'on considère ces limites 

dans C ou dans Mod.„ 
A 

Enfin, pour clore ce chapitre sur les propriétés élémentaires de la catégorie C des 

modules non-singuliers, nous indiquerons la décomposition canonique dans C d'un 

morphlsme quelconque f % M )M* de C : 

les deux colonnes verticales étant exactese 
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CHAPITRE II s CARACTERISATION DES OBJETS INJECTIFS DE LA CATEGORIE C 0 

MONO-SOUS-CATEGORIES 0 SOUS-MDDULES DE TORSION - OBJETS PURS, 

I o OBJETS INJECTIFS DE £ 

Définition 1-1 o° 

0 * N — - — > M Un objet Q de C est dit "inâectif dans C " 

f / sij quels que soient les objets N et M 

Q lr 6 de le morphisme f s N — e t le mono-

morphisme i s N—^M, il existe un morphisme 

g % M—>Q prolongeant f, <? Featnà-d£2»e tel 

<ywe g o t * f 3 

Les objets inject if s de C sont caractérisés par la proposition suivante s 

Proposition 1-2 o° i/n oZyet Q de C est injectif dans C at et seulement si il est 

injectif dans Mod^o 

Démonstration s Si Q est injectif dans Mod^ il est évidemment injectif dans C. 

Réciproquement, soit Q un objet de C injectif dans C, et *Q l'une de ses enveloppes 

0 — > Q Q injectives dans Mod A O Nous avons vu en 

/ A 

^ / Yi démontrant la proposition 1-2-1 que Q 

q!/ est aussi un objet de C Q Par suite il 

existe h s Q — t e l que h 0i • î ^ o 

(diagramme ci-dessus) 0 On vérifie alors facilement que « Q • Ker h 0 Mais Q étant 

essentiel dans QflKer h * 0 entraîne Ker h - O ^ d ' o ù Q ^ t ^ c e qui montre que Q 

est injectif dans Mod .o 
A 

Il en résulte que, pour tout objet M de C9 les enveloppes injectives de 
M dans C ne sont autres que ses enveloppes injectives dans Mod A 0 

A 
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On peut alors se demander si les objets injectifs de C possèdent dans C les 

mêmes caractérisations que dans Mod^o La réponse est donnée par la s 

Proposition 1-3 : Soit Q un objet de CG Alors les assertions suivantes sont équi­

valentes : 

(i) Q est un objet injeotif de C0 

(ii) Q est fermé dans tout objet de C dont il est sous-objet 

(iii) Toute suite dans C de la forme 0—>Q->M —>N -^0, exacte en Q 

et en N et pseudo-exacte en M, se décompose (c'est-à-dire M » Q f • N 9 

avec Q et N'~ N) o 

Démonstration i 

(i)=^(ii) : Si Q est injectif dans C, il est injectif dans Mod A > et par suite 

fermé dans tout A-module dont il est sous-module, donc en particulier 

dans tout objet de C dont il est sous-objet0 

(ii)=^(i) : Q est alors fermé dans son enveloppe injective dans Mod^ 'Q 0 Mais 

ceci entraîne que Q est injectif dans Mod^, et par suite aussi dans C , 

(i)s^t(iii) s Q f • Im(Q—>M) est un sous-module de M isomorphe à Q f donc injectif t 

et par suite est un objet Injectif de C 0 

0 — > Q >M Or nous venons de voir que Q f est fermé dans M, ce qui entraîne 

l n / Q f » Ker (M—yN) puisque, la suite étant pseudo-exacte en M, on 
Q r / h 

y lr avait Im(Q->M)<û Ker (M—>N) « 

De plus, il existe h : M — » Q prolongeant 1 à M (diagramme ci-avant), et on 

vérifie facilement que M • Q ? • Ker h, ce qui entraîne Ker h-^ M/Q' * M/Ker(M—>H) 

— Im(M—>N) - N, puisque la suite est exacte en N, et établit le résultat. 
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(iil)=^(i) s Soit Q une enveloppe injective de Q G La suite dans C 

0 — — ^ §_-^0—>0 9 où i est I
e injection canonique de Q dans 1), 

satisfaisant aux conditions de l'hypothèse se décompose, ce qui 

montre que Q » Q et achève la démonstration0  

Remarque % Lvhypothèse de l'exactitude en N (au lieu de la pseudo-exactitude) 

est indispensable, ainsi que le montre le contre-exemple suivant c 

Prenons pour A l'anneau Z des entiers rationnels, La suite 0->0-^> Z-> Q->0, 

où Q est l'ensemble des nombres rationnels, est une suite pseudo-exacte de C 

0 est injectif dans C, et pourtant cette suite ne se décompose pas car sinon Z 

serait divisible (en tant que groupe abélien)0 

I I o CO-REFLEXIONS - MONO-SOUS-CATEGORIES ( f2] , V - 5 et V - 6 ) 0 

Soient A une catégorie, C une sous-catégorie de A, et M un objet de» A 0 

Une "co-ré£lexlon" de M dans C est un couple (R(M)), ̂ M ) où R(M) est un objet 

de C et P z M—>R(M) un morphisme de M dans R(M) tel que pour tout objet M* 

de C et tout morphisme M — * M ? il existe un unique morphisme R(M) ^->M ? 

M — »R(M) 

\
/ dans C rendant le diagramme ci-contre commutâtif» 

Si tout objet de A possède une co-réflexion dans C, alors C est dite une 

"sous-catégorie co-réflexlve" de A Q Dans ce cas R devient un foncteur covariant 

de A dans C, appelé le ,fco-réflecteur" de A dans C,en associant à tout morphisme 

f M f s M ^M' dans A l'unique morphisme de C, noté R(f), qui 

M - 2 — ^ R(M) 

rend le diagramme ci-contre commutâtIfc 

f R(f) 

v VV' V 
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On vérifie alors facilement que R est l'adjoint à gauche du foncteur inclusion 

I • Ciy—->A0 Réciproquement, si le foncteur inclusion I s Cir-^A possède un 

adjoint à gauche R, alors R est leco-rêflecteur de A dans C 0 Par abus de langage 

on appellera souvent R(M) la "co-rêflexion de M dans C"0 

Lee principales propriétés des catégories co-réf lexives sont regroupées dans la 

proposition suivante : 

Proposition 2-1 o° Soit C une sous-catégorie pleine et co-réflexive d'une catégorie A. 

(i) Si un diagramme D de C possède une limite dans A, alors i l possède 

une limite dans C 0 

(ii) SiiD^—> L( est une co-limite pour D dans A, alors la famille 

{ » — > L R(L)} est une co-limite pour D dans C c 

(iii) Si A est abélienne > et si le co-réflecteur R : A /u~^ C préserve 

les noyaux^ alors C est abélienne ; si de plus A est une catégorie de 

Grothendieckj alors C aussi. 

Pour la démonstration, on pourra se reporter à \l\ , V* Proposition 5-1, 5-2, 5-3 0  

Remarque s II y a lieu de noter que, si C est une catégorie abélienne, ce n'est 

pas en général une "sous-catégorie abélienne" de A Q En effet, le foncteur inclusion 

I : C A/—* A n'est pas exact en générale 

Suivant toujours Mitcheli, nous donnerons la : 

définition 2-2 : Soit A une catégorie abéliennes complète â et localement petite3 

et C une sous-catégorie pleine de A 0 

On dit que C est une "mono-sous-catégorie99 de A si elle vérifie les trois 

axiomes suivants s 
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! C une sous -catégorie complète deA c 

M 2 0> Si N >M eat un monomorphisme dons A et si M est un objet dt C, 

alors N est aussi un objet de C0 

.? Pour tout objet M de C i£ existe un monomorphiame M — d a n s C 

se£ que Q soit inject if en tant qu'objet de K 

Nous avons alors Ieimportante proposición suivante % 

Proposition 2-3 ¿ La catégorie C des modules non-singuliers est une mono-sous-

catégorie de Mod^o 

Démonstration o On sait déjà que Mod À est une catégorie abëlienne, complète, et 

localement petites et que C est une sous-catégorie pleine de Mod^o De plus Vaxiome 

est vérifié en verte de la Proposition 1-5-1 ; I axiosae M 2 résulte de ce que toui 

sous-module d'un module non-singulier est non-singulier ; enfin on vérifie l'axiome 

en prenant pour Q une enveloppe injeetive de M dans Mod^ puisqu'on a vu que 

19enveloppe injective à"an module non-singulier est aussi un module non-slngullero 

Ceci va nous permettre d9appliquer a C les résultats généraux de la théorie des 

mono-sous-catégories9 et de mettre en évidence certains résultats supplémentaires 

qui sont vrais dans C sans l9etre en général dans une mono-sous-catégorie quel­

conque « Tout dvabord nous avons la 2 

Proposition 2-4 ¿ C est une sous-catégorie co-réflexive de Mod,, et pour tout 

module M la co^rê flexion P M s M~*R(M} ie M dans C est un êpvmorphisme* 

Pour la démonstration on se reportera à I I - 6 , Proposition 6-1«. 

Mentionnons simplement la construction de cette co-rêfléxica? On considère la 

famille F s £ N ¿ M ; (M/N) 4 * 0 ^ 0 Cette famille est non vide puisque M€F 
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On foraoe alors le produit j J J p W W » dont o n désigne par ÏÏ^ la projection sur M/N, 

M/N et on considère l'homomorphisme p s M — ^ N€ F M ^ N d c m t 

N É F v ^ 
4* N. 1 1 N les composantes sont les épimorphismes canoniques 

^ N. f N % M >M/No On pose alors R(M) « Iwip et l'on 

M ^ M/N définit p M * M — » R ( M ) par f M(x) - £(x) pour tout 

x€Mo 

On remarque alors immédiatement que cette construction est relativement peu maniable, 

aussi9 utilisant le fait que deux co~réflexiaets d'un même objet sont évidemment 

isomorphes, nous allons nous attacher à en construire une autre beaucoup plus simple, 

et qui sera étroitement liée aux notions établies au chapitre I 0 

Comme R(M) » Imp — M/Kerp 9 nout allons essayer de caractériser Ker f* 

Par définition de p , ̂ (x) » 0 si et seulement si P N(x) « 0 pour tout N € f , ce qui 

montre que Ker f » îfeVNo 0 r * a ^ a m i H e F e s t u n e famille de Mooî e dans le treillis 

7(M) des sous-modules de M 0 En effet on a déjà vu que M€ F ; et si ( N ^ ) ^ ^ est une 

sous-famille de F* notons pour tout ici ^ s M — ^ M/N^ l'ëpimorphisme canonique, 

et ? i M > M/igi Ni l'ëpimorphisme canonique de M sur le quotient M / ^ N ^ Comme 

0 : *(x) « (Q1 N £) x ^ N £ s x « 0 s ^(x)^ A, on voit ainsi que <Kx) c ( M / Q ^ ) * 

entraîne ^(x) e (M/N^* « 0 pour tout ici, c'est-à-dire x c Q ^ , soit finalement 

$(x) * 0, ce qui montre qu Qj^i** F e t établit le rësultato 

Désignons alors par a ï T(M)-—^T(M) la fermeture de Moore associée à la 

famille f0 Nous voyons a~asi que la co-réflexion de M dans C est donnée par 

l'ëpimorphisme canonique M „••,. y H/a (o) , de sorte qu'il ne nous reste plus qu'à 

caractériser <*(N) en termes d'éléments de M pour tout sous-nKKlule N de M 0 

Or, M o HARADA ([6]), reprenant une idée de Ao W Q GOLDIE ([?]) et de R Q E 0 JOHNSON 

et E o T 0 WONG associe à tout sous-module N de M le sous-module de M % 

cl N » |x£M ; N s xa AJ o (On remarque immédiatement que cl 0 n'est autre que 

le sous-module singulier M^ de M ) 0 
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On co^s"-sue a ¿02:* que inapplication N \—^ cl N de ^(M) dans T(M) n'est pâ\ -v*a 

fermeture dans T(M), mais que par centre 1 "application Ni—^ cl cl N en est une0 

(Ce fait fut remarqué à Lyon pcrst la premier a roi* pai J. Ravel*. 

En effets 

UJ i'opp£tca£ûm Nî-^cl N de T(M) donA T(M> ut ivUn&Àvt et c*0>&4fljttep 

mai6 non Àjdmpot&nt& m g&n&utlo 

{II) On a ciel ci N - elctN psu* tout àouc-modoZz N dt M c 

(¿¿1) VappUxtcuUon Ni thi N ut u*e btw&XuKi daws fjt VIQJXIÀM T(M) 

Démonstration s 

(i) Comme xcN entraîne N s a •••• ¿¿1 9 on a évidemment N^. cl N. Si maintenant on a 

N^P^TM, on a évidemment N ; a ^ P \ x pour tout xcM, et par suite N I x^A 

entraîne P % x^A en verto de la propriété E^ du Chapitre I* es qui montre que 

cl N^Tcl Po Montrons enfla que l'on n ?a pas en général cl cl o * ci o, ce quX 

achèvera la déaon&tr at i osi, Considérons 1*anneau A •* 11/** des ciuiei s nudulo 4 

an tant que A-module o Ses seuls idéaux sont I 0 ffl> *{o, 2J et A. Par suite^S 

étant un idéal maximum de A est essentiel dans A . OU a alors cl 0 - A d -Tftet 

cl cl 0 * cl-Tïè* A puisque'ïfè: 1 - fftû ko 

(ii) En raison Té lfextensivité il nous suffit de verifier que clcicl N u c l e i N, 

c'est-à-dire que (ciel N) s x A A entraîne (cl N) à xd A. Soit donc a^A 0 

comme (ciel N) s x 4 A il existe b e A tel que ba 4 0 et bax€cicl N. Si bacecl N, 

c°est terminée Sinon N 2 (bas) n 8est pas essentiel dans A, ;e qui signifie qu'il 

existe c € A tel que pour tout d^À on ait dcbax^N ou de * 0, Or romme 

baxéciel N, (cl N) % (bax) est essentiel da&s A, et par suite il existe de*A 

tel que de 4 0 et dcbaxëcl N s te qui implique que d?bax c ,,it N - N) 
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On a donc ainsi trouvé dcbc A tel que dcba 4 0 et dcbax cl Hfc ce qui montre que 

(cl N) % x est essentiel dans Â et achève la démonstrationo 

(ili) Ceci résulte immédiatement des assertions (1) et (ii) précédente0 

Ceci nousr permet de caractériser la fermeture a de lâ façon suivante s 

Proposition 2-6 é 

Pour tout sous-module N de M on a : a(N) « cl cl N a 

Démonstration t Nous avons tout d'abord cl cl N^F, cpest~à-dire (M/cl cl N ) ^ « 0« 

En effet9 si $ s M — > M/cl cl N est l'épimorphisme canonique, alors 

<j>(x) €(M/cl cl N)4équivaut â 0 $ (x)^ A, c'est-à-dire à cl cl N s x^A, soit 

finalement à xeclclel N * cl cl N, c'est-à-dire à <j>(x) « 0 0 Donc, par construction 

de a » ceci entraîne a(N)£cl ci N 0 Mais d'autre part, on a cl(a (N)) «a (N) car, 

si î °o M->M/& (N) est l'épimorphisme canonique, alors (a (N)) s x 4 A équivaut 2 

0 i y(x)4 A, c'est-à-dire à $ (x)c (M/a(N))^ « 0, soit finalement à x c M o Cornue 

on a N ^ ^ N ) , il vient alors s cl cl N^cl cl (aOO) » cl (a (N)) * a(N) 9 ce qui 

acU^c la démonstrationo 

Remarques s 

!*) Ainsi pour tout module M la co-rëflexion de M dans C n'est autre que le 

couple (MM(o), ^ ) où a(o) est le sous-module de M défini par ? «(o) » 

• | x € M ; M* s x ^ A et où p M est l'épimorphisme canonique M — ^ M/a(o) 9 

2®) Harada appelle "fermés" les sous-modules N de M tels que N » cl N, bien 

que nous ayons vu que l'application N—^cl N n'est pas une fermetureo Nous allons 

voir que les sous-modules fermés de Harada coïncident avec les nôtres, tels que 

nous les avons définis en 1-1-2, c'est-à-dire % sous-modules n'ayant pas d'exten­

sion essentielle propre dans Mo 
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En effet, N « cl N équivaut à (MfN)^ » 0 puisque la relaticn [o % A = ^ x » o 3 

n'est autre que la relation £N ; X 4 A ^ X £ N } f et nous savons que (M/N)^ « 0 s* ±t 

seulement si N n ?a pas d^extenslon essentielle propre dans M (Proposition 1-4 !)<, 

3'*) Harada appelle a(o) le t?soug~module de tersion8* de M, et dit que M est 

"sans-torsipn" si a(o) * 0 ; il indique de plus que* si A est an domaine d'intégrité, 

alors tes notions coïncident avec les défi&iticns habituelles de sous-module de tor­

sion et de module sans torsioao 

Notons au passage que a (a) s 0 si et seulement si 0, de sorte que les modules 

non-singuliers- ne sont autre que le, modules s&aife torsion au sens précédemment 

défiai, 

De son cote Mltchell dit qu cun objet M d'une catégorie À est un "objet de 

torsion" relativement à une mono-sous-catégorie C si la co-réflexion de M dans C 

est nulleo 

Nom voyons &insi à l^aide de la remarque 1*) qu'un module M est un objet de 

torsion relativement à C si et seulement si a(o) * M, de sorte que les notions de 

torsion au sens de Harada et au sens de Mitchell coïncidente» 

Il est â noter que cette généralisation de la torsian à des module* sur un 

anneau unitaire quelconque a donné lieu à des travaux -très fructueux» parmi les­

quels nous citerons ? [i] 9 [9] 9 [ lo] 0 

Application t Soit M un objeic de C0 II est trivial que le couple \ri>-̂ y est une 

co-réflésion de M dans C 0 Nous allons nous attacher maintenant à c&xactéziser d
fune 

manière encore plus simple que ci-dessus la co-rë£îexi^n dans C du quotient M/N 

de M par l'un de &es sous modules quelconques N c 

En effet l'expression M/H/a(o) ou (o) » | x€M/N ; (M ;N;
a o xAAJest relativement 

peu mani&blg0 
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Considérons Inapplication composée M — M / N — L ^ M / N / < x ( o ) où II et p sont les 

épimorphismes canoniques. Comme II est conoyau dans Mod^ de 19injection canonique 

N — - — > M qui est un morphisme de C, il résulte de la Proposition 2-1 - (il) que 

p o i l est conoyau de i dans C. Or nous savons d'après la Proposition 1-4-7 que 

l'épimorphlsme canonique M—^M/N est aussi conoyau de i dans C c II en résulte 

que M/w est isomorphe à M/N/a(o), et par suite que nous pouvons prendre comme 

co-rëflexion de M/N dans C le couple (M/N , p ) où p est l'épimorphlsme M/N~^ M / N 

induit par l'inclusion N — ^ N (voir diagramme ci-dessous). 

0 0 

1 l 
0 y N => M ï M/N > 0 

1 M p

 P M / N / o ( o ) _ ^ o 

0 > N ^ n > M/N > 0 

4 i 

Notons enfin que le sous-module de torsion a(o) est la plus grande extension essen­

tielle du sous-module singulier M^ dans M o 

En effet,comme a(o) «|"x£M ; M^ s xù AJ , il est immédiat que M A est contenu 

dans a(o )o Montrons qu'il est essentiel dans a ( o ) , et pour cela soit x€a(o)-M* 0 

Comme 0 s x n'est pas essentiel dans A, il existe a^ A tel que pour tout b e A,on 

ait bax ^ 0 ou ba « O o Mal* comme M 4 s x 4 A , il existe b c Â tel que b a e ( M ^ : x ) * 

c'est-à-dire tel que ba 4 0 et bax^M^o Or ba 4 0 entraîne bax 4 0 d'après ce qui 

précède, ce qui établit le résultat» Enfin si N est une extension essentielle de 

M * dans M, o n a H 4 : x^A pour tout x € N (lemme 1-3-4) ce qui montre que N est 

contenu dans a(o) et achève la démonstration. 
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Définition 3-1 s Un monomorphisme 0 — > L ~ - > M done C 00* dtt "pur" si le quotient 

M/L M par h eat un objet de C0  

Définition 3-2 o° Un objet L de C est dit "jw£" si tout monomorphisme de L dans 

un objet quelconque M de C est pur, 

On désignera par L la sous-catégorie pleine de C dont la classe des objets est 

constituée par tous les objets purs de C On a Immédiatement la °» 

Proposition 3-3 o° Les objets purs de C sont les objets injectifs de C3 c'est-à-dire 

les modules injectifs non-singulierso 

Démonstration t En vertu de la proposition 1-4-1, dire que le monomorphisme 0~*L~>M 

est pur revient â dire que L est fermé dans M o Par suite dire que 18objet L de C est 

pur signifie qu'il est fermé dans tout objet M de C dont il est sous-objet, ce qui, 

d'après la proposition 1-3, caractérise les objets injectifs de C 0 

Il 7 a lieu de remarquer que ceci n'est pas vrai, en général, lorsque C est 

une mono-sous-catégorie quelconque dune catégorie abélienne À 0 Tout ce que l'on 

peut dire alors est que tout objet de C injectif dans A est pur, et qu'un objet 

pur est injectif dans L si et seulement si il est injectif dans A (£lïl, V exercice 3) 

La théorie générale des mono-sous-catégorles nous fournit alors les résultai 

suivants s 

- Si la suite O ^ M ' ^ M—>M^-> 0 est exacte dans Mod et si M* et M" sont des objets 
A 

de C, alors M aussi ([2] , V, lemme 6-2) 0 

- Si la suite 0 — ^ L — > M"->M'1—> 0 est exacte dans Mod À et si M" est un objet de C 

et M est un objet de L9 alors L est un objet de L, ([2] , V, lemme 6-4) 0 
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Théorème 3-4 0° L est une sous-catégorie co-réflective de Mod^ et le coréflecteur 

s M o d / L ^ L est exact et préserve les co-limites. Donc L est une coté-
A 

gorie àbélienne complète, de Grothendieck, possédant un générateur et un 

co-gênérateur injectif* * V * théorème 6-8) „ 

L 9 étude de la catégorie L a donné lieu à de nombreux travauxo On sait en particu­

lier que L est une catégorie "spectrale" [il] 0 Nous ne donnerons donc que quelques 

résultats se rattachant à ce que nous avons fait jusqu'ici. 

Tout d 8 abord le foncteur inclusion Lort Mod^, admettant pour coadjoint le 

foncteur co-réflexion Mod^ ns-^y l, préserve les monomorphismes et les limites 

([2j 9 II 12-1)o Par suite L est une sous-catégorie complète de Mod^, les noyaux 

des morphismes sont les mêmes dans L et dans Mod^, et les monomorphismes f de L 

sont caractérises par Ker f » 0 0 

Il en résulte que les sous-objets dans L d'un objet Q de L sont les modules iso­

morphes aux facteurs directs dans Mod A de Q (puisqu'ils sont injectifs), de sorte 

que L est une catégorie localement petite. 

Soit maintenant Q ^ > Q 9 un mor phi sine de L9 En vertu du lemme -1-4-4 

Ker f * f 1(o) est fermé dans Q et par suite inject if, de sorte qu'il existe un 

sous-module de Q tel que Q « Ker f • Mais alors Im f ̂  Q/Ker f ^ est 

un sous-module inject if de Q' et par suite il existe un sous-module inject if Q' 

de Q' tel que Q' « Im f • , de sorte que le conoyau de f dans Mod Â Coker f -

» Q^/Im f — Q [ est un objet de L, Or en vertu de la Proposition 2-1 (il), le 

conoyau de f dans L est la co-réflexion dans L de Coker f, c'est-à-dire Coker f 

lui-même, ce qui montre que les conoyaux des morphis me s sont les mêmes dans L 

et dans Mod A, d'où la : 
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Proposition 3-5 : L est une sous-catégorie abélienne de Mod (en ce sens que 

le foncteur inclusion L /L^> Mod A est exact). 

Remarquons enfin que les ëpimorphlsmes Q ^> Q 1 de L sont caractérisés par 

Im f » Q f (et non plus par Im f^Q' comme dans C) et que les objet*-quotients 

dans L d'un objet Q de L sont les quotients dans Mod^ de Q par ses facteurs directs, 

de sorte qu'il existe une bijection (renversant l'ordre) entre les sous-objets de 

Q et ses objets-quotients, et que L est une catégorie colocalement petite. 

Proposition 3-6 : Le co-réflecteur R f : Vod^v-^ L est le composé du co-réflecteur 

R : ModA<"v-^ C et du foncteur enveloppe invective: C IJ-*T L. 

Démonstration : 

H i P Y M/q(o) \ M/a(o) Soit M un A-module, M/crt(o) sa co-réflexion 

\

/ dans C et M/a(o) une enveloppe injective de 

8 ^ cette co-réflexion. M/a(o) est un objet de L. 

/ Soient enfin p l'éplmorphisme canonique 

^ M—£>M/a(o), i l'injection canonique de 

M/a(o) dans son enveloppe injective, L un objet de L y et f : M un homo-

morphisme de M dans L. L étant en particulier un objet de C, il existe un morphlsme 

unique g : M/a(o) tel que g . p » f*rft g : M/a(o) » L - L est l'unique 

morphlsme prolongeant g, donc l'unique morphlsme M/a(o) tel que g.(i . p ) « f. 

Corollaire 3-7 : Le foncteur enveloppé injective C L est exact. (En ce sens qu'il 

transforme en une suite exacte, dans L toute suite exacte dans Mod A dont 
A 

les objet* sont dans C). 
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Démonstration : 

La restriction â C du co-réflecteur R : Uod^^ï C étant le foncteur Identité 9 

la restriction à C du co-réflecteur R f : Hod^^ L est donc le foncteur enveloppe 

injectlve ̂  , et il est exact en vertu du théorème 3-4« 

Eçfin, nous verrons au chapitre suivant qu'une condition suffisante pour que L soit 

une sous -catégorie co-complète de Mod^ est que la co-réflexion A/a(o) de A dans C 

soit un anneau noethérien à gauche. 

Notons enfin pour terminer ce chapitre une méthode d'étude de la catégorie L, due 

à Gabriel, tout à fait différente de la méthode des mono-sous-catégories, et cependant 

équivalente du point de vue des résultats obtenus. Cette méthode consiste à montrer 

que L s'obtient comme catégoriel-quotient de Mod^ pour la sous-catégorie localisante 

de Mod A dont la classe des objets est constituée par les modules M tels que M » a(o), 

c'est-à-dire tels que M (on la considère bien entendu en tant que sous--catégorie 

pleine de Mod^). 

Pour de plus amples détails sur cette méthode, voir \iz\ . 
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CHAPITRE III : CARACTERISATION DES OBJETS PROJECTIFS DE LA CATEGORIE C. 

ETUDE D yUNE MONO-SOUS- CATEGORIE PARTICULIERE ISOMORPHE A C. 

APPLICATIONS. 

I # PRELIMINAIRES 

Définition 1-1 ; Un objet ? de C est dit "projectif dans C " si, quels que soient 

^ P les objets M et M" de C, le morphisme f : P—>M 

g / f et le pseudo-êpimovphisme v : M" y M 3 il 

^ v existe un morphisme g : P ^M" tel <7ue v.g - £ 
M 1 - — — - » M >0 

Malheureusement cette définition, bien que naturelle puisque les pseudo-ëpimorphismes 

sont les épimorphismes de la catégorie C, est pratiquement inexploitable dans le cas 

général. 

Si par contre nous introduisons lfhypothèse supplémentaire "A est un anneau non-

singulier" * les choses semblent se clarifier un peu en vertu de la 

Proposition 1-2 : Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(i) A est un anneau non-singulier 

(ii) Tout A-module projectif P est tel que P 4 , • O. 

(iii) Tout A-module libre L est tel que L A « 0. 

(iv) Il existe un A-module libre non nul L tel que L A » 0. 

Démonstration : 

(i)^=^(ii) : Tout A-module projectif P est facteur direct d'un A-module libre, 

c'est-à-dire d'une somme directe © A. de copies de A. Il vient 
i€I 

par conséquent, en vertu du lemme 1-5-7, 

( 0 A ) à = * (A A) = S 0 = 0 , d'où P a « 0, 
iei 1 Î€I 1 i€I 

(ii)=^(iii) : Trivial. 
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(iii)=^(Iv) : Il suffit de prendre pour L l'anneau A lui-même. 

( i v ) = ^ ( i ) : Raisonnant par contraposition, nous allons montrer que non (i) 

implique non(iv), c'est-à-dire que A^ 4 0 entraîne L A 4 0 pour 

tout A-module libre non nul. Comme L est non nul, il possède une 

base non vide ; soit x un élément de cette base. Comme A^ 4 0, 

A/ 

soit a€A tel que 0 : a A A. On a donc ainsi simultanément ax 4 0 

et 0 : ax s (0:x) : a « 0 : a ^ A, ce qui montre que axe (L ) , 

Nous voyons ainsi que lorsque A^ * 0 tous les A-modules libres sont des objets 

de C, ce qui ne veut pas dire qu'ils soient projectifs en tant qu'objets de C. 

Mais par contre cela nous permettra d'appliquer à la recherche des objets pro­

jectifs de C les procédés de "scission" des suites exactes usuels dans Mod^. 

Poursuivant notre idée de particularisation de l'anneau A, nous remarquons que 

bon nombre de résultats sur les modules singuliers ont été démontrés par Johnson, 

Wong, Gentile, etc.. (voir CV] , [8j , [li) ) avec l'hypothèse A4^ « 0, et que cette 

hypothèse fut ensuite levée dans dfcs cas particuliers par J. Ravel ( [s\ ) . La 

question se pose donc de savoir s'il existe des propriétés des modules non-singuliers 

qui ne sont vraies qu'avec l'hypothèse supplémentaire A^ - 0. 

Nous obtiendrons la réponse satisfaisante suivante : 

"Les propriétés catégoriques des modules non-singuliers sont indépendantes de la non-

singularité de l'anneau A". 

Par propriétés catégoriques nous entendons toutes les propriétés obtenues par appli­

cation de la théorie des catégories à la catégorie C des modules non-singuliers. 

Nous verrons par contre qu'il existe d'autres propriétés qui ne sont vraies qu'avec 

l'hypothèse supplémentaire A^ » 0. 
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II. MONO-SOUS-CATEGORIE ISOMORPHE A C. 

Lemme 2-1 : La co-réflexion A/a(o) de A dans C est un ormeau unitaire non-singulier. 

Démonstration : 

kA est un idéal bilatêre de A. En effet on a 0 : â $ (0 : b) : a - 0 : (ab)^A 

pour tout a, b€A, et par suite 0 : a.4 A entraîne 0 : (ab)̂ > A. 

Mais avec les mêmes notations on a de même PA : a ^ ( A ^ : b) : a * A ^ : (ab)^lA 

(car il est immédiat que A A : b, puisque A A est bilatêre), ce qui montre que 

A^ : a^A entraîne A A : (abXd A, établissant ainsi le fait que a(o) est un idéal 

bilatêre de A. On sait dfautre part que A/ a(o) est non-singulier en tant que A-

module. Montrons qu'il est non-singulier en tant que A/a(o)-module : soit aeA/a(o) 

tel que 0 : a » Y b£A/a(o) ; ba = 0^ soit essentiel dans A/a(o) ; il en 

résulte que 0 : a » ]b€A ; bâ = 0 V est essentiel dans Â (en effet soit be A* 
A J ^ 

si ba = 0 c'est terminé ; sinon o n a b a ^ b a - b a ^ O , d'où b r 0 et par 

hypothèse il existe c€A/ a(o) tel que c b 4 0 et c b a • 0, d'où ce A tel que 

cb 4 0 et c b a « 0). Comme A/a(o) est non-singulier en tant que A-module, il 

en résulte que a" » 0 ce qui achève la démonstration* 

Notations : Pour des raisons de simplification d'écriture, nous noterons désormais 

B l'anneau non-singulier A/ot(o), et nous désignerons les éléments de B sous la 

ê • m 

forme a, b, c, etc ... où a, b, c, e t c . , appartiennent à A* 

Lernne 2-2 : Pour tout k^module M la co-ré flexion M/a(o) de M dans C peut être munie 

canoniquement drune structure de ^-module définie par : â x « ax, où x 

et ax désignent les classes de si et de su modulo a(o). 

Démonstration : La loi de composition ainsi définie est Indépendante des représentants 

choisis dans les différentes classes d'équivalence. En effet, supposons que a • b 

et x « y. Comme ax - by « a(x-y) + (a-b)y et que a(x-y)e a(o) puisque a(o) est un 

sous-nodule de M, il suffit, pour prouver que ax • by de montrer que (a-b)yea(o), 

c'est-à-dire que M"* : ( (a-b)yM A. 
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Or la relation 0 : b^(o:y) : b » 0 : (by)^:*A, jointe à la convexité de la relation 

d'essentialité, nous montre que AA < M^b y , ce qui entraîne A ^ : (a-b).£ (M 4^: y) : 

(a-b) » M * : ((a-b)y)¿A. 

Mais alors A A : (a-b)¿> A entraîne M A : ((a~b)y)¿> A, ce qui montre que a » b 

entraîne (a-b)y€a(o) et établit le résultat, La vérification des axiomes des B -

modules ne présente aucune difficulté. 

Convention : A partir d fici, et jusqu'à la fin du II, nous désignerons les A-modules 

par M A , N A , P A , etc..., et les B-modules par ^ > N

B > P

B » e t c ••• réservant les 

lettres M, N, P, etc à la désignation des groupes abéliens sous-jacents. 

Enfin, nous désignerons par V la mono-sous-catégorie de Mod R constituée par les 

B-modules non-singuliers et leurs B-homomorphismes• 

Cela étant, nous nous proposons maintenant d'établir le : 

Théorème 2-3 : Lee mono-sous-catêgories C et V sont oanoniquement isomorphes. 

Démonstration : En vertu du lemme 2 - 2 , et compte-tenu du fait que la restriction 

à C du co-rëflecteur Mod^u-^ C est le foncteur identité, nous pouvons associer à 

tout objet de C le B-module ayant même groupe abélien sous-jacent M et dont 

la loi de composition externe BX M — > M est définie par ax « ax. 

D'autre part, il est alors immédiat que, et étant deux objets de C, un 

homomorphisme f : M-—* N entre les groupes abéliens sous-jacents est un A-homo-

morphisme > si et seulement si c'est un B-homomorphisme M^*—•> N^. 

Par suite, il nous suffit d'établir que la correspondance ainsi définie 

est une bijection entre la classe des objets de C et la classe des objets de V 

ce que nous ferons en trois points. 
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- 1er point : 

Four tout objet de C le B-module associé Mg est un objet de P. 

En effet, soit x € M tel que 0 : x 4 B (Nous posons ici : 0 : x » £ a € B ; ax « o} 

B B 

et O : x - /aeA ; ax « (A.) 
A 

Ceci entraîne 0 : x^A car si aCA^ et si ax 4 0 on a alors âx » ax 4 0 ; d'où 

a £ B , et l'existence de b e B tel que ba 4 0 et bax - 0 f c'est-à-dire l'existence 

de b C A tel que ba 4 0 et bax - bax - 0. Mais alors on a x€M^ - 0, ce qu\ montre 

que 0. 

- 2ëme point : 

L'application M^u-^ Mg définie dans la classe des objets de C et à valeurs dans 

la classe des objets de P est injective. 

En effet, si un objet Mg de P correspond aux objets N^ et de C, alors les groupes 

abéliens sous-jacents sont égaux, d'où N « M - P. D'autre part, les lois de compo­

sition externes sur N et P sont définies toutes les deux par ax » âx, ce qui montre 

que N A » P A et établit le résultat. 

- 3ème point : 

L'application M A t r - > Mg précédente est surjective. 

En effet, soit Mg un objet de P. A cause de l'épimorphisme canonique A—> B nous 

pouvons associer à Mg le A-module ayant même groupe abélien sous-jacent M et dont 

la loi externe est définie par ax - ax (voir TQ» Ch. II-VI). Comme 11 est trivial 

que, si H A est un objet de C, Mg sera associé à dans notre correspondance, il ne 

reste donc plus, pour achever notre démonstration qu'à montrer que M * » 0. 

Soit donc x e M tel que 0 : x^A. Ceci entratne 0 : x^B. 

* A B 

En effet, soit a€B* ; comme 0 : xà A, il existe donc bëA tel que ba 4 0 et bax - 0, 

et par suite b € B tel que bax « 0. Montrons qu'il existe en fait b€ B tel que bax - 0 
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et Va 4 0 , ce qui établira 0 : B. S 1 il n'en était pas ainsi on aurait alors 

B 
0 : (âx)^O : â, c'est-à-dire 0 : ax ̂ o((o) : a^A. 

B A 

Mais en vertu du lemme 1-3-4, 0 : x d A entraîne 0 : (ax) « (o:x) : A, et la 

A A A 

convexité de la relation d'essentialité nous donnerait alors a(0) : aA A, c'est-à-

dire, en reprenant les notations de la proposition II-2-5, a€cl (a(o)). Or nous 

avons, en vertu de cette même proposition : cl (a(o)) • cl cl cl (0) » cl cl 0 « 

- a(0), d'où a * 0, contredisant ainsi a€ 

Ainsi, nous pouvons, pour étudier les propriétés catégoriques d'un module 

non-singulier sur un anneau A, le considérer uniquement comme module sur l'anneau 

non-singulier A/a(o), c'est-à-dire supposer finalement l'anneau A non-singulier. 

Mais il n'en est pas de même pour les propriétés externes à la catégorie C, comme 

le montre le contre-exemple suivant : 

Contre-exemple : Soit A un anneau tel que 0<a(o)<A. (Par exemple A » Z/12, car 

alors A ^ » {0 , 6} et a(o) « {0 , 3, 6 , 9 }).Alors A/ a(o) est libre en tant que 

A/a (o) -module, mais n'est pas libre en tant que A-module. En effet, dans le cas 

contraire, comme A/a(o) 4 0, soit a€A/a(o) uft élément d'une base de A/a(o). 

On aurait alors un isomorphisme de A-modules canonique A— 5* Aa défini par 1-v a. 

Mais alors le sous-module singulier de Aa serait non nul, puisqu'isomorphe à a(o), 

ce qui contredirait le fait que A/ a(o) est un A-module non-singulier. 

III. APPLICATIONS 

Nous sommes maintenant en mesure d'établir les assertions formulées aux chapitres 

1 et II sur les conditions nécessaires et suffisantes pour que C soit une catégorie 

balancée, normale, etc ainsi que le fait selon lequel C est une sous-catégorie 

co-complète de Mod^ si A/a(o) est un anneau noethérien à gauche. 
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Proposition 3-1 : 

Les assertions suivantes sont équivalentes : 

lo La Co-ré flexion k/uio) de A dans C est un A-module à gauche semi-simple. 

2 Q C est isomorphe à Modfi où B est un anneau semi-simple. 

3o C est abélienne0 

4 9 C est exacte^ 

50 C est normaleo 

6. Tout épimorphisme dans C est aussi épimorphisme dans Mod^. 

7. C est normale0 

S. C est balancée* 

Démonstratlon : 

1 = ^ 2 : Posons B = A/a(o). On sait que B est un anneau et que C est isomorphe à V 

Par suite, il nous suffit de montrer que V * Modfî. Or il est immédiat qu'une partie 

C de B est un idéal de B si et seulement si r 9est un sous-A-module du A-module B 

(car a b e C c B entraîne ab = ab • ab<3C et réciproquement ). Par conséquent B est 

un anneau semi-simple, ce qui entraîne que tout idéal de B en est facteur direct. 

Soit maintenant M un B-module quelconque et x€M*^. On a ainsi 0 : x 4 B et 0 : x 

facteur direct de B, ce qui entraîne 0 : x * B , d'où x • lx « 0 et montre que 

V » Mod B. 

2 = ^ 3 : Car Mod^ est une catégorie abélienne. 

3 4 : Car toute catégorie abélienne est exacte. 

4 5 : Car toute catégorie exacte est normale. 

5 ==^6 : Soit v : M — ^ N un épimorphisme de C, c'est-à-dire tel que Im VAN 

avec M et N objets de C. Les épimorphismes de Mod^ étant les homomorphisme s sur-

jectifs, il nous suffit de montrer que Im v » N. Soit donc i : Im v — > N l'injec­

tion canonique de Im v dans N. Ce morphisme est un monomorphisme de C, et comme C 



42 

Catégories des A-modules non-singuliers 

est normale, i est noyau d'un morphisme f : N • >P de C. Mais alors Im v « £~*(0) 

est ferme dans N (Lemme 1-4-4), ce qui entraîne Im v • N puisque N est extension 

essentielle de Im v. 

6 — 7 :Nous voulons montrer que tout épimorphisme de C v : M y N est conoyau 

dans C d'un morphisme f : M' ^ M de C. Or par hypothèse v est aussi un épimor­

phisme dans Mod^, ce qui entraîne que v est dans Mod A conoyau de l'injection cano­

nique i : Ker v — - > M . Mais ce dernier morphisme est dans C (puisque M est un objet 

de C et Ker v un sous-objet de M) et a pour conoyau dans C l'épimorphisme canonique 

M^ > M/Ker v » M/Ker v (car Ker v • v *(o) fermé dans M entraîne Ker v~« Ker v ) . 

Comme v est un épimorphisme dans Mod^, on a N « Im v, et il résulte alors de 

O-^Ker v - i ^ M >M/Ker v - ^ 0 l'iaomorphisme canonique M/Ker v Im v 

>^aK que v est aussi conoyau de i dans C 

\ (diagramme ci-contre), 
II 

7 = ^ 8 : Car toute catégorie conormale est balancée (Proposition duale de la 

proposition 14-3 page 17 de [2) ) . 

8 --frl : C étant balancée, pour tout objet M de C l'injection canonique 

i : M — — Ô de M dans l'une de ses enveloppes injectives est un isomorphisme 

(puisque c'est à la fois un monomorphisme et un pseudo-épimorphisme de C) . Ainsi 

tout objet de C est injectif : C est égale à la sous-catégorie L de ses objets 

purs. Mais alors tout sous*A-module N du A-module A/a(o) est facteur direct de 

A/a(o) puisque, N étant injectif car objet de C, la suite exacte dans Mod A : 

0 * N >A/fr(o)-—>A/a(o)/N >0 se décompose» 

Ceci montre que A/ot(o) est un A-module semi-simple. 
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Proposition 3-2 : Si la co-réflexion A/a(o) de A dam C est un anneau noethérien à 

gauche, alors la catégorie L des objets pure est une sous-catégorie co-

complète de Mod^. 

Démonstration : 

Dire que L est une sous-catégorie co-complète de Mod^ signifie que le foncteur 

inclusion LAS-*? Mod^ préserve les co-limites. En vertu de l'énoncé dual du 

Corollaire II-6-3 de [2] , il suffit pour cela qu'il préserve les conoyaux et les 

sommes directes. Or nous avons vu, juste avant la proposition II-3-5, que le conoyau 

d'un morphlsme f de L est le même dans L et dans Mod^. Soit maintenant (Q^)j^j u n e 

famille d'objets purs. Il résulte des propositions II-2-1 et II-3-5 que la somme 

directe dans L de cette famille est jjj Q^, enveloppe injective de la somme directe 

dans Mod.. 
A 

Mais d'après le Théorème 2-3, nous pouvons considérer les et i | I comme des 

objets purs de M o d A ^ o j , donc en particulier comme des A/a (o) -modules injectifs. 

Comme l'anneau A/a (o) est noéthérien à gauche, il en résulte que ^ Q 1 est un 

A/a(o)-module injectif essentiel dans ^ Q t (car 1'essentiel!té se conserve en 

passant de C dans V et réciproquement), ce qui entratne ^ Q t "^fx^i* e t a c h è v e 

la démonstration. 

Enfin, 11 est bien connu que, l'anneau A/a(o) étant non-singulier, sa multi­

plication peut être prolongée à A/a(o) en posant pour tout x, ye:A/a(o) : x y » ^ ( x ) , 

A/a(o) 1 > A/a(o) où <J>y : A / a ( o ) — ^ A/a(o) est la translation 

^ \ •y^) " *y pour tout a£A/a(o). 

A/a(o) 1 > A M o ) 
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Muni de cette multiplication A/a(o) est alors un anneau unitaire, régulier (au sens 

de Von Neumann), auto-injectif, et A/a(o) est un sous-anneau de A/o^o). Il est alors 

immédiat que tout A/a(o)-module est un A/a(o)-module par restriction de la loi externe 

à A/a(o). 

Réciproquement soit Q un objet pur. En vertu du Théorème 2-3, on peut le considérer 

comme un A/a (o)-module înjectif non singulier. On peut alors le munir d'une structure 

A , , N ^x - de A/a(o)-module en posant pour tout Çe A/ofo) 
A/a(o) ~ 7 Q x 7 

et tout x*TQ Çx * ^ x C O où : A/a(o)—> Q 

^ ^ v ^ § ^ est le A/a (o)-homomorphisme (a) = ax pour tout 
A/a(o) * ~» Q #

 X 

a€A/a(o). On vérifie alors facilement que l fon 

établit ainsi un isomorphisme entre la catégorie 

des objets purs de M o d ^ ^ t et la catégorie des objets purs de Mod A , , N , d'où 11 
A.JO'^KO) A/a(o) 

résulte que la catégorie L des objets purs de Mod^ est isomorphe à la catégorie des 

objets purs de M o d ^ ^ ^ . 

Enfin, pour clore ce paragraphe, signalons qu'il est maintenant immédiat de 

vérifier que A/a(o) (resp. A/a(o)) est un générateur de la catégorie C (resp. L) f 

d'où il résulte que le produit II A/a(o)/x étendu à tous les idéaux facteurs directs 

d« A/a(o) est un cogénérateur de L. En effet les sous-objets de A/a(o) dans L sont 

ses idéaux fe donc injectifs et par suite facteurs directs, ce qui entraîne 

que les A/a(o)A sont injectifs, ainsi que leur produit, et il suffit alors d'appli-

q; ar la proposition III-3-3 de [2]. 

IV. CARACTERISATION DES OBJETS PROJECTIFS DE C. 

Appliquant le théorème 2-3, nous supposerons désormais> sauf mention expresse 

du contraire, que l'anneau A est non-singulier, ce qui nous permettra d'utiliser la 

proposition 1-2 qui va se révéler fort utile. Rappelons tout d'abord quelques défi­

nitions et propriétés relatives aux modules semi-simples : 
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- Un A-module à gauche S est dit simple s'il est non nul et si ses seuls sous-modules 

sont 0 et S. 

- Un A-module à gauche M est dit semi-simple s'il est somme directe de modules simples, 

exemple : 0. Pour cette raison, nous noterons toujours un module semi-simple sous la 

forme S^, sous-entendant la simplicité des modules 

- Pour qu'un module soit semi-simple, il faut et 11 suffit que tout sous-module en 

soit facteur direct (on trouvera la démonstration en [l] , Ch. I). 

Cette carácterisation permet de démontrer très facilement le lemne suivant qui est 

bien connu et qui nous servira par la suite. 

Lemne 4-1 : 

(i) Un module est semi-simple si et seulement si il n9est extension essentielle 

d9aucun sous-module propre. 

(ii) Tout sous-module d'un module semi-simple est semi-simple. 

(iii) Tout module quotient d9un module semi-simple est semi-simple. 

Démonstration : 

(i) Si M est semi-simple, ses sous-modules propres étant facteurs directs ne peuvent 

être essentiels dans M. Réciproquement, soit N un sous-module de M, et N' un complément 

de N dans M (c'est-à-dire maximal parmi les sous-modules P de M tels que N D P » 0 ) . 

Alors S • N' est essentiel dans M, ce qui, d'après l'hypothèse, entraîne que N • N' • M 

et montre que tout sous-module de H en est facteur direct. 

(li) Soit N un sous-module d'un module semi-simple M, et N' un sous-module de N. M 

étant semi-simple, il existe un sous-module N" de M tel que N' • N" - M. Mais alors 

N\>< N entraîne N' «• (N"n N) « (N' • N")r>N » M O N « N, ce qui montre que N' est 

facteur direct de N. 
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(iii) Soit M/N un quotient d'un module semi-simple M* Il existe donc un sous-module 

N f de M tel que N O N 9 « M, Mais alors M/N est isomorphe à N 9 qui est semi-simple 

en vertu du (ii). 

Nous sommes maintenant en mesure d'établir la 

Proposition 4-2 : A étant un anneau non-singulier, les objets projeotifs de la 

mono-sous-oatégorie C sont les k-modules semi-simples et projectifs%  

Démonstration : 

Elle se fera en trois points, 

- 1er point : Tout objet projectif de C est un A-module semi-simple. En effet, soit 

P un objet projectif de C, et N un sous-module de P essentiel 
P 

/ t dans P. Alors l'injection canonique 1 : N — - y P est un pseudo-

f ' ' 1 

y p épimorphisme. Comme P est un objet projectif de C, 11 existe 

• 

£ . y un homomorphisme f : P- ^N tel que lp » l.f (diagramme ci-
N - ^ P 

contre). On a ainsi pour tout élément x e P : x * lp(x) « 

i(f (x)) €Im i » N, ce qui montre que P » N, c9est-â-dire que P n'est extension 

essentielle d'aucun sous-module propre, d'où le résultat en vertu du (i) du leme 

4-1. 

- 2ême point : Tout objet projectif de C est un A-module projectif. En effet, P 

p est quotient dans Mod^ d'un module libre L. Soit $ : L—> P 

/ 1'épimorphisme canonique ; c 9est en particulier un pseudo-

/ v épimorphisme. Or, en vertu de la proposition 1-2, L est un 

£ • y> ^ 0 objet de C, de sorte que le diagramme ci-contre est dans C. 

Mais alors, comme P est un objet projectif de C, il existe 

un homomorphisme g : P tel que <fr.g • lp. On vérifie alors facilement que g 

est un monomorphisme et que L - Ker<J> • Im g, ce qui montre que P, isomorphe à un 

facteur direct d 9un A-module libre» est un A-module projectif. 
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- 3ème point : Tout A-module semi-aimple et projectif est un objet projectif de C. 

En effet, soit P un module semi-simple et projectif. 

P D'après le proposition 1-2, nous savons déjà que 

f P est un objet de C. Considérons alors le dia-

/ gramme ci-contre dans C oû v est un pseudo-éplmor-

v phlsme. Nous voulons montrer qu'il existe un homo-

morphisme h : P >M" tel que v.h « f. 

Montrons tout d'abord que nous avons Im f^ Im v. En effet, la relation d'essentlallté 

étant compatible avec l'intersection darr le treillis des sous-modules de M, Im va M 

et Im tà Im f entraînent Im v O Im f A M C\ m f « Im f. 

Mais alors, P étant semi-simple, Im f ei>c aussi semi-simple en vertu du (iii) du 

lemme 4-1, ce qui, d'après le (i) du même lemme, entraîne Im vOIm f - Im f, c'est-

à-dire Im f ̂  Im v. 

P Factorisant alors f et v au moyen de leurs images 

s ft 

, respectives, et tenant compte de l'inclusion 

Im f Im f^Im v, nous obtenons le diagramme ci-contre 

' ' u / t avec : f - i*f f

f v - j.v
f , i - j .u ; i, j , u, 

^ % y . i inclusions canoniques. Mais v f étant un éplmor-
tfl Im v — ± - * M 

phisme et P un A-module projectif, 11 existe un 

homomorphisme h : P - — ^ M" tel que v'.h - u . f , et l'on a alors : v.h - (j.v').h -

j.(v'.h) « j.(u.f') « (j.u).f' » i.f m f9 ce qui achève la démonstration. 

Il en résulte immédiatement que tout sous-module et tout module quotient (dans Mod^) 

d'un objet projectif de C est encore un objet projectif de C. 

Supposons pour un instant que l'anneau A est quelconque. Alors les objets projec-

tifs de C sont les A/a(o)-modules semi-simples et projectifs. Mais il est inv diat 

qu'un objet de C est semi-simple en tant que A-module si et seulement si ¿1 l'est 

en tant que A/a (o)-module. En effet, si M est un objet de C la loi qui faU de M un 

A/a(o)-module étant définie par ax » ax pour tout a e A et tout xeM, on voit ainsi 
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qu'une partie X de M est un sous-A-module de M si et seulement si c'est un sous-

A/a(o)-module de M. Par suite les objets projectifs de C sont les A-modules semi-

simples non singuliers qui sont projectifs en tant que A/a(o)-modules. 

Nous obtenons ainsi la ; 

Proposition 4-3 : Soit A un anneau unitaire quelconque. Alors 

(i) Les objets projectifs de C sont les co-ré flexions dans C des A-

modules semi-simples qui sont projectives en tant que A/a(o)-modules. 

(ii) Si P est un k-module semi-single et projectifs alors sa co-vêfle~ 

xion dans C est un objet projectif de C. 

Démonstration : 

(i) Si P est un objet projectif de C il est co-réflexion d'un A-module semi-simple : 

lui-même, et 11 est projectif en tant que A/a (o) -module. Réciproquement, si P est 

co-réflexion d'un A-module semi-simple» il est aussi semi-simple en tant que A-

module puisque la co-réflexion est un épimorphisme, et par suite 11 est semi-simple 

en tant que A/a (o)-module. Si de plus il est A/a (o) -projectif, alors c'est un objet 

projectif de C. 

(ii) Soit P un A-module semi-simple et projectif, R(P) sa co-réflexion dans C, 

et p : P — } R(P) l'épimorphisme canonique. R(P) est un objet de C, et nous pouvons 

reprendre mot-à-mot le reste de la démonstration du 3e point de la Proposition 4-2 

p en remplaçant partout P par R(P) juvsqu'à l'ob-

/ tentlon du diagramme ci-contre dans lequel nous 

/ 
/ avons rajouté le morphisme p : P-, )R(P)# Gomme 
/ * 

/ R(P) P est un A-module projectif, il existe donc un 

y / Yi I f f homomorphisme g : P — > M" tel que v'.g « u . f f

# p # 

/ 1m £ 

' / Mais par définition de la co-réflexion il existe 

/ / u / i alors un homomorphisme h : R(P) — * M M tel au* 

M" —} lm v — L _ ^ M h.p - g . 
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Il vient alors : (v.h ) . p * v.(h . p ) « v.g » j»v'.g » j.u.f ' .p - i.f ' . p * f.p , 

d'où v.h » f puisque p est un épimorphisme, ce qui établit le résultat* 

Revenons maintenant au cas où A est un anneau non-singulier. La conjonction 

"semi-simple et projectif" est extrêmement forte, aussi allons-nous voir que 

l'existence d'objets projectifs de C non nuls impose une certaine structure à 

l'anneau A. Nous avons la 

Proposition 4-4 : 

Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(i) ? est un objet projectif de C. 

(ii) P est isomorphe à une somme directe d9idéaux à gauche simples 

et facteurs directs de l'anneau A. 

Démonstration : 

(i) •*—>(ii) : D'après la proposition 4-2, P est F*mi-simple et projectif en tant 

que A-module. Ecrivons-le donc sous la forme P * S. où les S. sont des A-modules 

±ei 1 

simples. De plus, les sont projectifs puisque facteurs directs du projectif P. 

Comme ils sont non nuls, soit x^ un élément de - £oj : étant simple, l'appli­

cation A ^ S ^ définie par a-—V*x^ pour tout a £ A est un épimorphisme dont le 

noyau est un idéal de A. Nous avons ainsi pour tout i € l une suite exacte 

dans Mod A : 0 — > > A — > > 0. Comme est projectif cette suite se 

décompose, ce qui signifie qu'il existe un idéal J± de A isomorphe à S i et tel que 

A « G J±. Ainsi est un idéal àimple et facteur direct de A, et l'on a 

P ̂  en vertu des propriétés de la somme directe. 

(ii)=^(i) : Si P est isomorphe à une somme directe ^ où lœ Ji sont des idéaux 

simples et facteurs directs de A, alors P est un A-module semi-simple. D'autre part 

les étant facteurs directs du module projectif A sont projectifs, et leur somme 

directe aussi, ce qui fait que P est un A-module semi-simple et projectif, c'est-à-

dire un objet projectif de C. 
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Notons l'application suivante au cas commutatif : 

Corollaire 4-5 : 

La catégorie des A-modules sans torsion sur un domaine d'intégrité qui 

n'est pas un corps ne possède pas d'objet project-if non nul. 

Démonstration : Le sous-module de torsion d'un module M est défini par 

T(M) = | x £ M ; 0 : x 4 0 J . 

Montrons que T(M) « , de sorte que la catégorie des modules sans torsion ne 

sera autre que la mono-sous-catégorie C. On a évidemment T(M) puisque 

0 : x-a A entraîne 0 : x 4 0. Réciproquement si 0 : x 4 0 soit a € A * tel que 

ax « 0 ; alors pour tout b € A * on a à la fois ab 4 0 à cause de l'intégrité et 

abx = bax « 0 à cause de la commutativitë, ce qui montre que 0 : x*û A, c'est-à-

dire T(M)4M*\ Il ne nous reste donc plus, en vertu de la Proposition 4-4, qu'à 

montrer que A ne possède pas de facteurs directs simples* Or 0 n'est pas simple 

puisqu'il est nul, et A n'est pas simple car sinon ce serait un corps, ce que 

nous excluons ici. Enfin si I est un idéal distinct de 0 et de A, à cause de 

l'intégrité et de la commutativité, il intersecte tout idéal non nul et par 

suite n'est pas facteur direct de A. 

Application : La catégorie des groupes abéliens sans torsion ne possède pas 

d'objet projectif non nul. 

- Indiquons au passage ce qui se passelorsque A est un corps (non nécessairement 

commutatif). Alors Mod^ est la catégorie des espaces vectoriels à gauche sur C. 

Or un espace vectoriel à gauche sur un corps A est à la fois non-singulier semi-

simple, projectif et injectif, de telle sorte que l'on a alors Mod^ » C « L # 

- La question se pose alors immédiatement de savoir si la catégorie C possède 

suffisamment de projectifs, c'est-à-dire de savoir si tout objet de C est quotient 

dans C d'un objet projectif de G. Pour y répondre, nous aurons besoin du résultat 

suivant : 
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Proposition 4-6 : 

A étant un anneau non-singulier, pour un objet M de C les assertions 

suivantes sont équivalentes : 

(i) M est quotient dans C d9un objet projectif de C. 

(ii) M est extension essentielle dfun objet projectif de C. 

(iii) Le socle de M (a9est-à-dire la somme des sous-modules simples 

de M) est projectif en tant que k-module et essentiel dans M. 

Démonstration : 

(i) =^(ii) : Si M est quotient dans C d fun objet projectif de C P * 1 1 

existe un pseudo-épimorphisme f : P — > M, et Im f est essentiel dans M. 0r f si 

l'on se reporte à la démonstration du lemme 4-1 - (iii) , on s'aperçoit que Im f 

est isomorphe à un facteur direct du module semi-simple et projectif P « jJiSi» 

et par suite est lui-même semi-simple et projectif, donc objet projectif de C, 

(ii)r=^(iii) : Soit P » i%is± l'objet projectif deC essentiel dans M. P, étant 

une somme directe des sous-modules simples de M, est évidemment contenu dans le 

socle de M ; mais d'autre part, si S est un sous-module simple de M, on a S O P 4 0 

puisque S est non nul et que P est essentiel dans M, d'où SOP - S puisque S est 

simple, soit finalement Scrp, ce qui montre que P est le socle de M. 

(iii) )•(!) : Le socle de M étant semi-simple, s'il est projectif en tant que 

A-module, c'est un objet projectif de C ; si de plus il est essentiel dans M, 

alors l'injection canonique de ce socle dans M est un pseudo-épimorphisme, ce 

qui établit le résultat. r A A , .,k, 

Ctt tuvrigt tst If propreté 

Démontrons maintenant le : Service 4t Mo#>*̂ *tiws 

<fe It Ftctlfé dts Sr?*nc#< Je Lyon i 

Théorème 4-7 : L9anneau A étant non-singulier, la catégorie C possède suffi­

samment d9objets projectif s si et seulement si A est extension essen­

tielle d9un idéal semi-simple et projectif. 
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Démonstration : La nécessité résulte immédiatement de la proposition 4-6 et de la 

caractérisation des objets projectifs de C. 

Montrons maintenant la suffisance, et pour cela, soit I un idéal de A semi-simple 

projectif et essentiel dans A. Nous allons tout d'abord établir que tout A-module 

libre L, qui est un objet de C en vertu de la Proposition 1-2, est extension essen­

tielle d'un objet projectif de C. En effet, soit ( x

a ) a € c ^
 x m e base de L. Alors pour 

tout a € tfe le sous-module Ax^ de L est isomorphe à A. Notons 1^ l'image de I par 

cet isomorphisme. 1^ est donc un sous-module de L semi-simple, projectif et essen­

tiel dans Ax o De plus, comme*L * $ ^ Ax , la somme des I est directe, ce 

qui entraîne que P • © w I est un module semi-simple et projectif, c'est-à-dire 

un objet projectif de C. Il ne nous reste donc plus qu'à vérifier que P est essen­

tiel dans L, c'est-à-dire que pour tout x€lf il existe a<sA tel que a x e P o u r 

ce faire, nous allons raisonner par récurrence sur le nombre n des composantes 

non nulles de x relativement à la base (x ) v • 

a ex tc/w 
Si n » 1 : on a x • ax^ pour un aôct;et un aeÀ convenables, d'où, puisque I 

est essentiel dans Ax , l'existence d'un élément b e A tel que bxel £ P • 
a a 

Soit donc n> 2 et supposons le résultat établi jusqu'à l'ordre n-1. 

Soit x - a ^ + ... + a n - 1 X a n - 1

 + * n avec \ ï 0 pour l«:k^n, ou encore 

x * y + e n P o sant : 

n-1 

y * \ X a ^ . Mais d'après l'hypothèse de récurrence il existe b € A tel que 

byeP • Si ba n ^ c l ^ c'est terminé puisque by 4 0 entraîne bx 0. Sinon, 

comme I a est essentiel dans Ax^ , il existe ce A tel que eba x„ ci , ce oui 
n «n n a n a n

 H 

j/ 

montre que cbx » cby + eba x e T (car la composante de cbx relativement à x 
n ti CL 

est non nulle), établissant ainsi l'essentialité de P dans L. 

Montrons enfin que tout objet M de C est extension essentielle d'un objet projectif 

de C, ce qui établira le résultat en vertu de la Proposition 4-6. 
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M étant quotient d'un libre dans Mod^ , il existe un A-module libre L et un 

épimorphisme f : L > M. Mais d'après la Proposition 1-2 L est un objet de C, de 

sorte que f est un morphisme de C. Soit donc P » atofe *a l f°bJ e t projectif de C 

essentiel dans L dont nous venons d'établir l'existence. Reprenant la démonstration 

du lemme 4-1 (iii), nous voyons que f(P) est Isomorphe à un facteur direct de P, 

donc que f(P) est semi-simple et projectif, c'est-à-dire un objet projectif de C. 

Or f(P) est essentiel dans M. En effet, soit xeM*, f étant surjective, il existe 

y € L tel que x » f(y) ; comme P est essentiel dans L, il existe en vertu du 

lemme 1-3-5 un élément a € A tel que ax 4 0 et ayeP ; mais alors on a ax » af(y) • 

« f(ay)ef(P), soit finalement ax€f(P)* puisque ax 4 0, ce qui achève la démonstration. 

- Une question se pose alors Immédiatement : existe-t-il des anneaux non-singuliers 

A qui sont extension essentielle d'un idéal semi-simple et projectif ? La réponse 

est instantanée : oui, par exemple les anneaux semi-simples « Nous avons vu en effet 

en démontrant la proposition 3-1 que tout anneau aemi-simpie est non-singulier ; 

d'autre part, il est évidemment projectif et essentiel dans lui-même. 

- Une seconde question se pose alors : en existe-t-il d'autres que les semi-simples ? 

La réponse, là encore affirmative, est cependant beaucoup moins évidente que la 

précédente. Nous allons l'établir maintenant : 

Exemplfe d'un anneau non-semi-simple A tel que la catégorie C possède suffisamment  

d'objets projectifs : 

N 
Soit K un corps (non nécessairement commutât!f) et K l'ensemble des familles 

N 
(x ) „ d'éléments de K indexées par l'ensemble N des entiers naturels. K , muni n n € N r 

des lois de composition (x ) + (y ) » (x n *• y ) et (x ) (y) =» (x y ) est 
n n n n n •'n n n n n n n n n 

un anneau unitaire que nous désignerons par A. 
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" 1er point : A est un anneau régulier au sens de Von Neumann. En effet, 0 peut 

sfécrire 0 » 000, et si x » (x ) £-A - fo\ , alors l'ensemble H * f n e M ; x 4 ol 
n n v ' n ^ 

est non vide, et l'élément y * (y ) eA défini par y s xj si n € H et y - 0 si 
* n n n n ^n 

n^H est tel que x * xyx. 

Or il est bien connu que tout anneau régulier au sens de Von Neumann est non-singu­

lier. (En effet si x « xyx, xy * e est un idempotent tel que 0 : x « 0 : e, et 

comme A « Ae ® A (1-e) on a 0 : x • A (1-e) ; par conséquent 0 : x<4 A entraîne 

Ae • 0, d'où e » 0 et par suite x * ex * 0). 

- 2ème point : Pour tout m £N considérons lvélément e s (5 ) eA où 5 = 1 
• 1 * m mn n mm 

et 3 = 0 si n ^ nu Alors Ae est un idéal simple de A. 
mn m v 

En effet, soit I un idéal de A tel que 0^1 ^Ae et x « ae » (a 6 ) un élément 
n m n mn n 

non nul de I, ce qui entraîne a 4 0. Soit alors b » (a *ô ) €A. On a ainsi 

m m mn n 
e m 38 (S ) r t * & S a 6 ) * (a} « )n(a fi V « bx cl, ce qui montre que 
m mn n m mn n mn n m mn n n s?n n ^ n 

Ae - I. 
m 

- 3ëme point : L'idéal I * ® Ae est un idéal semi-simple de A essentiel 
m c ni m 

dans A* 

En effet, I est semi-simple puisque somme directe d'idéaux simples. Soit alors 

x s (0*A*. Il existe donc m e ! tel que x ^ 0, Alors l'élément y = (x15 ) 
n n m J m mn n 

de A est tel que yx * e

m ^ * * c e V1^ montre que I est essentiel dans-A. 

" 4£mr; y>o 1 r>i : I est un ideal projectif de A 

T o u t e somoiKS d i r e c t e de project Ifs étant projective, il suffit de montrer que 

chaque idéal Ae^ est projectif, et ceci résulte Immédiatement de ce que A e ^ 

est facteur direct de A* (En effet, on a A * Ae 0 A (1-e )), 
m m 
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" Sème point : A n'est pas semi-simple. 

Supposons le contraire. Un anneau semi-simple n'ayant pas d'idéal propre essentiel 

(lemme 4-1), on doit donc avoir I * A, ce qui est absurde puisque lf^I. (En effet 

les éléments de I « Ae sont les éléments (x ) de A tels que x « 0 sauf 

m € n m n n n 

pour un nombre fini d'indices, alors que l'élément unité 1 de A est l'élément (* n) n 

de A tel que x^ » l£K pour tout n e W )• 

Remarque • Revenons au cas général d'un anneau unitaire quelconque A. Nous voyons 

ainsi que la catégorie C possède suffisamment de projectifs si et seulement si le 

socle de l'anneau quotient A/a(o) est projectif en tant que A/o(o)-module et 

essentiel dans A/a(o). 

Compléments : 

J. Ravel ayant montré que l'essentialité du socle d'un anneau non-singulier 

entraîne sa projectivité, il convient d'énoncer le théorème 4-7 de la façon sui­

vante : 

"L'anneau A étant non-singulier, la catégorie C possède suffisamment d'objets 

projectifs si et seulement si A est extension essentielle de son socle". 
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CHAPITRE IV : RESULTATS COMPLEMENTAIRES - ELEMENTS D'HOMOLOGIE DANS 

I. RESULTATS COMPLEMENTAIRES 

Proposition 1-1 : (Pseudo-lemme-des-cinq) : 

Soit dans C le diagramme commutatif ci-dessous dans lequel les lignes 

horizontales sont pseudo-exactes : 

K — y > L § > M — > N > P 

p q r s t 

K f L f g > M 1 > N' — * P ' 

st q et s öönt des monomorphismes et si p est un pseudo-épimorphisme, 

alors r est un monomorphisme. 

b) Si q et s sont des pseudo-épimorphismes et si t est un monomorphisme, 

alors r est un pseudo-épimorphisme. 

Démonstration : 

Elle s'effectue à l'aide d'applications répétées du lemme 3-5 du Chapitre I 

que nous utiliserons donc sans y référer explicitement. 

a) Soit x £ M tel que r(x) » 0. On a s.h(x) « 0, d'où x6Ker h puisque S est un 

monomorphisme. Comme Im g^LKer h et x 4 0, il existe a e A tel que axelm g et 

ax 4 0 f d'où ax * g(y) pour un y e L convenable. Il vient alors g
f.q(y) - r.g(y) » 

r(ax) « ar(x) - 0 ; d'où q(y)e£er g', et puisque Im f'¿3 Ker g' l'existence d'un 

bc A tel que bax 4 0 et bq(y) » f'(z') pour un z'cK' convenable. Mais comme Im p^\K' 

il existe c e A tel que cgax 4 0 et cz' e Im p, soit cz' = p(z) pour un z e K convenable ; 

ceci entraîne q.f(z) * f'.p(z) - f'(cz') » cf'(z') * cbq(y) « q(cby), d'où f(z) » c b y 

puisque q est un monomorphisme, et cbax - cbg(y) « g(cby) - g.f(z) - 0, contredisant 

cbax 4 0. Ainsi Ker r * 0, ce qui montre que r est un monomorphisme. 
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b) Soit x'€M' - 0} • Comme Im s^N 1, il existe a e A et y<sN tels que ax f 4 0 et 

ah'(x') » s(y). Il vient alors t.k(y) « k\s(y) - k'.h'(ax') « 0 d foù k(y) « 0 

puisque t est un monomorphisme. Comme Im h^Ker k il existe b e A tel que bax f 4 0 

et by » h(x) pour un x<£M convenable. Ceci entraîne h'(baxf- r(x)) * 

bah f(x f) - h f.r(x) » bs(y) - s.h(x) - bs(y) - s(by) « 0, d foù l'existence, puisque 

Im g'¿s Ker h f, de ce A tel que cbax' 4 0 et c(baxf - r(x)) « g f(z') pour un z'eL' 

convenable ; mais comme Im q<dL' il existe de A tel que dcbaxf 4 0 et dz f « q(z) 

pour un z e L convenable. Il vient alors debax' « dcr(x) • dg f(z f) « r(dcx) + g f(dz f) -

r(dcx) + gf.q(z) » r(dcx) + r.g(z) - r(dcx + g(z)), ce qui montre que dcbax'e(Im r) , 

établissant ainsi le fait que Im r est essentiel dans M V, c'est-à-dire que r est 

on pseudo-épimorphisme. 

Etudions maintenant la possibilité de construire une homologie dans C. Nous 

aurons besoin pour cela du résultat suivant concernant la fermeture commutative 

de diagrammes dans C : 

Lemme 1-2 : Soit dans C le diagramme ai-dessous dans lequel les lignes horizontales 

sont pseudo-exactes : 

i P 
0 ^ N L-^ M ± P , > 0 

^ nf 

0 y N' = y M' ^ — > P' >0 

Io) SHl existe un homomorphisme a ; N — > N' tel que i'.a - f.i, 

et si de plus p est surjectif* alors il existe un homomorphisme 

• : P > P 1 tel que 4up « p'.f.Si p n'est pas surjectif on ne peut 

pas conclure o 

2°) S'il existe un homomorphisme $ : P yP f tel que $<>p - pf«f> 

et si i'(N') est fermé dans M 1 ¿ alors il existe un homomorphisme 

a : N — ^ N ' tel que i\a » f.i . Si i'(N') n'est pas fermé dans M' 

on ne peut pas conclure. 
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Démons tration : 

Identifions N à i(N) et N' à i f(N f). Comme Ker p - p 1(0) est fermé dans M en 

ve. ;u du leanne 1-4-4, et que N est essentiel dans Ker p (pseudo-exactitude en M ) , 

on a par conséquent Ker p = N » j x e M ; N : x ^ A J : plus grande extension essentielle 

de N dans M, et de même Ker p' = N'. Le diagramme se décompose ainsi de la façon 

suivante dans ModA : 
A 

0 N J y N « Ker p -—y M ï y Im p p y 0 

a - B f \\) <f> 

0 > N' i > N' = Ker p f _ > M f ^Im p f H y p* ^ 0 

avec p « u.v, p f = u'.v1, i = k.j, 1' - k f . j f où u, u 1, k, k f, j, j 1 sont des 

injections canoniques et v, v' des surjections canoniques. 

1°) S fil existe a : N — ^ N' tel que f.i * i'.a , alors f applique N dans îff. 

En effet, comme N : x^N' : f(x) pour tout x c M (car axeN entraîne af(x) » 

f(ax) » f.i(ax) • i'.a(ax) * a(ax)eN') il résulte de la convexité de la relation 

d'essentialité que N : x<3A entraîne N' : f(x)-^A, c'est-à-dire £(N)^"N'. On peut 

donc définir un homomorphisme g : N — N f par 0(x) • f(x) pour tout x € N , d foù 

f.k « k'.B et 3.j « j'.a . Mais alors, (résultat classique dans Mod A), il existe 
Ci. 

i|i : Im p * Im p f tel que ty*v « v f «f* 

Si maintenant p est surjectîve, nous avons u * 1 , et il nous suffit de prendre 

<j> » uf.if> pour obtenir le résultat cherché. 

Si p n'est pas surjective, on ne peut conclure, ainsi que le montre le contre-

exemple suivant dans Mod z : comme le groupe abélien Q des nombres rationnels 

est extension essentielle de Z, les deux lignes sont pseudo-exacte (i étant 

Q > Q ^ z i ^ q ^ Q l'injection canonique de Z dans Q et 

| | 1 lfapplication identique de Z sur 
V % 1 

0 — » 0 » Z ^0 lui-même)o Or il n'existe pas 
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d'homomorphisme <(> : Q fermant commutâtivement le diagramme, car sinon <}> 

serait un épimorphisme et Z un groupe abélien divisible. 

2 ° ) Réciproquement, s'il existe <J> : P yP f tel que <J>.p » p f.f, alors <j> applique 

Im p dans Im p 1 (car <|>.p(M) « p ,.f(M)cp ,(M ,)) f d
foù l'existence d'un morphisme 

\\) : im p — ^ Im p' tel que <p.u « u'.ip et i|>.v « v'.f. Mais alors (résultat 

classique dans Mod A>, il existe un homomorphisme 6 : Ker p ^Kev p' tel que 

f.k «• k'.B . Si maintenant N' est fermé dans M' on a N' « N*' « Ker p', d'où 

j' » 1 N, , et il nous suffit de poser a « g.j pour obtenir le morphisme cherché. 

Par contre, si N' n'est pas fermé dans M', on ne peut pas conclure, ainsi que 

le montre le contre-exemple suivant dans Mod z où 1 désigne cette fois l'appli­

cation identique de Q sur lui-même : il n'existe pas d'homomorphisme 

0 ^ Q 1 ^ Q ^ Q ^ Q a : Q >Z fermant commutativement 

J 4 le diagramme, car sinon on aurait 

0 > Z — > Q — > 0 >0 Q « i.a(Q) - a(Q)£ z. 

A titre d'application, nous avons la : 

Proposition 1-3 : 

Soit dans C la suite pseudo-exacte : 

0 > M' M £-> M"- *r0 

M' et M" peuvent être plongés dans des suites de C: 

0 ^ M ' — i l ^ Q' iLy p' , 0 — * M " — i ^ . Q " — p i i - ^ o p s e u d o ­

exactes en Q' et en Q", exactes partout ailleurs, et où Q'et Q"sont 

des objets injectifs de C. Cela étant, i l est possible de trouver 

un objet injectif Q de C, un objet? de C, et des homomorphismestels 

que le diagramme ci-dessous soit convnutatif et que% ses lignes et ses 

colonnes soient pseudo-exactes : 
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Démonstration : La première partie de l'énoncé résulte de ce que tout objet M 

de C peut se plonger dans la suite 0 M — ^ M — > 0 ^0 qui est pseudo-exacte 

en M, exacte partout ailleurs, et telle que M soit un objet injectif de C(M désignant 

une enveloppe injective de M). Considérons alors le diagramme ci-dessus dans lequel 

sont donnéesla ligne du haut et les colonnes extrêmes. Comme Q f est injectif, il 

existe un homomorphisme f : M ^Q 1 tel que f.i • j'. Prenons Q • Q f • Q" avec 

e f e" 
les morphismes canoniques Q'̂  > Q 1 , Q 1 1^ > Q (la ligne du milieu est donc exacte)» 

tr rf1 

et posons j - e'.f + e".j".p : M >Q ; il vient alors j.i • e'.f.i « e'.j' et 

nfl.j • lqii»j".p • j"«P» d'où la commutativité des deux carrés du haut. 

Le pseudo-lemme des cinq appliqué aux deux lignes du haut nous montre alors que j 

est un monomorphisme. Nous prenons ensuite • ç /* , et pour <j> : Q ^ P 

l'épimorphisme canonique, d'où la pseudo-e: ititude de la colonne du milieu* D'autre 

part, comme <|>' et 4 sont surjectifs (le pr< er par hypothèse, le second par cons­

truction), le lemme 1-2 nous assure l'existence d'homomorphismes T : P' <->P et 

a : P ^P" tels que T.<|>' - <f>.e' et a.<J> « d'où la commutativité des deux 

narres du bas et le fait que a soit un épimorphisme. Montrons que T est un mono­

morphisme ; soit y'C P f tel que x(y') » 0 et y' 4 0. Comme <J>' est surjective il 

existe x'€Q' tel que y' * <|>'(x'), d'où *.e(x') « T . ( ( ) ' ( X ' ) * 0. 
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Comme Im j 4 Ker <f>, on peut en vertu du lemme 1-3-5 trouver un a£A tel que 

ayf 4 0 et ae'(x') « j (u) pour un u £ M convenable. Il vient alors : jfl.p(u) * 

ïï,T.j(u) - n"(aef(xf)) = ".e'(ax') = 0, d'où p(u) = 0 puisque j" est un mono-

morphisme, et, puisque Im iA Ker p, l'existence d'un b€ A tel que abyf 4 0 

et bu = i(u f) pour un uT<£ M 1 convenable. Mais ceci entraîne e'.j'(u') « j.i(u') • 

j (bu) = b j (u) = bae'(x') = e'(bax'), d'où baxf = j'(u') puisque e' est un mono-

morphisme, soit finalement bay' • ba <J>'(x') = 4>'(bax') = <t>f.jf(u') « 0, ce qui 

est contradictoire. Par conséquent, on a bien Ker t = 0. Montrons enfin que 

Im t est essentiel dans Ker a. On a déjà a . T . <J>' - a.<|>.e' • e f c 0, d'où 

a . T = 0 (puisque <t>' est un épimorphisme) c'est-à-dire Im \< Kera • Soit 

maintenant y^(Ker<T) . Comme <|> est surjective il existe x€ Q tel que y » <(>(x) ; 

mais alors on a «f»". ïTf(x) » a. <Kx) - 0, d'où, puisque Im j'id Ker <J>", l'existence 

d'un a<SA tel que ay 4 0 et a t t " ( x ) = jfl(u") pour un u f ,£M" convenable, et, 

comme Im p^lM", l'existence d'un b€ A tel que bay 4 0 et bu" * p(u) pour un 

u é M convenable. Il vient alors : irn(bax - j(u)) • ba ir"(x) - ir",j(u) « 

bj"(u") - j".p(u) - bj"(u") - j"(bu") = 0, d'où, puisque Ker ir" = Im e \ 

l'existence d'un x'e Q' tel que bax - j (u) • e'(x' ), soit finalement bay -

ba <Kx) - 4>(bax) = <Ke'(x') + j(u)) = ••e'(x') + •.j(u) = t . * ' (x') e (I m t ) * , 

ce qui achève la démonstration. 

Remarque : La construction précédente nous montre qu'en fait les colonnes 

verticales et la ligne du bas sont pseudo-exactes en leur milieu et exactes 

partout ailleurs alors que la ligne du milieu est exacte. 

Corollaire 1-4 : Soit dans C la suite pseudo-exacte : 

0 > M' > M ^ M" 0. 

Si M 1 et M" sont deux enveloppes invectives de M* et de M^j alors 

M $ M" est une enveloppe invective de M0 
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Démonstration 2 On effectue dans le diagramme de la proposition précédente l e s 

modifications suivantes z Q ? - M 1, Q" - M" 9 P 9 - P" « 0, j f et j" étant l e s injections 

c a n o n i q u e S o Ceci entraîne P - 0 en v e r t u de la pseudo-exactitude de la l i g n e du bas, 

et montre que Im j est essentiel dans M* ® M", ce qui établit le résultat. 

Enfin, lorsque la catégorie С possède suffisamment d'objets projectifs, nous avons 

une propriété en quelque sorte duale de la précédente, à savoir : 

Proposition 2-5 z Soit dans С la suite pseudo-exacte : 

0 > M 9 > M > M " — * O c 

Si С possède suffisamment d'objets projectifs3 alors M' et M" peuvent être 

plongés dans des suites pseudo-exactes de С 0° 

0 > N ? > P f > M 9 — > 0 , 0 — > N " — * Pf! > M" > 0, 

où P ? et V"sont des objets projectif s de Cc 

Cela étant* il est possible de trouver un objet projectif P de С, un 

objet N de C, et des homomorphismes tels еще le diagramme ci-dessous 

soit commutatif et que ses lignes et ses colonnes soient pseudo-exactes ; 

La démonstration, semblable à celle de la Proposition 1-3, est laissée au lecteur. 

On remarquera utilement que toute suite pseudo-exacte de C de la forme 

0-—*N —->P > M — > 0 où P est un objet projectif de C est en fait exacte en 

N et en P (car les objets projectifs de C sont des modules semi-simples), ce qui 

permet d3appliquer le lemme 1-20 
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II. ELEMENTS D'HOMOLOGIE DANS C, 

On rappelle qu'une suite nulle à trois termes est une suite (M) : Mj—^ M ^ — * M q 

de A-modules et de A-homomorphismes telle que Im(M2 > M^) <L Ker(M^—>M q) , et que 

la classe de ces suites peut être érigée en une catégorie additive en définissant 

une translation f s ( M ) — ^ (N) comme un triplet f « (f 2 > f^ » f Q) de A-homomorphismes 

f i : M i * N i * 0 ^ * ̂  2 * t e l s q u e * e diagramme ci-contre soit commutatif. On définit 

„ x g ^ X £ alors sur cette catégorie un foncteur 

additif covariant à valeurs dans Mod. , 

f f 2 f x f Q 

et appelé foncteur d'homologie en faisant 

v V v >̂  r r 

(N) N 2 ^ N^ ^N^ correspondre à la suite (M) le module 

quotient Ker (Mx ? M Q)y/lm(M 2—^Mj) 

et à la translation f : (M) > (N) l'homomorphisme 

/ *** ' 
Ker(M x—>M^)/lm(M 2—> M ^ — » Ker(N x—*N^)/lm(N 2—> N ^ défini par f (x) -

fj(x) où x représente la classe de x modulo Im(M 2~* M^) et f^(x) représente la 

classe de f^x) modulo Im(N2 irN^. (Voir [Ï4] Ch.4). 

D'autre part, on vérifie facilement que le coréflecteur R de Mod A dans C est 

un f oncteur additif, et que de plus, si A est un anneau commutât if, alors R est 

A-linéaire en ce sens que R(af) * aR(f) pour tout a e A et tout homomorphisme 

f : M — > N de A-modules. 

Ceci nous permet de donner la : 

Définition 2-1 : On appelle "foncteur de pseudo-homologie", ou encore foncteur 

d'homologie dans C, le composé du coréflecteur de Mod^ dans C avec la 

restriction du f oncteur d'homologie dans Mod^ à la sous-catégorie pleine 

dont la classe des objets est constituée par les suites nulles à trois 

termes de C e 
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Ainsi, ce foneteur fait correspondre à toute suite nulle à trois termes de C

<M) : M£— > Mx-- l'objet de C H(M) « Ker(Mj-> Mq)^/lm(M2— que l'on

appellera : module de pseudo-hrraologie de M, et à la translation f : (M)__ >(N)

le A-homomorphisme H(f) : H ,. ¿ji— >H(N) défini par H(f) (x) = f^(x) (où x désigne 

cette fois la classe de x€Ker(M^— > Mq) modulo ImCM^— > M^), et f^(x) désigne 

la classe de f^(x) modulo Im(N2— ^>N^) ) o

Il est immédiat que H est un foneteur covariant, additif, et que, si A est commutatif, 

il est A-linéaire»

Notons enfin qu'une suite nulle à trois termes (M) de C est pseudo-exacte si et 

seulement si son module de pseudo-homologie H(H) est nul»

Dans la proposition suivante, (M), (N), (P) désignent respectivement les suites

nulles à trois termes de C : M«— ^M.— M , N_— >N.— > N , P — ^ p — ^ p  .
2 1 o 2 l o 2 1 o

Proposition 2-2 :

Si les translations (M)— (N)— ^-v(P) sont telles que ; 

g 2
(i) N2---- est un pseudo-épimorphismej

1̂ Si
(ii) M.---> N.— —>P. est une suite pseudo-exacte,

fo
(iii) Mq----est un monomorphisme3

alors la suite H(M)— H(N) — est pseudo-exacte. En

particulier cette dernière suite sera pseudo-exacte si la suite de

f
translations 0 — (M) — ^  (N )— ^  (p ) — *-0 est pseudo-exacte o

Démonstration : Nous sommes en présence du diagramme commutatif ci-dessous à gauche, 

lequel donne naissance au diagramme commutatif de droite dans lequel i, i1, i" sont 

les injections canoniques, p, p', p" les épimorphismes canoniques, et où nous continuons 

à désigner par f^ et g^ les restrictions de ces morphismes à Ker(M^— > M0) et 

KerCN^—^ N q) ainsi qu'à Im(M2— > et à Im(N2— > .
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Il vient alors s H(g)oH(f) 0p « H ( g ) e p
î o f 1 « p ^ g ^ f j - 0, d

foù H(g)oH(f) « 0 

puisque p est un épimorphisme 9 c'est-à-dire Im(H(f )>4T Ker(H(g)) «, Montrons enfin 

que Im(H(f)) est essentiel dans Ker(H(g)), ce qui rétablira le résultat. Soit donc 

x'éKer v* tel qut p v (x')C Ker(H(g)) - -[o]. On a ainsi : 

p , , o g 1 ( x
7 ) « H(g).p 5(x v) = 0, d'où g l(x')€ Im(u")o En vertu du lemme 1-3-5, il existe 

donc aeA tel que ap'(x') 4 0 et ag^x') » u"(y M) pour un y"€P 2 convenable. Mais 

comme g 2 est unpseudo-épimorphisme, il existe b € A tel que bap'(x') 4 0 et 

by" « g 2(y
f) pour un y' ̂ N 2 convenable0 II vient alors : g1ou'(y') - u".g2(y') » 

u"(by") « bu"(y") « ba g l(x'), d'où bax' - u'(y')€Ker g r 

Comme Im f^K e r g p il existe c e A tel que cbap'(x') 4 0 et c(bax' - u'(y')) • 

f^(x) pour un xeM^ convenable, ce qui entraîne fQev(x) » v'.f^(x) » 

v'(cbax' - u'(cy')) « cbav'(x') - v'u'(cy') » 0 puisque x'£ Ker v' et que (N) est 

une suite nulle* Comme f est un monomorphisme, il en résulte que x€ KerVo Mais alors 

l'élément p(x)£H(M) est tel que H(f) (p(x)) « H(f)0p(x) - p ' o f ^ x ) - p'(cbax' -

u'(cy')) - cbap'(x') - p'(u'(cy')) - cbap'(x') puisque u'(cy')eim entraîne 

pe(u'(cy')) « 0, ce qui montre que cbap'(x')^ Im(H(f)) - {oj , et achève la démons-

tration0 
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Corollaire 2-3 : 

Soit dans C le diagramme commutatif suivant à lignes pseudo-exactes : 

Si M'—=^N f est un monomorphisme, alors la suite 

(i) Ker f — ^ Ker g — ^ Ker h est pseudo-exacte, tandis que si N—=>P est 

un pseudo-épimorphésme, alors la suite 

(ii) Coker^f — > Coker^g Coker^h est pseudo-exacte. 

Demonstration : 

La pseudo-exactitude des suites (i) et (ii) résulte de l'application de la Proposition 

2-2 aux diagrammes respectifs : 

Nous allons maintenant établir l'existence d'un "homomorphisme de connexion" dont 

l'application nous permettra d'obtenir un "pseudo-lemme du serpent". 

Proposition 2-4 : Soit dans C le diagramme commutatif (I) ci-dessous dans lequel 

les lignes sont exactes en Nĵ  et en P 2 et pseudo-exactes partout ailleurs, 

et oà les colonnes sont des suites nulles : 
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Il existe alors un A-homomorphisme canonique (II) H(Pj—> — * — * ïKr^—> M̂ —>MQ) 

et toute translation de (I) dans un diagramme de même type détermine une translation 

de (II)« 

Démonstration : 

Pour simplifier l'écriture, nous noterons x 2M2M^ (resp. X2M2MjN^) l'image de 

l'élément x 2e.M 2 par l'homomorphisme — > M^ (resp. — > M^—> N ^ , et de même 

pour les autres homomorphisme s du diagramme o 

Soit y € H ( P 3 — ^ ? 2 > P ^ « Ker P 2P 1 //lmT^P 2 , et x ^ K e r PjPj^ tel que x 2 « y 

(x 2 désignant la classe de x 2 modulo Im ^ ^ 2 ^ 9 C o n n n e N 2 P 2 e s t u n épimorphisme, 

il existe y 2

€ N 2 t e l <l u e x 2 = y 2 N 2 P 2 * d f ° û y 2

N 2 N i e K e r N i P i * I m M l N l » e t 

l'existence de z,CM, tel que z,M nN n « y 0N 0N.. Mais alors on a z,M.M N « y 0N 0N.N - 0 
1 1 ^ 1 1 1 '2 2 1 I l o o Z Z l O 

(car les colonnes sont des suites nulles), ce qui entraîne ZjMjM * 0 puisque MqNq 

est un monomorphisme, soit z^€ Ker M̂ Mq. Nous posons alors A (y) » a » z"̂  : 

classe de z^ modulo Im M 2 M 1 * ^ n init bien ainsi une application A de 

H(P 0 ï?0—> P.) dans H ( M 0 — > M- >M ). En effet si xIcKer P 0P- est tel que 

¿ ¿ 1 / 1 0 Z Z 1 

x 2 - Y , si Y 2
£ N 2 e s t t e l q u e x 2 * y 2 N 2 P 2 e t s i Z 1 € M 1 e S t t e l q u e Z 1 M 1 N 1 " 

y 2 N 2 N l * * e m^ m f i raisonnement que ci-dessus nous montre que z^€Ker MjMq. Par 

suite il nous suffit de montrer que * "ẑ , c'est-à-dire z^ - z^eim M̂ M̂ , 

soit finalement Im M ^ : (zl - z|)ziA. 

Soit donc a c A « Si a ^ - z|) « 0 c'est terminé. Sinon on a :a(z^ - z^) 4 0, 

et comme a(x 2 - XP € Im P 3 P 2 (car x 2 « XP , il existe b€ A tel que ba(Zj-zp 4 0 

et ba(x2 - X P 38 x3P,jP2 pour un x ^ € P 3 convenable. Comme N

3

P 3 est un pseudo-

épimorphisme, il existe c e A tel que cba(z1 - zj) 4 0 et cx 3 « ?3
N3 P3 a v e c 

J3**y 
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Il vient alors y 3

N

3

N

2

P 2 s C X 3 P 3 P 2 * c b a ^ x 2 ~ x p s c b a ^ 2 " y P N 2 P 2 9 d ' o ù 

eba(y 2 - y p - y 3 N 3 N 2 ^ K e r N 2P 2o Comme Im M ^ N ^ Ker N 2 P 2 , il existe d € A tel 

que dcba(z x - z*) 4 0 et dcba(y 2 - y p - d y 3

N

3

N

2 * Z 2 M 2 N 2 * a V C C Z 2 ^ M 2 » d ? o û 

Z 2 M 2 M 1 N 1 d c b a ( y 2 " " y P N 2 N l S d c b a ^ z i " z p M i N i t c e «ï u i entraîne d e b a ^ - zp « 

Z 2 M 2 M 1 P u * s c l u e MjN]i e s t u n monomorphisme, et établit le rësultato 

Soient maintenant y , y ' ^ 1 1 ^ ^ P P e t a e A û 0 n a 8 5 où Z j M ^ « 

y 2 N 2 N l 9 y 2 N 2 P 2 = x

2 » x 2 = y* A(y v) - zj où z p l ^ * y j N ^ , y ^ 2

V 2 « x£ , 

*2 - Y ' î d'où j Ç T ^ J » x 2 + x'2 = y + y ' , <y 2

 + y p N 2 P 2 = x 2 + x 2 ' 

(z L + zj^MjNj - (y 2 + y ^ N ^ , ce qui entraîne A (y + y ') - + z^ - + zj -

A (y) + A ( y ' ) . 

De même on a ax 2 • ax 2 « a y» ay2
N2 P2 • ax 2 , az^M^N^ • ay 2N 2N^, d

foù A(ay) • 

âz^ = aTj, * a A (y), ce qui montre que A est un A-homomorphisme 0 Supposons enfin 

que nous ayons une translation du diagramme (I) dans un diagramme du même type 

dont les objets sont notés , Nj , P^ , les composantes de la translation étant 

notées MjMj , N^Nj , P f cP£ P Soit Y e H ( P 3 — > P 2 ~ > p p et x 2 , y 2 , z x définis comme 

ci-dessus, et posons x£ - X 2 P 2 P 2 * y 2 = y 2 N 2 N 2 * z l " z i M i M { c Comme x 2 € K e r PjP 

H(Pr-*P 0-*P.) ^ HGtr»M.-*M ) et z.€Ker M.M , on a évidemment 

J Z l Z l o i i o 
^ xj€Ker P 2P[ et z|eKer MjW£. Or 

v } \ le morphisme 2̂  : H(P3~> P ^ p ) ^ 

H ( P ' ^ P ^ P J ) — ^ H ( M ' - * M ^ M ; > H ( P ^ P ' ^ P J ) est défini par 

$(x 2) = ^ 2 ^ 2 8 8 x2» e t d e m ê m e l e m <orphisme y t H ( M ^ — 5 > M q ) — > H ( M ^ > M ^ M ^ ) 

est défini par \f/(zp « z^MjMj * z^. Il vient alors : <j>(y) - <(>(x2) * x 2 , 

y 2 N 2 P 2 = y 2 N 2 N 2 P 2 * y 2 N 2 P 2 P 2 * X 2 P 2 P 2 * x 2 » z i M l N l = z

1

M

1

M { N i 3 3 * 1*1*1*1 « 

y 2 N 2 N l N l = y 2 N 2 N 2 N l * ^ 2 N 2 N 1
 9 d'OÛ

 > * *ï s
 * < * 7 >

 Œ *<A<Y» . 

soit a'°<|> = ••A 9 ce qui achève la démonstration. 
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Remarqué t L'hypothèse selon laquelle les lignes sont exactes en et en P 2

 e t 

TIO?L _ u& simplement pseudo-exactes, est Indispensable poui conclure, ainsi que 

le montrant les deux contre-exemples suivants dans lesquels Z et Q désignent 

l'anneai des entiers rationnels et le corps des nombres rationnels. 

Dans le 1er diagramme, Inexactitude en P 2 est devenue pseudo-exactitude alors que 

dans le secona c'est en que cette modification a été effectuée*. Or il ne peut 

exister d'homomorphisme de connexion A : H(0->Q-*0) = Q H(0 -^Z-* 0) « Z, 

car Z contiendrait alors un sous-groupe divisible0 

D'autre part, le diagramme (I), en plus de nous permettre de définir l'homo-

uiorphisme de connexion A, donne naissance à des homomorphisme s 

H ( N 3 — ^ N 2 — ^ N ^ — H ( P 3 - ^ P 2 - ^ P 1 ) et H ( M 2 - ^ M 1 - ^ M o ) — I ^ H ^ - ^ - ^ ) . 

Concernant le tout, nous avons le résultat suivant, 

Proposition 2-è o Si les hypothèses sont les mêmes que dans la Proposition 2-4, 

alors la suite : 

(III) H(N 3—> N 2 — > N X ) H(P 3-^ P ^ P 1) — ^ H ( M 2 - ^ M p ^ M Q) 

H(Nr—^N,—^* ) est pseudo-exacte. De plus toute translation 
¿ 1 0 

de (I) dans un diagramme de même type détermine une translation de 

la suite (III)o 
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Démonstration : 

(i) Im £4 Ker4 : Soit e>€.ft(Hç* N^) de représentant y 2eKer et posons 

x 2 = y 2 N 2 P 2 c 1 1 V i c n t a l ° r S f ( W " f ( y 2 J s"y?2*2 " X 2 • y 2 N 2 P 2 " x 2 e t ^ i 1 1 ! " y 2

N 2 H r 

d foù A(f(p)) « o - 0. 

(ii) Im f̂ i KerA : Soit yeKer A - {o} , x 2 « Y, y 2

N 2 P 2 * x 2 ' Z 1 M 1 N 1 * y2 N2 Nl» 

« A(y) « 0. Ainsi z^e Im et il existe a^A tel que ay 4 0 et a Z j • Z 2 M 2 M 1 

pour un Z

2

G M 2 c o n v e n a b l e > d f ° Q ^ 2 ~ Z2 M2 N2^ N2 N1 ™ ay2 N2 Nl ~ a z i M i N i s ° r 

soit ay 2 - z 2M 2N 2eKer N ^ . soit alors 8 » ay^ - 2 2 ^ 2 ^ T e H ^ N f ^ N 2 * Ni> > o n a f (B) -

• 9 * 
^ 2 " Z 2 M 2 N 2 ^ ? 2 8 8 a y 2 N 2 P 2 " Z 2 M 2 N 2 P 2 " a x 2 ~ ^ " a*2 * a y e r I m f " { 0 j • 

(iii) ImA^Ker g : Soit Y » x 2 , y 2

N

2

P 2 * x 2 9 Z 1 M 1 N 1 " y 2 N 2 N l * A ( y ) " *i* 

On a alors g(A(y)) « g(z^) - classe de «jM^N^ modulo LbTN^N^ » 0 puisque z ] M ] N j • 

y 2 N 2 N l € I m N 2 N 1 " 

(iv) Im A^Ker g ; Soit et eKer g - {0} et z ^ K e r M^M q tel que a » z^. On a g(a) » 

classe de z ^ r ^ modulo Im N 2 N 1 » 0, d'où ZjMjN^Im
 P a r s u i t e il existe 

a e A tel que a a ^ 0 et a z ^ N j » y2 N2 Nl p o u r u n y 2 e N 2 c o n v e n a b l e » Posons 

x 2 * y 2 N 2 P 2 • d f ° Ù X 2 P 2 P 1 * y 2 N 2 N l P l * a z l M l N l P l " 0 > 8 o i t x 2 € K e r P 2 P 1 # 

Considérons alors l'élément y • x 2 eH(p-j->Pj>P^) ; par construction de A il est 

tel que A ( y) » az^ - az^ • a a , ce qui montre que a a elm A - {0} • 

Enfin l'assertion sur la translation induite résulte directement de la proposition 2-4. 

Corollaire 2-6 : (pseudo-lemme du serpent) : 

Soit dans C le diagramme oomntutatif ci-dessous à lignes exactes en P et N 1 

M y N > P *0 et pseudo-exactes partout ailleurs. 

f 8 h Alors on a une suite pseudo-exacts 

v 

0 > M' y N' ^ p ' canonique dans C: 

Ker f-^Ker g->Ker h-*Coker r£ — y 

Coker^g ->Coker^h. 
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Démonstration s 

Il suffit d'appliquer la proposition 2-5 et le corollaire 2-3 au diagramme suivant : 

III - COMPLEXES ET TRANSLATIONS DANS Ç c 

jn~l ,n -t t , ^ <, »,n—j. a __n a «.n+1 Un complexe X de C est une suite — > X > X *r X > 

d'objets de C infinie dans les deux directions ec ^ei4.e que l'on ait d n.d n * - 0 

pour tout neZo Une translation du complexe X dans le complexe X', notée 
f f 

X i> X 1 , est une famille (* n) n G : z d?homomorphismes X X' n telle que pour 

tout n e Z le carré ci-dessous soit commutatir, et on vérifie facilement que l'on 

obtient ainsi une catégorie additive. 

On pose H (X; - H ( X — X — ^ X ) = 

Ker d11 / Im dn * ; ces modules sont 

appelés les "modules de pseudo-homologie" 

du complexe X : 

Toute translation X — ^ X ' de X dans un autre complexe X ? détermine pour tout ne 2 

un A-homomorphisme H n(X)~*H n(X'), de sorte que H n est un foncteur covariant additif 

défini sur la catégorie des complexes de C et à valeurs dans C. 

Il est pratique dans certains cas de poser X * X~ n , d = d" n , H (X) « H~ n(X) ; 
n d ., n d n 

le complexe X s'écrit alors : * 0 0 — ^ X -— n ^ v X ^ X , — ^ ... 
n+1 y n n-1 

avec d od - 0 et H (X) = H X ^ — ^ X ^ ) - Ker d / Im d . pour tout n e Z . n n+i n n+1 n n-i n n+1 r 
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En^in^ on dit qu'un complexe X de C est un complexe à droite (resp. à gauche) si 

^ l * C ( r e s p n ~ 0 ) pour tout n^O, et une suite X ' — ^ X—i> X" de complexes de C 

ez de translations est dite exacte si pour tout ne Z la suite df homomorphisme s 

^ — ^ X^ =~>X̂  est exacte. De plus il est pratique de noter 0 le complexe 

: ^el que X^ * o pour tout n e Z a 

Proposition 3-1 * 

Soit 0 — ^ X : — ^ X — * X M — > 0 une suite exacte dk complexes de Q, et de 

translations* Alors il en résulte une suite pseudo-exacte canonique dans C: 

De plus toute translation de la suite de complexes dans une suite de 

même type détermine une translation de la suite canonique précédente. 

Demonstration s 

C e c i résulte de ce que la suite canonique ci-dessus n'est autre que la co-réflexion 

dans C de la suite d'homologie dans Mod^ associée à la suite exacte de complexes 

0 — * X 9 — > X—=*X" ^ 0 , et du fait que la co-réflexion transforme une suite exacte 

en une suite pseudo-exacte, comme nous le montre le : 

Lemme 3-2 : 

La co-réflexion de Mod^ dans C transforme 

(i) toute suite exacte en une suite pseudo-exacte ; 

(ii) tout monomorphisme en ten monomorphisme ; 

(Hi) tout épimorphisme en un homomorphisme surjectif (et non pas simplement 

en un pseudo-épimorphisme). 
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Démonstration : 

(î) Nous avons le diagramme ci-dessous dans lequel la ligne supérieure est exacte 

w î f w g wii et où les colonnes sont les épimorphismes 

M ^ M ^ M 
canoniqueso Comme g . f « g . f = 0 = 0 

i f ^ g ' (propriétés fonctorielles) on a déjà 
a(o) * 'a(o) ^ a(o) „ „ 

Im f ̂ Ker \m Montrons que Im f est 

essentielle dans Ker g o 

Soit xe(Ker^) avec xeM. On a ainsi g (x) = g'(x) = 0, c'est-à-dire M"-* : g(x)aA. 

Comme M/ , N est non-singulier, il existe en vertu du lemme 1-3-5 un aeA tel que 

ax 4 0 et al€M"^ : g(x), soit g(ax) - ag(x)<?M"^ , c'est-à-dire 0 : g(ax)^A ; 

de même il existe b e A tel que bax 4 0 et bl*e 0 : g(ax), c'est-à-dire baxeKer g «Im f, 

d'où bax - f(y) pour un y€M f convenable. Mais alors on a : bax - bax • f(y) « 

f(y)e(Im f) , ce qui établit le résultatc 

(ii) Ceci résulte immédiatement du (i) précédent et du fait que O J N entraîne N - 0. 

(iii) Ceci résulte du fait que l'homomorphisme canonique M — > M / ^ o j
 e s c surjectif* 

Remarques t 

1°) Il existe des suites exactes de Mod^ qui sont effectivement transformées en des 

suites pseudo-exactes et non exactes par co-réflexion dans C ; exemple : la suite 

exacte de Z-modules Z — Q — ^ Q / Z (où i est l'injection canonique). 

Z et Q étant non-singuliers sont transformés en eux-mêmes : par contre, Z étant 

essentiel dans Q, on a (Q/Z) A • Q/Z, de sorte que Q/Z est co-réflechi en 0, et que 

la transformée de la suite précédente est la suite Z — Q — ^ 0 . 

2°) Le (iii) du lemme précédent nous montre qu'il n'est pas possible de démontrer 

les propositions 2-2 et 2-4 de la même façon que la proposition 3-1, à savoir en 

considérant les diagrammes de C dont il est question comme co-réflexion de diagrammes 

de Mod^ pour lesquels les propriétés sont bien connues. En effet, nous voyons ici 
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qu'un pseudo-épîmorphisme non surjectif ne peut pas être la co-réflexion d'un 

ëpimorphisme de Mod^. 

3®) Il est permis de se demander si, dans l'énoncé de la proposition 3-1, il 

serait possible de remplacer l'hypothèse "exacte1' portant sur la suite de complexes 

par "pseudo-exacte"o La réponse est non, ainsi que le montre le contre-exemple 

suivant : on prend pour X', X, X" les complexes de Mod z définis par X^ = 0 pour 

tout n 4 0, V ~ Z i X^ « 0 pour tout n * 1, Xj - Q ; X n - 0 pour tout n^£),l} , 

X * X - Q . d, • 1~ ; et comme translations, f ; X' *X définie par f » 0 

1 o 1 Q 
s i n ^ O , f = i injection canonique de Z dans Q, et g : X — ^ X " définie par 

o 

m o pour tout n 4 1 et gj - 1q. La suite de complexes de C 

0 ^ x ? f-j X 8 ^ X" ^0 est bien pseudo-exacte, ainsi qu'on peut le constater 

sur le diagramme ci-contre, et cependant 

on ne peut y associer une suite canonique 

comme dans la proposition 3-1 car sinon 

l'homomorphisme A : H ^ X " ) - ^ (Xf ) 

serait un homomorphisme de Q dans Z, ce 

qui est impossible0 

Corollaire 3-3 : 

Soit 0 — > X' X — > X " — y 0 une suite exacte de complexes de C. Si 

deux d9entre eux sont pseudc -exacte., alors le troisième Vest aussi. 
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Démonstration : Il est immédiat qu'un complexe est pseudo-exact si et seulement si 

tous ses modules de pseudo-homologie sont nuls» En désignant par Y celui des trois 

complexes dont on ne sait pas à priori s'il est pseudo-exact, la suite canonique 

pseudo-exacte de C dont on a établi l'existenc à la proposition 3-1 se présente 

sous la forme * c o —^>0 — ( Y ) - > 0 - ^ 0 —>H (Y)->0-* 0 o . , d'où le résultat. 

n+l n 

Rappel : Une translation f s X >X' entre deux complexes de C est dite "homotope 

à 0" s'il existe pour tout n € Z un A-homomorphisme ur : X - — ^ x^+i t e ^ ^ e *lue  

v °*n+l ^n „ l'on ait f = u ,<,d + d' .u 
ooo X - A ^ A W o e • n n - 1 n n+1 U 

~ n+1 "/ n ^ y n-1 ^ 

/

f s**/ f v y ^ V • f / P o u r t o u t n e Z * 
n+1 / n n-1X 

o o a — ^ n+1 > X n > n-r-^ e ,° 

Il est immédiat que l'ensemble des translations homotopes à 0 de X dans X' est un 

sous-groupe du groupe additif de toutes les translations de X dans X', et que, 

lorsque A est commutatif, ce sous-groupe est alors un sous-module. 

On dit alors que deux translations f et g de X dans X' sont homotopes si f-g 

est homotope à 0, de sorte que l'on définit ainsi une relation d'équivalence 

compatible sur le groupe des translations de X dans X ' o De plus, si f est homotope 

à 0, on a pour tout x£Ker d : f (x) = u - , o d (x) + d' .u (x) « 

n n n—i n n+1 n 
d ^ ^ o U ^ C x ) ^ Im d̂ ,.̂  ̂  ^n+1 ' ̂ e s o r t e 3 u e l'homomorphisme induit 

H (f) : H (X)->H (X') est nulo 
n n n 

Par suite, si deux translations de X dans X' sont homotopes, alors les homomorphismes 

induits de H (X) dans H (X') coïncident pour tout n C Z o 
n n 
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IVo RESOLUTIONS INJECTIVES ET PROJECTIVES DANS C» 

Dans ce qui suit, nous associerons à tout objet M de C le complexe de C, 

note (M) défini par X q « M
 x

n = 0 pour tout n 4 0 et d R « 0 pour tout n Z ; 

(M) est appelé le "complexe associé à M M

0 

Définition 4-1 o° Un complexe à gauche X sur M consiste en la donnée d'un complexe 

à gauche X de C et d'une translation e : X — ^ ( M ) o 

En raison du caractère dégénéré de (M) cette translation est parfaitement définie par 

Vhomomorphisme X^—>M, que l'on note aussi e, et qui est soumis à la condition 

X^ > X — — > M est une suite nulle* Le complexe à gauche X est dit projectif si 

A. O 
tous les X sont des objets projectifs de C. 

n 

Pour définir un complexe acyclique sur M nous avons, dans Mod A, le choix 
ci. 

entre les deux définitions équivalentes suivantes s 

(i) la translation e % X — ^ ( M ) induit un isomorphisme H ( X )—^(M) 

(ii) La suite * „ 0 — > x o — * ' x i > x — ^ > M — > 0 est exacte. 

z I ^ o 

Examinons ce qui se passe lorsqu'on se restreint à la catégorie CQ La condition (i) 

se traduit par H n ( X ) « 0 pour tout n€N^, soit finalement par Im d n + ] 4 Ker d^, et 

par H^(X) • X ^ y i m d^ isomorphe à M au moyen de l'isomorphisme induit par e, 

ainsi qu'on peut le voir facilement à l'aide du diagramme de gauche ci-dessous, 
dl 

0 0 0 - ^ X - — X , i, x — * 0 — * Im d,—^ X H ( X ) — ^ 0 
' 2 l o 1 o o 

e e isomorphisme 

, o c ^ 0 ^ 0 > M _ > 0 — ^ o o o 0 > 0 > M > M =7 0 

ce qui impose à e d'être surjectif, comme le montre le diagramme de droite. 
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Par conséquent, si l*on adoptait cette définition, seuls les objets projectifs 

de С admettraient des résolutions projectives dans C, Nous nous baserons donc 

sur la définition (ii), ce qui nous donne la s 

Définition 4-2 : Un complexe à gauche X sur M est dit "acyclique" si la suite de 

С ; ce с —p X ^ — > X ^ — ^ X ^ — ^ - > M — > 0 est pseudo-exacte о 

Définition 4-3 : Pour tout objet К de С on appelle "résolution projectile de M 

dans С "touv complexe à gauche sur M qui est à la fois projectif et 

acyclique* 

Rappelons enfin que si X est un complexe à gauche sur M, X' un complexe à gauche 

sur M \ et f s M ^M 9 un A-homomorphisme, alors une translation g : X—=^X' 

est dite "sur f" si le diagramme suivant de complexes et de translations est 

commutatif % X * (M) (en désignant par (f) la translation (M)—^(M 1) 

g (f) induite par f). 

X' ^(Mf ) 

Proposition 4-4 : Soient M çt M* deux objets de C, f : M-^M f un k-homomorphisme, 

X une résolution projective de M dans C J et X' un complexe à gauche 

acyclique sur M,1 Alors il existe une translation g : X~>Xf sur f3 

et deux telles translations sont homotopeSo 

Démonstration : 

Nous allons tout d'abord établir le 

P 

Lemme 4-5 : Soit dans С le diagramme M'—> M—^M" dans lequel P est un objet 

projectif de C, la suite Ml-^ M — e s t pseudo-exacte, et la suite 

P—>M —^M" est nulle0 Alors il existe un homomorphisme P—*M f tel que 

P—> M ^ > M » P—} M, 
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En effet PMM" « 0 entraîne Im PM <TKer MM11, de sorte que le diagramme précèdent 

peut se mettre sous la forme ci-contre* Or, la suite —*Ker MM"—>0 étant pseudo­

exacte, il existe un morphisme P—^M f 

tel que P — - > M f — > Ker MM" « P-^Ker MM", 

ce qui établit le résultat. 

Construisons maintenant une translation g : X — J > X f . Comme e f est un pseudo-êpi-

morphisme et X q est un objet projectif de 

C, il existe un homomorphisme g^ : X—apX^ 

rendant le diagramme ci-contre commutatif. 

De plus, comme e'.Cg^.d^) " f.e.d^ - O, 

il existe en vertu du lemme 4-5 un homo­

morphisme g^ : — > X j rendant le dia­

gramme ci-contre commutatif. 

Supposons alors construit g^ : X—^.X^ 

tel que d ^ g n • g^.d^. Comme 

existe un homomorphisme • 

X ^ > X^ +^ rendant commutatif le dia­

gramme ci-contre, ce qui nous permet de 

construire la translation g par récurrence sur n. 

Supposons maintenant que g 1 : X — > X f soit une autre translation sur f. Il existe 

des homomorphisme u : X >X| et 

o o l 

u l s X f ~ ^ X 2 t e l s q u e d l # u o * 8 o ~ 8 ô 

et gj-g{ 8 8 d 2 , u i + u

0 '
d l ( aPP l i cation 

du lemme 4-5 aux deux diagrammes ci-contre). 
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Supposons construit u : X *>X' - tel 
V ï r n ri n+1 

que l'on ait g -g' * d' ..u + u ..d . M 6 n G n n+1 n n-1 n 

C mme d ; + r ( g n + 1 - - V < W « 

k - *;>- d

n +i -
 d ; + r

u n - d n + i • 

d' -.u ,d . + u < o d .d - - d' ,u .d -
n+1 n n+1 n-1 n n+1 n+1 n n+1 

« 0 il résulte du lemme 4-5 qu'il existe 

un homomorphisme : X^-^—> ^n+2 t e * 

que ^ + 2
o U

n + i " ^n+1 ~ ^n+1 " Un o C*n+l ' C e <*U*" a c ^ v e * a c o n s t r u c t i ° n P a r récurrence 

de la famille ( u

n ) n e N > e t montre que g - g' est homotope à zëro0 

Proposition 4-6 : Si la catégorie C possède suffisamment d9objets projectifs, alors 

tout objet de C possède au moins une résolution projective dans C. Si X 

et X' sont des résolutions projectives dans C des objets M et M' de C, 

et si f t M—^?M' est un A-homomorphisme, alors il existe une translation 

g : X—5>X' surf, et deux telles translations sont homotopes. 

Démonstration : 

Si la catégorie C possède suffisamment de projectifs, le socle P d'un objet M de C 

est un objet projectif de C essentiel dans M (Proposition III 4-6) de sorte que 

l'on peut prendre comme résolution projective de M le complexe (P) associé à P, 

avec la translation augmentation (i) : (P) >(M) induite par l'injection canonique 

i : P — » M, c'est-à-dire la suite pseudo-exacte s 0 . e — 2 ^ 0 — > 0 — ^ > P — — = ^ 0 . 

Quant au reste de la proposition, il résulte directement de la proposition 4-4, 
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Remarque : Ceci entraîne en particulier que deux résolutions projectives X et X ' 

dans C dtfun même objet M de C ont le même type d'homotopie, en ce sens qu'il existe 

des translations g i X — > X ' et g* s X ' — > X sur l'application identique de M telles 

que les composées g'.g et g cg
? soient respectivement homotopes aux translations 

identiques de X et de X ' 0 

Indiquons maintenant rapidement et sans démonstration les résultats corres­

pondant aux complexes à droite et aux résolutions tnjécrives* 

Un complexe à droite X sur un objet M de C consiste en la donnée d'un complexe 

à droite X dans C et d'une translation augmentation e 2 (M)-^rXo Ce complexe est dit 

n 

injectif si tous les X sont injectifs ; il est dit acyclique si la suite 

z o d° 1 
0 — ^ X ^ X — ^ o c . est pseudo-exacte « (La condition (M) isomorphe 

o 

à H(X) équivaut à ce que la suite précédente soit exacte en X et pseudo-exacte 

partout ailleurs, de sorte qu'avec cette définition seuls les objets injectifs 

de C admettraient des résolutions injectives)« Enfin, si X est à la fois injectif 

et acyclique, on dit que c'est une résolution injective de M dans C. 

De plus, si X et X ' sont deux complexes à droite sur les objets M et M' de C, et 

f : M — > M' un A-homomorphisme, alors la translation g : X — > X ' est dite "sur f" 

si le diagramme suivant de complexes et de translations est commutatif : 

(M) — — > (M' ) Nous avons alors les résultats suivants : 

x g > X ' 

Proposition 4-7 : Soient M et M' deux objets de f : M — > M ' un k-homomorphisme, 

X un complexe à droite acyclique sur M et X ' une résolution injective de 

M' dans C 0 Alors il existe une translation g ; X — = ^ X ' sur et deux 

telles translations sont homotopeso 
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Proposition 4-8 : 

Tout objet K de C possède au mjins une résolution înjeotive dans C. St 

X ezX' sont des résolutions injeavives dans C des objets M et M' ¿ 5 

et si f : M->MC est un k-homomorphisme , alors il existe une translation 

g : X—^X' sur et deux telles translations sont homotopes, 

sn particulier toute résolution injactive dans C d'*. objec M de C a le même ty^e 

d'homotopie que la résolution injective 0~̂ > M —^> M — > 0 — ^ 0 — c ù i désigne 

l'injection canonique de M dans l'une de ses enveloppes injectives notée M c 
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