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MONO SOUS CATEGORIES D'UNE CATEGORIE DE MODULES

par Michel HACQUE

0. Terminologie et notations.

De fagon générale, la terminologie relative aux mono sous catégories,
aux sous catégories coréflectives et aux coréflecteurs sera celle de (7) et
la terminologie relative & la locallsation sera analogue & celle de (3) et
de (1) (Exercices 17 & 25 p. 157 - 185).

Dans la suite, sauf mention expresse du contraire, A désigne la catégorie
des modules & gauche sur un anneau unitaire A.

Les définitions et les propriétés suivantes seront utilisées sans
références bibliopraphiques :

1 - Une sous catégorie fermée C de A , est une sous catégorie pleine

de A, stable par sous objets et par limites inductives (Elle est donc avec
limites inductives et le foncteur canonique de C dans A commute aux limites

inductives).

2 - Un ensemble F d'idéaux & gauche de A est topologisant, s'il

vérifie les conditions suivantes :
(a) - Tout idéal a gauche de A contenant un élément de F appartient
a F.
(b) - Toute intersection finie d’éléments de F appartient & F.
(c) - Si I E€F et aeA, 1'idéal & gauche Ni = {a ; a€A,aael}

appartient a F.
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Un objet M de A est F-négligeable si 1l'annulateur de tout élément de
M est un élément de F, ce qui revient & dire que pour tout f &Hom(A,M),
Kerfe F.

Pour tout objet M de A, il existe un plus grand scus objet de M qui est
F-négligeable et noté FM. Toute fléche f : N-—>M détermine par restriction
un fléche Ff : FN—>FM

3 - 11 existe une correspondance bijective entre les sous catégories
fermées C de A et les ensembles F topologisants, caractérisée par les
conditions

(a) - I€F 8quivaut & A/I est un objet de C.

(b) - M est un objet de C équivaut a FM = M.

L'orsqu’il en est ainsi, C et F sont dits associss.

4 - Une sous-catégorie localisante C de A est une sous catégorie
fermée et épaisse, c’sst-a-dire telle que pour toute suite exacte dans A,

de la forme :

0 > N' > N > N” » 0

N est un objet de C si st seulement si N’ et N” sont des objets ds C ,

5 - Etant donné un ensemble F topologisant, Fz est l'ensemble deas
idéaux a gauche J de A pour lesquels 11 esxiste au moins un I€F tel que

CI et que 1I/J soit F-négiigeablen Tout ensemble F topologisant vérifie

FCF? ot F est dit idempotent si F = F2,

6 - Si une sous catégorie fermée C et un ensemble F topologisant
sont associés, pour qus C soit une sous catégorie localisante de A, il
faut st 11 suffit que F soit idempotent.

1 - Mono sous catégprie associée & uns sous catégorie faermée.

Proposition 1-1 : Etant donnée une sous catégorie fermée C de A, associée

a un ensemble F topologisant, alors :
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1 - Pour tout objet M de A, il y a équivalence dss conditions

suivantes
(a) FM = o
(b) Hom(N,M) = {0} pour tout objet N de C.
(c} L°application canonique ¢ Hom(A,M)—>Hom{I,M) est
injective pour tout IEF,
2 - La sous catégorie pleine M = m(C) = m(F) de A caractérisee

par les objets M vérifiant les conditions équivalentes (a), (b),

(c) est une mono sous catégorie de A dite associée a C ou & F,

Puisque toute fléche f : N—>M détermine par restriction une fléche
Ff : FN—>FM, pour tout objet N de C caractérisé par N = FN, 1'image
de f est donc dans FM. Il en résulte que (a) implique (b).

Tout objet M de A et tout idéal & gauche I de A déterminent une suite

exacte
0—> Hom(A/I,M) —Hom(A,M) — Hom(I,M)

Pour tout I€F , 1l'objet A/I appartient a C, ce qui montre que (b)
implique (c).

Pour tout feHom(A,FM), alors Kerf = I€F . La condition (c) entraine
f =0, c'est-a-dire FM = o, ce qui montre que (c) implique (a). |

La condition (b) mon*re immédiatement que M est stable par sous objets
et par limites projectives. Enfin, pour tout objet M de M, soit Q une enveloppse
injective de M dans A. La conditicn FQ # o entrainerait FM = MNFQ # o. Ainsi,
puisque FM = o, il en résulte FQ=g e qui montre que Q est un objet de M. La
sous catégorie pleine M de A est donc une mono sous catégorie de A.

2 - Sous catégorie localisente associée & une mono sous catégorie.

Proposition 2-1 : Etant donnée une mono sous catégorie M de A et un coré-

flecteur R de A dans M, alors
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1 - Pour tout objet Nde A, i1 y a équivalence des conditions
suivantes

(a) RN = o,

(b) Hom(N,M) = {0} pour tout objet M de M.
2 - La sous catégorie pleine C = c(M) de A caractérisée par les
objets N vérifiant les conditions équivalentes (a), (b), est une
sous catépgorie localisante de A dite associge a M,
3 - L'ensemble F = c(M) topologisant et idempotent associé a
la sous catégorie localisante C = c(M) est caractérisé par la
rondition suivante :
IeF si et seulement si l'application canonique Hom(A,M)—> Hom(I,M)
est injective pour tout objet M de M,

L'équivalence des conditicns (a) et (b) est évidente.

La condition (b) montre que C est stable par limites inductives.
Comme tout objet M de M est un sous objet d'un objet Q@ de M injectif
dans A, la sous catégorie C est aussi caractérisée par les objets N vérifiant

Hom(N,Q) = {0} pour tout objet § de M injectif dans A,

Pour toute suite exacte dans A, de la forme

0—> N'— 35 N ——3 N 5.0
las suites exactes
D———yHom(N",QJ———a Hom(N,§) — Hom(N’,Q) — . O
pbur tout objet Q de M injectif dana){, montrent que N est un objet de C
si et seulement si N’ et N” sont des objets de C, c’est-a-dire que la sous
catégorie C est épaisse. La sous catégorie C est donc localisante.
Tout objet M de A et tout idal & gauche I de A, détarminent une suite

exacte
0—> Hom{A/I,M) —>Hom(A,M} ——>Hom(I,M)
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Si F est associé & C, la condition I€F signifie que A/I est un objet
de C. La condition (b) montre que I €F se traduit par Hom(A/I,M) = {o} pour
tout objet M de M, c'est-a-dire par 1'injectivité de 1'application

Hom(A,M} —— Hom(I,M) , pour tout objet M de M.

3 - Sous catégorie localisante engendrée par une sous catégorie fermée.

Lemme 3-1 : Etant donné un ensemble F topologisant, pour que F soit idem-
potent, il faut et il suffit que F(M/FM) = o pour tout objet M
de A,
Pour tout objet M de A et pour tout x€M, soit X son image dans M/FM,
Les idéaux J = Ann(x]) et I = Ann(x) = {a;a€A,ax€ FM} vérifiant JcI. Pour

tout a €I, l'annulateur de son image & dans I/J est 1'idéal & gauche

Ni = {a; a€eA.ac €J} = {a ; a€A,aox = o} = Annlax)

La définition de I entraine Nie F, ce qui montre que I/J est F-négligeabls,

Si F est idempotent, X € F(M/FM) implique I€F, ce qui entraine JEF
et par suite x€ FM, c'est-a-dire X = o, ce qui montre que F(M/F1) = o.

Si F n'est pas idempotept, 11 existe un idéal & gauche J, vérifiant
3 F2et 3fF

En posant M = A/J, la définition de F2 entraine qu'il existe I'eF
tel que I'/J sont F-négligeable, c'est-a-dire contenu dans FM. Il en résulte
que 1'idéal & gauche I image réciproque de FM dans A vérifie aussi I€F et
FM = I/J. I1 en résulte M/FM = A/I qui est F-négligeable, ce qui donne
FtM/FM) = M/FM = A/I. Puisque.]éF’et que FM = 1/J est F-négligeable, il
en résulte I # A, qui entraine F(M/FM) # o.

Proposition 3-2 : Etant donnée une sous catégorie fermée C de A caractérisée

par un ensemble F topologisant, soit M = m(C) la mono sous catégorie

de A associée & C et soit C = cm(C) la sous catégorie localisante
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de A caractérisée par 1l'ensemble F = cm(F) topologisant et idem-
potent, qui est associée & la mono sous catégorie M de A, alars
1 - {a) C est une sous catégorie de c.
(b) FCF

(c) FMc N pour tout objet M de A.

o
o

(d) Mest la mono sous catégorie de A associge &

oet Fi1 = o

(e) Pour tout objet M de A, les conditions FM
sont équlvslentes,.
2 - Pour tout coréflecteur R de A dans M :
(a) Pour tout objet M de A, ?h est le plus petit des sous objets
M' de M tels que M/M' soit un objet de M.
(b) Tout objet M de A détermine une suite exacte
0——5 FM ——» M —SRM —_ 50
3 - (a) Pour que C soit localisante, 11 faut et il suffit que C soit
identique a E:
(a') Pour que F soit idempotent, il faut et 11 suffit que F = F
(b) La sous catégorie localisante E-de A dite engendrée par C est
la plus petite des sous catégories localisantes contenant C

(b’) L'ensemble F topologisant et idempotent dit engendré par F

est 1s moins fin des ensembles topologlsants et idempotents

plus fins que F.
La premiére partie résulte immédiatement des propositions 1-1 et 2-1,
Pour tout objet M de A et pour tout objet P de M qui vérifie donc'?P = 0,
toute fladche f : M-”P s'annule sur Eﬁ et par sulte se factorise de fagon unique
gréce a 1'épimorphisme M—*7M/fﬁ.

Puisque F est topologisant st idempotent, le lemme 3~1 entraine



Mono sous catégories d'une catégorie de modules

19

?[M/?M] = 0, ce qul montre que M/?ﬁ est un objet de M caractérisant une
coréflection de M dans M. Ainsi, FM vérifie bien la condition 2 - (b) et
la condition 2 - (a) résulte d'une construction classique de RM comme image
de M dans le produit des quotients M/M' qui appartiennent a M.

Si C est localisante, le lemme 3-1 entraine que tout objet M de A
vérifie F(M/FM) = o qui montre que M/FM est un objet de M. La propriété
2 - (a) entraine FMCFM et compte tenu de la propriété 1 - (c), 11 en résulte
FM = FM qui montre que F = F et que C est identique a C. La réciproque étant
évidente, il en résulte les propriétés 3 - (a) et 3 - (a'),

Pour toute sous catégorie localisante C' de A contenant C, il est
immédiat que E est contenue dans ¢ qui est identique & C' d’'apras 3 - (a)

ce qui entraine 3 - (b} et 3 - (b').

4 - Caractérisation des mono sous catégories.

Lemme 4 -~ 1 : Etant données une catégorie abélienne A, soit B une sous catégorie

pleine coréflective de A telle que le coréflectsur T, de A dans B

1

soit exact 3 gauche, alors le noyau de T. est une sous catégorie

1
localisante C de A et B est la sous catégorie pleine de A caractérisée

par les objets C-fermés.

Le fonctsur canonique Sl de B dans A est un adjoint de Tl. Il en résulte
que le morphisme fonctoriel d'adjonction 01 : Tlsi—é IB est un isomorphisme
et que T1 commute aux limites inductives, ce gul montre qu’'il est exact.

D'aprés la proposition 5-3 p. 130 de (?) , B est une catégorie abélienne.
Ainsi, A et B sont das catégories abé&liennes, T1 est un foncteur exact de A
dans B et T1 admet un adjoint Sl tel que le morphisme fonctoriel ¢1 : Tlsi——*IB
soit un isomorphisme. Ces données vérifient donc les hypothases de la proposition

5 p. 374 de (3) qui assure que la sous catégorie C de A noyau de T, est une sous-

catégorie localisante et dont la démonstration montre que si T est le foncteur
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canonique de A dans la catégorie guotient A/C, alors, il existe un foncteur

unique R de A/C dans B tel que T, = RT et que de plus S = S;R est un adjoint

1
de T. Il en résulte alors : ST = SlRT = SlTl et le morphisme fonctoriel
d'adjonction Y : IA——e ST coincide avec le morphisme fonctoriel d'adjonction
Wl : I A—?SlTl. D'aprés le corollaire de la proposition 3 p 371 de (3), les
objets M de A qui sont C-fermés, sont ceux pour lesquels ¥(M)} : M-» STM est
un isomorphisme, c'est-a-dire ceux pour lesquels Wl(M) :rm—7slT1M est un
i#omorphisme. Puisque Sl¢1°W181 = IdSl et que ¢1 est un isomorphisme, 11

en résulte que wlsl : Sl—%>SlT181 est un isomorphisme, ce qui montre gue
tout objet M de A de la forme SlB est C-fermé. Réciproquement, pour tout
objet M de A qui est C-fermé, puisque B est une sous catégorie pleine de A,
1’ isomorphisme WI(M] : M—-rSlTlm montre que M est de la forme SlB pour un
objef B de B. Ainsi, B est la sous catégorie pleine de A caractérisée par
les objets C-fermés.

Proposition 4-2 : Etant donnée une mono sous catégorie M de A, soit C = c(M)

la sous catégorie localisante associée 3 M, caractérisée par 1l'en-

semble F = c(M) topologisant et idempotent, alors

1 - La mono sous catégorie M de A est identique & la mono sous
catégorie M = m(C) de A associée a C.

2 - Si L est la sous catégorie pleine de A caractérisée par les
objets purs de M, pour tout objet L de A, il y a équivalence
des conditions suivantes :

(a) L est un objet de L.
(a’) L est un objet de M et pour tout monomorphisme : L—> M
tel que M soit un objet de M, alors M/L est un objet de M

(b} L est un objet C-fermé.

(b') L est un objet de M et pour tout monomorghisme : L—>M



Mono sous catégories d'une catégorie de m odules 21

tel que M/L soit un objet de C, alors L est un facteur direct

de M.
(c) Hom(N, L) = {0} et ExtltN,L) = {0} pour tout objet N de C.

(d) L'application canonique : Hom(A,L) —> Hom(I,L) est bijective

pour tout I€F.
Il est immédiat que M est une sous catégorie de ﬁ.et que C est associée & ﬂ
Si L et I sont les sous catégories pleines de A caractérisées par les objets purs
de M et de H, d’aprés le théoréme 6-8 p. 135 de €7), L et Z-sont des catégories
abéliennes et les coréflecteurs R et R de A dans L et-l sont exacts. La cons-
truction d'un coréflecteur donnée dans la démonstration du lemme 6-6 p. 134 de
{7) montre gque les noyaux de R et de R sont les noyaux des coréflecteurs de A

dans M et dans M, ce qui montre, compte tenu de la remarque initiale et de la
proposition 2-1, qu'ils sont identiques & C. Le lemme 4-1 entraine que L et L
sont caractérisées par les objets C-fermés de A. Il en résulte que les catégories
L et I colncident et aussi 1l'équivalence des conditions 2-(a) et 2-(b). L'équi-
valence de 2-(a) et de 2-(a') résulte de la définition d'un objet pur et 1l'équi-
valence de 2-(b) et de 2-(b’') résulte de la définition des objets C-fermés et du
lemme 1 p. 370 de (3],

Tout aobjet Mde M se plonge dans un objet‘a de ﬂ.injectif dans A et la
définition des objets purs de ﬂ montre que a est un objet de L. Comme L et 1
colncident, 11 en résulte que Q est un objet de L et par suite de M. Comme M

est stable par sous objets, il en résulte que.ﬁ est un objet de M, ce qui montre

que M est une sous catégorie de M. La remarque initiale entraine alors que les

catégories M et M colncident.
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D'aprés la proposition 1-1, 1'égalité de M et de M montre que la condition
Hom(N,M) = {o} pour tout objet N de C caractérise les objets M de M.
Tout objet M de M se plonge dans un objet @ de M injectif dans A, qui est

aussi un objet de L. Tout objet N de C détermine une suite exacte

0—> Hom(N,M) —> Hom(N,R) — Hom(N, Q/M) —> Extl[N.M]*-> Extl[N,Q)
dans laquelle les deux premiers termes sont nuls puisque M st Q sont des objets
de M et le dernier est nul puisgue Q est injectif. S1 M est un objet de L, Q/M
est un objet de M et le troisidme terme est donc nul. Il en résulte que
Extl(N,MJ = {o} pour tout objet N de C. Ainsi 2-(a) implique 2-(c).

Réciprogquement soit L un objet de A vérifiant 2-(c). La premiére partie
de la condition entraine que L est un objet de M. Tout monomorphisme : L-—> M
tel que M soit un objet de M et tout objet N de C déterminent une suite exacte

0—sHom(N, L) —> Hom(N,M)—> Hom(N,M/L) —> Extl(N.L)
dans laquelle les deux premiers termes sont nuls puisque L et M sont des objets
de M et le derﬁier terme est nul par hypothése. Il en résulte Hom(N,M/L) = {o}
pour tout objet N de C, ce qui montre que M/L est un objet de M et que par
suite L est un objet de L. Les conditions 2-(a) et 2-(c) sont donc équivalentes,

Tout objet L de A et tout I€F déterminent une suite exacte :

0—s Hom(A/T, L)——Hom(A, L) —> Hom(I,L)—>Ext (A/T,L)

Si L est un objet de L, il vérifie la condition 2-(c) qui montre que le
premier et le dernier des termes de cette suite exacte sont nuls, puilsque A/I
est un objet de C. Il en résulte que tout objet L de L vérifie la condition 2-(d)

Réciproquement, d'aprés la proposition 1-1, tout objet L de A vérifiant la
condition 2-{d) est un objet de M et par suite de M, ce qul entraine FL = o.
D’aprés la proposition 4 p. 413 de (3), les morphismes canonigues ¥(M) de M

dans 1lim, Hom(I,M/FM) cractérisent le morphisme fonctoriel ¥ de I, dans un
ieF
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foncteur isomorphe au foncteur localisation défini par C ou F. Pour tout objet
L vérifiant 2-(d), la relation FL = o montre que ¥(L) est un isomorphisme, c'est-
ad-dire que L est un objet C-fermé. Ainsi, la condition 2-(d) entraine 2-(b), ce

quil active la démonstration.

Théordme 4-3 : Etant donnée une catégorie A de modules & gauche sur un anneau
unitaire A, pour tout sous catégorie fermée C de A, soit M = m(C) la
mono sous catégorie de A associée & C , alors

1 - L'application m est une surjection de l'ensemble des sous catégories

fermées C de A, sur 1'ensemblée des mono sous catégories M de A,

2 - Cette application détermine par restriction une bijection entre

l'ensemble des sous catégories localisantes C de A et 1'ensemble des

mono sous catégories M de A.

La premiére propriété résulte de la premiére partie de la proposition 4-2
et la seconde propriété résulte alors de la proposition 3-2.

Corcllaire 4-4 : 11 existe une bijection entre l'ensemble des sous catégories

localisantes C de A et 1l'ensemble des sous catégories pleines coré-
flectives, & coréflecteurs exacts 3 gauche, L de A,
De plus, si C et L sont associées par cette bijection, alors :
(a) La sous catégorie localisante C est la sous catégorie pleine
de Acaractérisée par les objets N de A vérifiant Hom(N,L) ={o}
pour tout objet L de L.

(b) La sous catégorie pleine coréflective, & coréflecteur exact a

gauche, L de A est caractérisée par les objets L de A vérifiant

Hom(N,L) = {0} et ExtltN,L] = {0} pour tout objet N de C.
En effet, d'aprés le lemme 4-1, une telle catégorie L est parfaitement
déterminée par la sous catégorie localisante C noyau du coréflecteur et elle

colncide avec la sous catégorie pleine caractérisée par les objets C-fermés,
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c'est-a-dire par les objets purs de la mono sous catégorie M associée a C.

La condition (a) est alors évidente et la condition (b) résulte de la proposition
4,2,

Lemme 4-5 : Etant données une catégorie A guelconque et une sous catégorie

pleine coréflective B de A, soit S le foncteur canonique de B dans A

et soit T un coréflecteur de A dans B tel que ST préserve les mono-

morphismes, alors les objets Q de B, injectifs dans B, sont ceux pour
lesquels SQ est injectif dans A.

Puisque B est coréflective dans A, il est immédiat qu'une fliche de Best
un monomorphisme dans B si et seulement si son image par S est un monomorphisme
dans A, ce qui entraine que tout objet § de B tel que SQ soit injectif dans A est
injectif dans B.

Réciproguement, si ¥ : IA-—)ST est le morphisme fonctoriel d'adjonctiaon,
tout monomorphisme u : M'—%M dans A donne la relation Y(M) o u = ST(ulo ¥(M')
dans laquelle u' = T(u) : TM'—>TM est un monomorphisme dans B puisque S(u') = ST(y)
est un monomorphisme dans A. Pour tout objet § injectif dans B et pour toute
flédche f : M'—> S0, 11 existe une fléche f' : TM'— 0 telle que f = S(Ff'),¥(M")
et par suite une fléche g' : TM—Q telle que f' = g',u’. Il en résulte alors que
la fldche g = Slg’'Jle¥(M) : M—SQ vérifie les relations :

gol = S(g')q!(Msu = S(g')eSTlu)¥Y(M') = S(F')¥(M') = f
ce qui prouve que SQ est injectif dans A,

Corollaire 4-6 : Etant donnée une mono sous catégorie M de A, scit L la sous

catégorie pleins de A caractérisée par les objets purs de M, alors
pour tout objet Q de M, il y a équivalence des conditions suivantes :
(a) § est injectif dans A

(b) Q est injectif dans M.

(c) @ est un objet de L, injectif dans L.



Mono sous catégories d'une catégorie de modules 25

D'aprés le théoréme 4-3, la mono sous catégorie M est associée & une sous
catégorie localisante C ou & un ensemble F topologisant et idempotent.

Pour tout monomorphisme u : M'—> M dans A, la relation FM' = M'NFM
entraine que la fléche : M'/FM'—=M/FM est un monomorphisme dans A. La proposition
3-2 montre alors que le coréflecteur de A dans M vérifie 1'hypothése du lemme 4-5.
Ce lemme implique donc 1'équivalence des conditions (a) et (b).

Le corollaire 4-4 montre qu’un objet Q vérifiant la condition (a) est un
objet de L. Comme le foncteur localisation associé & L est exact a gauche, le
lemme 4-5 entraine 1l'équivalence des conditions (a) et (c).

5 - Propriétés générales des mono sous catégories.

Dans ce paragraphe, Y désigne une mono sous catégorie de A et R le coflecteur
de A dans M. Compte tenu du théoreme 4-3, C désignera la sous catégoris localisante
et F l'ensemble topologisant et idempotent associésa M.

Pour simplifier les notations, lorsqu'il n'y aura pas de confusion possible,
une flache dans M et son image dans A seront désignées par la méme lettre. Par
contre, des indices A et M permettront de distinguer les notions relatives a la
catégorie A et 3 la catégorie M,

Les définitions des images et des coimages seront celles de (4) et non celles
de (7).

Proposition 5-1 : Si M est une mono sous catégorie de A, alors

1 - La catégorie M est additive.

2 - La catégorie M est avec limites projectives (Une limite projective

dans M se calcule comme dans A).

3 ~ La catégorie M est avec limites inductives (Une limite inductive

dans M s'obtient en appliguant R & la limite inductive dans A

et une somme directe dans M se calcule comme dans A}.
La premiére propriété est évidente et la seconde résulte du fait que M

est une sous catégorie plsine de A stable par limites projectives.
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La troisiéme propriété résulte du fait que M est une sous catégorie pleine

caoréflective de A et de la relation évidente : F [ ] Mi] = 8 FMi .
iel

Corollaire 5-2 : La catégorie M est avec noyaux, conoyaux, images et coimages.

De plus, pour toute fléeche f *:M—7 P, alors
(a) [Ker,v{f 5] = [KerA-F xS Mj

(b) [P—~E7 Cokermfj = [P-—EL> Coker F——>'R(CokerAfi]

A
(c) [—ImM-F——’Jf—‘/ Pl = E(erMP~'j—7 P] =fP"1[F00kerAfJ——>§l

@ [mn-3 r:oime] - [m_a, Cokeryd] = [ g, Coim, ]

Les propriétés (a) et (b) résultent immédiatement de la proposition 5-1,
Les premiéres égalités des propriétés (c) et (d) traduisent les définitions
des images et des coimages adoptées dans (4).

La seconde égalité de la propriété (c) résulte de (a) et de (b) quil montrent
que le noyau de p dans /{ est identique au noyau de p dans A, c'est-a-dlre &
1'image réciproque par p' du noyau de la fléche : CokerAF—e7R[CokerAf] gui est
FCokerAf d'aprés la proposition 3-2.

Puisque CokerAi' est un sous objet de 1l'objet P de M, 11 est &galement un
objet de M, ce gqui montre que la fléche : CokerAi’—%yR(CokerAi') est un isomor-
phisme et la propriété (b) entraine que les conoyaux de 1' dans A et dans M
coincident. La seconde égalité de la propriété (d) résulte alors de la propriété
(a) qui montre gue le conoyau de 1 dans Mest le conoyau de i' dans M, c'est-a-dire
le conoyau de i’ dans A et par suite la coimage de f dans A.

Corollaire 5-3 : Pour toute fléche f : M—>P dans M, alors :

1 - Il y a équivalence des conditions suivantes
{a) La fléche f est un monomorphisme dans M.

(b) Ker,,f

Mt = °

(c) KerAf a.

il
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2 - 11 y a équivalence des conditions suivantes
(a) La fleéche f est un épimorphisme dans M.
(b} Cokeryf = o
{c) CokerAf est un objet de C.
La propriété (b) du corollaire 5-2 entraine 1'équivalence des conditions
2-(b) et 2-(c). Les autres équivalences sont évidentes.

Théoréme 5-4 : Pour toute fldche f : M ~— P, il existe une fléche unique

F o Coime——yrIme, telle que le diagramme :

M LAY

q J
. £
CoimM f —y Ime
soit commutatif.

De plus, la fle&che f est un monomorphisme et un épimorphisme dans M.

L'existence et 1'unicité de la fléche f : Coime—9'Ime résulte d'un
raisonnement classique dans une catégorie additive avec noyaux et conoyaux.

Le corollaire 5-2 montre que g = q' est un épimorphisme dans A et que j est
un monomorphisme dans A. De plus ?\est caractérisée par la relation j,? = j'gf
dans laquelle f'est l'isomorphisme canonique de CoimAf dans ImAf et j' le mono-
morphisme canonique dans A de ImAf dans P. Il en résulte immédiatement que T est
un monomorphisme dans A et par suite dans M. Le conoyau de f dans A est donc carac-
térisé par CokerAF = Ime/ImAfﬁi FCokerAf. Le corollaire 5-2 entraine CokarMF = g
et le corollaire 5-3 montre que f est un épimorphisme dans M.

Proposition 5-5 : Toute mono sous catégorie M de A possiéde les propriétés suivantes :

1 - Pour tout monomorphisme u : M'—> M dans M, 11 y a éguivalence des

conditions suivantes :
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{a) u est un monomorphisme normal.

(b) La flache canonique U : M' = CoimMu-%>ImMu est un isomorphisme

{c) CokerMu = Coker,u

(d) Cokeryu est un objet de M (c'est-a-dire F(M/M') = o)
2 - Pour tout épimorphisme v : M=>M" dans M, il y a équivalence des
conditions suivantes :

{a) v est un épimorphisme conormal.

{b) La fleche canonique V : Coiva —7Inwv = M"” est un isomorphisme

{c) Cokeer = Cokeryv.

{d) Coker,v = o (c'est-a-dire : v est un épimorphisme dans A).

En effet, pour qu’un monomorphisme u : M'—> M soit normal, c'est-a-dire
un noyau, il est immédiat qu'il faut et il suffit qu'il soit un noyau de son ca-
noyau, ce qul montre 1'équivalence des conditions 1-(a) et 1-(b). De méme, pour
qu'un épimorphisme v : M->M" soit conormal, c'est-ad-dire soit un conoyau, il
est immédiat qu'il faut et il suffit gqu'il soit un conoyau de son noyau, ce qui
montre 1'équivalence des conditions 2-(a) et 2-(b).

La démonstration du théoréme 5-4 a donné la relation

CokerA;-= FCokerAf.

Comme ¥.est un monomorphisme dans A, pour que E_soit un isomorphisme dans A
ou dans M, 11 faut et il suffit que CokerA¥-= 0, c'est-a-dire que FCokerAF =0
ou encore que Coker,+ soit un objet de M.

I1 en résulte l'équivalence des conditions 1-(b) et 1-(d) d’'une part et

1'équivalence des conditions 2-(b) et 2-(d) d’autre part puisque pour un épimoo-

phisme v, le corollaire 5-3 entraine que CokerAv est un objet de C.
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La propriété (b) du corollaire 5-2 entraine 1'équivalence des conditions
1-(c) et 1-1d).

Enfin, pour 1'épimorphisme v, le corocllaire 5-3 entraine Cokeer = 0,
ce qui montre 1'équivalence des conditions 2-fc) et 2-(d).

Remarque 5-6 : Pour tout monomorphisme u : M'—=M dans M, le monomorphisme

J e ImMu47'M est normal. Il en résulte facilement que pout tout sous objet M’
de M déterminé par un monomorphisme u : M'—>M, le sous objet ImMu de M déter-
miné par le monomorphisme j : ImMu—=7M est le "plus petit” des sous objets
normaux de M, "plus grands” que M’.

Remarque 5-7 : Compte tenu de la proposition 4-2, les objets purs L de la mono

sous catégorie M, sont les objets de M qui sont des sous abjets normaux dans tout

"sur-objet"” M de M.

6 - Mono sous catégories localisantes.

Dans ce paragraphe, pour tout A-bimodule E st pour tout objet M de A, le
groupe abélien : Hom(E,M) = HomA(E,M] sera muni de la structure de A-module &
gauche déterminée par la structure de A-module-a droite de E. De méme, le groupe
abélien E®8 M = E BA M sera muni de la structure de A-module & gauche déterminge
par la structure de A-module & gauche de E. Il en résulte en particulier dss
isomorphismes canoniques :

Hom(N,Hom(E}M))-%>Hom(E8N7M)

Etant donné un id&al bilatére 4 de A, soit p 1'homomorphisme canonique
d'anneaux unitaires de A dans 1l'annesu quotient A' = A/a. Lorsqu’il n'y aura
pas de confusion possible, A' désignera également le A-bimodule pxA' obtenu en

faisant opérer A sur A’ par o.

Il est immédiat que 1'ensemblse Fa des idéaux & gauche ds A contenant @

est topologisant.



Mono sous catégories d'une catégorie de m odules
30

Soit Ca la sous catégorie fermée de A associée a Fa.
Lemme 6-1 : Pour tout objet M de A, il y a éguivalence des conditions suivantes :
(a) M est un objet de Ca'

(b) Pour tout f€ Hom(A,M],a cKerf.

(b') a.M = o.

(b"”) L'application canonique : Hom(A,M) —» Hom(a,M) est nulle

(c) 1’'injection canonique : Hom(A',M) - Hom(A,M)} est un isomorphiems.

(c') La surjection canonique : Hom[a,MJ——>—Extl[A,M) est un isomorphisme.

(d) La surjection canonique : A 8 M—>A' 8 M est un isomorphisme

{d') L'injection canonique : TorI(A',MJ~ﬁ?-a8M est un isomorphisme.
L'équivalence des conditions (a), (b),(b’'), (b") est immédiate.
Pour tout objet M de A, la suite exacte :
6 —> Hom(A',M) —> Hom(A,M) —> Hom(a,M) —> Ext(A’,M) —> o
montre que les conditions (c) et (c’') sont éguivalentes & la condition (b"].
Pour tout objet M de A , la suite exacte :
) ———%>Tor1[A'.M]‘~————f> aBM —=> ABM —> A'8M —=> o
montre que les condition (d) et (d') sont équivalentes, & la condition (b').

Proposition 6-2 : Pour tout idéal bilatére a de A, la sous catégorie fermée Ca

de A possdde les propriétés suivantes :
1- Le foncteur Fa de A dans Ca peut &tre caractérisé par

F M= Hom(A’,M)

a .
2- La sous catégorie Ca est une sous catégorie coréflective de A et un
coréflecteur Ra de A dans Ca peut étre caractérisé par :

RaN = A'BM.

3- Le foncteur "extension des scalaires” p¥* de A dans la catégorie A°

des modules a gauche sur A' = A/a , induit une équivalence entre Ca

et A'.
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La premiére progriéié résulte facilement des conditions (b') et (c) du
lemme 6-1.

Les deux dernieres proprigtés découlent aisément des propriétés classiques
du foncteur "extension des scalaires” g% de A dans A' et du foncteur "restriction
des scalaires” pg de 4° dzns A, asscciés & 1l'homomorphisme surjectif
p: A=Y A’ = A/a et vBrifiant pe* M = R M-

Les notions et la terminclogie relatives 3 la localisation dans la catégorie
abélienne A% duale de A, seront transcrites dans A par dualité en utilisant 1le
préfixe "co". Par exemple, ure scus catsgorie C de A est dite co-localisante
si elle est localisantzs dans AX, stc... En particulier, C est dite bi-locali-
sante(8]), si elle est localisante et co-localisante.

Lemme 6-3 : Pour tout idéal bilatéres idempotent a de A, alors :
1 - La sous catégoris Ca est localisante, de plus :
(al Le foncteur Fa assoclé, peut Btre caractérisé par @
Fo M= Homl{A',M)

(b) La mono scus catégerie Ha associée, est caractérisée par les
objets M pour lesquels Hom{A',M} = o, ou pour lesquels l'appli-
cation cancnigque : Hom{A,M!-> Hom(a,M) est injective.

(c) La sous catégorie La des objets purs de Ma ou des objets Ca-
fermés est caractérisée par les ocbjets M pour lesquels
Hom{A',M) = o et Ext1[A°,M) = 0 ou pour lesquels 1l'application
canonigue : Hom(A,M}—> Hom(a,M) est bijective.

Un foncteur localisstion L, psut 8tre caractérisé par :
!uM=+mMaJ@MmNH = Hom(ag8a,M)
2 - La sous catégorie Ca est co-localisante, de plus
(a) Le foncteur ﬁ:553001éd peut étre caractérisé par :

g
a

M= A' BM
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{b) La "co-monoc sous catégorie” Mzrassociée, est caractérisée
par les objets M pour lesquels A' B M = o, ou pour lesquels
1'application canonique : aBM—> ABM est surjective.

(c) La sous catégorie ﬁz des objets "co-purs” de Mz ou des
objets Ca co-fermés est caractérisée par les cbjets M pour
lesquels A'8M = o et TorI(A',MJ = 0 ou pour lesquels 1l'appli-
cation canonique : aBM —> ABM est bijective.

Un foncteur co-localisation E& peut &tre caractérisé par :

XM = agagM

Lorsque a est un idéal bilatére ildempotent, 11 est facile de vérifier que
Fa est topologisant et idempotent. La scus catégorie Ca est donc localisants.

La premieére partie résulte alors de la proposition 6-2, du théoréame 4-3,
de la proposition 4-2 et de la caractérisation classique d’un fomcteur loca-
lisation associé & F par la double application du foncteur : M-~ M(F)u

La seconde partie en résulte alors par dualité en tenant compte des
isomorphismes canoniques :

Hom(N, Hom(a, M) ) == Hom(a8N, M)

qgui entrainent en particulier que La est adjoint (& droite) a E;.

Corollaire 6-4 : Pour toute sous catégorie fermée C de A, il y a équivalence

des conditions suivantes.:

(a) C est une sous catégorie co-localisante.

(b) C est épaisse et stable par limites projectives.

(c) C est localisante et stable par limites projectives.

(d) C colncide avec une sous catégorie Ca pour un idéal bilatere

idempotent a de A.

(e) C est bilocalisante.
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Il est immédiat gue (2) impligue (b) et que (b) implique {c).

Si F est 1'ensemble topologisant et idempotent associé & C vérifiant (c),
il est facille de vérifier que 1’'idéal : a = é;} I de A, est ur idéal biiatére
qui constitue ls noyau de 1°homomorphisme canonigque de A dans la iimite pro-
Jective{%%g A/I. Puisgue les objets A/I sont des objets da C, la condition(c)

qui entraine que C est stable par limites projectives et par sous-abjets, montre

que a €F. TI1 en résulte F = F_ et 1°idéal bilatdre @ est nécessairement idempotent

a
Ainsi {c]) implique {d). Le lemme 6-3 montre que (d) impligue {e) et il est
évident que (e) implique (a), ce qui achéve la démonstration.

Définition 6-5 : Un idéal hilatére a d'une anneau unitaire A est fortement idempotent

a gauche, s°il vérifie la condition suivante :
pour tout a&€a , il existe au moins B€a, tel que o = Ba .
Il est évident qubun tel idéal bilatére est idempotent.

Un idéal & droite q d'un anneau unitaire A est un idéal & droite pur

dans A(l) (Exercice 24 p. 66), si pour tout A-module & gauche M, 1°‘homo-
morphisme canonique :

aBAM — AB,M

A
est injectif.

Lemme 6-6 : Tout idéal bilatére a fortement idempotent a gauche d*un anneau

unitaire A, posséde les propriétés suivantes :
1 - La partie multiplicative : S = 1-a& vérifie les conditions

suivantes :

(a) Pour tout s€S et tout ae A, 11 existe t€S et be A, tels
que ta = bs,

{b) S1 a€A, si s€S et si as = 0, alors 11 existe t€S, tel
que ta = o,

2 - L'ensemble FS des idéaux & gauche de A qui rencontrent S est

topologisant et idempotent.
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3 = L'homomorphisme canonique Up de A dans le localisé AS de A pour
FS est un homomorphisme surjectif dont le noyau est a.
L'anneau quotient A' = A/a lsomorphe a AS est un anneau de
fractions & gauche de A pour S.

-

Le foncteur localisation est exact & gauche et isomorphe au

foncteur : MAw“y-ASBAM = A'BAM.

La caractérisation d'un idé€al bilatére fortement idempotent & gauche est
équivalente & la suivante : pour tout a€a, il existe au moins u€S, tel que
ue = o,

Pour tout a €A et tout s€S de la forme s = 1 -a avec a€a, 1l'élément
€ = sa-as = ae - aa est un élément de a puisque a est un idéal billatére.

I1 existe donc ue S, tel que uc = o, c'est-ad-dire u(sa-as) = o. En posant
b=uaett=us, il enrésulte ta = bs avec t€S, ce qul démontre la condition

(al.

o entraine

1

Pour a€ A et se€S avec s = 1 -0 et a€ 4, la condition as

a = aa, qui montre que aea . Il existe donc te€S, tel que ta = o, ce qui
démontre la condition (b),

I1 est connu (3) (p. 415) que (b) implique la seconde propriété.

Les conditions (a) et (b) sont les duales des conditions (%) et XX) de
la partie (b) de la proposition 5. p. 415 de (3).

L'énoncé dual de cette proposition entraine que AS est un anneau de
fractions a gauche de A pour S et que le foncteur localisation est exact et
isomorphe au foncteur : M vvv?’AS SA M. |

Le noyau de up est 1'idéal bilatere a' = FSA. La condition ae a’' équivaut

a8 : 11 existe un s€ S, tel que sa = o, c'est-a-dire : 1l existe B€ a, tel que

Q
[

= Ba, Puisque a4 est fortement idempotent 3 gauche, cette derniére condition
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équivaut & ce a. Aussi a sst le noyau de Upe

Il en résulte que 1'image par dp de tout élément s€ S = 1-a est 1'élément
unité de ASQ Puisque AS est un anneau de fractions & gauche de A pour S, tout
élément de Ag est de la forme : [uﬁis}]-luA(a) avec s€ S et a€ A, c'est-a-dire
de la forme uA(aJo Il en résulte que Ua est surjective, ce qui achéve la

démonstration.

Théoréme 6-7 : Pour tout idéal bilatére a4 d'un anneau unitaire A, il y a

équivalence des conditions suivantes :

(a) La sous catégorie Ca est une mono sous catégorie de A,

(b} Le A-module a droits : A' = A/a est plat.

(c) L'idéal bilateére a est un idéal a droite pur dans A.

(d) L'idéal bilatére a est fortement idempotent & gauche,

D'aprés la proposition 6-2, un coréflecteur R, de A dans Ca peut

8tre caractérisé par : Ram = A'BM. Toute suite exacte de la forme :

00— M'—> M > M" >0
détermine donc une suite exacte :
RM—> RM ——> RM"—> O

D'aprés la proposition 3-Z, un coréflecteur dr A Jjans une mono sous
catégorie respecte les monomorphismes. La condition (a) entraine donc que la
flache : Ram’—47 RaM est un monomorphisme, ce qul montre que Ra est exact.

c'est-&-dire que le A-module & droite A’ = A/a est plat. Aussl (a)] implique
(bl.

Réciproquement, la condition (b) implique que le coréflecteur Ra eet
exact et que Tor,(A’,M) = o pour tout objet M de A, Il en résulte qu2 le
noyau de R est une sous catégorie localisante C& de A et le lemme G-C
montre que C& est ldentique aux sous catégories Ei et M;ﬂ De plus., il en

%
résulte facilement que le foncteur F& associé a Ca , de A dans C& =0 =MF

Qa a

coincide avec le foncteur co-localisation CZ o
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Il convient de remarquer que d'aprés la proposition 3-2, les suites

exactes
0 —> aBM > ABM > A'8M —% O

entrainent que le foncteur Fé = ﬂz peut étre caractérisé plus simplement
par : F&M = aBM, ce qui donne en particulier :
F&A = aBA = a.

Les objets M de Ca gtant caractérisés par la condition E;M = 0,
c'est-a-dire F&M = o, il en résulte que Ca est la mono sous catégeorie associée
a F& ou 3 C&.,Ainsi (b} implique (a).

Les conditions (a) et (b) sont donc équivalentes.

Tout objet M de A détermine une suite exacte :

D———47T0rl[A',M] —7 aBM > ABM——> A'BM-—» O
I1 en résulte que la condition (c) se traduit par la condition
Torl(A',MJ = o pour tout objet M de A, c'est-a-dire par la condition (b).
La condition (b) entrains que Ca est la mono sous catégorie associés &
la sous catégorie localisante C& caractérisée par les objets M de A pour lesquels
A'BM = o, ce qui montre que 1l'ensemble F& topologisant et idempotent est cons-
titué par les idéaux a gauche I de A pour lesquels A'8(A/I) = o. Les suites
exactes :
00— A'8]—>» A'BA —> A'B(A/I)—— O
montrent donc que IG?F& se traduit par la surjectivité de 1'’applicaticn cano-
nique : A'8I —>A'BA,

L ’ ’
L'image d'un élément ia iaui

de A'8I est 1'élément gaio(ui]GI identifie

a 1'élément ga'ip(ui] de A’'. Il en résulte que 1'image dé 1’application cano-
nique : A'8I —% A'8A consiste en 1'idéal & gauche p(I) de A'. En désignant par
1' 1'unité de A’, la condition IGEF& se traduit donc par p(I) = A’, c’est-a-dire
par 1'€ p(I), ou encore par l'existence d'un élément u€ I, tel que (1-ul€ a.

Ainsi F& coincide avec 1l'ensemble FS des idéaux & gauche de A qul rencontrent

la partie multiplicative S = 1l-a



Mono sous catégories d'ure catégorie de modules 37

Puisque F& A est constitué par les éléments de A dont l'annulateur appar-
tient & F& » la relation FaA = &. entraine que la condition a€a est équiva-
lente & la condition : il existe s€S, tel que sa = o0, c'est-a-dire & la con-
dition.: 11 existe B€ a tel que o = Ba, ce qui montre que 1'idéal bilatére
a est fortement idempotent & gauche. Ainsi (b) implique (d).

Réciproquement, d'apras le lemme 6-6, la condition (d) entrains que le
foncteur : M~»>A'8BM est exact. Ainsi, la condition (d) implique la condition
b), ze qul achéve la démonstration.

Corollaire 6-8 : Pour toute mono sous catégorie M de A, déterminée par un

ensemble F topologisant et idempotent, il y a équivalence des

conditions suivantes

a) La sous catégorie M est localisante.

{b) La sous catégorie M coIncide avec une sous catégorie Ca
pour un idéal bilatére a fortement idempotent & gauche de A.

(c) L'ensemble F coiIncide avec 1'ensemble FS des idéaux & gauche
de A qui rencontrent une partie multiplicative S telle que

@ = 1-S soit un idéal bilatére fartement idempotent & gauche de A.

Le corollaire 6-4 montre que la condition (a) entraine que M = Ca pour un
idéal bilatére idempotent a4 de A. Le théor2me 6-7 entraine alors que a est
fortement idempotent & gauchs/ ce qui montre que (a) implique (b).

Réciproquement, le lemme 6-8 montre que (b) implique (&), puisque a
est idempotent.

Les conditions équivalentes (a) et (b) entrainent d'aprés la démonstration
du théoréme 6-7 que F = F& = FS pour la partie multiplicative S = i-a .

Ainsi (b) implique (c).

Réciproguement, la condition (c) entraine que pour tout objet M de A, le

sous module FM est constitué par les é1léments x€ M, pour lesquels il existe

s €S, tel que sx = 0, c'est-a~-dire pour lesquels il existe a€ a, tel que

X = OXe
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S1 M est un objet de Ca‘ pour tout x€M, la relation ax = o pour a¢ a,
entraine FM = o et par suite que M est un objet de M. Si M n’est pas un objet
de Ca il existe y€M et oca, tels que x = ay ¥ o. Il sxiste aussi B<€a, tel
que o = By ce qui entraine x = Bx, c'est-a-dire x€FM avec x # o, et par
suits FM # o, ce qui montre que M n'est pas un objet de M. La condition (c)
implique donc M = Ca, c’est-a-dire la condition (b), ce qui achéve la démons-
tration.

Remarque 6-9 : Il existe des anneaux A ayant des idéaux bilatéresa fortement

-

idempotents & gauche, propres et essentiels. Par exemple, pour une famille

—

: T i
infinie{Kj}‘je 3 de corps, il suffit de prendre A = j¢J Kj et a= BK

j€d A

7 - Mono sous catggories abéliennes,

Etant donnés deux anneaux unitaires A et B, en désignant par A st B
les catégories de modules & gauche sur A et sur B, tout homomorphisme d'anneaux
unitaires ¢ : A —>B détermine un fonctaur "restriction des scalaires” ¢x de B
dans A et un foncteur "extensions des scalaires” 6* de A dans B,

Pour toute sous catégorie localisante C de A associs 3 un ensemble F
topologisant et idempotent, il est facile de vérifier que la sous catégorie
pleine D de B caractérisée par les objets de B dont 1'image par éx est un
objet de ¢, cons.itue une sous catégorie localisante de B, appelée 1'image

de C par ¢. L'ensemble g topologisant et idempotent associé & D, appelé
1'image de F par ¢, est constitué par les idéaux & gauche J de B, tels que
¢x(B/J) soit un objet de C. Il est facile de vérifier que g est le plus fin

des ensembles topologisants g' de B, tels que 1l'application ¢ de 1'anneau

topologique (A,F) dans 1’anneau topologique (B,g') soilt continue.
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Cans ce paragraphe, étant donnée une sous catégorie localisante C de A,
associée & un ensemble F topologisant et idempotent, p désignera 1'homomor-
phisme canonique d’'amneaux unitaires de A sur i'anneau quotient : A° = A/FA.

L’ensemble F' topologissnt et idempotent, imege de F par ¢, est associé
3 la sous catégorie localisante C' de la catégorie A’ des modules a gauche
sur A', image de C par p.

Lemme 7-1 : En posant a = FA, alors

1 - Pour tout objet M de A, les objets Torl[A',M]. asM et aM
sont des objets de C,

2 - Pour gqu'un objet M de A soit un objet de C, 11 faut et il suffit
que *M soit un cbjet de (/

3 - Un foncteur H1 dférivé 3 gauche du foncteur #* exact & droite

de A dans A’ est & valeurs dans (’

L'annulateur de tout élément y = §a18xie aBM contient 1'intersection

finie des annulateurs des éléments uie a,

Comme ces annulateurs sont des &éléments de F, l'annulateur de y est un

élément de F, ce qui entraine que a8M est une objet de C.

Tout objet M de A détermine une suite exacte

D———JyTorl(A",M) s aABM > ABM SsA'BM .0
qui donne deux suites exactes courtes :
OﬂTorltAHM) —_— a8M —= a.M — 0

et
0—r—> aM — ABM — = A'8M —> 0

Puisque a8M est un objet de C. la premidre suite exacte courte entraine
que TorltA',MJ et a.M sont également des objets de C.

De méme, la seconde montre que ABM = M est un objet de C si et ssulement
si A'BM = pvp*M est un objet de C, c'est-a-dire si et seulement si p™* M

est un objet de C’, d'aprds la définition de C°.
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Pour toute suite exacte dans A, de la forme :

0 —s M > P > M 5 0

telle que P soit projectif, un foncteur H1 dérivé & gauche de p* détermine

dans A’ une suite exacte :
0—> H M ——> M —>p% P —> o*M —>0

dont 1l'image par le foncteur exact py, de A' dans A, est la suite exacte dans A:

X
00— ox HiM— 0e0” M'— 5 e P 0cr™M __ 0
dont les trois derniers termes sont isomorphes aux trois derniers termes
de la suite exacte :
0 - TorI(A',M) —> A'BM'__5, ATBP__SATBM 0
Il en résulte que Q¥H1M est isomorphe a TorlfA',M). Puisque TorltA',MJ

est un objet de C, la définition de C' montre que H.M est un objet de C'.

1

Lemme 7-2 : Si S' est 'e foncteur canonique de la catégorie L' des objets

C'fermés de A' st si T' est un foncteur canonique exact de A’
dans L', tel que L' = S'T’ soit un foncteur localisation dans A',
déterminé par C', alors :

1 - Le foncteur U = T'¢® de A dans L' est exact et induit une
équivalence entre A/C et L',

2 - Le foncteur L = pyl'p* est un foncteur localisation dans A

déterminé par C.
Toute suite exacte dans A, de la forme :
o— M— M—> M"— 0

détermine dans A', une suite exacte :

H M el SHM — pX M —y O

dont 1'image par T', donne dans L' une suite exacte :
0—>T'5 M — ST *M —— T —s 0

puisque T'HiM" = o, d’aprés la troisieéme partie du lemme 7-1.
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Ainsi, le foncteur U T'o¥ de A dans L' est exact. Il est immédiat

qu'il admet le foncteur V = pxS° pour adjoint & droite. Il est facile de
vérifier que ie morphisme forcteriel canonique de UV = T'ﬁ*p*S' dans le
foncteur identique sur C’, est un isomorphisme puisque ¥ induit une équi-
valence entre Ca et A', d'aprés la precposition 6-2, et que par suite d*a*
est isomorphe au foncteur ldentique sur A'. Le naoyau de U est ceractérisé
par les objets M de A pour lesquels g*M est un ocbjet de C', D'aprés la
seconde partie du lemme 7-1, le ncyau de U coincide donc avec C.

La proposition 5 p. 374 de (3) entraine alors la premi&re propriété

Puisqﬁe U admet V pour adjoint & drcite, un fencteur localisation dans
A déterminé parC peut donc 8tre caractérisé par L = VU = 9¥S'T'p* = Q,L'd*,

ce qul démontre la secande propriété.

Proposition 7-3 : Pour toute sous catégorie localisante C de A, associée a

un ensemble F topologisant et idempotent, en posant a = FA, 1'homo-

morphisme canonique p de A dans l’anneau quotient A' = A/a , posséde
les propriétés suivantes

1~ 81 C' est la sous catégorie localisante de A', image de C par o,

alors :

(a) Pour tout foncteur localisation L dans A' déterminé par c',
le foncteur L = ng'd* est un foncteur localisation dans A
déterminé par C.

(b) Pour tout foncteur localisation L dans A déterminé pzr C,
le foncteur L' = d*LQ* est un foncteur localisetion dens A'
déterminé par C’.

2 - La mono sous catégorie M de A associge a C et 13 sous catégorie

L des objets C-fermés dans A, sont des sous catégo:ries de la

C a
catégorie a



42 Mono sous catégories d'une catégorie de modules

3 - Dans 1l'équivalence entre Ca et A’ induite par d*, la mono sous

catégorie M et la sous catégorie L possedent les propriétés
suivantes :
(a) La mono sous catégorie M de A associée & C est équivalente
4 la mono sous catégorie M' de A' associée a C'.
En particulier, l'anneau A' est un objet de M', c'est-a-dire
F'A' = o.
(b) La sous catégorie L des objets C~fermés de A est équivalente

a la sous catégorie L' des objets C'~fermés de A'.

La propriété 1-(a) résulte de la seconde partie du lemme 7-2,

Soit Li un foﬁcteur localisation dans A' déterminé par C'.

Puisque deux foncteurs localisation associés & une méme sous catégorie
localisante sont isomorphes, la seconde partie du lemme 7-2 entraine L=Q*Lip*t
Pulsque S*Q* est isomorphe au foncteur identique de A', il en résulte :
Li=d*LQ*, ce qui montre que L' = B*Laﬁ est un foncteur localisation dans A'
déterminé par C'.

Si L et L' sont des foncteurs localisation dans A et A' déterminés
par C et C', et associés par la relation de 1-(a), soient ¢ et ¢' les
morphismes fonctoriels canonigues des foncteurs identiques sur A et sur A',
dans L et dans L°’.

La seconde partie du lemme 7-2 montre que pour tout objet M de A , 1a
fléche ¢Y(M) de M dans LM, est le composé de 1l'épimorphisme canonique ae M
sur R M = ok P<M et de la fldche ox¥'6¥(M) de auo™M dans oxl's™M = LM.

Pour que M soit un objet de M, c'est-ad-dire que ¥(M) socit un mono-
morphisme, 11 est nécessalre que 1'éplmorphisme canonlque de M sur RaM

soit monomorphisme, c'est-&-dire un iscmorphisme, ce qui montre que M doit

étre un objet de Ca‘ I1 en résulte que M, et par suite L, sont des sous

c atégories de Ca.
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La proposition 6-2 montre que o induit une équivalence encre Ca et A

En tenant compte de la remarque précédente, pour gqu'un objet M de Ca
soit un objet de M (resp. de L) 11 faut et il suffit gue ¢ (M) soit un
monomorphisme (resp. un isomorphisme), c'est-a-dire que gxw'ﬁ*[N] soit un
monomorphisme (resp. un isomorphisme). Comme p-x "refléte” les monomorphismes
et lés isomorphismes, les deux conditions précédentes se traduisent respec-
tivement par les conditions ¥'¢*M est un monomorphisme (resp. un isomorphismel,
ce qui signifie que §*M est un objet de M' (resp. de L'). Il en résulte que
M est équivalente & M' et que L est équivalente a L'.

Puisque le A-module & gauche A' est un objet de M, 1'anneau A' est un
objet de M', ce qui donne F'A' = o0, et acheéve la démonstration.

Théoréme 7-4 : Pour toute mono scus catégorie M de A, associée & une sous

catégorie localisante C de A, ou & un ensemble F topologisant et

idempotent, il y a &quivalence des conditions suivantes :

(a) La mono sous catégorie M est abélienne.

(b} La mono sous catégorie M coincide avec la catégorie L des
objets C-fermés de A.

(c) La mono sous catégorie M est localisante.

(d) L'ensemble F' topologisant et idempotent, image de F par
1'homomorphisme canonique d'anneaux unitaires o de A dans
A' = A/FA, vérifie F' = {A'} .

(e} La mono sous catégorie M cofncide avec une sous catégorie Ca
pour un idéal bilatere a fortement idempotent & gauche de A,

(f) L'ensemble F coIncids avec 1'ensemble FS topclogisant et idem-

potent constitué par les idéaux & gauche de A qui rencoatrent

une partie multiplicative S telle que @ = 1-S soit un idéal

bilatére fortement idempotent & gauche de A.
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En outre, si ces conditions équivalentes sont vérifides, a = FA
et M =1L = Ca'

La condition (a) entraine en particulier que tout monomorphisme dans M
est normal. D'aprés la condition 1-(d) de la proposition 5-5, la caractéri-
sation des objets C-fermés, exprimée par la condition 2-(a’) de la proposition
4-2, montre que tout objet de M est C-fermé Ainsi (a) implique (b).

D'aprés la proposition 7-3, la condition (b) entraine M' = L', Puisque
A' est un objet de M' , c'est aussi un objet de L'. Tout idéal a gauche I'
& A' est aussi un objet de H' et par suite de L'. I1 en résulte que 1les quo-
tients A7I' sont des objets de M', ce qui entraine F'(AYI') = o. Les éléments
I' de F' étant caractérisés par la condition F'(A'/I')s A'/I', il en résulte
F' = {A'} . Aussi (b) implique (d).

La condition (d) entraine M' = L' = A' et en posant a = FA, la praposition

7-3 implique M = C . Puisque Ca est alors une mono sous catégorie de A, le

a.
théordme 6-7 entraine que a = FA est un idéal bilatére fortement idempotent
a gauche de A. Ainsi, (d) implique (e).

Il est immédiat que (e) implique (a). L'équivalence de (c), (e) et (F),

résulte du corollaire 6-8, ce qui acheve la démonstration.

8 ~ Applications & 1l'essentialité et 2 ses généralisations.

8-1 - Caractérisation de certains ensembles topologisants.

Etant donné un anneau unitaire A et un ensemble F topologisant, mais
non nécessairement idempotent, qui est associé & une sous catégorie fermée C ,
la proposition 3-2 donne une caractérisation de 1'ensemble E topologisant et
idempotent engendré par F, associé & la sous catégorie localisante E.engendrée
par C.

Il est immédiat que ;-contient les ensembles topologisants F? (3).
I1 peut arriver que F coIncide avec 1l'une de ces puissances de F, par exemple

avec FZ.
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L'étude de cette situation a été faite par Tisseron.

Pour tout objet M de A et tout sous objet N de M gui détermire une suite

exacte

u u' .
0—= N > M >MN/N—>0

soit B;(N) le sous objet de M contenant N, rconstitué par 1°image réciprogue
par u’', de F(M/N).

La condition M = Bg(N] signifie que M/N est un objet de C et la condition
N = BE(N] signifia que F(M/N) = o, c'est-a~dire que M/N est un objet de la mono
sous catégorie M de A, associée 3 F.

De plus, tout ensemble F topolagisant, vérifie [B?]n = Bgn pour tout objet
M de A.

Les conditiumaz‘; =N . el [B?]n = [B?]n*]'pourtout objet M
de A, sont équivalentes. Lorsqu’il en est aussi : [B?}n = 8;n = B%.

8-2.Apoplications & 1l'essentialité.

Pour tout anneau unitaire A, l'ensemble F, des idéaux & gauche de A
gssentiels dans A est topologisant. Il n’'est pas nécessairement idempotent.
mais Tisseron a montré que F, = FE.

Scient Co et T ‘a sous catégorie fermée et la sous catégorie localisante,
associées & Fo ot A Fo = F2.

Soit Ms la mono sous catégorie de A associée a Fo ou a Fe, caractérisée
par les objets M de A vérifiant 1'une des conditions équivalentes FeM = o ou
;;M = 0.

Soit Le la sous catégorie pleine de A des objets purs de Me ou des objsets
E;-fermés de A,

Si N est un sous module essentiel de M, ce qui sera notéd : NAM, il est

facile de vérifier que M/N est un objet de Ce et que réciproguement, cette

condition entraine NAM, si N contient FeM.
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Les résultats rappelés ci-dessus sont applicables. Par exemple, en
posant BT ;'Bpoet'ég = 620 » 11 en résulte : [eﬂ]z = Eg.

Si N contient Fei1, la conditicn BT(NJ = M, qui exprime que M/N est un
objet de Co, est donc équivalente & NAM. En particulier, dans Mo, les conditions
BQ(NJ = M et NAM, sont équivalentes.

Si M est un objet de Mo, les conditions équivalentes N = Bw(N) et
N = EQ(N], signifient, d'aprés la proposition 5-5, que le monomorphisme
u: N—=>M est normal, c'est-a-dire que N est 1l'image de u dans Me, ou que
N est un sous objet normal de M dans Mo.

Plus généralement, si M est un objet de Me, le corollaire 5-2 montre
que~év[N) est 1'image du monomorphisme u : N->M, dans la catégorie Me.

La caractérisation de Lo fournit un autre exemple d'application.

Si L est un objet de Lo, soit M un objet de A, tel que LAM. La relation
FoL = FoMAL = o, entraine FoM = o qui montre que M est un objet de Me. D'aprés
ce qui précéde, M/L est un objet de Co et par suite de Eo. La proposition 4-2
montre que L est un facteur direct de M, ce qui entraine L = M, Ainsi, tout
objet L de Le n'admet pas d'extension essentielle propre, ce gui montre que
L est injectif dans A.

Le corollaire 4-6 montre que tout injectif Q de A tel que FoQ = o, est un objet
e Leo.

Ainsi, Le est la sous catégorie pleine de A caractérisée par les objets
Q, injectifs dans A , tels que FoQ = o.

La recherche de conditions pour que Me soit abélienne, donne un dernier

exemple d'application.

Si Me est abélienne, le théoréme 7-4 entraine Me = Lo = Ca=A'r en posant
a = F;A et A' = A/a, D'apreés ce qui précede, 11 en résulte gue tout A'-module

a8 gauche est injectif. L'anneau A' est donc semi-simple
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Seit F' 1’image de Fs par 1'homomorphisme canonique p : A —> A'.
Les éléments I' de F' sont les idSaux & gauche de A', tels que px(A'/I")
soit un objet de'_C-ou Si A' est semi-simple, tout idéal & gauche I' de A' est
facteur direct (2], ce qui montre que A'/I' s'identifie & un sous objet de
A’, dont 1'image par px est un objet de Me, puisque c'est un sous cobjet du
A-module & gauche A' qui est un objet de Me. Il en résulte que px(A'/I")
ne peut étre un objet de_Eo que s'il est nul, c'est-a~-dire si I' = A', ce
qui entraine F' = {A'}. Le théordme 7-4 entraine que Me est abélienns.
Ainsi, pour que Me soit abélienne, il faut et il suffit que 1'anneau
A’ = A/EaA soit semi-simple.

Ce résultat a été obtenu de fagon.différente par Leclerc.

8-3. Interprétation des généralisations de 1l’essentialité.

Soit I un ensemble d'idéaux 2 gauche d'un anneau unitaire A, vérifiant
les axlomes de Sanderson (3). Il est facile de vérifier que I est un ensemble
topologisant et idempotent.

La ‘relation de I-essentialité étudiée dans (6) et dans (5), notée
N%M, peut étre caractérisés par les conditions :

NAMet M/N est I-négligeable.
Soit C; la sous catégorie localisante de A, associée a I.

S1 N contient FoM, la condition NéM équivaut & : M/N est un objet de Ce

et de ng c'est-a-dire de la sous catégorie fermée C, associée & 1’ersemble
topologisant F défini par : F = L NFo.

Ainsi, lorsque N contient FoeM, il y a équivalence des conditions suilvantes :

(a) NgM

(b} M/N est un objet de C.

(c) M = BN,

Cette remarque peut fournir une interprétation utile de la relation de

I-essentialité.
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