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NOMBRES TRA!S!SFINIS RELATIFS ET RATIONNELS 

F. LATREILLE 

1°) Introduction») 

Sierpinski a montré que tout ordinal Ç non nul peut, et cela d'une seule 

manière, se mettre sous la forme d'une somme finie de puissances décroissantes 

de m nous écrirons : 
a. 

a-, K 
Ç = n^w 1 n^a) (forme normale) 

n l ' ' # , , l \ étant des nombres naturels non nuls, et ai,..., ^ une suite stric

tement décroissante d'ordinaux. 

Hessenberg a défini sur les ordinaux ainsi écrits des cpérations ccmmutatives 

dont la définition est formellement celle des polynômes. Ces cpérations sont 

distinctes des opérations ordinales ; ainsi : 

(3w 2+l) + (u>+3) = 3w 2+u)+4 (addition naturelle) 

alors que (3u)2$l) $ (oo$3) = 3u 2jw$3 (addition ordinale) 

de même, (3(o2+l) x (OH-3) s 3 W 3 + 9 UJ2+U>+3 (multiplication naturelle) 

alors que (3u)2$l) g (o^3) * 3 w 3 $ 9 œ 2 $ l (multiplication ordinale) 

Cependant il y a identité pour les somme3 de puissances décroissantes ; 

ainsi tout ordinal est égal à la somme, au sens de Hessenberg, des termes de 

sa forme normale (l'ordre peut alors être pris quelconque). 

Sikorski a défini, à partir de certains ensembles d'ordinaux stables 

pour les opérations naturelles, des ensembles ordonnés de structure algébrique 

simple (anneaux et corps) mais dont les propriétés relatives à l'ordre sont  

Cet exposé suppose connue, au moins sommairement, l'arithmétique classique des ordinaux ; le? autres 
notions seront introduites en temps utile. 
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intéressantes. Ainsi sous une certaine réserve relative à l'ordinal y , on 

démontra : 

1°) pour qu'une partie X de l'anneau C^ soit bornée, il faut et il 

suffit que Card X < Card C . 

2°) pour qu'une partie bornée X du corps W ait un point d'accumulation, 

il faut et il suffit que Card X = Card W . 

Il semble en outre que les anneaux (dont le type d'ordre est dispersé) 

contiennent tous les ensembles totalement ordonnés de type dispersé. Cette 

hypothèse avait déjà été formulée par M. FRAISSE mais nous n'en possédons pas 

encore de démonstration définitive. Par contre nous avons pu résoudre plusieurs 

questions relatives soit aux opérations soit à l'ordre ; par exemple : 

1°) dans C^ , tout nombre possède une décomposition en produit fini 

de nombres premiers, unique à l'ordre près ; 

2°) dans , il n'existe aucun nombre entre les entiers et les — (n£|\Q 

2°) Définition des nombres transfinis rclatif s C*). 

D'après le théorème précédemment cité de Sierpinski, tout ordinal autre 
/ c i . . .o.\ 

que 0 peut être identifié à la suite double(( de ses exposants et 
V nj...n|^y 

de ses coefficients avec les conditions c i i>...>a. et n i,..., n, £ N-{0 } 

Nous appellerons transfini relatif toute suite double f a ï " * a M ^ 
* ni.. . n ^ / 0 0 

a i # . . . f O ^ est une suite strictement décroissante, donc finie, d'ordinaux, 

et ni,...,n^€ Z-{0} la suite double vide sera notée 0. Pour faciliter certains 

calculs il pourra nous arriver de permuter les termes (c.à.d. les couples 

(ce^rij)) ou d'adjoindre des termes nuls (c.à.d. de la forme (a, C)). 

Notons qu'en groupant les termes dont les coefficients- ont même signe 

on fait apparaitre la possibilité de considérer un transfini relatif comme 

couple d'ordinaux n'ayant pas d'exposants communs, ou encore comme classe 

de couples d'ordinaux obtenus à partir du précédent par adjonction de termes 

. • •——— -~~— 1—— 
6*) Terminologie et mode de définition de M. FRAISSE. 
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égaux quelconques. 

Nous identifierons les ordinaux aux transfinis relatifs à coefficients 

tous positifs, [Mous additionnerons les transfinis relatifs comme les polynômes : 

soit a = f a i ' " a K \ et b ^ 1 * " ^ k ) j si un 3. ne figura pas dans la sui^c 
\ n l - - - n

k U . \ m 1 . . . r r k / J 

des ou, le terme [ - j sera placé dans la suite dos termes de a de miniers 
m j 

à conserver la décroissance de la suite supérieure ; si un 3^ est en même 

temps un a^, on ajoutera nu à n^ Cet on supprimera le terme dans le cas où 

m j + P i = L G S P r o P r : ^ t s s de cemmutativité et d'associa tivité sont é v M e n t e s ; 

• est neutre ; tout nombre a un opposé : les propriétés de la loi de jrro^ne 

sont satisfaites. 

Proposition 1 s pour tout ordinal y » l'ensemble des transfim's relatifs 

d'exposants <y est un groupe. Notons que tout; trans?:*ni relatif 

est égal à la somme de ses termes. 

Mous conviendrons de declarer positif tout nombre dont le 1° coefficient 

est un entier positif, et de déclarer a supéripur à b si a-b est pc ritif. 

NCL:S multiplierons les transfinis relatifs comme les pclynom?s, on 

prenant soin d'appliquer aux expesants l'addition commutative qui vient 

d'etre définie (ce qui implique de les considérer eux-r.'mcs comme des 

transfinis, ce qui a été convenu D^^-éd^mment} . Nous nmivons d'ailleurs 

rous ccnt?nter de poser C a] c(^) = [
a*'J^ et de oosluler la di l>tr: butivitâ • 

n m :f7i-

L'i cemmutativité et 1' associativity étant évidentes, les propriétés de la 

loi d'anneau sont satisfaites. 

P^c?n?.ftior> 2 : pour tout ordinal <)>, l'ensemble des trensfinis relatifs 
As 

d'exposants <u> est un anneau. 

Cet anneau, que nous noterons , est unitaire et intè^rct*). 
-lîkmrsWLs'étrdî.^-que Iz^casr oô i .x j><»«*r >m - o r d k ^ J r j 5 t i £ l , _ $ c \ t rf> **• ; 51 note* C t pour . 7 ^ . 
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et o, 

Nous conviendrons enfin de noter w pour ( ̂ ) ; alcrs J 3 vient : 

V n i - - - n k / 1 K 

3°] Prooriét.-ls d ^ tronn-P:: ni s relatifs, 

T'^n^rmo 1 : Scit a un transfini relatif quelconque de dogrê A a ; soit 

l'ordinal O ) C W Y ) : 

(а) a a un précèdent et un suivant immédiats : ce sont a-1 et a*l. 

(б) il existe des ordinaux $ tels que a € Z ^ . 

(y) il existe un ordinal <j>i tel que a £2 +1 ot a J.Z. ; de pl^s 

il existe des entiers s,r 1,...r % et des transfinis a x,...,a 
s 

tels que 
s r. 

a = Y1 e.î> x 

i&) il existe un entier t et des ordinaux 4>y...<f>£ tels que 

a C 7 [ ^ ---«il 

Ce] a est e^al au produit d'un nombre fini de transfinis relatifs 

pi-srnisrs, et cette factorisation est unique aux signes près 

et à l'ordre dos facteurs près. 

Thgçr^.r.g 2 : Scit X un ensemble quelconque de transfinis relatifs : 

Ce] il existe de? hr^r.rrPiris relatifs qui majorent X et des transfiris 

relatifs qui le minorent, 

(33 il existe des ordinaux 4> tels que X C Z ^ 

(y) supposons X C Z . ; X est borné dans Z. si et seulement si 

l'enr^nble d r js degrés da ses éléments non nuls est majoré par 

(f> 
un ordinal <iù . 
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(ô) supposons X C Z ^ avec <J> régulier st infini • X est borné 

dans Z A si et seulement si card X<cardZ, . 
9 <f> 

te) supposons X C Z X avec <}> régulier et infini ; X est borné dans 
<P 

(* *) 

Z A si et seulement si son caractère est «b. 

Théorème 3 : Soit <J> un ordinal régulier, et (a^)^ r une <j>-suitG de trans-

finis relatifs. 

(a) de la <J)-suite ta^) on peut extraire une sous-<J>-suite constante 

ou une sous-<j>-suite strictement monotone. 

(B) si la <{>-suite (a^) est strictement croissante Cresp. décroissante) 

il existe une <t>-suite (b^) strictement décroissante (resp. 

croissante) et adjacente à la précédente. 

Théorème 4 : tout anneau commutatif totalement ordonné de caractère f contient 

un sous-anneau isomorphe à Z,. 

4°) Nombres transfinis rationnels. 

Les anneaux Z^ étant intégres, chacun peut être plongé dans son corps 

des fractions Q . Nous appellerons donc transfinis rationnels les couples 

de transfinis relatifs étrangers (c.à.d. sans diviseurs communs - cf. t h e l e ) 

Tout transfini rationnel appartient à un corps ; les opéretior.2 su** ces 

nombres sont donc bien définies ainsi que leur comparaison 

Nous appellerons degré du transfini rationnel z = ~ le tranefini 

relatif à = Ax-Ay. 
Théorème 5 : aucun transfini relatif n'est compris entre les entiers et 

l'ensemble des - C n £ N - { 0 } ) . 
m n 
(*) Un ordinal est dit régulier si toute partie non majorée de ^ ( c . à.d.tout ensemble d'ordinaux ayant <f pour 

borne supérieure stricte) est isomorphe à cp ; exemple : 6> est régulier. 

On appelle caractère (final) d'an ensemble totalement ordonné A ls plus petit ordinal cp tel qu'il existe 

une cp -suite co-finale à A ( c . à.d, une partie son majorée de A Isomorphe à rs ) ; tout car- ict^-e ost un 

ordinal régulier. 

(**X) si Cp est régulier , <TvV « Cf donc <f = \Jf. 
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]h (^ ) 

Théorème 6 : Soit <j> et 4, deux ordinaux tels que $ » c/ et X \:r.e partie 

de Q : : 

(a) X est borné dans 3^ si et seulement si l'ensemblp des degrés 

de ses éléments non nuls est majoré dans Z, . 

(3 ) si X est minoré par 0,X admet 0 peur borne inférieure si et 

seulement si l'ensemble des degrés de ses éléments n'est p a s 

minoré dans Z, . 

(y) si <p est régulier et supérieur à 03, alors X borné, 

card X = cardZ^=^>Xa a un point d'accumulation (c.à.d. de toute 

f-suite bornée dans Z, on peut extraire une sous - 9 " s u i t e 

convergente). 

Remarque : (y) est faux pour <f> = • (pas de Bolzano-Weierstrass dans Q 3 Q ) 
o 

Théorème 7 : tout corps commutatif totalement ordonné de caractère <J> contient 

un sous-corps isomorphe à Z^ , 

Manuscrit remis le 31 janvier 19*57. F , LATRETJLLE 

Faculté dos Sciences 

de MfcrœUle. 

( * ) Sikorski note W„ pour Qco . 

r ^ 


