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UNE APPROCHE DE LA CONSTRUCTION D'UN MODELERPENOf^RABLE PCUR 
POUR LA THEORIE DE ZERMELQ-FRAENKEL 

J.F, PABION 

Introduction. 
Que l'on envisage la théorie de Zermelo-Fraenkel (ZF), ou la théorie des 

classes de Bernays- Godel, il s'agit de théories formalisables dans un calcul 

du premier ordre, de base quelconque, comportant suivant les présentations un 

ou deux prédicats (appartenance, ou appartenance et égalité) et engendrées par 

un ensemble d'énoncés clos. D'après le théorème de Lowenheim-Skolem £ 2 J , 

ces théories sont réalisables sur un domaine dénombrable. En d'autres termes, 

si elles sent compatibles, il en existe des modèles dénomb^ables. 

Choquant au premier abord - on l'a appelé paradoxe de SKolem -, salué par 

les intuitionnistes comme un nouvel argument contre les formalistes, le résultat 

signifie simplement qu'on ne pouvait s'attendre à trouver un contenu absolu 

dans les formalismes. Même la notion de cardinalité devient relative, et le 

"paradoxe" révèle seulement une hétérogénéité totale avec la notion de car

dinalité intérieure à un modèle, et celle qu'on peut voir inscrite dans le 

matériel ayant servi à sa construction. Depuis, les "modèles dénombrebles" 

sont intervenus, du moins par leur existence, dans plusieurs démonstrations -

citons, parmi les plus récentes, le travail de Cohen sur l'indépendance de 

l'hypothèse du continu-. Nous ne sommes pas sûrs qu'un modèle ait jamais été 

totalement explicité, au sein d'une théorie éprouvée. 
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Dans ce qui suit, nous construirons, par un procède non effectif 

au sons rigoureux de récursif, mais cInirement explicite à l'aide d'un 

matériel modeste, un modèle pair une théorie plus faible que ZF, quoi 

de structure assez voisine : 

Qifh : N o U 3 testons la description du calcul des prédicats faite dans 

[l] . On pourra trouver les axiomes de ZF dans [ s ] . Les théories de 

Bernays-Go^l sont décrits dans [3] et [B^. 

1 ° ) - Symboles: nous nous plaçons dans le calcul de prédicats restreint 

du 1er ordre., sans égalité. Outre les signes ingiques (connecteurs du 

calcul prépositionnel et quantificateurs) et les signes imprepres 

(signes de ponctuation), notre alphabet contient : 

- un ensemble dér>c:nhrabie de variables x,y,z... 

- un ensemble infini d'individus î 0 Dans I, un individu distingué n c t é a o . 

- deux prédicats de poids 2, ri et rf . 

Nous introduisons les conventions d'écriture suivants : 

x 6y sera mis pour r^xy , x * y pour rj xy,x^y et x / y représentent 

l(xf.y) et 1 (x=y). 

xCy est une abréviation pour : 

Vz [ z £ x •+ z £ y"] 

Regfx) représente la formule : 

3 y [ y e x ] y x = a o 

"Reg" est le début de £6g£[lis£ : la formule précédente est appelée à 

caractériser les "bons ensembles", qui seront, scit non vides, soit 

égaux à Q>. 
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2°) - flxiomes propres : 

groupe 1 : * V x[x = x] 

* * V xy[x = y ] -MFfx)*-^ F ( y ) ) , ^{t) éi:ant u n e "pcrmule à u n G 

variable libre t, ne contenant ni x ni y. 

groupe 2 ; 

a - ̂ xy [^t[t£x] C x = y ^ x C y A ycx)^ 

b - V xy[Reg(x)AReg(y}-> 3z Vt[tez<e^t=x v t=y ]] 

c - V x 3 yVz[Reg(z)-^ (3u|yex * z £U>->zey) ] 

d - Vx 3yVz[ Reg(z)~> Czcx^z€y)j 

f - y x [ x/a cj. 

groupe 3 : il contient les axiomes dits "du choix" et "de l'infini". Nous 

les écrirons en temps utile. 

groupe 4 : Il se réduira ici à un cma correspondant au schéma de S é p a 

ration : 

Pour toute formule F(x) à une variable libre, ne contenant que des quanti

ficateurs bornés (ou typiques, dans la terminologie de Bourbaki), l'énoncé suivant 

est un axiome : 

( ) V y lz Vx[Reg(x) •> (FCx) A x£y<e^x£z)] 

Le couple de parenthèses initiales signifie qu'on prend la clôture univer

selle de l'énoncé qui les suit, 

3°) - Lien avec Z-F. 

Le groupe 1 contient les axiomes de l'égalité. L'égalité n'est donc pas ici 

une abréviation mais une notion primitive. 

Le groupe 2 contient des formes altérées des axiomes d'extensionnalité, de la 

paire, de réunion, de l'ensemble des parties. Les altérations proviennent d'in

jections d'hypothèses de régularité dans b, c, d, tondis que a est compatible 
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avec l'existence d , Matomes", ou ensembles sans éléments qui ne sont pas nénessairemer 

l'ensemble vide. 

Le groupe 3, qui n'a pas été explicité encore, contient sans modification 

les axiomes du choix et de l'infini £ous l'une des formes classiques. 

Le groupe 4 contient le schéma de séparation doublement altéré : par 

l'introduction du Reg(x) et par restriction de l'ensemble des formules admissibles. 

Il manque le schéma de remplacement, mais ce dernier n'intervient que dans 

des questions assez "avancées", comme l'utilisation des définitions par induction 

transfinie. 

Remarquons que les altérations introduites peuvent être exorcisées par 

l'adjonction de l'axiome suivant : 

V x [Vy[y/x] x = O o ] 

Cependant, le modèle que nous construisons exploite au contraire la per

mission d'introduire des "atomes", soit des éléments irréguliers : 

" Construction d'un modèle pour Z' : 

1 ° ) - Notion de modèle : 

Nous utilisons ici une adaptation algébrique de la notion traditionnelle 

de modèle. Etant donnée une application quelconque h de l'ensemble A des énoncés 

élémentaires (de la forme a£b ou a=b) dans l'ensemble U = {o, 1}, on dSmontre 

qu'elle se prolonge de façon unique en une application h de l'ensemble des 

énoncés dans ÎJ, de telle sorte que les liens logiques prennent leur valeur 

usuelle. De façon précise, U est une algèbre de borile isomorphe àtP[0). Quels 

que soient les énoncés A,B on a : 

h(AAB) = hCA).h(B) , hClA) = l--h(A) etc.. 

et hC3x[Cx/a)A]) • Sup Ti((b/a)A), h(Vx[(x/aîA] ) = Inf hCCb/aîA) 
bel bel 
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ai 

Si h(A) * 1 , on dit que A est valide (plus précisément h-valide). L'ensemble 

des énoncés valides est évidemment compatible, et constitu d'ailleurs un 

système déductif complet, appelé validation. 

Nous allons opérer en deux étapes : 

1 ) - nous construisons d'abord une théorie T . 

2)~ Par restriction de l'ensemble des symboles, nous dégagerons une vali

dation \t dans laquelle les axiomes de 2 f sont valides. 

2°) - Construction de T: 

a a)- Définitions : 

Nous prenons comme ensemble d'individus l'ensemble N des entiers naturels. 

Outre les prédicats £, s, déjà considérés, nous introduisons : 

un prédicat de poids 2 rl 

un prédicat de poids 3 r^ 

une suite de prédicats de poids 1 t r i > i > 0 

L'ensemble de tous ces symboles et des symboles logiques est dénombrable 

(et par ailleurs "effectif"), donc peut être mis en correspondance biunivoque 

avec un enssmJle d'entiers strictement positifs. Chaque assemblage s0si...s 

est alors caractérisé par son numéro de Go del : 
s 0 si s 

Po Pi ...P n 

où est le nombre associé à , et P 0 le ième nombre premier dans l'ordre 

naturel à partir de P e=2. 

Posons a = 3° pour n̂ -o et 6 - 3 R 5 m (n>o , m^l) n K nm 

Notons que tous les a et les 3, , sont distincts deux à deux, et qu'aucun 
n Kl 

n'est un nombre de Godel . Ce sont les deux propriétés dont nous nous servirons, 
e 
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Définition : Soit x une variable fixée une fois pour toute 

Appelons formule de rang.K toute formule du type suivant : 

(rGx v r±x v...vr^x) A F(x) , F(x) étant une formule quantifiable 

par x arbitraire, 

désigne l'ensemble des numéros des formules de rang K. 

Les B^ sont tous infinis et deux è deux disjoints, 

b)- La théorie A: 

Introduisons les énoncés définis comme suit : 

Pour tout entier n : n=n ,l(r|nn) 

quels que soient n,m avec n<m : l(n* = m), r£nm, Krfmn) 

quels que soient n, m, P : 

si p égale n m : r|nmp 

sinon : Ifr^nmp] 

Ainsi, le signe ^représente l'égalité usuelle, le signe rl l'inégalité 

stricte et To la fonction exponentielle (dans IN), 

Le système déductif engendré par les énoncés sera désigné par A . 

Soit V une validation quelconque contenant A (il suffit de prolonger 

arbitrairement le système de valeurs de vérités amorcé ci-dessus). 

V contient les axiomes de l'égalité (groupe I) et aussi les énoncés 

suivants : 

V x [ l Crloxî] 

et pour tout n>o : V x [ r£ x n ^ x = o V x=l v ... V x=n-l] 

Nous appelons w-théorie un tel système déductif. La fonction x^ étant 

représentable au sens strict dans V (par la formule rl xyz), en démontre que 

toute fonction récursive est strictement représentable dans V (et même 

représentable par une formule fonctionnelle). 
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A* sera le système obtenu par adjonction aux hypothèses de A des énoncés 

suivants : 

Pour tout n , né a, et n é. g, - (quels que scient K et t) 
i K ' fJL 

Pour tout n : 

si n est dans B. ou si n est a . : r. n 
K K K 

Dans tout autre cas : 1 (r. n) 
k 

un individu n sera dit de rang K si A h r. n : c'est donc, soit le numéro d'une 
K 

formule de rang K, soit C L . 
K 

Définition : Soit S un système déductif quelconque. 
A 

S désigne la validation définie par le système suivant de valeurs 

de vérités : 

Pour tout énoncé élémentaire U, on pose h(U) = 1 si S Hj, h(u) « o 

sinon. 

Si S est engendré pour un ensemble danoncés élémentaires ou de négations 

d'énoncés élémentaires (comme A ou A ), alors S C S . 

c)- La théorie T: 

Définissons par ânduction une suite T de théories embcités, qui tcutgs 

sont engendrées par des énoncés élémentaires eu des négations de tels énoncés. 

On se donne une suite v 0 i V i n v 2,...,v d'entiers naturels (qui sera parti-

cularisée plus tard). Pesons T 0 = A* 

Supposant déjà définie, s'obtient par adjonction des hypothèses 

suivantes : 

(1) Pour tout a dans et tout n, a représentant F(x) : 

Si T^h F(n), on introduit nca 

(2) Quand ceci est fait pour tcut a dans B^ et tout n, scit a dans B^ : 

S'il n'existe aucun n de rang K tel que n£a ait été introduit, en introduit 
a. G a. k 
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(3) Après toutes les opérations tu type (2), considérant a dans B^* il 

existe un ensemble (éventuellement réduit à a) d'entiers auxquels ont été 

attribués les mêmes "éléments" qu'à a. Rangeons les dans l'ordre naturel : 

&o $ 9 &2 >••• * a^,••• 

Si l'un des figure dans cette suite, on permute le premier d'entre eux 

avec a G-

D'où une nouvelle suite : 

aô,a|,a2* • • , • • 

On introduit enfin les énonces suivants : 

Ki K 2 , N ± 1 

(4] Quand tout ceci a été "fait", peur tout a dans B^ et tout n tel que 

n€a n'ait pas été introduit jusqu'ici, on introduit n£a. 

Enfin on pose T - I^JT 
n^o 

Remarques : 

a- si a est dans B^, l'attribution des valeurs de vérités aux énoncés de la 

ferme n£a se fait dans le passage de T, à T, La formule x£a est décidable 

dans T, i. k+1 

g- Tout élément de autre que ct̂  contient au moins un autre élément de 

rang k grace à l'opération (2). 

y- si a est dans B^, tout élément de a est de rang ^k, ou est un 

6- deux individus a et b de rangs déterminés et dont l'un au moins n'est 

pas"vide" ont les mêmes éléments si et seulement si ils sont égaux (en vertu 

de (31). 

e- Pour tout a dans B^, il oxiste un a' dans qui a exactement les 

éléments attribués à a dans les opérations (1) et (2) : puisque ai est in

changé dans (3). 
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3°)- Le modèle \J\ 

C'est une validation ainsi définie : 

- l'ensemble E des individus est formé de B. auquel on adjoint les 
i>o 

a k et les g^. 

- en conserve seulement les prédicats = et £. 

- l'ensemble des énoncés élémentaires de ce langage est inclus dans 

celui de T: en prend la valeur 1 pour les énoncés élémentaires qui sont déduits 

dans T, o pour les autres. 

Ainsi l'égalité est toujours représentée strictement par la formule x » y. 

Proposition : Les axiomes de Z' sont valides dans V. 

a)- Axiomes du groupe 1 

C'est immédiat, la formule x== y représentant strictement l'égalité. 

b)- Axiomes du groupe 2 : 

Manifestement Vx[x^a0] de même que \/x[x^a^ et Vx[x^8^"j sont déduits. 

axiome d'extensionnalité : résulte de la remarque <5 ci-dessus. 

axiome de la paire : on doit montrer que quels que soient o et b, 

l'énoncé : Reg(a)/lReg(b)-^ 3 x V z [zex <H>z=a V z=b] est valide 

Soient a et b dans E. Si a ou b non réguliers, c'est trivial. 

Si a et b sont réguliers, ils ont en particulier un rang déterminé. Soit 

n le rang maximum. Soit Ftx) la formule de rang n et de numéro c : 

(rGx v rjxv ... v r nx)A (x=a V x=b) 

Les éléments de c sont attribués dans le passage de T à T , : 
n n+l 

Au cours de (1), c reçoit a et b exactement. 
Au cours de (2), rien de plus d'après le choix de n. 

Dans (3), on exhibe un c' qui a les propriétés requises, c'est-à-dire tel 

que l'énoncé : 

V z [ z c c ' f ^ z = a V z=b "] soit valide. 
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Nous avons fait on déteil la démonstration dans C G cas, les démonstrations 

sont analogues pour les autres axiomes du groupe 2 : 

Pour l'axiome de réunion : 

Si a est non régulier, tout élément vide vérifie la définition do la réunion 

des éléments de a. 

Si a est régulier et de rang n, on introduit la formule de rang n + 1 . : 

(r0n v ... v r jX] A 3 y[yea A xcy"] 

Pour l'ensemble des parties, considérer la formule : 

(r cxV ... v r

n + 1

x î ^ txCa) 

c)- Axiomes du groupe 3 : 

L'axiome de l'infini peut être exprimé par l'existence d'un ensemble 

contenant les entiers naturels, ces derniers étant définis du point de vue 

crdinal comme la suite suivante d'ensembles : 

0, {0} ,{&{0}} , etc.. 

L'axiome prend donc la forme suivante : 

3 X [ V y [ # € X A y£X -¿7 yj{ y fexj] 

En fait, dans notre langage, nous n'avons rien pour représenter des 

fonctions telle que AVB, ou {A}. Il faut donc remplacer ces fonctions par 

leur définition, d'où la forme sous laquelle nous prendrons l'axiome : 

3 x V y [ a 0 £ x A (y£x—*3z[zo< A V t [ t<Tz<̂ -v t€y v t=y]] 

Définissons une suite d'entiers u0,ui,...,u ,... de la manière suivante : 

u 0 = ot0 

uj » numéro de (rQx /[ x=u0) 

•*-•«••.••••••••«•••••••••• 

U , « numéro de ( T 0 X A (x=u0 x=u v ... v x=u )) 
n+1 n 



Construction d'un modèle dénombrable 25 

- Tous les u^ sont de rang 0 

-leur ensemble est manifestement récursif. 

Il existe donc dans le langage de J une formula f:(x) à une variable libre 

[qu'en peut toujours supposer être x) telle que : 

A H N(p) 4—^ p est l'un des u^. 

Convenons que dans la construction de T la suite V j,..•,v ,... a été \. 

particularisée en la suite u Q , u 1 * • . . , , . . • 

Il en résulte que pour tout n^l, l'énoncé : 

V x T x £ u 4r^rx * u 0 v x = u 1v...Vx = u ."J est valide dans V . 

Soit alors la formule de rang o : 

r 0x A N(x), de numéro r\ . 

Les éléments de r\ sont attribués dans le passage de T 0 à Tj t dans 

l'opération (1) il reçoit exactement les u^, dans 1'opération (2) rien de plus, 

et dans l'opération (33 on détermine un individu u qui a exactement pour 

éléments les u^. Cet élément remplit manifestement les conditions requises par 

l'axiome de l'infini. 

L'axiome du choix s'exprime simplement scus forme dite plutiplicative : 

pour tout ensemble disjoint il existe un "ensemble de choix". En formule : 

Vx[VuYfuGXAV€x^Vw[w^jvw^v]]-^ 3y Vz[zexA3t[t£z! > 

3u [u GyAuéLz A VviyeyAVez —^ v = u ] j ] 

Scit a dans E. 

Si a est vide, tout individu est un ensemble de choix pour a. 

Sinon, a est régulier, de rang n. Soit F(x) la formule de rang n+1 et de 

numéro b : (r0x r1xV... Vr n + 1x) A 3 z [ z £ a * x e z A V u[r§ u x - ^ u ^ z j j 

Les éléments de b sent attribués dans le passage de T . à T 
K fo n+1 n+2 

Au cours de ( 1 ) , b reçoit exactement les individus qui sont le plus 
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Au cours de ( 1), b reçoit exactement les individus qui sont le plus petit 

élément d'un élément (non vide) de a. Oans (2), b reçoit éventuellement a 
n + 1 

qui n'est pas un élément d'un élément de a (puisque de rang n+1). Dans (3) 

on exhibe un individu b' qui est un ensemble de choix pour a si de plus a est 

formé d'éléments deux à deux disjoints. 

d)- Axiomes du groupe 4 s 

C'est le schéma de séparation» 

Avant d'établir sa validité sous la forme annoncée, introduisons quelques 

définitions. 
Définition : une formule F(x^,B0.,xp) de T, à p variables libres, sera dite 

bornée s'il existe n tel que quels que soient ai,ao,...,a dans TN, l'énoncé * p 
A A 

Fiai,a2*..•,a ) ait même valeur de vérité dans 7 et dans T . 
p n 

Définition : Une formule Flx]^...^ ) de T est dite faiblement bornée si quels 

que soient a^e^»... *a dans E, F(x x, .,.,x )A XjEajA ... Ax £ a est bornée. 
P P P P 

Toute formule bornée est faiblement bornée. 

Lemme 1 : La classe des formules faiblement bornées est close pour les connec

teurs 1, v , A 

Il suffit de le montrer pour Tôt Y . 
Soit F(xi,...,x ) faiblement bernée. 

P 
Prenons an,...,a dans E et considérons : 

1 P 
lF(x!,...,x ) A XiGai A . .. A x €a 

P P P 
Il existe p tel que quels que soient qj,q2#...#q î 

A /\ 
qj€ai A q 2 ^ a 2 A -.. A q £a ait même valeur de vérité dans T et T 

P P n 
Il existe m tel qu' il en soit de même pour Ftqj, ... ,q ) A qisa. A . . . A n ea 

P ^ P P 
Scit h = Sup {n,m} . 
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Si T ^FCqi,.. .q )A q^^i A ... A q £a 
A A 

T I— q}Ca1 a m % m A Qp^ap donc T£ V- q1£aj>/\. .. a q ca 
<^ A 

Si T^K F(qj, ..., q^), il en résulte I— F(q1,..., q ) A. q^a^ A . • . A Çpt a

p 

A A 

ce qui est contradictoire. Donc (T^ étant complète) v-~ n F(q 1 }...,q p) 

on raisonne de même on supposant lF(qi, ... ,q ) A q\EAIA . „. A qpÇ a p. 

Pour Y la vérification est plutôt plus simple encore. 

Définition : Soit a un individu, F(xî une formule quantifiablc par x. 

Les quantificateurs bornés 3x£a et Vxea sent définis cemme suit : 

i x€a représente 3x [ x€a A F(x)] 

représente Vx [ x£a-^FCx)] 

3 xea et VxGa sont mis en dualité par H . a sera appelé la borne. 

Lemme 2 : La classe des formules faiblement bornés est close pp.r les quan-

ficateurs bornés compte tenu de la dualité et de la stabilité pari 

il suffit de la montrer pcur3xca. 

Soit F(xi,..tJx ) faiblement bernée. Soit a dans E. 

Considérons : 
G(x2,*..,x ) ̂ xiTxiCaA F(xi,X2,...,x )] 

P P 
Donnons nous ao*...,a dans E et considérons : 

P 
GCxo,...,x ) A X 2 C 3 2 A . . . A X en 

P P P 
C'est-à-dire : 

3 xi [ F(xi,.. -*xp)A xi^a^l A x2Ca2A ... Ax^Ça^ 
Formule équivalente : 

3 xi F(xi,... ,x ) A xi£a A X26a2A... A x £ a ~i 
L P P P J 

de la forme 3 xi [ H(xi,...,x î] où H est bornée. Donc il existe n telle que 
P A 

quels que soient qi#q2»*«.#q » H(qi,...,qp) ait même valeur dans et dans T. 

Il en est de même de h G xil HCxi,q2, ...,q )"])
 s GUD hCHCcqi, ...,q )). 

P qcW p 
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Lemme 3 : Les formules élémentaires sont faiblement bornées. 

Par formule élémentaire, nous entendons une formule de l'un des types 

suivants : x£a , aex , xçy , xCx , et d'autre analogues, formées avec I g s 

autres prédicats (en fait toutes les autres sont décidables dès T0, donc 

bornées). 

Pour les précédents, il suffit de le vérifier dans chaque cas. 

Les cas a£x , xçy , x£x donnent des exemples de formules non bornées 

et faiblement bornées. 

Proposition : Toute formule dans laquelle n'interviennent que des quantificateur2 

bornés est faiblement bornée. 

C'est une conséquence immédiate de la conjonction des lemmes 1,2 et 3 

N.B. Dans le proposition précédente, il faut E N T E N D R E que la borné effecti

vement dans la formule, c'est-à-dire qu'on ne quantifie pas par rapport 

aux bernes de quantificateurs. 

Cette proposition est intéressante, car elle D O N N E une caractérisation 

qui peut être transportée dans V: on reconnaît,la restriction imposée à F(x) 

dans le schéma de séparation. Cela étant, scit F(x) une formule de ce type. 

On peut toujours supposer que la variable est x. Soit a dans E et considérons 

la formule F(x)A x€a 

C'est une formule bornée : donc il existe n 0 telle qu'elle ait partout 
A A A ,A 

même valeur dans T et T . Pour tout n tel que ThF(n)A nea , Th- nCa : donc 
no ' 

le rang de n ne peut dépasser le rang de a. Soit h = Sup{n0, rang de a}. 

Considérons la formule de rang h et de numéro b : 

(r exv ...v r^xÎA F(x)/\ xea 

Soit b l'individu qui contient exactement les éléments attribués à b 

au cours de (1) et (2). Les éléments réguliers de b' sont exactement les 

éléments réguliers de a qui vérifient F. 
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En réalité, il faut encore s'assurer que F(x) prend la même valeur de 
A 

vérité pour tout n de E dans T et dons t/. 

C'est vrai pour les formules élémentaires du type x » a, a£x ou x^a ; 

la propriété se conserve évidemment par les connecteurs du calcul préposi

tionnel, mais aussi par les quantificateurs bornés. En effet tn.it élément 

d'une borne étant un élément de E, il suffit de prendre la sup ou l'inf 

pour les éléments de E dans le calcul de valeurs de vérité. 

III - Conclusions : 

- Le modèle montre assez que la théorie Z' est compatible avec des 

phénomènes aberrantes du point de vue d'une saine théorie des ensembles. 

Aussi s'agit-il d'une théorie strictement plus faible que celle de 7Rrmc? 5 o -

FraenKel. 

L'affaiblissement du à l'introduction d'éléments "farfelus"^... un peu 

partout est fondamentalement gênante. Il n'en est pas de même do la restriction 

supplémentaire imposée aux formules de l'axiome de séparation : pr?t:î.nunment, 

les mathématiques classiques ont toujours fait un usage exclusif des quanti

ficateurs bornés. Il n'en va pas de même quand en énonce un théorème du type : 

"tout corps fini est commutatif " . fiais on peut aussi bien le cenridérer 

comme un métathécrème dont la signification serait : chaque fois qu'en se 

donne effectivement un corps fini, on peut démontrer qu'il est commutatif. 

Nous n'avons pas fait mention de l'axiome de rextriction Cou de fondement). 

En fait il a surtout un rclo esthétique et on peut très bien s'en passer. 

Mais il est facile de montrer qu'il est nié dans le modèle présenté ici : 

chaque ensemble est manifestement récursif, donc représontable par une 

formule E^(x) • 

http://tn.it
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Soit le numéro de (r0x V r.«v r^x)A o^ix). 

Les éléments de b, sont exactement ceux de B. [plus peut être un ). 

Tout élément non vide de (donc de b^î contient au moins un élément 

de rang K qui appartient donc aussi à B^ : c'est la négation de l'axiome 

de restriction. 

On voit d'ailleurs que b^€b^ est valide, ce oui nie une conséquence 

bien connue de cet axiome. 

Entre autres particularités, signalons qu'on peut reproduire l'argument 

de Russel pour prouver la non existence d'un ensemble universel (qui dans 

le modèle résulte simplement du fait que les éléments d'un ensemble ont 

leur rang berné), mais on ne peut reproduire la démonstration de Cantor 

sur la comparaison des puissances de E et 2 E. En fait, dans le modèle on 

peut montrer que tout ensemble's'injecte dans a) : grosso modo, ceci provient 

du fait que OJ représentant un ensemble recursif, il existe une formule qui 

représente dans T (comme dans toute validation contenant A) une bijection 

.de a) sur l'ensemble de tous les entiers. Moyennant une "traduction" dans V 

analogue à celle qui a été faite pour l'axiome du choix lo résultat s'y 

transporte. 



Construction d'un modèle dénombrable 31 

BIBLIOGRAPHIE : 

[ 1 ] Daniel PONASSE : Logique mathématique 
(cours polycopié de la Fac. des Se. de Lycn) . 

[ 2 J Daniel PONASSE s Une démonstration du théorème de complctude 

R. CUSIN et B. BCURTGT r Une démonstration du théorème de Lowcnheim-
SKolem. (Pub. du Dép. de Hath. Lyon 19G6 
t. 3 fase. 1). 

[ 3 ] E. EENDELSCN : Introduction to mathematical logic 

(Van Nostrana 1964). 

[ 4 ] A. GRZEGQRCZYK : Fonctions récursives (Gauthier-Villars 1961). 

[ 5 ] A. FRAENKEL et Y. BAR-HILLEL : Foundations of set theory (North 
"Holland 1958J . 

Manuscrit remis le 31 janvier 1967 J . F. PAEION 

Assistant 

L>cp?rtemer»t dc Mathtfrnatiqaes 

43 , bd du 11 novembre 1918 

VILLEURBANNE 


