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OBJETS QUASI-INJECTIFS DANS UNE CATEGORIE ABELIENNE
AVEC GENERATEUR ET LIMITES INDUCTIVES EXACTES

par C., TISSERON

Suivant une suggestion de G, Maury on remarque ici comment
certains résultats obtenus directement en [ 3] sur les objets quasi-
injectifs d'une catégorie abélienne avec générateur et limites induc-

tives exactes peuvent se déduire de la caractérisation dlure telle

catégorie donnée en [2] .

Rappelons que l'on démontre en EZ] qu'une catégorie
abélienne ID avec un générateur U et des limites inductives exactes
est équivalente 3 une sous-catégorie pleine € de la catégorie des
modules & droite sur l'anneau A = End(U},; liinjection I ¢+ € —™ Mod A
ayant un adjoint a gauche exact que l'on notera R, on a donc un
isomorphisme hom( RM,N) — hom(M, IN) pour des objets M de Mod A et
N de €, naturel en M et N qui induit un morphisme fonctoriel X:
lMod A — I.R ; comme C est une sous-catégorie pleine on peut tou-

jours supposer que CAM : 11 — RIM est 1'identité pour les objets de €,

ce que l'on fera dans la suite,

Notons qu'un monomorphisme de C raste un monomorphisme dans
Mod A et que I préserve les objets injectifs, ie un objet de C

injectif dans C est aussi injectif dans Mod A.

Rappelons encore qufun objet M d'une catégorie A est dit

quasi-injectif si pour tout sous-objet N > M de M dans A :
hom(i.M) : hom(M,M} — hom/N,M) est surjective

Les propositions suivantes sont bien connues pour une
catégorie de modules et on les démontre pour D en se plagant dans la
sous-catégorie C de Mod A équivalente 3 D.
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1 - Lemme : " a) Un morphisme N — M de C est une extension essen-
" tielle de N dans € si et seulement si IN — IM est une extension
" essentielle de IN dans Mod A,
" b) Un objet M de C est gquasi-injectif (dans €) si et

" geulement si IM est un obiet quasi-injectif de Mod A,
Les conditions suffisantes sont évidentes.

~ Si i : N~——M est essentiel dans C soit u : M — P un
morphisme de ModAtel que u.i soit un monomorphisme, alors
R(u.i) = R(u).i est un monomorphisme donc R(u) aussi et puisque

R(u) = C*P.u, u est un monomorphisme, ce qui prouve a).

- Soit N > M un sous-objet de M dans Mod A o0 M est un

objet quasi-injectif de C.

Le diagramme suivant ol les fléches verticales sont des

isomorphismes
hom(Ri.M)
homc(M,M) (i 2> hom_ (F’ ", M)
| C

¥
|
¢ ! homi{i.M R .

homy g a (MeM) L POMyog a (N

montre que hom(i,M) est surjective puisque hom( Ri,M) llest, ce qui

prouve b),

2 - Proposition : " Un objet M d'une catégorie ID avec générateur et

" limites inductives exactes est quasi-injectif das que pour tcut
. i
" sous-objet N —™ M dont M est extension essentielle

" hom(M,M) — hom(N,M) est surjective.

Soit M un objet de € vérifiant la condition de 1la propo-
‘s i .
sition et N ™ M un sous-objet de M dans Mod A dont M est extension
essentielle, puisque i = R(i). d‘N avec R(i) et C(N moniques R(i)
RN — M est une extension essentielle dans C donc par hypothase
hom(R(i),M) est surjective et le diagramme du lemme montre que

hom(i,M) l'est aussi,
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Ceci prouve que M est quasi-injectif dans Mod 2, donc

dans C.

" On sait que la catégoric ID est A enveloppes injectives ot

on a 2

3 - Proposition : "Un objet M de ID est quasi-injectif si et seulerent
* gi il est stable par tout endomorphisme de son enveloppe

* injective,

Pour un objet M de C la prOpOSLtlon résulte immédiatemcnt
de 1 - b en remarquant que si M 3 J est l'enveloppe injective ce M
dans €, c'’est aussi une enveloppe injective de M considéré comme

objet de ModvA.

4 - Proposition : “Tout objet d'une catégorie abélienne ID & généra-
" teur et limites inductives exactes admet une enveloppe quasi-

* injective,

Soit M un objet de €C, i : M ™ J son enveloppe injective
dans C.

Il est clair que toute famille de sous-objets d'un objet
de € admet une borne inférieure dans C qui se calcule d'ailleurs
comme dans Mod A, ie en prenant l'intersection ; et la famille F des
sous-objets de J dans € contenant M et stables par tout endomorphiscsme
de J est stable par intersection ; si M' en est son plus petit

élément M' est quasi-injectif et est extension essentielle de M.

Si P est un objet quasi-injectif de € extension essenticlie
de M on peut prendre pour enveloppe injective de M, celle de ® ct

ainsi M!' est inférieur 3 P ce qui précise le sens du résultat,
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