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UNE GENERALISATION DES STRUCTURES B00LEIENNE3 

par P. JAHIH 

Dans un premier travail (Rapport de recherches de D.E.A., Fac. Se. tyon, 

juin 1965), nous avons étudie succintement les treillis convexes dans un anneau 

booleien. Ce travail est résumé ci-après par la définition G, p. 11, les pro

positions 5 et 18, p. 12 et 2^, et le début de la remarque 12, p. 25, dont la 

lecture préalable est souhaitable. 

Il apparaît vite que ces sous-structures conservent de nombreuses proprie-

tés de lfanneau entier. On pouvait donc tenter d'en donner une définition algé

brique intrinsèque et de généraliser la notion d'anneau booleien. 

Nous avons ainsi défini à lfaide d'une opération ternaire, les prëanneaux 

boolëiens, structures prequotient qui peuvent donner par passage au quotient 

des prëanneaux, ou des anneaux boolëiens unitaires ou non. La notion de zéro 

relatif s fy dégage, faisant pendant à celle d'unité relative, classique dans les 

algèbres. On y généralise la notion d'équivalence modulo un idéal et le theorènie 

de Stone. 

En langage de structures d'ordre, les anneaux boolëiens sont bien connus 

cceme treillis distributifs ccmplenentés. Les treillis distributifs relativement 

complémentës, généralisant les précédents, ont été aussi définis et étudies (voii 

par exemple, Birkhoff [l]). Nous avons montré ici que ces derniers peuvent rece

voir naturellement une structure de préanneaux. Cela permet de donner de ces 

treillis line définition algébrique, même dans le cas où ils n'ont pas de plus 
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petit élément, et dfénoncer pour croc des theorcnes moins accessibles par d?ausr 

très voies. (ï'hèorèriO de representation, généralisation d'un théorène de 

Birkhof f [l] , problèmes de partition et d' dinners ion) • 

Il restait ä exprimer ces generalisations en langage topologique : le 

dernier chapitre étudie la notion d'espace localement booléien, après avoir 

précise quelques propriétés genorales des espaces topclogiques non compacts, 

et réscud les problèmes de caractérisâtion et de liberté posées par la notion 

d'espace dual d'un proanrieau. 

Le 5 5> chapitre 1, propose enfin quelques applications de la notion de 

treillis convene, (Resolution d*equations booleienries, étude des idéaux d'un 

anneau booiéien, caractérisât ion du gerne d'une partie d'un espace topologique 

suivant un filtre et de l'ensemble des gerne s de parties) * 
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CHAPITRE I. PRE-ANNEAUX BOOLEIENS 

§ 1 - Généralités : 

Définition 1 : On appelle préanneau booleien (en abrège préanneau) un ensemble P 

non vide muni des opérations suivantes : 

3 

1) Une loi de composition ternaire, ou application de P dans P, appe

lée double addition, faisant correspondre au triplet (x ,y,z) l'élément 

s dit double somme de x, y et z , noté s = x+y+z, et satisfaisant aux 

trois axiomes : 

a ) V x V y V z , x*y+z = x+z+y = y+x+z (commutativité) 

b ) V x V y Vz Vt V u , (x+y+z)+t+u = x+y+(z+t+u)(associâtivité) 

c)\/x Vy V z Vt , x+y+z = x+y+tzr^z = t (régularité à gauche 

d'un couple d'éléments). 

2) Une multiplication notée., associative, ccmmutative, idenpotente, 

et distributive à gauche par rapport à la double addition, c'est-à-

dire que : t • ( x+y+z ) = t .x+t .y+t. z 

On supprir^ra en général le peint, écrivant xy le produit x .y . 

Exemples de préanneaux (N.B. Le présent travail généralise la notion classi

que d'anneau booleien. Nous la réintroduisons pourtant succintement (ici, à l'oc

casion d'exemples à donner) de façon à assurer (plus loin) la validité pour les 

anneaux des résultats obtenus pour les préanneaux), (voir remarque 9 et lemme U) 

1) Un anneau idempotent (Note l ) , ou anneau booleien, dans lequel s = x+y+z 

désignera la somme, au sens de l'anneau, des éléments x, y et z est un pré

anneau. 

2) On sait qu'un tel anneau est de caractéristique 2. Il en résulte,en don

nant de la double somme la même définition qu'en 1), que l 1 ensemble réduit 

Note 1 ? non généralement unitaire t voir remarque 9, in fine. 
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a un seul -il un ont d'un anneau booleieu est vn prearrcsu, 

3) h étant un hc^aeorpbisne d \-.n:ienux bcoloiens et a un élément de l'irr.&ï 

de hj 1*ensemble h ~va) , in?.£o réciproque de a, e::t un pre~.nr.cau* 0:i vor:.i'5e 

ioziediat eicrrs sa stabilité pour la nuit iplic et ion et la d'-.ubl.; sonrx- c-:^rie 

cr^e en i) . 

En particulier, en citant ici la théorie des anneaux boc-1;. ieiis à ti'ro 

de si\;o.le illustration, un ultrafiltre d'un anneau boc] ei;;n est un prea?r-H.\?/u 

l\cz~prcourent, nous denontre-rens au $ U0 eue tout preann- au peut être .ûa-. 

r/'r-é cor*;/:o ultrafiltre dare un an:.1.eau booleien. (voir P^r::^uo in fine), 

D»--fJp->io:^^ : Un scus-precrincau est un sous-enscr.blc d'un prear-n^nu stable pour 

les deux opérations. 

?rĉ r:\'t'":s ces j^V-vio"^ ; 

1) La doue]e soraue peut s 'écrire dans n'ieporte quel ordre. De la definitîcr 

1, l,a), en tire : 

x^+x^+x = x^p j+x^j+x^^j car toute permutation c est un produit de 

transpositions• 

2) Jxms l'expression (x+y+z)4t+us la parenthèse peut grouper trois ternes 

successifs quelconques. 

De la définition 1, l,b) et de la précédente propriété 1, on tire : 

(x+y+z)+t+u - x+y+(z+t+u) - x+y+(u+z+t) = 

(xJy-u)-:'>t = (u+x+y)+z+t = u*x+(y+z+t) = x+(y+z-*-t )+u 

3) Il est dès lors clair que tout terne pouvant entrer dans la parenthèse 

ou en sirtir, et co::a:uter avec tout autre à 1 J intérieur ou à l'extérieur d e 

la parenthèse, il pourra venir occuper une p s oit ion quelconque. La sorjue 

riultiple de 5 tomes, et par une récurrence rir.rple, d'un nombre iripaîr de 

http://pre~.nr.cau*
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termes, pourra donc s 1 écrire dans nfîinporte quel ordre et en supprimant les 

parenthèses. 

U) Tout couple dféléments est régulier à droite : cela résulte de la 

connut at i vit é • 

5) Pour tout x f x+x*x = x. 

En effet, (x+x+x)(x+x+x) « (x*x*x)(id<anpotence) et en appliquant la double 

distributivité : 9x = 3x (où nx désigne la somme de n termes égaux à x) ou 

encore : 7x*x+x = x+x*x. 

La régularité entraîne 7x 3 8 x. D foù 7x+7x+7x s x+x+x ou 21x = 3x (a). 

A 2 

En formant de même (x+x+x+x+x) , on tirera 25x = 5x ou : 

21x*(x+x+x)+x = x+(x+x*x)+x (b). 

De (a) et (b), par régularité, on tire : 21x - x et enfin 3x = x ou x+x+x=x. 

6) Pour tous x et y, y+x+x e y 

D'après 5 , x+x+x = x 

D'où : x+x+x+y+y = x+y+y 

La régularité entraîne : x+x+y « y. 

7) On peut transférer tout groupe de 2 termes d'un membre à l'autre d'une 

égalité (donc tout groupe d'un nombre pair de termes). 

x+y+z = t+u+v 

x+y+z+u+v 3 t+u*v*u+v et en appliquant 6 au membre de droite, deux foisi 

x+y+z+u+v * t. 

8) On peut échanger deux termes appartenant respectivement aux deux membres 

d'une égalité : 

x+y+z = t+u+v 

Appliquons 7) à u et v : x*y+z+u*v * t 

puis à u et z : x+y+v = t+u+z 



- 6 -

9) L'application x-* a+b+x est bijective. 

a) L f injectivite est entraînée par la régularité. 

b) Soit y P et soit x = a+b+y 

a+b+x = a+b(a+b+y) = y (en appliquant 6) ce qui entraîne la surjectin

vite . 

A fortiori, a+P+P = P et P+P+P = P • 

10) Remarque : Dans un anneau booléien, on sait que 1 1 idempetence de la multiplica

tion entraîne sa commutâtivite. Il n'en est rien pour un preanneau. 

ooit en effet, un groupe booleien 3 (groupe additif de caractéristique 2, 

par exemple, le groupe additif d fun anneau booleien quelconque). Muni de la mul

tiplication xy = x et de la double addition s = x+y+z au sens de l'addition du 

groupe, B satisfait à la definition 1, moins la cemmutativité• Celle-ci est donc 

une propriété indépendante (et le resterait même en adjoignant aux axiomes la dis-

tributivite à droite, qui est aussi satisfaite dans l'exemple ci-dessus). 

Il) La cemmut at ivite de la multiplication entraîne sa distribut ivite à 

droite par rapport à la double addition. 

Définition 3 : Cn définira dans les preanneaux bcoléiens une seconde operation 

binaire, dite disjonction et notée v, par la relation x v y = x+y+xy. 

Tout sous-preanneau est stable pour la disjonction. Tout homomor phi sine 

de preanneaux, conservant la multiplication et la double somme, conserve 

la disjonction. 

Proposition 1 : La disjonction est idempetente, commutative, associative, distri^ 

butive par rapport à la multiplication, elle-même distributive par rap-, 

port à la disjonction. ( ÎJOS demonstrations sont de routine, de même 

celle de la proposition 2). On démontre enfin que la disjonction est di s. 

tributive par rapport à la double addition,ce qui donne aux deux 
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operations de nuitiplication et disjonction une symétrie qu'elle n'ont 

pas dans les anneaux. 

Proposition 2 : Dans un préanneau, les relations xy = x et x v y = y sont équiva

lents et définissent une relation d'ordre entre x et y, notée x*y. 

Pour cet ordre dit ordre bocléien, inf(x,y) = xy et sup(x,y) = x v y. 

La proposition 1 entraîne qu'un preanneau est un treillis distribut if 

pour l'ordre booléien. Il est de plus relativement complémenté, c'est-à-

dire que pour tous éléments aocsçb, il existe un élément y, unique, tel 

que xy = a et x v y = b. 

Demonstration de la dernière assertion : Considérons y = a+b+x 

xy = xa+xb+xx = a+x+x = a 

x v y = x v(a-»b+x) = x+a+b+x+xa+xb+xx = b 

Le treillis étant distributif, le complément relatif est unique. 

Remarque 1 : Tout hcmomorphisme de préanneaux, conservant la multiplication et la 

disjonction, est un homomorphisme d'ensembles ordonnés. 

Proposition 3 : Four tous x,y et z, xyz £x+y+z$ x v y v z. 

En effet, xyz(x+y+z) = xyz+xyz+xyz = xyz 

(x+y+z)(x v y v z) = x(x v y v z)+y(x v y v z)+z(x v y v z) 

= x+y+z 

Remarque 2 : Si un préanneau possède un plus grand élément pour l'ordre booléien, 

cet élément, noté 1, est neutre pour la multiplication. 

Vx, x<L<=^Vx, x.l = x 

Remarque 3 : Si le préanneau possède un plus petit élément noté 0 pour l'ordre 

booléien, on peut le munir naturellement d'une structure d'anneau booléien dont 

0 est l'élément neutre du groupe additif. (Les anneaux booléiens sont considérés 
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corne définis par les exemples 1 et 2, page 3 ) • On notera 1Taddition de l'an

neau, dont la multiplication sera celle du préanneau, et on posera : x++y ~ 

0+x+y<> On a bien les propriétés requises pour que P soit un anneau. 

1) x-*-*-y = y++x (conséquence de la cennutativite de la double somme). 

2) (x++y)++z = x++(y++z) ccr : (x++y)++z = 

0+(0+x+y)+z = 0+x+(0+y+z) x++(y++z) 

Remarque : x++y-t-+z se confond alors avec x+y+z. 

3) 0 est neutre : 0++x = 0+ 0+x = x 

*0 Vx, 3y, x++y = 0. En effet y = x satisfait à la condition et tout élément 

est son propre inverse* 

x++x = 0+x+x = 0 

5) z(x-M-y) = z(Ox+y) = s.G+zx+zxy = 0+zx+zy = zx++zy compte tenu de ce que, 

0 étant le plus petit clément, O^z et z.O = 0. 

De mono, la multiplication est dictributive à droite par rapport à l'acie?.t ion 

++. 

6) La multiplication étant idempotente, l'anneau est booléien. 

7) Los conditions 1 à h sont vérifiées en remplaçant 0 par un élément a quel

conque. Un préanneau peut donc être muni d'une structure de groupe additif 

abélien, en posant : 

x++y = &+x+y 

et a jouera le rôle d'élément neutre* liais en général, la multiplication ne 

sera pas distributive par rapport à l'addition ++. 

Remarque h : Far une récurrence immédiate, un préanneau fini possède un suprénum 

et un infimum. Un préanneau fini est donc d'une façon naturelle, un anneau booiei.v 

Il en résulte aussi qu'un préanneau qui n'a pas à la fois un plus grand et un 
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plus petit élément, est infini. 

Définition U. Idéal d fun préanneau : C'est un ensemble : 

1) stable pour la disjonction 

2) contenant les minorants de chacun de ses éléments. 

Le préanneau P entier, ou l'ensemble {0} s'il existe, sont des idéaux tri

viaux. Tout idéal différent de ? est dit propre. L'ensemble des idéaux propres 

et non triviaux d*un préanneau de plus de deux éléments n'est pas vide : 

l'ensemble I = {x ; x = yp} est un idéal, dit idéal principal engendré par p ' * ycP 9 

p, qui est propre et non trivial si p f 1 et p f 0. 

Définition 5. Tjltr^j^'m jn^^prioau^: C'est un ensemble : 

1) stable pour la multiplication 

2) contenant les majorants de chacun de ses éléments. 

Les définitions et remarques faites pour les idéaux se transposant immédia

tement. Le filtre principal engendré par p est F^= {x ; x = y v P ^ p 

Remarque 5 Un idéal (resp. un filtre) est stable pour la multiplication (resp. 

pour la disjonction) par un élément quelconque du préanneau, donc à fortiori par 

l'un de ses éléments. En effet, V&eP, Vy*I, xy«y donc xy<sl.(resp. VxdP, YyiF, 

yOc v y donc x v ycF). Réciproquement, cette propriété équivaut à la condition 2 

de la définition k (resp. 5). Soit en effet, x<I et y<x : y = xy<I (resp. xc? et 

y>x : y = x v ycF). On démontre encore les propriétés suivantes : 

L'intersection d'une famille quelconque d'idéaux (resp. de filtre?) est un ic'eal 

(resp. un filtre). Il existe donc un plus petit idéal (resp. filtre) contenant une 

partie donnée EcP. Le plus petit idéal contenant une partie Ec? est l'ensemble 

I des x tels qu'il existe une partie finie {x^..., x n) c E, avec x o ^ v.. .vx . 
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Lo plus pet.it filtre contenant une partie EcP est l1ensemble F des x tels qu'il 

existe une partie finie {y.̂ , •••»;/ } E, avec y^ * ^ x * 

Propesi tien 1A : ?rod;a5.ts de preanneaux^ Le produit d'une famille quelconque de 

proanneaux, nuni de la structure produit, est un préarineau. La relation 

dorare booléien, sur le preanneau produit est définie par la relation 

dJordre produit. 

La verification est de pure routine. 

http://pet.it
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§ 2 . TREILLIS CONVEXES D'UN pPilANNEAU BOOLEIEN  

Définition 6 : Treillis convexe d yun préannesu : C'est un on s crible T : 

1) stable pour la multiplication et la disjonction 

2 ) contenrv.rt tout élément compris entre deux de ses éléments : si a^b, acT et 

bel, si aotsb, alors xeT. 

Les défini tiens faites pour les idéaux et filtres se transposent immédiatement 

Nous verrons plus loin la définition des treillis convexes principaux. L'en

semble réduit à un élément d'un préanneau est un treillis convexe. 

Remarque : Un treillis convexe se définira aussi par l'axiome unique : si 

ad? et b^T, alors (a.b, a v b)d?, où (ab, a v b ) désigne l'intervalle fermé 

de T, ensemble de tous les éléments compris entre-a.b et a v b 

Remarque_G : Les filtres et idéaux sont des treillis convexes port:culiers. Toute 

propriété générale des treillis convexes sera donc valable pour eux. 

Remarque 7 Bans un préanneau possédant un plus petit élément 0 (resp. un plus 

grand élément l) un idéal (resp. un filtre) est un treillis convexe contenant 0 

(resp. l) et réciproquement. 

Remarque 8 : Un treillis convexe est un sous-préanneau : la stabilité pour la dou

ble addition résulte de la proposition 3. La réciproque est fausse : dans un préan

neau fini de plus de h éléments, dont on vérifie immédiatement l'existence, l 1 en

semble {0,a,a',l} où a' est le complément de a relatif à 0 et 1, est un sous-préan

neau, non un treillis convexe. Toutefois, un sous-préanneau étant stable pour la 

disjonction (déf. 3), il est stable pour les opérations sup. et inf•. C'est donc 

un sous-treillis(non généralement convexe). 

Remarque 9 : Les anneaux booléiens ont été définis page 3, exemples 1 et 2. Dans 

ces anneaux, on définit classiquement la relation d'ordre x^y par xy = x, et les 
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fi?.très et ide2.\ix par les menés axiomes que pour un préanneau (déf. k et 5 ) . On 

peiit aussi y définir des treillis convexes de la même façon (déf. 6 ) . 

Montrons que dans un préanneau P possédant un plus petit élément, un treillis 

convexe (resp. un filtre, un idéal) pour la structure de préanneau de P est aussi 

un treillis convexe (resp. un filtre, un idéal) pour sa structure naturelle d'an

neau. Il en résultera que toute propriété générale démontrée pour ces se us-ensem

bles dans un préanneau sera valaThe dans un anneau booléien. 

Démonstration : désignons par xSy la disjonction de x et y pour la structure 

d'anneau de P. 

x^y = x++y++x.y = (0+x+y)+0+xy = x v y • 

La disjonction et la multiplication étant les mornes pour les deux structures, les 

relations d? ordre y coïncident et l'assertion est entraînée. 

Notons encore qu'à moins d'indication contraire, les propriétés qui seront 

énoncées pour des anneaux seront valables pour des anneaux unitaires ou^non. 

(Dans un anne?.u non unitaire, il va de soi que la notion de filtre, définie com

me en déf. 5 , et donc formellement comme dans un anneau unitaire, reste valable) # 

Proposition J5_. Propriétés olémertaires dos treil.1 is convoyés : 

1) L'intersection d'une famille quelconque de treillis convexes, est un 

treillis convexe. Il existe donc un plus petit treillis convexe conte

nant une partie donnée EcP. On dira que T est engendré par E. L'ensemble 

des treillis convexes d'un préanneau forme une famille de Moore. 

2) Soit T le treillis convexe engendré par une partie E de P, R et Q i e s 

plus petits filtre et idéal contenant E, et soit M = RnQ (R et Q pouvant 

être impropres). Alors, T = M. 

a) TcM 

- Scit a, b*M . a, beR, donc a.b, a v beR 
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a, bcQ donc a.b, a v béQ 

Donc a.b, a v beRoQ = M, et M est stable peur les deux operations. 

- Soit maintenant, a,béM et c eP tel que a$c«b. 

aeR, a^c donc c*R 
d'où ccRflQ = M 

beQ, c<B donc ceQ 

- M est donc un traillis convexe contenant E. Il contient donc T, le 

le plus petit treillis convexe contenant E, et T e M. 

b) McT 

- R est le filtre engendré par E, donc pour tout x de H, il existe 

(remarque 5) (x^, • • • , X Q } c.E, tel que
 X n ^ * ^ e m ^ n e > P o u r 

tout x de Q, idéal engendré par E, il existe {y^,..., y ^ c ^ tel que 

x^y^ v...v y • Donc, pour tout x*M = RnQ, il existe 

{x 1,...,x n, y 1,...y^}cE, tel que 

x 1

 x n * x < y l v # # # V y p 

Comme x n x et y. v.. .v y sont éléments de T qui contient E 
1 n v l *p 

et qui est stable pour les deux opérations, xeT, et M c T . D'où l'é

galité et l'assertion. 

3) Tout treillis convexe T est l'intersection d'un filtre R (propre ou 

non) et d'un idéal Q (propre ou non). En effet, T, treillis convexe, 

s'engendre lui-même. Il est donc de la forme RHQ, où R (resp. Q) est le 

plus petit filtre (resp. idéal) contenant T. R et Q seront dits filtre 

et idéal générateurs de T. 

k) Réciproquement, tout ensemble T de la forme RnQ où R est un filtre 

(propre ou non) et Q un idéal (propre ou non) .est un treillis convexe. 

Cela a été démontré en 2, a) ci-dessus 
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5) Les facteurs R et Q sont uniques. Soit en effet, T - Rr.Q et 

R f(resp. Q 1 ) le plus petit filtre (resp. idéal) contenant T. D'après 

3) ci-dessus, T = R VïQf . 

Puisque T = RoQ, RDT et QaT, donc RsR' et Q?Q' . Supposons qu'il existe 

xéQ-Qf , et soit tel. Tonc t£Q et t^Q'. 

a) x v tèQ car Q est stable pour v. 

x v t^R car tcR et R contient les majorants de t. 

d'où x v t*T et par conséquent, x v téQ' . 

b) Q' contient donc tous les minorants de x v t, donc contient x, ce 

qui est contradictoire et Q = Q' . De même R = R' . 

6) On dira qu'un treillis convexe est inf «-principal (resp. sup .-princi

pal) si son filtre (resp. son idéal) générateur est principal. Un treil

lis convexe est dit principal s'il est à la fois inf et sup .-principal % 

T est alors un intervalle ferme de P. On démontre aisément que l'inter

section d'une famille finie de treillis convexes principaux est un treil

lis convexe principal. (L'ensemble des treillis convexes principaux 

n'est pas en général une sous-famille de Moore). 

Proposition C : 

Soit un préanneau P et un treillis convexe principal T ~(p,q) cP. 

On démontre immédiatement que : 

1) T = (P,q) v p ou : tout élément de T est de la forme (a.q)v p avec 

aeP. 

2) T est un préanneau ayant un plus petit et un plus grand élément. L'ap

plication h : P >T 

a —*(a.q)v p 



- 15 -

est un hcmonorphisr/j de preannoaux (d'un prCN.r.noau renornlr~ont -ars 

plur grand r.i plus petit élément sur u:i préonneau posLedane ces deux 

Ĉ n-'vrrts ) et m ho^o^c^phisrne d'ensembles ordonnés (mCLr.c remarque) • 

2) ? peuvent être r;mi naturellement d'une structure d'anneau bec lei en, 

il en reculte eue touL treillis convexe fini est de ca? ?.i de Ha forT-:? 

2"' , où ne. î*. ( En effet, y un anneau boojéien A, défini pâ .e 3 , exemples 

1 et 2 , est un orpr.ne vectoriel sur le corps K ~ f0,2](la, vérification 

e:-3t immédiate). Il est donc équirotent à où I est une 

étant ici finie, l'assertion en découle) 

Definition 7* P. e] at ien d.? ('oui valence r.odjlo un t y ? ill is cor.vgo : 

lîous définirons entre éléments x^ et x^ de P la relation d'équivalence 

S suivante, T étant un treillis convexe :.'.\i:•* 

X l 2 X 2 ( 3 ) ^ T > 3t 1cï, t^-x.+x^eT 

On déduit immédiatement que Vtt?£+x +x n cT, car t+x+x,. - t+t.
4 (t ) 

et le second nombre est dans ? (remorque 3 ) . 

Cette relation est bien une relation d'équivalence : 

Feflexité : t+x^x, = t:-T 

Symétrie : cela resuite de la cernutati vite de la dculle alC.ition . 

Transitivité : t ^ x ^ x ^ T et t 0+x 0+x *ï entraînent : 

t 1^(t 1+x 1+x 2)+(t^x 2^-x 3) = tg+x^-x eT (remarque 0). 

Lemme 1 : La relation S est corapatiole avec la double addition : 

Si x± zz x 2, y x= y 2 > z 1 ~ z 2, alors x ^ y 1 + z 1 û ^ 2

: y 2 + Z 2 

En effet, si t ^ x ^ X g cT, ̂ 2'*'
yl'y2 e T ' t3*zl*Z2 c T 9 

(t 1+x 1+x 2) + (t2+;^1+:r2) + (t + Z l+z 2)cT c'est-à-dire que : 

http://alC.it
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t+(x-+y.+z^)+(x0+y0+z )tT ce qui expr?ne l'assertion, 

Lemr.e 2 : La relation 3 est compatible avec la multiplication par un élément 

quelconque de P : 

x^ = x^ entraîne a x^ = ax^. 

Par hypothèse, il existe t et t ? dans T, tel que t+x^x = t*. 

Soit alors = t v ^ a t ? ) e t t 2 = t ? v ( a t ) - 1 1 e s t iranédiat que : 

t^t-$t v t' tv<tAV<t v t
1. Donc t-éT et t 0€T. Comme t = t+at'+attf 

1 cl 1 c. J-

et X = t'+at+att', on déduit que : at' = t^+t+att' et at = t +tf+a-!vtf 

D'cù : at+ax^+ax.^ = at' devient : t2+t'+att'+ax^+ax2 = t^+t+att' 

soit : t^+ax^+ax^ = t^+t+t'tT ce qui exprime l'assertion. 

Lemme 3 : La relation S est compatible avec la multiplication : 

Si x± = x 2 et y x = y 2, alors x ^ = x 2 y 2 

En effet, x ny^ = ^ ^ î
 5 x?^2 ° n âPPlÎQ 1 1^^ deux fois le lemme 2. 

Lois de carpesition dans P/S : Munissons l'ensemble quotient P/S des opérations 

suivantes, x^ désignant la classe de x^ 

double addition : x^+x2+x^ = x^+x2+x^ 

multiplication : x

1 «
x

2

 = xyX2 

Ces définitions sont indépendantes des représentants choisis (lemmes 1 

et 3). Les propriétés des opérations de P s'y répercutent immédiate

ment. Il en résulte que : 

Proposition 7 : P/S muni des opérations ci-dessus, est un préanneau booléien, 

noté P/T. Il sera dit quotient de P par le treillis convexe T. L'ap

plication canonique de ? sur P/T est un homomorphisme de préanneaux. 

Proposition 8 : Toute classe d'équivalence C modulo T est un treillis convexe cle 

forme a+T+T, a étant un des éléments de C, ou de la forme a+t+T, où 
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tel. C est équipctente à T. 

Démonstration : Soit f l'application canonique de P sur P/T. f est 

un homcmcrpkisme d'ensembles ordonnes conservant les bernes supérieure.. 

et inférieure de deux éléments (remarque l). Les classes C étant de 

la forme f""1(p) où p eP/T, ce sont des treillis convexes (Birkheff, 

[ l] , chap. II, p . 2 2 ) . 

Soit â .C. xtC équivaut à x ? a(T), ce qui équivaut encore à : 

VteT, 3t'eT, t' = a+x+t(déf. 7) 

ou : VtfeT, 3t f*T, x = a+t+t'c 

D'où C c a+t+T. Comme VteT, Vt'éT, x = a+t+t' est congru à a, 

a+t+T c C d'où l'égalité. 

A fortiori C = a+T+T. 

Enfin, T étant un scus-préanneau, la propriété 9> page 6 entraîne que 

l'application g de T dans C : g : T—•a+t+T est injective. Compte 

tenu de ce qui précède, elle est surjective, donc bijective, ce qui 

achève la démonstration. 

Définition 8 : On appellera treillis convexe associé à T les treillis de la forme 

a+T+T, où aeP. 

Proposition 9 • Etant donné un treillis convexe T quelconque d'un préanneau P, 

les treillis convexes associés à T forment une partition de P. 

Cela résulte immédiatement de la proposition B et des propriétés des 

classes d'équivalence. On peut donc faire une partition d'un préanneau 

avec une famille de treillis convexes équipotents à un quelconque 

treillis convexe. Deux treillis convexes associes non disjoints sont 

confondus. 



- 18 -

Proposition 1Q : Soit un homomorphisme f d ;un pré-anneau P sur un préanneau Q. On 

peut trouver un treillis convexe T tel que 0 soit, à un i some:-pli is ne 

près, le préanneau quotient P/T, et f soit l'application canonique 

de P sur Q, moyennant l'identification de 0 et de p/T. 

Soit en effet, un éléi-cnt qcQ quelconque. L?ensemble T = f~~~(c) est 

un treillis convexe (n?r.e démonstration que proposition 8, 

Soit maintenant p^P, quelconque, et considérons le treillis convexe 

= p+T+T. f(T p) = f(p+T+T) = f(p)+q+q = f(p). Donc, pour tout p, 

a pour image un unique élément. C'est dire que quand p parcourt P э 

les ferment les classes de la relation d'équivalence d'hemomorphis-

me définie par x s y si et seulement si f(.v) = f (y), relation oui est 

donc la relation d'équivalence modulo T (puisque les T sont préciso-
p 

ment les classes modulo T par la proposition 8). Il est immédiat 

que 0 et P/T sont isomorphes et qu'on peut donc les identifier. 

Moyennant cette identification f est l'application canonique de P sur 

Q = P/T. 

Remarque 3 0 : Plus généralement que dans la démonstration ci-dessus, l'image 

réciproque d'un treillis convexe (resp. un idéal) par un homomorphisme est un 

treillis convexe (resp. un idéal) (la démonstration est immédiate). 

On peut exprimer les propesitionsS et 9 sous la forme suivante : 

Proposition 11 : Tout sous-ensemble T d'un préanneau de la forme a+T+T, ou 

T. £ 

a+t+T (avec teT, T treillis convexe et acP) est un treillis convexe % 

La famille des sous-ensembles pour a parcourant P forme une parti-
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tion de P, T faisant partie de la famille. On peut trouver do plus, 

un preanneau 0 et un homomorphisme sujectif de P sur 0, tel que 

chacun des T\ soit l'image réciproque d'un élément de 0. 
a 

Proposition 12 : La relation d'équivalence modulo T est la rené que la relation 

d'équivalence ir.cdulc tout treillis convexe associe T = a+t+T. x a 

En effet, t 2 + x i + x 2 = t 2 équivaut à (a+t+t^+x^+x^ " a+t-H^. 

Remarque 11 : Consequence : si dans la famille des (T ) il existe un ideal I • A a aeP 

dit r'.Cécl associé à ?, P/T est aussi le quotient F/I. Cela est vrai en 

particulier, dans un anneau, compte tenu de la remarque 9, et de ce que si 

x^ et x^ sont congrus modulo I au sens des treillis convexes, ils sont aussi 

congrus module I au sens classique dans un anneau : 

x1 = x? (I) Ç=> O+x^+x x i * + x 2 e 1 

ç=ï x1++(^.x2)el (où -x 2 = x 0 désigne l'oprosê de x^). 

Mais tout quotient d'un préanneau par un treillis convexe n'est pas le quo

tient par un idéal. A certain treillis convexes no correspondent en effet, 

aucun idéal associé. De même, à certains treillis convexes peuvent ne corres

pondre aucun filtre associé, et memo ni idéal ni filtre associé. 

Exemple : Nous allons définir deux préanneaux P et P^, puis P = P^ x 0 x 

où Q est un préanneau quelconque. 

Soit le préanneau P défini comme suit : 

On considère une famille déncnbrables d'éléments F. = (a ) N, et l'ensemble 

1 n r.ĉi 
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dos servies formelles du type a. +a •«•...+ a . Ci dS finit la ;lcubl<2 
U l n 2 ^p+l 

addition de COG screes d'une s-ani^re evidente, en exigeant de plu^ o^r:J;a.tv 

te, et régularité de tout couple d'éléments (cernée en déf. 1, l,c). On pose 

enfin : 
"a 0 si n r ni 

a .a = a .a = \ et en définit le produit de deux s orme s 
m n n in i 

a si n - n 
l n 

4- a . et r̂- a . corne . a. . a . . Lfensemble de ces sommes formelles es 4 -

ainsi un pré anneau P^, possédant un plus petit element a Q noté 0. (P est 

isomorphe pour s a structure rat airelle d'anreau à lfidé?J. engendré pr?.r los 

parties finies dans l'ensemble dos parties de F^, la théorie des anneaux fcor 

léiens étant encore citée ici sans role ^^.onstrntif ) P^ n r a pas de plus grr. 

élément. S'il y en avait un, soit 1 = a., on devrait avoir peur tout. 

i--l 1 

a . 0, a .1 = a ^ C P étant infini, on peut poiurtant choisir 
ia m m 1 * x ^ 

a ^ a. (l«i<2 ) et a f- 0, donc tel que a .1 = X l a . a . = 0, ce qui esi-
p i p+1 P P p i ' u v - û t 

contradictoire. 

Soit maintenant P^ défini comme suit : 

Cn considère une famille donerbrable = ('û

n)nr(^>
 e^ l'ensemble des somme* 

formelles b +...+...+ b 
ni % n 

On définit la double addition comme pour P , et on définit une opération v' 1b 0 si n f m 

b si n = m 

n 

Le produit de deux éléments b^ et b^ est défini par la somme formelle 

b b = b +b +b v b et le produit de deux sommes formelles Y~b. et v 
n n n m n m L 4- i u c 

1 J 
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corme la senne Z b.b. . L'ensemble de ces s firmes formelles cet ainrn un pr'o.n-

neau P,.,possédant i:n plus crr-.r.d él'r.ert b c note 1 . (P cet i-:r*\crphe «rn tant que 

ci 
préannoau au filtre cr̂ -er.d.vé por les v3rt*îcs cofînies cans l'ensable dec parties 

2p-M 
de E 0)P n'a pas de plus petit cln-r.ont • S'il y en avr.it un, soit 0 = Z b., 

on de wait avoir pour tout b : 0 = b . O = b . E b . 5 I b b. 
L n m r. j n j 

2p+l 2p-KL 
= (2o+l)>3 + 'l b.+ Z b v b.. P^ étant inf-'.ni, 

" n 1 J j=l n J 2 

on peut choisir b ^ b. (l^j <2r>-î\l) et b ^ 1 . On devait donc pouvoir écrire 
* n j u ~ n r 

o = (^p+iJb^+n+c^p+D.i 

= C-b +1 
m 

ce qui est contradictoire puisque b £ 1 . 

Go it enfin, le pre air eau produit P = Pn::CxP0, or. s crible de triplets 

(a 5c ,b ) • Considérons 1 ' cn?e::ble Tel' dos éléments de l-\ forme (O.c ,l). 
p' q' • p' 

C'est un treillis convexe : 

a) il est stable pour la multiplication 

b) il est stable pour la disjonction 

Ces deux propriétés sont évidentes : 

c) soit (a ,c ,b )é? et tel que (0,c l)<(a ,c .b )^(0,c ,l) 

m' p' q P 1, n' p- q ' P 2' 

On déduit immédiatement de la définition de l'ordre sur le produit P que 

a .0 = a = 0 

m m 
l.b = b = 1 

donc (a ,c ,b )cT. 
m' p 5 q 

Soit alors un treillis convexe T' quelconque associé à T. T' est de la forme 

T' = (a ,c ,b )+t+T = (a ,Q,b ). 
T:*o Po Q.O & 0 Co 

http://avr.it
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Soit t = (a c b )cT'. Si T' est un ideal (resr). vn filtre) il devrait ce 
Wo' P ' <!o 

tenir tous les minorants (resp. les majorants) de t. Or, ? 2 (resp. n fayant 

pas de plus petit (resp. de plus grand) élément, on peut toujours trouver 

(a c b ) (resp. (a ,c ,b ) plus petit (rosp. plus grand) que t, et nfapparte 

m 0, p' q m p q 0 

nant pas à T r , nfétant pas de la forme voulue. Il n'existe donc bien ni filtre 

ni idéal associe à T. 

Définition 9 : Soit T un treillis convexe d fun préanneau P. Un élément u (resp.: 

sera dit unité relative (resp. zero relatif) modulo T si pour tout x^P, 

u.x = x (T) (resp. z v x = x (T)) . 

Définition 10 : On dit qu'un treillis convexeTdfun préanneau P est inf-régulier 

(resp. sup-régulier) si P possède un zéro relatif (resp. une unité re

lative) modulo T. 

Proposition 13 : 

1) Pour qu'un treillis convexe T soit inf-régulier (resp. sup-régulier 

il faut et suffit que le préanneau P/T possède un plus petit élément 

(resp. un plus grand élément). 

2) Dans ces conditions, l'ensemble dos zéros relatifs (resp. des unite: 

relatives) modulo T ? coïncide avec l'image réciproque du plus petit 

élément 0 (resp. du plus grand élément l) de P/T par l'application ca

nonique. 

3) Pour qu'un treillis convexe possède un idéal (resp. un filtre) asse-

cié, il faut et il suffit qu'il soit inf-régulier (resp. sup-réguli e r) 

L'idéal (resp. le filtre) associé est l'ensemble des zéro* relatifs 

(resp. des unités relatives) modulo T. 

Démonstration : 
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1) a) T est inf-régulier• 

2z Vx,z v x = x (z zéro relatif mod. T) 

Considérons f : P ,P/T, ippl non.t-ion m.r.oniquo : f (z v x) = f(z}v f(x) -

f (x) 

ou : Vx, f(z).<:f(x) 

Donc, f(z) est le zéro de P/T, noté 0. 

b) Réciproquement soit 0 le plus petit élément de P/T et zcf "^"(0). 

Vx, 0 v f (x) = f ( x ) , ou f(z) v f (x ) = f (x) ou enfin f f z v x) = f (x) 

D'où z v x = x(T) et z est zéro relatif, donc T est inf-régulier. 

2) Soit z zéro relatif. f(z) = 0 d'après 1 , a) donc Z t f ' V ) . °é~^ror:er.cnt > 

z<îf x(0) : z est zéro relatif d'après 1 , b ) . 

3) Si T est inf-régulier, P/T possède un plus petit élément 0. Scit 

I = f ^ C O ) . I est un idéal : 

a) si xel, yêl, f(x v y) - f(x) v f(y) = 0, donc x v yel = f'^G) 

b) si xel et y^w, f(y)*f(x) = 0, donc f(y) = 0 et ycL = f" 1^) 

Par la proposition 8 , 1 = i+T+T avec ici, et par la définition 8, I est 

associé à T. 

Réciproquement,soit T et I, idéal associé. I est une classe d'éc^^-o] or^e iro~ 

dulo T donc f(l) est un unique élément z. Soit iîl et pcP : p iel, d'où : 

z = f(pi) = f(p).f(i) = f(p).z, cela pour tout p. Donc pour tout f(p)iP/T 

z^f(p), ce qui en application de l) entrons l'assertion. 

- On démontrera d'une façon identique les propositions duales concernant les 

unités relatives. 

Proposition_lU : Un idéal (resp. un filtre) associé à un treillis convexe est 

unique. 

Cela résulte de la proposition 1 3 , 3 . 
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Proposition 15 : Si T est un treillis convexe, aJ-o*T est un treillis convexe as

socié à T. 

In effet. a-b+T = a+b*t -KL>T = (a+b+tJH+T =* c*>T. 
1 

Prenait - ^ , 1 6 : Si un sous-ensemble EeP est tel que a+b+E est un treillis conve

xe T, E est un treillis convexe associé à T. Il suffit de remarquer qt 

a+b+E = ï équivaut à a+b+ï - E. 

P̂ rr-—:• v^.:pn _1J_ : Soit et deux treillis convexes ayant au moins un élément 

commun a, T'^ et T'g deux treillis convexes ayant au moins un élément 

commun a 1, et respectivement associés à et à T^. 

Alors : T et T± ï T 2 équivaut à T ^ c T ^ et T' x V2 

En effet, ?' = a'+a*T. et T' = a f+a JT 0, et l'application 1 1 d d 

T. .a+af+'L\ est bijeetive, d'où T. c T_ et T n ^ T_ entraîne T' c T f i 
1—> 1 u * 1 2 1 2 1 2 

1 ^ 2 

Lfimplication inverse est immédiate puisque = a+a'+T 1^ et 

? 2 = a+a ' + r ^ . 

Proposition 18 : Soit A un anneau booleien. Compte tenu des remarques 3 et 9 e: 

des propositions 8 et 11, on peut énoncer la proposition suivante ; 

1) La translation d'un idéal I par un élément x de A est un treili£ s 

convexe T. La translation de T par un quelconque de ses éléments est 

égale à I. La translation de I par un quelconque des éléments de T es*, 

égale à T. 

2) La translation de tout treillis convexe T par un de ses éléments t 

est un idéal I, indépendant de t, dit idéal associé à T. La translata 

de I par un élément quelconque de T est égale à T, de même celle a e ? 

par un élément quelconque de I. 
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3) T est un treillis convexe si et seulement si un ideal y opère transi

tivement et fidèlement par sa loi de groupe. î:> T est un treillis ccnvexeM 

équivaut donc à ,T T est un espace affine sur un idéal *'• 

Démon st rot ion : 

1) a) x++I = O+x+I = x+I+I = T (prop. 11) 

b) si tcT, t = O+x+i donc t++T = x+i+T = x+i+x+I+I = I 

c) t-M-I = O+t+I = O+x+i^ig+I = O+x+I = T 

2) a) I = t++T - O+t+T est un treillis convexe (prop. 15) 

et 0 = 0+t+t*.I, donc I est un ideal (rem. 7) 

b) t ++I = 0+t +1 = O t ^ O t + T = t^t+T = T 

c) I++T = O+i+T = O(0+t+t 2)+T = t+t 2+T = T 

3) L'assertion résulte de ce que l'application i-*t++i est bijective (propo

sition 8 : I et T équipotents), compte tenu de ce qu'on peut définir un es

pace affine comme un espace dans lequel un groupe opère transitivement et 

fidèlement. (Si de plus, on requiert que le groupe d'opérateurs soit muni 

d'une structure d'espace vectoriel, cette exigence est satisfaite ici : voir 

proposition 6 , 3) ) . 

Remarque 12 : Un treillis convexe d'un anneau booléien est naturellement stable 

pour la double addition au sens de l'anneau : x++y++z = x+y+z. C'est cette pro

priété qui nous a guidé pour l'axiomatisation des préanneaux. 

La réciproque est fausse : dans un anneau booléien, un sous-ensemble stable 

pour la double addition n'est pas généralement un treillis convexe (contre-exem

ple, remarque 8 ) . On peut cependant montrer que c'est un sous-groupe additii, ou 

le complément dans un sous-groupe additif H de A, d'un sous-groupe additif K de 

H maximal dans H. 
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§ 3 u j ^ . j Ï ^ 

Définition 1 1 : On rappelle qu'un ultrafiltre est un filtre maximal (propre). 

L'existence d'ultraf il^cs, d'idéaux et de treillis convexes maximaux 

c, r a démontrée ultérieurement. Sous réserve de cette existence, faisons la 

remarque 1 3 et énonçons la proposition 19 ci-après : 

Pemarcuc 1 3 : Tout treillis convexe maximal d'un preanneau est scit un ultra

filtre, soit un idea], maximal* 

Soit, en effet, T un treillis convexe maximal (propre). 

I o Ou bien T est un idéal. 1 1 est alors idéal maximal : s'il existe Jr>T, 

T' n'est pas maximal en t.:r¿t que treillis convexe. 

2° Ou bien 1 = InF (prep. 5 , 3 ) , où F est un filtre propre, sinon T = i 

a) Ou bien I est propre et alors T est non maximal, en tant que 

treillis convexe, car 13 T. 

b) Ou bien I est im;-;pre et T = F. Dcnc F est un ultrafiltre : s

l 

existe F 1 contenant F, T = F n7est pas maximal en tant que treillis 

convexe. 

Prono?:ti on 19 : Soit I un ideal d'un préanneau P. Si P/I ne possède que deux 

éléments, 1 est un idéal maximal. 

C'est dire en effet que P ne possède que ceux classes d'équivalence 

module I, qui sont donc complémentaires l'une de l'autre (propc 9) 

et toutes deux treillis convexes associés l'un à l'autre (prop. 8 

et déf. 8). Soit I et T ces deux classes. S'il existe un idéal J 

qui contient strictement I, scit pé.I-1 (donc p€ï) et U = p+J+j 

le treillis convexe associé à J et contenant p. Par la proposition 

U ^ T et U 4 T, donc Un I î 0 , c'est-à-dire que U^J i 0. Par la p r c 
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position 9 , dernière li~nc, U - J. Corme UoT et que J?I, U = J ~ P 

et I est maximal. 

On démontrera de façon identique que si F est un filtre (resp. T 

un treillis convexe) et que P/F (resp. P/T) n'a que doux éléments 

F (resp. T) esi, maximal. 

Cette proposition peut se reexprimer ainsi : 

Proportion 20 : S'il existe une partition d fun préanneau en deux treillis 

convexes nen triviaux, ils sont associés l'un à l'autre et sont, 

l'un filtre et l'autre idéal, et maximaux. 

Soient T_ et ? 0 ces deux treillis, t, c T. et t 0 £T 0. Puisque T. et 

T sont complémentaires et que T f. = t +t +?„ et T sont disjoints, 

t- 1 <- 1 -L 1 

T ? 1 C T 2 * D e r"^r'e T f 2 C T l ' ° n e n t i r e ti"" to + T ti c t i + t 2 + T ^ ' n c i t : 

T XC T' 2 et de même ? c T ^ , puis T± = T' p, T 2= T ^ . 

T et T_ sont donc associés et la proposition 19 entraîne alors l'as-
1 cl 

sertion, compte tenu de la remarque 13. 

Proposition 21 : Dans un préanneau de plus de deux éléments, l'ensemble E des 

idéaux propres no contenant pas un élément fixé p (p / o si o existe) 

n'est pas vide. Cet ensemble est irductif. Il possède donc des éléments 

maximaux. (T'eus appellerons ces éléments : idéaux relativement maxi

maux ). 

1) Si P possède plus de deux éléments, il existe q, tel que p ne 

soit pas inférieur ou égal à q, puisque p ^ o, si P a un plus 

petit élément et que dans le cas contraire, il existe une in

finité d'éléments inférieurs à p. Donc, l'idéal principal IqC-E, 
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car p£ 1^. 

2) Soit une famille (I.). T totalement ordonnée d'idéaux ne con-

tenant pas p, U I. est un ideal, et ne contenant pas p. (dé-

monstration de type classique). 

Proposition 22 : Tout idéal relativement maximal d'un préanneau est maximal. 

L'existence d'idéaux maximaux en découle donc, compte tenu de la pro

position 21. Le quotient d'un préanneau par un idéal maximal est 

un préanneau à deux éléments, donc, à un isomorphisme près, le 

corps Z/(2). Le complément d'un ideal maximal est un ultrafiltre, 

et inversement, et ils sent treillis convexes associés. 

Démonstration : Soit I un idéal relativement maximal, ne contenant pas ̂  P/i 

le préanneau quotient. P/I possède un plus petit élément 0, en applica

tion de la proposition 13, 1 et 13, 3. Soit f l'application canonique de 

P sur P/I. f(l) = {o}. Comme I 4 P, P/I possède au moins deux éléments. 

Supposons qu'il en possède plus de deux, et soit a - f(p) + o,S'il existe 

au moins, outre a et o, un autre élément b : 

1) Ou bien a et b ne sont pas comparables 

2) Ou bien b<a 

3) Ou bien a<b et en application de la proposition 2, il existe 

c tel que a v c = b e t a . c = o , c étant donc différent de a, b, C j 

et non comparable avec a. 

Dans les trois cas, l'idéal principal J, engendré par b dans les 

deux premiers cas et par c dans le troisième, ne contient pas a = f(p) o 

L'image réciproque 3^ = f^ÍJ) est un idéal de P (remarque 10) qui con

tient strictement I puisque {o} et que J i {o} , et ne contient pas p. 
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et P/I contient au plus, donc cx^ctc-inont, doux cléments. La proposition 

19 entraîne alors que I est maximal. (Réciproquement, un ideal maximal 

est évidemment relativmeent maximal pour tous les éléments q^'il ne con

tient pas et les deux notions se confondent). 

Soit maintenant un idéal maximal K quelconque. Le raisonnement précédent 

appliqué à X et a un clément q tel que q^K entraîne que ?/K a exacte--

ment deux éléments. 

Un préanneou à deux éléments est muni naturellement d'une struc

ture d'anneau. Il est immédiat que c ?cst, à un isomorphisms près, le 

corps Z/(2). 

Si I est un idéal maximal, compte tenu de ce que P/I possède deux 

éléments, et que les classes d'équivalence modulo I sont disjointes,1'image 

par lTapplicaticn canonique, de F, complément de I, sera l'imite de P/I, 

Compte tenu de 13, 3, F est un filtre* La proposition 20 entraîne qu'il 

est maximal. Le complément d'un idéal maximal est donc bien un ultrafiltre. 

L'existence d'ultrafiltres étant maintenant assurée, soit G un ultra

filtre quelconque. On peut refaire pour P/G une démonstration analogue 

à celle faite ci-desous pourP/I et P/IC, puis conclure que le complément 

do G est un idéal maximal. Idéaux et filtres maximaux sont de plus asso

ciés (prop.20). 

Proposition 23 : La fonction caractéristique d'une partie U d'un préanneau 

booléien P est un homomerphisme f de préanneaux de P sur Z/f2)si 

et seulement si U est un ultrafiltre de P. 

1) U est un ultrafiltre. Scit I son idéal maximal associé. 
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a) xtU, et y«U < > x.yc'J 

D'cù f(x) » 1 et f(y) = l«-=>f(x y) = 1 et f(x).f(y) = f(x.y) 

b) x xeU, y e U , Z<LU f(x) = f(y) = f(z) = 1 

x+y+ztU (remarque 8) donc f(x+y+z) = 1 

D'où 1 = f(x+y+z) = f(x)+f(y)+f(z) = 1+1+1 

* X £ U , y«U, zfJ f(x) = f(y) = 1 , f(z) = o 

x+y+z € z+U+U = I idéal maximal associe à U, donc x+y+z j. U 

f( x+y+z) = o = 0+1+1 = f(x)+f(y)+f(z) 

*-x<U, y^U, ẑ U f(x) = 1 f(y) = f(z) = o 

x+y+z € x+I+I = U 

1 = f(x+y+z) = f(x)+f(y)+f(z) = 1+0+0 

*x^U, y^U, z^U f(x) = f(y) = f(z) = o 

x,y,Z£l x+y+z il f(x+y+z) = o = f(x)+f(y)+f(z) 

2) f est un homemorphisme de préanneaux de P sur Z/fc). Les images réciproqu< 

de o et 1 sont des treillis convexes, I et f étant l'application cano

nique de P sur P/I = Z/(2) (proposition 10)• Par la proposition 1 3 , u et 

I sont respectivement des filtres et idéaux, et par la proposition 19 

sont maximaux. L'image de U par f est 1 et celle du complémentaire de U 

est o, d'où l'assertion. 

Proposition 2h : Tout preanneau P est isomorphe à un sous~préanneau de l'anneau 

P(X), ensemble des parties de l'ensemble X des ultrafiltres de P 3 

P(X) étant muni des opérations classiques (intersection ensembliste 

et différence symétrique) et étant considéré lui-rcme comme prean

neau. 

Soit en effet l'application s : P , P(X) 

x > s(x) 
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où s(x) = (U; U ultrafiltro et xcU} , cfcst-à~d:rc r.j.o s(x) est 

l'ensemble des ulïraflitres qui contiehr:-?r.v, x. 3cit x,y,z elCn^rts 

de P, et 1^ idéal naxir.al associé à lfultrafiltrc b\. 

1 ) U. es(xy) <^ IK 3 xy < ^ IK 3 x et TJ. * y 

é̂ U é̂. s(x)o r(y) D foù s(xy) = s(x)n s(y) 

2) U. t s(x+v+z)*=*U. 3 x+v+z 
i " i 

' xeb\ , y ̂  Un. ,
 z f U £ (dans ce cas x+y+z c x+J^I.. = car 

y et z appartiennent à I.) 

ou "bien x<U., y/u.0 z*U. (x+v+Z€ z+I.+I. = U.) 

ou bien xé\].9 v*U., Z&J. (x+y+zcy+I.+1. = U.) 

' i " i / i i l i 
ou bien xtU., yeU.5 zcll. (x+y+z)e U.-HJ.+U. = U.) L i* J i ' x * j ' 1 1 1 i' 

En effet, dans chacune des quatre autres possibilités (2~-h = 

x^U., y*U., z(U.==» x+y+zcx AU.+U. = I. car x-:I. 
• i' J i* i J 1 1 1 i 

X£TJ., ytU., Z'/'J. => x+v+z e z+U.+U. = I. car zcl. 
i* i' r i v i l i i 

on a : < 
• * y<fU. , z «U. => x+y+z £ y+U. +U. = I. car y cl. 
i ' ̂  T i ' i / J J i i i J i 

x4j., yeU., ziTJ. =>x+y+z£l.+I.+I.-I. car x0y.zel. 
L ; i' , i' ' i 1 1 1 1 1 J ' i 

Dans ces quatre cas, x+y+z^U.« D'où la nouvelle équivalence, dans 
/ i 

laquelle v désigne le "ou"* logique et a désigne le "et r lexique : 

U. €. s (-+y-f z ) ^ (U. 3 x a U. 4 y a U. i 7. ) v (U. 3 x a U. ?y ̂  U. jz) 
i i i/ i f i i ii i.° 

v(U. ix a U. s va U.iz) V (U. 3X AU. 3 Y A U. 3 z) 

^ ( U . t s t x l A l ' ^ o l y l A U . i s l z ) v (uJsfxlAU^sfyJA U.ts(z) 

Y d J ^ a(x) A U£ s(y) aU.4 S ( Z ) V (b\«s(x) \ IL c s(y) a U^sfz}) 

*==»U i «(s(x)op( y hp 2 ))U(| ' s(x)o ̂ (y).n s(z))U(,rc(xhs(y).-["(z); 

U(s(y)ns(v)Os(î)) « = > Uies(x)+?(y)+s(z) 
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(La formule d'addition dans l'anneau P(X) peur trois éléments 

étant considérée comme connue). 

Nous caractériserons le scus-préanneau de P(X), image de P, 

dans le chapitre III, en langage topoiegique. 

Pemaroue lU : Dans le cas où le préanneau P possède un plus petit élément, o, 

s(P) possède égalèrent un plus petit élément, 0 = s(o). Pour déduire de la pro

position précédente le théorème de Gtcne pour les anneaux, montrons d'abord : 

Lemme U : Deux préanneaux ayant un plus petit élément, hememerphés pour 

leur structure de préanneaux, sont henenorphes pour leur structure 

naturelle d'anneaux : 

h(x++y) ~ h(o+x+y) - h(c)+h(x)+h(y) = c+h(x)+h(y) 

= h(x)++h(y) 

(il n'y a rien à vérifier pour la multiplication). 

D'où le théorème de Stone : 

Proposition 25 : Un anneau beoléien A est isomorphe à un sous-anneau de l'en

semble P(X) des parties de l'ensemble X de ses ultrafiltres0 En 

effet, s(A) a un plus petit élément (rem. lU). Il est isomorphe à 

A pour les structures de préanneau (prop. 2U) donc d'anneaux (Lemme l 

Remarque : Si A est infini, le sous-anneau de P(X) image de A est toujours pro

pre. Supposons au contraire que A puisse être isomorphe à P ( x ) . Compte tenu 

de la remarque 5, les parties cofinies de X engendrent alors un filtre F de p ( x ) 

aucune intersection finie de ces parties ne peut être vide, Il est immédiat qi a e 

l'ensemble des filtres propres d'un anneau est induetif. F est donc contenu 

dans un ultrafiltre U. Les images réciproques par s des éléments de U cons

tituent un ultrafiltre x de A, et les parties de X élérents de U contiennent 
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toutes x ceraie élément (Prcp. 2*0« 

Leur intersection doit donc contenir x, alors qu'il doit y avoir parmi 

elles la partie cofinie X ~ {x} • La contradiction entraîne l'assertion. Il 

convient donc de remarquer que lorsqu'un anneau infini est isomorphe à un en

semble de parties (Haïmes, Booleau algebras, Th. 5,page 70), il ne s'agit pas 

de l'ensemble des parties de l'ensemble de ses ultrafiltro?. 

§ h IL:nasici; D'un PREAIINEAU DANS UN ANNEAU BOOLÉIEN 

2 2 
Scit un préanneau ? et l'ensemble sans structure ? . Considérons sur P 

2 2 

la relation d'équivalence suivante, notée P. Soit (x,y)eP et (t,u)eP • On pose : 

(x,y) = (t,u)(R)<=» 3z, x+y+ z = t+u+z. 

On déduit alors que l'égalité a lieu pour tout z tP, en faisant la double 

somme de chaque membre avec z et z^. Compte tenu de cette remarque : 

La relation est réflexive, symétrique et transitive par suite des mêmes 

propriétés pour l'égalité. 

2 

Munissons en outre P des lois de composition suivantes : 

1) Une addition : (x,y)+(t,u) = (x+y+t, u) (non commutative) 

2) Une multiplication : (x,y).(t,u) = (xt+xu+yt,yu) (commutative) 

3) Une Ici de composition externe avec P comme domaine d'operateurs : 

t.(x,y) = (tx,ty) 

(On pourrait aussi définir R par (x,y) = (t ,u) (R) <=*x+y+t = u) 

Lemme 5 : La relation R est compatible avec l'addition de F*. Scit (x,y) = (xT,y') 

et (t,u) s (t',u') (Comme il n'y a pas d'anbiguité en supprime R 

dans l'écriture de deux éléments congrus modulo R). On a successi-

vcment : 
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x+y+z = x'+y'+z 

t+u+(x+y+z) = t'+u'+(x+y+z) = t'+u'+(xT+y'+z) 

D'où (x+y+t)+u-z = (x'+y'+t')+u'+z 

((x+y+t), u) = ((x'+y'+f), u') 

et enfin (x,y)+(t,u) - (x',y1)+(t*,u') qui exprime l'assertion. 

2 

Lemme 6 : La relation R est compatible avec la loi externe de P . 

Soit (x,y) = (x f,y T). On a : x+y+z = x'+y'+z 

u(x+y+z) - u(x'+y'+z) 

ux+uy+uz = ux'+uy'+uz, (ux,uy) = (ux',uy') 

ou enfin : u(x,y) = u(x',yf)o 

Remarque 13 : On en tire aussi pour tout téP : 

ux+uy+t = ux'+uy'+t. 
2 

Lcmme 7 * La relation R est compatible avec la multiplication de P . 

Soit (x l,yM = (x,y) et ( f , u') = (t,u) 

(x',y').(t,u) = (x't+x'u+y't5y
?u) 

(x',y' ).(t!V) = (x't'+x'u'+y't'5y'u') 

(x,y).(t,u) = (xt+xu+yt.yu). 

En application de la remarque 15 appliquée deux fois : 

xt+xu+yt+yu+z - x't+x'u+y't+y'u+z 

le second membre étant encore égal pour la morne raison à : 

= x't'+x'u'+y't'+y'u'+z, ce qui exprime que : 

(x,y).(t,u) = (x',y').(t\u') 
2 

Lois de composition dans P ,/R : On peut donc établir dans l'ensemble quetie 

2 

P /R les lois de composition suivantes, indépendantes des représ 

tants choisis : 
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T^7y)V(t7uT= Tx^ y î T r f ^ ) ' = T ^ ^ ^ t ^ I ) " 

Remarquons que l'addition devient commutative dans 1 ensemble cv"-t,:ort 

alors qu'elle ne l'était pas dans F : en effet, (t,u) = (u,t) puis

que t+u+z = u+t+z 

2 

Propriétésdes opérations de P^/R : 

1) L'addition est commutative (voir ci-dessus) 

2) Elle est associative : 

((x,y) + (t,u)Mv,v) = (x+y+t,u) + (v,w) 

= Tx+:'+t+ûT7,w) = (x,yT+7t+u^vvv?T 5 2 Tx",~yJ-'Tt,il) + ( v,\7J) 

3) Elle possède un élément neutre : ce sera la diagonale de P", qui 

forme une classe d'équivalence : 

h) Tout élément est son propre inverse : 

5) La multiplication est idempotente : 

(xVyT'Tx,y) = 7-v:.+xy+yx/-yT = 

6) Elle est commutative : cela résulte de la commuto ti vite de oel.le 

de P. 

T) Elle est associative : cela résulte de l'associativité de celle 

de P^ démontrée ci-après : 

(x,y) [(t,u).(v,v)'J = (x,y)(tv+tv+uv,uw) 

= ( xt v+xtv+xuv+xuv+t yv+tyw+yuv ,yuv ) 

D'autre part : [(x,y) . ( t ,u)J (v,v) = (xt+xu+yt ,yu) (v,v) 

= ( xt v+xt v+xuv+xuv+yt v+y tv+yuv, yuv ) 
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8) Elle est distributive (donc doublement) par rapport à l'addition. 

2 
Cela resuite de la mené propriété pour P : 

(x,y)((t,u)+(v,v)) = (x,y).(t+u+vaw) = (xt+xu+xv+xv+yt+yu+yv,yw)et 

(x,y)(t,u) + (x,y) (v,v) = (xt+xu+yt,xy)+(xv+xv+yb,yvO 

d*cù l'égalité se vérifie immédiatement. 

- Il en résulte de ces propriétés que : 

Preposition 26 : p /R muni des opérations ci-dessus est un anneau idempotent 

(anneau boolcien non généralement unitaire). 

Proposition 27 : ? /R est un groupe opérant dans P, transitivement et fidèlement. 

2 ?. 

P est donc un espace affine sur P /R, et P et P'/R se correspondent 

bijectivement. 

1) Définissons dans P la loi externe suivante, notée +, avec 

2 

P'/H comme domaine d'opérateurs. 

Tt ,u)+x = t+u+x (le si^ne + du second membre désignant évidemrcer.' 

la double addition de P). 

Cette définition est indépendante du représentant choisi. 

2 

2) P /R opère transitivement, ou : l'application 

f : (t,u) > (t,u)+x est surjective. 
Or, Vx, Vy, 3(t,u7eP 2/R, Tt^ûT+x = y (il suffit de prendre en 
effet *(t,u)" = (x,y)) 

2 

3) P /R opère fidèlement,, ou : l'application f est 5nientîv<a, 

Or, si (t,u)+x = (t',u')+x, on a bien t+u+x = t'+u'+x, 

(t,u) = (t'u') ou enfin TtTïïl - 7tT,u Ty 
h) L'application f de P"/P dans P est donc bijective. 

x 
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Immersion de P dans un aneeau le cl é :* en : 

Considérons A = P U P /R. On notera les éléments de A : x,y.z,... s'ils 

appartiennent à P, et X, Y, Z,... s'ils appartiennent à Pc'/R. On posera dans A 

les opérations suivantes : 

2 

1) Addition : a) X+Y dans A sera la sonne X+Y dans P /R 

b) x+X = X+x = t+u+x si X = (t,u) 

c) x+y = T>:yy) 

2) Multiplication : 

d) X.Y dans A sera le produit X.Y dans P 7R 

e) x.Y s Y.x = (x-/, xv) si Y = Tv^T 

f) x.y dans A sera le produit xy dans P. 

Montrons que A muni de ces opérations est un anneau bocléien. 
2 

pv^^-r * y.-*- o ç̂ ŝ o^^^at ior^ de A = P U P ' t 

Dans tout ce qui suit, X = Tt,u) et Y 8 7v,v.r) 

1) L'addition est commutative : 

Cela est évident peur les cas a) et b) de définition. Pour le cas c) 

il suffit de constater que (x,y) = (y,x) 

2) Elle est associative : 
2 

a) par définition peur trois éléments de ? /R. 
2 

b) si les trois éléments proviennent à la fois de P et de P /R : 

Les deux cas ci-après se vérifient immédiatement : 

(x+X)+Y = x+(X+Y) 

(x+y)+X = x+(y+X) 
Les quatre autres suivants s'y ramènent 
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(x+X)+y = x+(X+y) 

(X+x)+Y = X+(x+Y) 

(X+x)+y = X+(x+y) 

(X+Y)+x « X+(Y+x) 

c) (x+y)+z = (x,y)+z = x+y+z = x+(y,z) = x+(y+z) 

3) L'élément neutre est l a c lasse (x ,x) = o 
p 

VX, 0+X = X (Propriété 3 des opérations de P /R) 

Vy, 0+y = x+x+y = y. 

U) Tout élément est son propre inverse, 

x+x = (x,x) = 0 

X+X = ( t ,u )+( t ,u ) = (t+u+t, u) = Tu 5u) = 0 

5) La mult ipl icat ion est coinmutative par dé f in i t ion . 

6) E l l e est assoc iat ive : 

a) Par déf ini t ion s i les éléments proviennent uniquement so i t de p, 
p 

so i t de P /R. 
b) S ' i l s proviennent à l a fois des deux ensembles : 

x(yX) = (xy)X 1 

y se vér i f i en t immédiatement. 
x(XY) = (xX)Y J 

Les quatre autres cas suivants s 'y ramènent : 

X(xY) = (Xx)Y 

x(Xy) = (xX)y 

X(Yx) = (XY)x 

X(xy) = (Xx)y 

7) E l l e est d i s t r ibut ive (denc doublement) par rapport à l ' add i t i on : 
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a) X(Y-HZ) = XY+XZ est vérifie dans P?/R. 

b) 7(y+Z) = x(v*v+z) = T T r T n ^ ' X T T Ï Ï T ^ T 

= (L,u)\lT8~y+(t,u)z = rirXz 

c) X(y+z) = X ( y , z ) = I t T T T . T y T ^ T « T T * 7 ^ -tfV^H" 

= (t,u).y+(-c9u).z = Xy4Xz 

d) z(X+Y) = z(t-:-u+v.v) = ( zt+zu+zv,zv) 

= T z j , i : u ) + U v r ^ T " zX+zY 

e) z(X+y) = z(t+u+y) = zt+zu+zy = T T t ,zu)+zy = zX+zy 

f ) z(x+y) = z7T,"y7 = Ux,zy)" = zx+zy 

o 

8) Elle est idempotente, l'étant dans P et P"/R. 

9) Il en recuite que A est un anneau id empotent (nrn généralement unitaire: 

voir remarque 17)• 

Pro^Fit:>r^23 : Tout preanneau P peut être plonge comme ultrafiltre d nns 

un anneau bcclc-ien A, De plus, si P n ' a pas de plus petit élément et 
P . . . . 

s'il existe un anneau booléien A' et un homomorphisme mjectif de 
N. i 

\ ^ preanneau x h de P dans A', on peut trouver un homenorphisne injectif 

d'anneaux g de A dans A 1, tel que h = g c i, i étant l 1 injection 

A' 
canonique de P dans A. (A sera donc à un isomorphism près le plus 

petit anneau boolfien contenant P (voir le schema). 

p 
Dennrst^ation : Considérons A = P U P /R 

1) POP'/R = 0 : par construction, P et P /R sont complémentaires. 

2) P est un filtre : 

a) stable pour la multiplication par definition 

b) stable pour la disjonction par un éOemcnt de A : 
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X V y = X+V+XycP 

x v Y = x+Y+xY = x+v+w+xv+xveP, 

3) Son complément est un idéal : 

2 
a) stable pour la disjonction : X v Y = X+Y+XY (P /R 

b) stable peur la multiplication par un élément de A : 

X.Yc P2/R 

X.x = xTF,uT = ïxt ,xu) c P2/R 

h) La proposition 20 entraîne la première partie de l'assertion. 

5) L'injection canonique de P dans A est ici l'application identique. 

Scit i(x) = y. Définissons g par : 

'g(y) = h(x) sur P 

g(X) = g((t,u)) = h(t)+h(u) sur P2/R (voir a) ci-après) 

en notant + l'addition de l'anneau A : 

a) g est injectif : * sur P puisque h est injectif 

-H- sur P2/R : si g(X) = g(Y), ou g((t^T)) = g ( ( ; 

h(t)+h(u) = h(v)+h(v). Peur tout z de P, h(t)+h(u)+h(z) 

= h(v)+h(w)+h(z) ou : h(t+u+z) = h(v+v+z). 

h éteint injectif, t+u+z = v+w+z eu 7t,uT = (v,vT 

et X = Y. En remontant les calculs, on vérifie aussi que la défi., 

2 

nitien de g est bien fonctionnelle sur P /R. 

•* Supposons enfin qu'il existe un y et un X 

de A tels que g(y) = g(X) ou h(x) = h(t)+h(u) 

ou enfin h(x)+h(t)+h(u) = o = h(x+t+u). On sait que h"1(o) est un 

idéal (prop. 10 appliquée à P et h(P) et proposition 13). Puisq U e 
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h est injectif, h'^'Co) possède un seul élér.cr.t z. Ln condition 2 

de la définition U entraîne que z est le plus petit clenent de P, 

ce qui est contraire eux hypothèses. 

b) g est un hcr.or.crphisr.e d'anneaux booleicns. 

c(x+y) = E(~US:0 = fc(x)+h(y) - g(x)+fr(:0 

G (x+X) = g(x+t+u) = h(::+t+u) » h(x)*h(t)+h(u) = g(x)+c(X) 

C(X+Y) = G(Tt+û+v7vT) = h(t+u+v)+h(w) = H t )+h(u)+h(v)+h(v) 

= G(X)+G(Ï) 

g(xy) = h(xy) = h(x).h(y) ^ g(x)g(x) 

g(xX) = G(xTT,u7) = g(Uc.xu)") = h(xt)+h(xu) = h(x) (h(t)+h(u)) 

= h(x) . i i (x ) 

g(XY) - g(Ttvi-t-,-+uv,u'.0 ) = h(tv+tvr+uv)+h(uw) 

- h(t)h(v)+h(t)h(w)+h(u)h(v)+h(u)h(w) 

= (h(t)+h(u))(h(v)+h(w)) = g(v)g(Y) 

Remarque 16 : Si P possède un plus petit element,P et P"/R sont isomorphes. 
2 

Soit en effet (t,u7<. P /R et considérons x = c+t+u = o+c+x. On a donc 

( 0 , X ) = Tt 3aT. 

L'application f : (t,u) > x est une bijection de P2/R sur P. 

a) f injective : f (t ,u7) = f ( vv,v7)«==>o+t+u = o+v+v 

<=>T tTu) = Tv,v) 

b) surjective : Soit xeP x = f((e,x7) 

De plus, f est un isomorphisms d'anneaux : 

f(X+Y) = f(Tt+u^v,vO) = c+t+u+v+w 

= o+(o+t+u)+(c+v+v) = f(X)++f(Y) 
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f(X.Y) = f ( (tv+tw+uv,uwT) = o+tv+tv+uv+uw 

= (o+t+u).(o+v+v) = f(X).f(Y) 

Si dans la démonstration de la proposition 28 on prend A' = A, et pour h , 

l'application f'"1, g n'est plus injective. En effet, sur P, g = h = f 

sur P 2/R, g(X) = f M l(t)+f , a(u) = "f^;t) + rcr,"ïïT = Tt^u) = X = ToTxT 

= f" 1^) = g(x) avec x*P et x = f(x) 

En termes intuitifs, si l'immersion de P dans A reste valable, A n'est 

pas le plus petit anneau qui contienne puisque celui-ci est muni d çune 

structure naturelle d'anneau. 

Remarque 17 : Si P n'a pas de plus grand élément, A = P U P'/R n'est pas 

unitaire : P est en effet un ultrafiltre de A et il est inmédiat que l'unité 

de A serait le plus grand élément de P. L'immersion d'un anneau non unitaire 

A dans un anneau unitaire B dont A est à un isomorphisme près un idéal maxi

mal est bien connue. Compte tenu de ce résultat, et de la proposition 28, on 

démontre immédiatement que : 

Un préanneau P sans plus petit ni plus grand élément peut être plongé dans 

un anneau booiéien unitaire 3, P étant à un isomorphisme près ultrafiltre 

d'un idéal maximal de 3. Pour tout anneau boclêien 3' unitaire tel qu'il 

existe un homemorphisme injectif h de préanneaux de P dans B f, on peut trou

ver un homemorphisme injectif g d'anneau booiéien de B dans B f, tel que 

h = g o f, f étant l'injection canonique de P dans B (il suffit de considérer 

le schéma qui est une extension de celui de la x-ropesition 28). 

\ \ f 
h ^ A \ 
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§ 5 APPLICATIONS 

Indiquons brièvement quelques applications de la notion de treillis 

convexe. 

Applic^t"1*on 1 : solution c e 1 T r̂ -̂ t-? en ax = b d nns un arneau hc-léior., et 

a^p 1 i c ?.+, ? ̂>n à la t ?r> cl o i e : 

Evolution de l'eevatien ax = b (ameau non généralement unitaire ; la ré

solution dans un anneau unitaire est faite dans Eirkhoff [l], chapitre 10, § 9) 

Scit A un anneau booleien, a, be A avec b<a. L'ensemble des racines 

de l'équation ax = b est le treillis convexe T = b+a v A+a = b+I, où I est 

l'idéal associé au filtre a v A. 

1) xéT x = a+b+a v y ax = aa-*ab+a(a v y) = a+b+a 

= b 

2) ax = b<=^ a v x +x+a = b f —>x = a+b+x v a c T 

Soit alors F un filtre, et x fixé, y variable, x et yeA. Cherchons l'en

semble Tp des y tels que : 

3z cF, xz = yz 

Soit b la valeur commune des produits. En application de ce qui précède, x 

et y sont éléments de T = b+z+z v A = b+I . Puisoue bdT , et xo_7 , 
z z A z' z' 

T z = x+z+z v A (proposition 18 ) . 

T est donc l'ensemble des y qui correspondent à un z donné. IL 
z r z 

z*F 

est l'ensemble cherché. IV u ( x+z+z v A ) = x- U ( z+z v A) 
zeF zeP 

Or U (z+z v A) = F+F : a) U (z+z v A)cF+F : trivial 
zeF zeF 
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L) Soit z +z eF+F z\t"L2 = Z 1 Z 2 + Z 1 V Z 2 

= z z +(z z )v(z v z 2)^ I J z + z Y A 

Soit donc J l'idéal associé à F : T n = x+F+F = x+J. 

Application à la topclcçie : 

Soit À = P ( a) où X est un espace topolcgique. Si F est un filtre sur X 

au sens tcpclogique F est un filtre de l'anneau booleien P ( X ) . Scit HeP (x) . 

On appelle cerne de M suivant F l'ensemble des KeP(X) tels qu'il existe V^_F, 

MnV = IlnV. (Bcurbaki, Topclocie générale, chapitre I, § 6, n° 9). Le germe 

de M suivant F, en application de ce qui précède, sera le treillis convexe 

de P ( X ) , T = Î'+F+F ~ M+J, où J est l'idéal de P(X) associé à F. L'ensemble 

des germes de parties de X suivant F n'est autre que l'anneau quotient P(X)/J 

(Proposition 11, remarque 11, propos, le) 

Application 2 : Racines du polynôme booleien le plus général dans un anneau : 

Dans un anneau A nen unitaire le polynôme le plus général est ax+<$x+b cù 

ScZ/(2)et >̂.x représente la loi externe de l'espace vectoriel A(Propcsition c. 

3, remarque finale). Le cas cù ̂ = o a été traité (Application l). Si 6= ±y 

l'ensemble des racines est le treillis convexe T = b+aA. Une condition néces?: 

re pour que ax+x+b = o, c'est-à-dire que a v x+x+a+x+b = o, ou a v x = a+b, c: 

que a+b> a donc a (a+b) = a ou ab = o. Si x^T > x = b+ay; ax+x = ab+ay+b+ay = b. 

Réciproquement, si ax+x = b, x = b+axçT = b+aA. 

Application 3 : Annulatenr d'un idéal dans un anneau b o o l e i e n et ensemble ^ 

ses majorants - Idéaux supplémentaires - Idéaux denses : (Conformément aux 

conventions générales, on rappelle que 1Tanneau n'est pas nécessairement uni

taire) . 

Soit un anneau booleien A. 
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Le—e S : Soit un treillis convoie T dTideal associe I et aé'v, a quelconque. 

L'application f : T > a+T est un isomorphisms d'ensembles crdonr.es 

si et seulement si a£Àrn(l), Ann(l) désignant l'annulâtour de I. 

1) f est bijectif 

2) Soit tel, t.cT, t't., ou tt n = t. 

± 1 1 

a+t * a+tn (a-t) (a+t ) = (a+t )<-=> a+a( t-?-t.. )+tt1 = a-ft 

<—> a(t+t 1) = o 

Comme t+t^*I, la condition est suffisante. 

Elle est nécessaire. Soit itl, i quelconque, et t^tT quelconque. 

Si t 3 = i+t^T, i = t 2+t 3 = *t 2

t 3 + t 2 V t 3 = t + t l a V e ° t 4 t l e t t c T 

t^€ T. Les équivalences ci-dessus entraînent que si f est isomer-

phisme d'ensembles ordonnés, a.i = o. 

L^mme 9 • La condition du lemme 8 équivaut à : Vt^eT, Yt^çT, ^ ^ ^ ^ 2 

1) Soit et t €T, tels que t g = i-M^. Si ai - c, at^i = o, 

at^t^ = at^ donc at^^t^. La nouvelle condition est donc nécessaire 

2) Elle est suffisante. Soit Vi^I, 3^ 1^T, t 1> i (p?r exemple 

si t<iT, t 1 = i v t e l et t »i« « i v t = i+t+itct+I+I = T)). 

Soit t^ = i+t^. at^t^ = at^=r*at^ i = o=^ai = o. 

Consigner ce : Si T = a+I, a = inf(T) équivaut à : aeAnn(l), compte tenu du 

lemme 8. 

Lemme 10 : L'application f : T >a+T est un anti-isomerphisme d'ensembles or-

donnés si et seulement si a majore I, idéal associé à T. 

1) f est bijectif 

2) Soit t, t xeT, t*t , ou tt 1 = t. 

http://crdonr.es
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a + ^ i a + t ^ t a + t ^ a + t ) = a+t1<=-=^a+a(t+t1)+tt;i = a*^ 

< ^ a(t+t 1) = t+t x <--=> t+t3 ̂ a 

Corme t+t^ e l , la condition est suffisante. Hn partant de i quel

conque et en prenant corne ci-dessus i = t^+t^ = ^2^3^° V ^3 ~ ̂ "^i* 

les equivalences écrites entraînent qu'elle est nécessaire. 

Lome 11 : La condition du lemme 10 équivaut à : 

Vt x éT, Vt ? c T, a v t± >,t2 (ou (a v t ^ ^ = t j 

1) La nouvelle condition est nécessaire. Si Vi, ai ~ î: Soit 

t t ? , et t 2 t T . t x+t 2 = itl. a d ^ + t j = t x+t 

a t l + a t 2 + t J s t 2 a t l t 2 + r - t 2 + t i t 2 = t

2 ° U : ( a V *l > t2 = *2 

2) Elle est suffisante. Prenons corme au lemme 9 s i^I et t \ i 

ou itn = i. Soit t^= i+t . Si (a v t,Jt„ =s t , on déduit : 

(a+t2+at9)t]L = t 1, (a+i+t1+ai+at1)t1 = % 1 d'où i ^ = ait 

et i = ai. 

Conséquence : Si T = a+I, a = sup (T) équivaut à : a majore I. 

Proposition A : Dans un anneau booléien5 l'ensemble des majorants d'un idéal I 

est un filtre, translation par un majorant quelconque de I de l'annu-

lateur I' de I : 

1) Si q majore I, q+If majore I : 

(q+i').i = qi+iif = qi ~ i 

2) Si q' majore I, soit q un majorant quelconque : 

Vi, q fi = qi = i . Vi, (q+qf)i = o. Donc q+q'c I r 

Scit i' = q+qf qf = q+i ? a q+I' 
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Proposition D : Pour qu'un idéal I d'un anneau booléien admette un idéa l sup

plémentaire I ' , i l faut et i l s u f f i t que tous les t r e i l l i s convexes 

d ' idéal associé I soient inf-principaux. 

1) On dira que I et I 1 sont supplémentaires s i l o i ' = (o) et s i 

A = I+I f (I et I f sont d 'a i l l eurs sous-espaces vec tor i e l s sup

plémentaires : prop. 6,3) 

2) Soit J idéal supplémentaire de I . Alors J = I ' où I ' = Ann(l) 

a) Soit i c i , j cJ i j c l n j = {6} donc j c l f et J c l ' 

b) Soit x d ' . Pour tout x£A, x = j + i avec jé.T, i^I 

Donc ix = j j + i = o+i = o. D'où i = o et x = j , donc I ' c J . 

3) Soi t xéA. x = i + i ' avec i c i , i ' e l ' . Le t r e i l l i s convexe 

d' idéal associé I qui contient x est T = i ' + I . Comme i 'cAnn(l) 

i ' = inf(T) (Conséquence, Lemme 9). Réciproquement, s i pour 

tout T = a+I , T est inf . pr inc ipa l . Soit i ' « i n f ( T ) . D'après 

l a conséquence du lemme 9, i f c A n n ( ï ) . Donc tout T d ' idéa l associé 

I s ' é c r i t T = i ' + I avec i ' c l ' = Ann(l) . Soit xcA quelconque et 

sa c lasse d'équivalence modulo I : x = i ' + i c i ' + I = T ê Comme 

I/iI* = {o} , I e t I ' sont supplémentaires. 

Proposition C : Dans un anneau u n i t a i r e , seuls les idéaux principaux ont des 

supplémentaires. En e f f e t , l e f i l t r e F = 1+1 doit être i n f - p r i n c i p a l , 
0 

et i ' = i n f ( F ) c I ' avec I f = Ann( l ) . D'après l e Lemme 8, I -^ iVl est un 

isomorphisme d'ensembles ordonnés. F ayant un plus grand élément 1, 

I est donc pr inc ipa l . 

Proposition D : 

Définit ion : On d i t qu'un idéal I d'un anneau booléien est dense s i Ann(l)= (o} 
(Halmos, [5] , p. 8U) 
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Cela revient à dire, dans un anneau unitaire, 

a) que I n fa pas d'autre majorant que l'unité, ou encore 

b) qu'aucun des treillis convexes associes à 1 n'a d'autre majorant 

que l'unité. 

a) est conséquence de la proposition A. 

b) La définition a) est évidemment entraînée par b) puisque I 

est associé à lui-même. Réciproquement, si P, treillis convexe 

associé à I, possède un majorant p ^ 1, p majore I. Scit en 

effet aeP, i*I« P = a+I. Puisque p majore P, donc majore, peur 

tout i, a+i, on a p(a+i) = a+i = pa+pi = a+pi (car pa = a ) . 

D'où pi = i et i^p. 

Proposition 

Soit I un idéal dense d'un anneau booiéien unitaire A. Tout élément 

de l'anneau est la borne supérieure des éléments de I qu'il majore. 

Démonst. Scit en effet, p*A, I l'idéal principal engendré par p et J s Xnl 

P P r 

l'idéal, ensemble des éléments de I majorés par p. Montrons que, p 

étant un majorant de J , tout autre majorant p^ est plus grand que t 

Soit q = pp^ : q majore et q^p. Soit q' = p+q et p f = p+1. 

a) Corme q majore J , et que Vi € T, i V ( J % ip = ipq = iq. 

P r 

b) pq' = p+pq = p+q = q' , donc q' (p. 

De b ) , on tire : 
c ) P'^P'P 2 5 o, donc p ?q' « c 
d) Si itil, i = ip'+ip 

e) qq' = pq+q = q+q = o 
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f) Dcnc Y i d , q'i = q'ip'+o'ip 

= q 1ip f+q'iq = c 

et q f £ Ann(l) • 

Or, 1"'annulât eur de I se réduit à je] • Dcnc q' = o, q = p=^p^, 

dcnc P-̂ P-p d'eu l'assertion. 

Exemple : L'idéal des parties finies dans 17anneau ?{>'.) de l'ensemble des 

parties de X. 
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CHAPITRE II - LES TREILLIS DIS^RIBUTIFS RELATIVEMENT COÎ-FLEMENTES COMME 

PREANNEAUX 

Il est classique qu'un anneau "booléien unitaire est un treillic ^istribu*i:' 

complemente. Nous avons montre au chapitre I, Proposition 2, qu'un preanneau 

est un treillis distributif relativement complemente (en abrège t.d.r.c). 

Nous allons montrer que réciproquement, tout t.d.r.c. peut être muni d'une 

structure naturelle de preanneau. Il y aura donc identité entre les deux 

structures, chacune d'elles généralisant, respectivement en langage de struc

tures d'ordre et en langage algébrique, la notion d'anneau booléien. 

Soit donc T un t.d.r.c, dans lequel on note ab = inf(a,b) et 

a v b = sup(a,b), et trois éléments a,b, ctT. Soit u = a v b v c e t z = a«b.c. 

dont l'existence est assurée, et a', b f

5 c 5, les trois compléments uniques de 

a, b, c relativement à u et z. 

Avec ces notations : 

Proposition 29 : Dans un treillis distributif relativement complemente T, 1« 

. 3 

Ici de composition ternaire, application de T dans T, définie par : 

(a,b,c)~>a+b+c = (ab'c')v(bc'a!)v(cb'a')v(abc) et la loi de compo

sition binaire (a,b) > ab = inf(a,b) font de T un préanneau, où ces 

lois sont respectivement la double addition et la multiplication. 

1) La multiplication est commutâtive, idempotente, associative 

puisque c'est l'opération "inf". 

2) Elle est distributive (donc doublement) par rapport à 1^ 

double addition : 

Soit du = d(a v b v c) = (da)v(db)v(dc) - u' 

dz = d(abc) = da.db. de = z' 
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Comme dr.1 • da = d 3aa
! = dz ~ z* 

(da')v(da) = d(a v a 5 ) = du = u'. 

on peut conclure que da' est le complement (da)' de d.a relati

vement à u' et z f : u' = (da)v(db)v(dc) 

z' = daodb.de. 

D'où d(a+b+c) = d [(ab'c ' )v(bc?a')v(ca'b')v(abc )j 

= (da.db'.de')v(db.dc'.da')v(dc.da'.db')v(da.db.de) 

= (da.(db)'.(dç)fV(db.(dc).'(da)' )v(dc.(da)'(db)') 

v(da.db.de) 

= da+db+dc. 

3) La double addition est corr.iutative, en raison de la commuta-

tivitc des operations .et v, et de la symétrie de l'expression 

a+b+c. 

h) La double addition est associative : (a+b+c)+d+e = 

a+b+(c+d+e) 

A) Montrons d'abord que, a î ;, b M,c" étant les compléments de 

a,b5c par rapport à deux éléments quelconques u et z, a',b
:,c' 

étant les compléments de a,b,c par rapport à u v x et z.x, 

x étant quelconque, on a : 

(l)(abc)v(anbpc)v(abf,ct?)v(a!,bct?) = abc v(a'b'c)v(ab'c')v(a'bc') 

Dans tout ce qui suit, faisons la convention que le signe v 

domine le signe . , donc que abc v ab'c', par exemple, dési

gne (abc)v(ab'c'). Désignons par x r le complément de x rela

tivement à u v x et z.x. On vérifie aisément que : 

a = abc x v abc' x v ab'c x v ab'c' x v abc x'v abc'x'v ab'c x' 

v ab'c'x' et que 

http://daodb.de
http://db.de
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a" = abcx v abcx' v a'bcx v a'bc'x v a'b'c x v a'b'c' x v 

a'bcx' v a'bc'x' v a'b'c x' v a'b'c' x 1 

C-n obtiendra b" en échangeant les rolts de a et b dans c 

b" = abcx v abcx' v aVcx v ab'c'xv a'b'c x va'b'c'xv 

ab'cx' v ab'c'x'v a'b'cx'v a fb fc :x f 

Fermons ca^b' et d'abord ca". Cela équivaut à faire disparaî

tre dans a,! les termes en c' dont le produit par c va donner 

zx^abex. De même, dans le produit de b' par ac'\ restèrent 

seuls les termes communs aux deux facteurs, le pi^duit les 

autres étant aussi zx. 

D'où c a Mb" = abcx v abcx'v a'b'cx v a'b'cx' = abc v a'b'c, 

et le premier membre de (l) s'écrira abc v a'b'c v ab'c' v 

a'bc' 

qui est l'expression à démontrer du second membre. 

B) Scit alors à calculer s ~ a+b+c. Dans l'expression de la 

double somme, en itérant le résultat de A, a',b',c'., peuixe:.. 

désigner les compléments de a>b,c relativement à 

a v b v c v d v e et abcde„ 

C) Calculons alors (a+b+c)+d+c? = s+d+c. 

a'b'c' ayant les significations indiquées en B) et s',df et 

étant les compléments de s., d et c relativement à a v b v c 

v d v e et abede. Nous devrions, dans l'expression de s+d+c, 

considérer les compléments de s, d, e relativement à s v d v 

et sde. Or, s" étant le complément de s relativement à 

a v b v c et abc, nous pouvons, d'après A, considérer les 
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compléments relativement à s v d v c v s " et s..d.e.s", c'est-

à-dire relativement à a v b v c v d v e e t abede. 

Puisque s = abc v ab'c'v a'bc'v a'b'c, on montre aisément 

que s f = abede v a'bb'v a fbc v ab'c v abc 1. D'où : 

s+d+e = sde v s'd'e v s'de'v sd'e' 

= abede v ab'c'de v a'bc'de v a'b'cde 

v abcd'e' v ab'c'd'e' v a'bc'd'e'v a'b'cd'c1 

v a'b'c'd'e v a'bc d'e v ab'cd'e v abc'd'e 

va'b'c'de1 v a'bcde' v ab'cde' v abc'de' 

Expression invariante si l'en échange a et e, b et d. Donc : 

(a+b+c)+d+e = (e+d+c)+b+a = a+b+(c+d+e) 

5) Dans la double addition, tout couple d'éléments et régulier 

à gauche : x+y+z = x+y+t z = t 

Lerme : x+y+y = x 

En effet, xyy v xy'y'v x'yy^x'y'y = 

= xyy v xy'y' = x~y v y') = x 

D'où x+y+z = x+y+t =•> z = x+y+x+y+z 

- x+y+x+y+t = t (en application de k et du lemr.e) 

Remarque 18 : Les filtres , idéaux et treillis convexe d'ensembles ordonnés se 

définissent formellement comme nous l'avons fait pour les préanneaux, la mul

tiplication devenant l'opération inf. et la disjonction l'opération sup. Si 

nous démontrons que dans un t.d.r.c, la disjonction pour la structure naturelle 

de préanneau se confond avec l'opération sup., les idéaux, filtres et treillis 

convexes pour la structure de t.d.r.c seront les mêmes que pour la structure 

de préanneau. D'où la validité pour les t.d.r.c. des théorèmes relatifs aux 



- 54 -

filtres, idéaux et treillis convexes des preanneaux. 

Or, la disjonction de a et t au sens du préanneau est : 

a+b+ab = a.b.ab v a'.b'ab v a b'(ab)'v a ?b(ab) ç 

Conne (ah)' - a fv b f , ce qu'on vérifie immédiatement, 

a+b+ab = ab v(ab'(a'v b'))v(a'b(a'v b')) = ab v nb'v a ?b 

= a v a ' b = ( a v a ' ). ( a \ b ) = a v b, D f où : 

Proposition 30 : Un treillis distributif T relativement complémente peut être 

plongé comme ultrafiltre dans un treillis distributif A relative

ment complémente possédant un plus petit élément, et comme ultra

filtre d Tun idéal maximal dans un treillis distributif complémento ? 

Si de plus, T n'a pas de plus petit ni de plus grand élément, A et I» 

sont les plus petites structures de leur espèce contenant T. 

Proposition 31 : On peut faire une partition d'un treillis distributif rela

tivement cemplémcnté par une famille de sous-treillis convexes 

equipetents à tout sous-treillis convexe donné d'avance. 

Proposition ?2 : Tout treillis distributif relativement complémente est iso

morphe à un sous-préanneau fconc à un sous-treillis) de l'anneau P(x' 

de l'ensemble des parties de 17ensemble 7 de ses ultrafiltres. 

Remarque 19 : Toutes ces propositions résultent immédiatement des proposition 

correspondantes pour les préanneaux et de la remarque 1 8 . 

Elles donnent des exemples des problèmes touchant les t.d.r.c qui peuver' 

être traités en langage algébrique. 

Parmi les problèmes voisins, traités en langage de structure d'ordre, il 

convient de citer : 

- G. Gratzer [3J pour l'extension du théorème de représentation de Stone 
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aux treillis distributifs pscudo--complémcntés (avec plus petit et plus 

grand élément) 

~ G. Eirkhoff [1] chap. 2, § 6. théorème 3, peur les relations d'équiva

lence compatibles avec les opérations sup et inf dans les t.d.r*c. avec 

plus petit élément et chop, 9 } § 5^ théorème 6 , pour le théorème de-

représentation dons les treillis distributifs avec plus petit élément. 

- G. G:Ct:.eret T. Schmidt j>] et Iq balunnisa [C] pour les relations 

d'équivalence compatibles avec les operations sup et inf dans les treillis. 

Le théorème chap. 2, § 5, théorème 3 de Sirhhcff [l] établit qu'une telle 

relation dans un tcd.r.c. est déterminée par le seul ic'éal des éléments congrus 

à zéro. La proposition 31 bis suivante, parente de la proposition 31, généralise 

ce théorème au cas ou il n'y a pas nécessairement do plus petit élément, ni 

m?ne d'idéal parmi les classes d1équivalence (voir exemple, remarque 11). 

^ro^c^l'^A^1! ..?l_î?î.î?. : ^ a n s u n treillis distribut if T relativement c-rr\lémonté, 

une relation d'équivalence R compatible avec les opérations sup et 

inf est déterminée par une seule, quelconque, des classes d'équiva

lence. 

Démonstration : On transperte classiquement les opérations de T à 1;ensemble 

quotient T/R qui est ainsi muni d'une structure de treillis distri

but if., et l'application canonique h de T sur T/R est un homemorphisme 

de treillis. 

Soit alors a, x et b, éléments de T/R tels que a<x<b (a,x,b sont 

éléments de T, et représentants respectivement de a,x,b). Il existe 

CECI, yex et déb, tels que c<y<d (c-at-, y=(a v b).x v ab et d~a v b 

satisfont à ces conditions).Il existe alors zcT, tel que yz - c et 
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y v z = d, c'est-à-dire que x z - a et x v z = b en transportant 

ces égalités par h dans T/R. L'existence du complément relatif de x 

cet ainsi assurée et T/R est un t.d<,r.c. 

h est alors homomorphisme de t.d.r.c. donc de préanneaux. Soit 

C une classe d'équivalence de R, donnée à priori. C'est un treillis 

convexe et T/R n'est autre que le préanneau quotient T/C (proposi

tion 10). Les autres classes d'équivalences de R sent donc unioue-

r.ent déterminées, d Joù l'assertion0 
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CHAPITRE III - ASPECTS TOPO LOGIQUES DE LA NOTION DE PRE ANNEAU 

§ 1 - L'ALGEBRE DES OFS D'UN ESPACE TOPOLOGIQUE NON COMPACT - CAS PARTICULIER 

DES ESPACES LOCALEMENT BOOLEIEHS : 

Il est classique que l'ensemble des ofs (sous-ensembles à la fois ouverts 

et fermés) d fun espace topologique quelconque X est un anneau de Boole, sous-

anneau de l'ensemble des parties de X, et dit algèbre des ofs. Nous étudions 

ci-après cette algèbre dans un espace non compact, en précisant le cas des es

paces localement booléiens (voir définition 1 3 ) ou tout point possède un voisi

nage compact. Notons que conformément à la terminologie de Bourbaki, les espaces 

compacts et localement compacts sont séparés. Rappelons ou démontrons quelques 

résultats élémentaires. 

Remarque 2 0 : Soit X un espace topologique et A X un sous-espace de X. Par dé

finition, la trace d'un of 0 de X sur A est un of de A. En particulier si OcA, 

0, of de X est un of de A. 

Lemme 1 2 : Si de plus A est un of de X, tout of de A est un of de X, étant ouvert 

(resp. fermé) dans A qui est lui-même ouvert (resp. fermé) dans X. 

Lemme 13 : Dans un espace topologique, l'ensemble ( C ^ ^ K note en abrégé C^, 

des ofs compacts, est un idéal de l'algèbre des ofs. 

1 ) C^ est stable pour la réunion finie. 

2 ) Soit un of 0^ de X minorant un of C^ compact, c'est-a-dire 

que 0. cC, • La remarque 2 0 entraîne que 0. est un of de C, , donc 

compact puisque fermé dans un ensemble compact. C v contient donc 

les minorants de chacun de ses éléments. 

Définition 1 2 : On appellera espace localement booleien un espace localement 

compact engendré par ses ofs (c'est-à-dire : où tout ouvert est une 

réunion quelconque d'ofs). Nous démontrerons au § 2 qu'il existe de 
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tels espaces, non compacts. 

Proposition 33 : Dans un espace topologique X non compact : 

1) On peut faire une partition de l'ensemble des ofs non compacts 

on classes toutes equipotentes à l'idéal des ofs compacts (la con

naissance d'une seule classe déterminant entièrement la topologie 

sur X lorsque de plus l'espace est localement booléien). 

2) Chacune de ces classes constitute une base de filtre sur X. 

3) Chaque classe est aussi un sous-préanneau (et un treillis convexe 

pour l'inclusion) de l'algèbre des ofs. 

k) L'une d'entre elles est formée des complémentaires des ofs compacts 

5) On peut associer les autres classes deux a deux, chacune étant 

formée des ofs complémentaires des ofs de la classe associée. 

6) L'intersection de deux ofs appartenant respectivement â deux classe 

associées est compacte. 

T) L'ensemble des reunions (resp. des intersections, resp. des sommes' 

de deux ofs appartenant respectivement a deux classes fixées quelconq-

est une classe. 

8) Si de plus, l'espace X est localement booléien, 

a) l'intersection de tous les ofs d'une classe st vide, et leur 

réunion recouvre X. 

b) les classes d fofs non compacts associables deux à deux n font 

pas de plus petit ni de plus grand élément. 

c) l'idéal des ofs compacts n'a pas de plus grand élément. 

Démonstration : Soit Al'algèbre des ofs de X, et C R l'idéal des ofs compacts 

(remarque : il existe au moins un of compact, 0, et un of 
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ncn compact, X). Considérons tous les ensembles de la forme 

O.+C, , somme dans ?(X), c'est-à-dire dans A, d'un of non ccr.^act 
i k 5 

0. et d'un of compact C. . 
i * k 

1) Ces ensembles sont des ofs et ils se repartissent (proposition 16) 

en classes formant une partition de A-C„. Ce sent donc des cfs non 

compacts. Chaque classe est un treillis convexe, (ce qui entraîne 

aussi l'assertion 3), translation de C v par un of ncn compact &p-

nartenant à cette classe, et eouiootente à CT.. Le reste de l'assertion 

est justifie en fin de démonstration. 

2) Une classe d'ofs non cempacts constitue une base de filtre. En 

effet : 

a) Elle n'est pas vide (remarque liminaire de la démonstration) 

b) Elle ne contient pas l'ensemble vide qui est compact. 

c) Chaque classe étant un treillis convexe pour l'inclusion, 

donc étant stable pour l'intersection, toute intersection de 

deux ensembles de la classe contient un ensemble de la classe 

(lui-même). 

3) L'assertion 3 est démontrée en l) ci-dessus. 

h) XéA donc X+CTvr est une clause. Or, C. c C^ équivaut à X+C, € C', K * k K 1 k ri 

avec C' ensemble des complémentaires des cfs de C,r dans X, d'eù 

l'assertion. 

Remarquons que f, application canonique de A sur A/C étant un 
K 

homomorphisme, les classes d'ofs définies en l) sent les classes de 

la relation d'équivalence d'homomorphisme (Proposition 10) . 

D'autre part, A, contenant X comme élément, est unitaire, et 
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possède donc une unité relative module C .̂ A/C^ est donc unitaire, 

et l'image réciproque de son unité est un filtre, unique (Proposi

tion 1 3 et lU et remarque 9 ) , contenant toutes les unités relatives 

module C„, denc X en particulier. Corne cette image réciproque est 

une classe et que X = X+0€X+C v, il er résulte que X+C}r est le 

filtre unique de A ainsi défini* 

5) Scit maintenant une classe cVofs 0.+CTr, différente de X+C.,, avec 

1 i\ K 
C. of nen c-;.mnact. 
i 

L'ensemble d'ofs X+O.+C,, est une classe (Prencsiticn S) oui 
i h. 

contient les complémentaires de la première et eux seulement, 

puisque X+(C.+C. ) = X+0... = 0!., 0î- étant le complémentaire de C. 

1 K 1JL 1 J. 1 J. il" 
C) Scit deux classes C et C ainsi associées, 0 = 0..+C, . é C et 

1 il rt 1 
0'„ = X+0.„+C,o e C avec 0_ = C . ^ C . c C . 

d. l^ k2 2 l<r L2 

Scit f défini en l) : Si f(0 ) = f(0 o) = p, on r. : 

f(O^) = f(X)+f(0 ) = 1+p (voir h) ci-dessus et lemme k). 

D'où ftO ^ O p = f(01).f(0^) = r(l+r) = c 

et 0. n e f~" (C) = C... 
1 K 

T) La démonstration est immédiate en considérant comme en 6) ci-des

sus l'application canonique f de A sur A/C^. 

6) Lemme : Dans un espace localement booleien, tout point est conter 

dans un of compact. 

Démonstration : Tout point x possède un voisinage compact V, qui con

tient donc un ouvert U contenant x, U est reunion d'ofs, donc il 

existe un cf 0 contenant x, 0̂ -UcV. D'après la remarque 20, 0 est 
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un cf de V, donc compact puisque fermé dans un ensemble cc.::pact. 

L'assertion 8 c) en découle immédiatement, le plus grand élérent 

do ne pouvant être, par le lemmc, que X, oui n'est pas compact. 

I-̂ vme : Dans un espace localement booléien, on peut séparer tout 

couple de points par dos ofs compacts» 

Scit en effet, x_ et x^, points de X, C. et C les ofs dent 

J. cl 1 ci 

l'existence est assurée par le lemme précédent. 

X étant séparé, on peut séparer x^ et x 0 par des ouverts 

U-, et \J , réunions d'ofs. Seit et deux de ces ofcJ appartenant 

respectivement aux recouvrements ce et de U ,̂ et contenant res

pectivement x^ et x^. O^^C^ et ®2^^2 s o r r t ( 1- c u x °fs> compacts. 
(nuis-rue fermés dans un ensemble compacts): et servirait x n et x,,. ~ 1 d. 

Reprenons la démonstration générale. Soit 0^ une classe d'ofs 

non compacts et supposons qu'il existe un plus petit élément 0^. 

0. n'est pas fini, sinon il serait compact. Scit donc x et x € 0., 

x. ï x^. On peut les séparer ^ar deux ofs compacts C_ et C^, et 1 ^ . - * 1 ^ 
O . n c ' = O.nc, + 0. € C +0 T - 0 T. Or, O.nC' est inclus stricte-i 1 i l î K l I ' i l 

ment dans 0^, d'où contradiction. 

Si de plus C T est associée à la classe 0' d'efs non compacts 

X 1 
(voir 5) il est clair que 0| n'a pas de plus grand élément ; les 

deux classes jouant un rôle symétrique, sauf si 0 = C' l'assertirn 
1 ï\. 

6 b est entraînée. 

rér-nstratien de 8 a : Soit une classe Ojd'cfs non compacts et (h € 0^ 

Scit un point x. Si 0^ ne contient pas x, on peut trouver un of 
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ccrmact C, contenant x donne precedent ) et par conséquent un o f 
kx 

C. = O.+C, appartenant a (voir l) et contenant x. Il est donc 
îx i kx ~ * i 

clair que les ofs de 0^ foment un recouvrement de X. En passant eu,\ , 

complémentaires, l'intersection ce tous les ofs de 0^, classe asso

ciée, est vide. Les deux classes jouant un role symétrique, l'asser

tion a) en découle. 

- Il reste à démontrer une partie de l'assertion 1 . 

Remarquons d'abord que si X est localement booléien, il est en^endr;' 

rar ses ofs compacts. En effet., tout peint étant contenu dans un cf 

compact, et la trace sur un cf quelconque d fun of compact étant un 

of compact, il est clair que tout cf (donc tout ouvert) est réunion 

d'efs cerpacts. Inversement, toute réunion c'ofs compacts est un 

ouvert, par hypctlcse. 

La connaissance des ofs cerpacts suffit donc à déterminer la to\'-

lc£Ìc- de X : Si 7^ est l'espace X, muni de la topologie dont les 

ouverts sont réunions d'ofs compacts, l'application identique de Y 

d m s X est clairement un homéemorphisme, et les topologies sont de*: 

identiques. 

Or, la connaissance d'une famille 0 T d'efs non compacts entraîne 

celle de C v, d'où l'assertion. 

Ln effet, (Preposition 18) C,, = 0 T+0 T. 

Remarquons enfin cui'il existe (veir remarque 2 1 ) des ensembles 

localement beoléiens admettant un nombre aussi grand qu'on veut 

classes d'efs non compacts, d'où l'intérêt de l'assertion 1 p o u r ccr 

espaces. 
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Propos itj.cn 3-* : Dans un espace localement booleien, si un se us-ensemble B 

de 1 ?algèbre dos ois, forme d*ofs compacte, et stable peur la réunion 

engendre l'espace, B est l'idéal dos ofs compacts. 

En effet, puisque B engendre l'espace, tout of compact est réunion, 

donc réunion finie, d'ofs de B, et appartenant donc à B. 

§ 2 - ESPACE TOPQLCGIQUE DUAL D'IIIT PRZAÎI?.REAU : 

Propositien 35 ' L'ensemble X des ultrafiltres d'un préanneau booleien peut 

être muni d'une tcpologie d'espace localement booleien, dit espace 

dual de F,, et tel que : 

1) Si et seulement si P possède un plus grand et un plus petit 

clément, X soit de plus compact, et P soit isomorphe à l'algèbre 

de tous les ofs de X ; X est dit alors espace booleien. 

2) Si et seulement si P possède un plus petit élément et ne possède 

pas de plus grand élément, P scit isomorphe a. l'idéal des ofs com

pacts de X, X étant non compact. 

3) Si et seulement si P possède un plus grand et ne possède pas de 

plus petit élément, P scit isomorphe au préanneau des complémentaires 

des ofs compacts de X, X étant donc non compact. 

h) Si et seulement si P ne possède pas de plus petit ni de plus 

grand élément, il soit isomorphe au prcanncr.u constitué par l'une 

des classes d Tofs non compacts d'- la proposition 3 3 , distincte de la 

classe des complémentaires des ofs compacts. 

Nous ne distinguerons les différents cas qu'en cours de démons

tration. 

http://itj.cn
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Soit 0 le scus-préanneau de P ( x ) isomorphe à P (proposition 2h), 

ensemble des éléments de la forme s(p) = (x ; x ultrafiltre et p. ex) 

avec pe?- Nous noterons s. l'élément s ^ ) do 0 , et s[ = ^(p.) son 

cor-plementairc dans P(X), et 0 ? l'ensemble dos éléments s!. 

Goit ~ = (o.). T l'ensemble dos parties de X de l'une des formes 

suivantes : 
a) e = s. 

b) e = s! = X+s. 

c) e - s.+s. 
I 1 

d) c = s.+s'. = X+s.+s. 

lîeuc examinerons plus loin si les ensembles des quatre formes sont • 

distincts. 

Il est immédiat que E est le plus petit sous-onnenu unitaire de P(X 

contenant Q, et qu'il est stable pour la reunion,l'intersection, lr. 

s.rr.c et le passage au complémentaire, compte tenu de ce que 0 est-

stable pour la double somme. Do plus, l'ensemble C„ des éléments de 

1 - forme s. as. est un idéal de E, ensemble des intersections d'un 

ment de Q et d'un élément de 0 ? (en effet, s.ns'.= s. r(X+s.) = 

s.+s.ns. = s.+s et réciproquement si x.+x.éC , (X+s . O s . )n(s . Us. 
1 1 ti î e * 1 j n i J i ; 

= s. Us.+s . ^ ' S . = s.+s.. II en résulte que l'ensemble des éléments 
i J i J i J 

de la forme X+s^+s. est un filtre de E, ensemble des réunions d çun 

élément de Q et d'un élément de 0 ' , ) 

Soit alors D la famille de parties de X, réunions quelconques d'en

sembles de E. Les ensembles de D satisfont aux axiomes d'ouverts. 
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a) toute réunion d'ensembles de D est évidemment un ensemble de 

D„ 

b) l'intersection de deux ensembles de D (d'où par récurrence 

toute intersection finie d'ensembles de D) est un ensemble de D. 

Soit CLeD, O o e D , 0 = U c., et C n = U e. 

1 3 9 1 . i l 2 . 10 

^i,ci w i ^ 

O .o 0 = U ( e . ^ e . J c D puisque E est stable pair 
1 ¿1 / • • \ _ Il \c. ( l 1 , l 2 )£ l 1 Xl 2 

1'intersection. 

Nous définirons donc la topologie sur X en prenant D comme 

famille d'ouverts. Etucicns cette topologie. 

^) 2L e < ?^ ongencirc par ses cfs : 

Il est clair que les éléments de E sont des ouverts, donc 

des cfs, d'où l'assertion. ?!ais il peut exister d'autres ofs 

(voir le § 3). 

B) X est séparé : 

Nous écartons les cas triviaux où P = {o} et où P = (°»̂ } • 

P possède donc plus d'un ultrafiltre. 

Soit x^ et x 0 éléments de X et x^. Il existe p^ et p 2 

éléments de P, tels que P-]^*-^ PQ_ ̂ X

2 '
 p 2 € X 2 c t P 2 ^ *1 

(Sinon, pour tout p^ex^, p ^ x o J x^cx^, et en raison de la 

maximalité, x^ = x^. De même, si pour tout p^€.x Q, p^ € x^) 

Donc x 1es(p 1) et x ^ s t p ^ , x 2€s(p 2) et x ^ s f p ^ . Il en 

résulte que s(p 1)Os'(p 2) et s(p2)ns'(p^) sont deux ofs qui 

séparent x^ ct x^. X est donc séparé, et de plus, tout couple 
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de points peut être sépare par des cfs. 

C) Tout peint possède un v?'^Ap£*r£——ï^£li : 

Soit x n£X. Il résulte de E) que V = ( s^) s
1

2)L (s^ n s 2) = s^+s. 

est un of, voisinage de x^, (et pour tout s^ £ 0) , avec V<-Ĉ .« 

Montrons que V est corpact(et en mémo temps que tout élément 

du est compact). 

Tout ouvert de V est trace sur V d'un ouvert ce X, donc trac-: 

sur V d'une réunion d'ensembles de E, donc réunion de traces sur 

V d'ensembles de E, donc réunion d'ensembles de E inclus dans V. 

Soit alors E v la famille des ensembles de E inclus dans V, 

et soit (LL)o j une famille d'ouverts recouvrant V. 

V =U LL = X-I c où (e ) désigne la famille d'e--

semblés de Ey dont la réunion est (Ĵ  • 

Si du recouvrement de V par les e et plus encore par une 

* j 

famille quelconque d'éléments de E, , on peut extraire un recou

vrement fini (nous allons démontrer que c'est le cas) a forticr: 

on pourra extraire un recouvrement fini de V par les L^. 

Lemm.2 : L'ensemble T des éléments s]_^ s2* C Ji> c ^ ei P a r°ourt F̂ T 

est inclus dans Q. ( C'est un sous-préanneau de Q, de plus peti'. 

élément S .T ÏS 0, et de plus grand élément s^Us^). 

En effet, Ê r est l'ensemble des éléments coV, ou e parcourt 

L, donc l'ensemble des éléments (s^s^V^c, tous somme d'un nom

bre pair de termes de Q, quelle que scit la forme de e. Q étant 

stable pour la somme de termes en nombre impair, s^ns^+e. 
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et T cQ. (T est évidemment stable peur la double somme et l'in

tersection, d'où le reste de l'assertion, compte tenu de ce que 

e^ peut être vide ou égal à ?^+s0 = V). 

Reprenant la démonstration générale de C ) , soit un recouvrement 

de V par une famille quelconaue d'éléments (e.). _ d'éléments 
1 H i 

de E,,, et soit (e'.). T la famille des ccmnlémentr.ircs des e. 
v î î^I^ ~ i 

dans V, qui sont aussi dos éléments de E,,, puisque traces sur 

V des cemnlémentaires dans X des e.. Extraire de la famille 
î 

^ ei^icl' U n r e c c u v r e r e r r t fini, équivaut à extraire de la 

famille (eï ). une famille finie (eï)_ . d'intersection 
1 1 l<un 

vide. Soit (t!). -r la famille d'éléments de TcQ tels que 
î I É ^ 

t'. = s.f»s,>e! = ( s O s J U e ! et soit p! l'élément de P tel 
î 1 2 î 1 2 î 1 1 

que tî = s(p'.). Extraire de (e'.). _ une famille finie 
î 1 1 î i£l 

(e ?.). . d'intersection vide, c'est extraire de (tî). . 
î l^i^n 1 l € ^--^ 

une famille finie (t'.)-, . d'intersection s,ns-, eu encore 
1 lN<Un 1 2* 

une famille finie (p'.), • d'clonerts de P correspondant aux 

(f.) . , et de produit p. ,p (on rappelle que s. = s(p ) et 

s = s(p ) ), en vertu de 1;isenerphisme entre P et 0. Supposons 

que cela ne soit pas possible. Tous les produits finis d'élé

ments de (pï)^ € l majorent S-̂ nc strictement P^Pp* La fnmille 

(p1 £ j engendre dans P un filtre P ne contenant pas P^Pg» 

sinon (remarque 5) il existerait un j>roduit fini de r>'4 mi^o > 

rant p^.p^. L'ensemble des filtres ne contenant pas VjT^ es-
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inductif et F est donc contenu dans un filtre relativement 

maximal, donc un ultrafiltre z (proposition 22) ne contenant 

pas P-jÎ * mais contenant tous les p'^ et contenant p^v p^ 

puisque s^U s^ majorant les t :^, p^v p ? majore les p'^. Il en 

resuite eue dans X,Vi, zes(p'.) et que z4s(p.p^) = s.Os^ mais 

eue z€s(p^v p ) = s^u s 0 donc zeV. Appartenant à tous les 

s(p'^) = z appartient donc à tous les e'^ = V n t 1 . , ce 

oui est contradictoire, l'intersection de la famille (c!). 

étant vide, et entraîne l'assertion C) X est donc localement 

booleien. 

D) C,. est l'idéal des ofs compacts dans l'algèbre des ofs de X. 
K 

En effet, est idéal de E, donc ensemble, stable pour 

la réunion^d'ofs d'un espace localement booleien, et d'ofs 

compacts i;ar C). D'après C ) 9 tout point x de X possède un vois: 

nage élément de C,r. On peut donc recouvrir tout of 0 de E par 

les traces sur 0 d'éléments de C r, qui sont éléments de C 

puisque C„ est idéal de F. Donc C engendre tous les ofs de 

E, donc engendre X, et la proposition 3^ entraîne l'assertion. 

(Q est donc aussi treillis convexe de l'algèbre des ofs, assoc: 

à C^, et non nécessairement distinct de C TJ. 

E) Jusqu'ici, les démonstrations sont valables que 0 et C 

(resp. 0' et C^, resp. E et C^) soient distincts ou non : Nous 

allons préciser les différents cas. 

F) S^P n'a P£-s__de plus petit élément, aucun des ensembles de . 



- 69 -

n'est compact : 

En effet, la démonstration de la séparation de X entraîne que 

pour,tout xeX, il existe un ensemble s'(p^) contenant x. On peut 

donc recouvrir X par des ensembles s'(p^) et recouvrir un ensem

ble s(p)eQ par des ensembles s(p) n s'(p^), TJi sont des ofs, 

donc des ouverts. Si s(p) était compact, on pourrait extraire 

de ce recouvrement de s(p) un recouvrement fini : 

s(p) =!J(s(P)os'(p.)) = s(F)n(\Js'(p.)) = s(p)o| fn s( P.h 
i=l i=l Li=l 

n 
D'où l'on tirerait s(p)n(0 s(p.)) = 0. D'après la nrrpcsi-

i=l 1 

tien 2h9 le produit p.p^...pn serait le plus petit élément de 

P, ce qui est en contradiction avec l'hypothèse. 

G) Si P n'a pas de plus grand élément, aucun des ensembles de 0 ' 

n'est compact : 

La démonstration se transpose immédiatement de la précédente, 

H) Puisque, dans la proposition 3 5 , P est supposé n'aveir 

ni plus petit ni plus flrand élément d'après F) Q est fermé d'ofs 

non compacts. C'est donc, d'après la proposition 3 3 , la défini-

tien de C^, et le § D) ci-dessus, une des classes d'ofs non 

compacts. Cette classe est de plus distincte de la classe des 

complémentaires des ofs compacts, puisque 0 ' est fermé dbfs 

non compacts d'après G ) , ce qui achève la démonstration de la 

proposition 3 5 , ^, sa réciproque étant conséquence de 3 3 , 8, b. 

Démontrons maintenant 3 5 , 2 . La démonstration de 3 5 , ^ reste va

lable jusqu'en D. Si l'on applique en outre, la démonstration de 

la compacité de s^s^ à 0+s]L = s ^ il en résultera que tout 
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élément de Q est compact, compte tenu de ce que N Q Consé

quence de ce qu'aucun ultrafiltre, étant propre, ne contient 

le plus petit élément) et qu'enfin, C K = 0, comme treillis 

convexes associés et non disjoints. Comme le 5 G reste valable, 

Q 1 est fermé d'ofs non compacts, et C î E, ce oui entraîne 

1Tas sertion, sa réciproque étant conséquence de 33, o,c. 

Démonstration de 35, 1 : La démonstration de 35, 2 reste valable 

^usnu'à C, = 0. Si alors C__ t E, il existe des ofs non compacts. 

X est donc non compact, et la proposition 3 3 , 8, c entraîne 

que C^ = Q n'a pas de plus grand clément. La contradiction 

entraîne C y = 0 = E. E contenant X, X est compact et tous ses 

ofs le sont aussi. Q = est alors l'algèbre de tous les cfs 

de X, d'où l'assertion. 

Démonstration de 35, 3 : Q n ça pas de plus petit élément, donc 

Q ^ C v et 0 est une classe d'ofs non compacts. Ce ne peut être 

oue la classe des complémentaires de C , sinon par 33, 8, b, 
K 

elle n'aurait pas de plus grand élément- La réciproque est en

traînée par la remarque de la démonstration de la proposition ; 

h. 
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Remarque 21 : Donnons un exemple pour illustrer le § 1. 

Soit un espace discret infini X. Pour tout ::*X, (x} est un of. Tout sous-

ensemble de X est un ouvert, donc un cf. Les of s compacts sont les sous-en

sembles finis. X est localement compact et les sous-enrcmblcs infinis sont les 

ofs localement compacts. Une clause de ces ofs est la famille des scus-ensem." 

bles de X différant d'un nombre fini d'éléments d'un sous-cnscmblc infini donné. 

On peut donc construire des espaces localement compacts tels que 

le cardinal de l'ensemble des classes d'ofs non compacts soit aussi grand 

qu'on veut. 
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§ 3 ESPACE ETDUÀL D 1 UN ESPACE LOCALEMENT BOOIEIEII : 

Proposition 36 : Gcit un espace X localement booléien. Les espaces duaux des 

préanneaux d'efs constitués par les classes d'équivalence nodule 

l'idéal des ofs compacts sont heméemorphes à X. Ils sont denc, à un 

hemécmorphisr.e près, un seul espace, dit espace bidual de X. 

Démonstration : En étendant la notation 0 T = (C\ ). ̂  ncn plus seulement aux 

classes d'ofs non compacts de X comme précédemment, mais à toute 

classe d'équivalence module l'idéal Cy = (C^), ^ dos ofs compacts, r. 

nous pourrons avoir ici C_ = C... Si nous notons 0' = (Oî). i* 

I K I 1 i<el 

classe des cfs complémentaires des cfs de 0 T et (C, ) celles des 

ofs complémentaires des cfs de C^, nous pourrons aveir de plus, si 

X est booléien, 0 .̂ = 0' ̂  = C^ = C'^. La démonstration qui suit est 

valable quel que soit le cas particulier. 

Scit le préanneau P = (OjJ^j e t Y l'ensemble des ultrafiltres 

de ?, muni de sa topolcçie d'espace localement booléien. Soit 

Q = ( 0 . ) . = 0 T la classe des ofs de Y isomorphe à P et 0 ' = (ry ) 

la classe de leurs complémentaires (J équipotent à I et Q = Q f

 s i 

° i = 0 , i K 

Q et 0 ' définissent la tapologie sur Y, leurs sommes engendrart 

Y(proposition 3 5 ) . Soit s l'isenorphisme de P sur 0 (proposition 

L'image de O^cP est l'of de Y contenant tous les ultrafiltres 

de P contenant 0 .• 
1 

Soit s la bijection prolongeant s et définie par : 

7 ( 0 i l ) = 0 j l = s ( 0 i l ) 

¥ ( C i i n 0 i 2 ) " ° j i n ° j 2 " S ( 0 i l ) n s ( ° i 2 ) "
 s < ° i i N V 
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! 7 ( c . 1 + o i 2 + o i 3 ) = o . 1 + o . 2 + o . , « s ( o . ^ ( o . p ) + £ ( o , J . c ( c i l + o . 2 + o i 3 ) 

^ ( o ' i l ) = c . 1 ^ c . 1 = ^ ( o . 1 ) 

; ï ( 0 i l + 0 i 2 ) = V ° J 2 » ^ i l ) - ( O I ? ) 

|I(C ; i+0
,. o) = = s(0.,)+ fc(C.J 

j il i2 j± je il £ i£ 

Si l'on note C L = (
c^^ c L

 e t C f j 5 2 ( C\g^L 1 5 e n 3 e r ; b l c d c s " f s c c r : " 

pacts de Y et celui de leurs complémentaires, la proposition 35 

entraîne que 0 + 0 T = C. , et que C T U 0 ' T U C U C \ est un anneau 

bcoleien> sous-algèbre de l'algèbre des of s de Y. De morne, 

0 U o 1 Uc:,UC'K est une sous-algèbre de l'algèbre des of s de X 0 

s est alors un isomorphisme de l'anneau 0^ U 0 T u CT<, u sur l'anneau 

O - U O ' . J C . U C f

T . 

Les of s compacts et, lo.rsqu9il en existe, non compacts, de ces 

deux anneaux, se correspondent bijeetivemont, et au?si classe par 

classe» 

X est equipotent à Y. En effet : 

A) Soit x un peint de X. Les cfs de F qui contiennent x for

ment un ultrafiltrc y de F. 

a) c'est un filtre (evident) 

b) les ofs de P qui ne contiennent pas x ferment un ideal 

de P, donc y est un ultrafiltre (proposition 20). 

Donc d tout point x de X, on peut faire correspondre un point y 

do Y, et per cette construction, un seul. 

Cette correspondance f est infective. 
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L'intersection des ofs de P qui contiennent x est (x} , car 

(Deuxième lemme de la proposition 33 , £) on p..-ut séparer tout 

autre poin: x' de x par un of C v, et si Ch c ? et x <c CL , 

0. n C ' v e ? (proposition 3 3 , lv et 3 ? , T) et contient x sans 

contenir x f. Donc l'ultrafiltro y des ofs dt P nui contiennent 

x ne peut correspondre qu'au seul x. 

B) Soit maintenant yeY et l'ensemble des cfs 0 . de 0 - Q qui 

contiennent y. Ce sont, par construction de Y, les ofs d'un ul

trafiltre U du préanneau Q y imagos des ofs eie l'ultrafiltro y 

de P. 

Tout peint de Y possède comme voisinage un of compact (proposi

tion 3 5 , C). 

Soit C ^ un tel voisinage de y et C V 1 son image réciproque 

par s. (CT est bieu l'idéal de tous les compacts (preposition ~v 

et im.r-ge de C\. par s). 

Le mémo raisonnement qiren A montre que l'intersection des efs 

de'Jest {y} . Chacun des cfs de U a donc avec C^ une intersee-

tien non vide. Leurs images réciproques par 1'isomorphisms s\ 

c'est-à-dire les ofs ^ de l'ultrafiltro y de P ont 

donc chacun avec C^ une intersection non vide. Montrons eue 

l'intersection P des ofs ( 0 . ) . T est non vide et réduite à ur 
1 i € ^ 1 

point . 

l) si elle était vide, les traces des (Ch).. T sur C, , cfs 

compacts, auraient une intersection vide. C ^ étant compact, 
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on pont extraire \:r.e forilie finie d'interc-ctirr. vi:*c. Ce. 

toute f:r:.iIlo de fcr:r.C-3 <V intersccticr: vi.a.c. Co it >~, „... r, } 

l • ilJ 

cette fariil-:, avec C,.? « O . ^ C ^ , ... , C, n = C.^.Cj,.. 

Leur, i^-es par ¥ » O.^c^ , . .. , = C . ^ C ^ 

contiennent Txutes y et s étant un iacmerphisme, cette in

tersection devrait être vide. La contradiction entraîne que 

F est non vide. 

2) elle est réduite à un peint. Soit en effet, xsF. Si x feF 

et x 7= x f , on peut trouver (voir A) un of Q.^c? contenant 

x et ras x f. L f intersection de 0 . . avec les ofs ce est non 

vice • 
Si donc 0 . 1 Ê y j C., et y enrendr :nt dans F un filtre 

il/ il 

propre et qui contient strictement y, ce qui est c^tr^-victoi

re. D'où 0.-6, y. et "ov-isquo x ' c O . . , r !^F. La nouvelle centra--

diction entraîne l'assertion. Fcscns x = c(;..r). 

C) Comme conséquence de B, à tout point y de Y correspond 

un point x de X par une application g infective. Si on 

effet, y'eY et y 1 ^ y, les deux points x = p(y) et x 1 = g(y') 

no peuvent être confondus : x est l'intersection des ofs du 

filtre y de F, et x' celle des ofs de y'. Si x = x' (veir A) 

les ofs de y et ceux de y' constitueraient un rCmo ultra-

filtre de P. 

Il est clair que de pJus, r/~ = f, que >" et Y se oorres-

p on c e nt d. on c b i ,i o c t i v ̂m m t c 
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Enfin, puisque l e s o f s ccrrpacts de X et Y se correspondent 

bijactivement, que С engendre X (proposition 3 3 , in fine, i 

assertion l) et que C L engendre Y ( 35,D), il osz immédiat 

que les ouverts de X et de Y se correspondent bijectivemer.t, 

et X et Y sont h ozr.é amorphes. Le reste de l'assertion s'en 

déduit immédiatement. 

Remarque : Dans l'exemple de la remarque 2 1 , prenons cerne préanneau P l'une 

des classes d'ofs non compacts (proposition 33) de l'algèbre des cfs de X. 

L'esrace dual Y de ? est homéemorphe à X. L'algèbre E des ofs de Y comporte 

donc une infinité de treillis convexes associés à Q (treillis convexe de В 

isomorphe à p). 

E est donc strictement plus grande que la plus petite extension unitaire 

de P, qui est, à un isomorphisme près, QUQ :UC K UС'R. où G' désigne l'ensemble 

des complémentaires des cfs de 0 , C K l'idéal des cfs compacts et C' R l'enserV-

de leurs с amplementaires• 

§ h CAPACTEPJSATIO?] DE V 1УЗ?АС]^^1^^1^^Ш^^ S? DE 3CK ALOEERE D T OFS : 

Nous avons caractérisé (Chapitre I, § h) la plus petite des extensions 

unitaires d'un préanneau P.Eous allons maintenant caractériser, parmi ces ex

tensions unitaires, l'algèbre A des ofs de V espace dual X de P, et carac

tériser X parmi les espaces duaux de ces extensions. Nous reportons au chapi

tre I, § 5, application 3 , proposition D, peur les définitions d'un idéal dens 

Proposition 37 : Soit P un préanneau, X son espace dual, A l'algèbre des ofs 

de X. Soit un anneau booiéien (unitaire) E, tel qu'il existe un 

isomorphisme f de P sur un treillis convexe 0 de B, et que l'idéal 

associé à 0 soit dense. Alors, s étant l'homomorphisme canonique 
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(injectif) de P dans A, il existe un hor.ororr eisr.c inject if g de B 

dans A, t.r:l que s = g o f. 

3 (On peut denc dire que A est, e un isomorphisms 
\ f 

Xj-n près, le plus grand anneau contenant un treillis 

/g convexe R isor.xrphe à ?, sans que l'id.-.'al associe 

^ à R cesse d'etre dense). 

D-'~c^s+T,r ?on : Soit P = (t>.). ' R = (0.). ' le treillis convexe de A iso-
* 1 i ici 

morrhe à P, avec s(p.) = 0 . , et Q - (q.). T avec q. = f(p.). On 

posera, sur Q, g^(q^) = s(p^), ou : s(p^) = f^o f(p^). 

g 1 est un isemerphisne de préanneaux (vérifications de rcutir.-"-) • Soit 

(C, ), T, l'idéal des ofs compacte de A (K équipetent à I) C,r = P+P. 

est lfidéal associé à R (proposition 3 5 5 § D de la démonstration). 

Scit D l'idéal de B associé à Q : D = 0+0 (Notons qu'on peu4: avoir 

Q = D K et R = C K ) . Scit enfin ^11

9q129 qTL* q22 d e S * l ê r - o n t s d e °> 

avec q n = f(p n ) , . . . , q ^ = f(p 2 2) et soit d 1 =
 q

n

+ a - 1 2 '
 e t 

d 0 = q „ + q 0 0 deux éléments de D.., On prolongera g, à D., U Q p?r 

l'application g 0 définie par : 

G2(q.) = sx(q) et c 2(d 1) = ^ ( q ^ W ^ U ^ ) 

a) g est bien définie : si d. = q + a i n = q on a : 
£- JL -L-L ±C (il. de. 

qll + q12 + (*°l = q . On transporte cette dernière égalité dans P 

par f-1 : P U + P 1 2 + P 2 1 = P 2 2-

Puis : s ( P 1 1

+ ? 1 2

+ ? 2 i ) = s^2pJ 

B(p uts(p 1 2)+s(p 2 1) = s(p ? 2) 

s ( p i ; L ) + s ( p 1 2 ) = C ( ? 2 1 ) + S ( r 2 2 ) 

K l ( q l l ) ^ l ( c l l 2 ) = P 1(
(l 2l

) +^l ( r i22 ) 
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Les deux définitions possibles de C ^ ^ ) coïncident donc, 

b) est invective : si f^C^) = g p(d 2) il existe q^, q 

q21* q22 t c l S q U C d l = qll* q12 C t d 2 = q21 + q22* ^ r o r n c n t a n t 

le calcul précédent on obtient d = d 0. 

c) est un isomorphisnc pour l'addition par définition sur ç, 

et un calcul de routine le vérifie immédiatement sur D • Pour 
K 

la multiplication : 

S 2(^ 3) = g 2(d 1.d 2) = g 2((q l : L+q 1 2).(q 2 1+q 2 2)) 

" C2^ qll - q2i" f" qll qP2 + qlP qPl H' ql2 q22^ u t i l i s a n t l'iscmorphis-

me pour l'addition, on obtient par des calculs de routine 

6 2(d 3) = g p(d 1).g 2(d 2). Il est clair de plus que 62(l>K) = C K 

et que les deux idéaux sont isomorphes. 

On prolongera alors g^ à B comme suit. Soit b<B, quelconque. 

et c1 = b+1, J0et Jq les idéaux principaux engendrés par b et ̂  

Soit J = J Q O D K et J' = JJnD . Il est clair que J A J 1 = 

et que J+Jf = D . En effet, si deD}A, j = db^J, j
f = d(b+l)€j» 

et d = J et J F sont donc supplémentaires dans : 

J 6 J' = D K. Les idéaux de C K, L = et L f = g 2(J') sont 

donc supplémentaires dans C,. : L 9 L f = C„. 

Pour tout C^cC^., il existe donc C^t L et C^ TeL
r tels que 

Ck = ^ + C ^ f # C o r j T i e p 0 U r t o u t *-'l£j e t ^ Î 2 € J I ? ¿1^2 = °» s i 

°2l " ^ 2 ( j l ) e t CJf»2 = 6 2 ( j V ' ° n a
 °Un C * f 2 = 0- D ' o ù succef 

sivement : C R = + C^, = C ^ U C ^ 

( U )H( U Cj f ) = 0 
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( U cM l J c ,) 3 U c,. = x 
C^L C £ > t L ' k t i : " 

( U c,.)u( U Cj,,) = x 

C^eL * C ?,tL' * 

Or, LJ est un ouvert de X. Son ccr.pl5ne:ït£iire, O Cj>, 

l'ét/vat aussi, ce cent des ofs de X, donc des cléments de A. On 

posera g(b) = LJ c^. 

a) g(b) est bien défini. Notons que g(b) = sup (L). 

b) g prolonge g^ : si bcQ uD , b = sup (J) (chapitre 1, § 5, 

application 3, proposition D ) , g^b) = sup (L) cor l'isomor-

phisne conserve la borne supérieure. Cr, g^(b) est un of, réu

nion des ofs compacts qu'il majore (proposition 33, démonstra

tion de l'assertion 1, in fine). 

D'où g (b) = U C. = g(b) 
C^CL 

(N.B. : Borne supérieure dans A et réunion des ofs d'un idéal dense ne sont pas 

toujours des notions confondues. Les ofs ne contenant pas une partie finie de 

points non isolés d'un espace X forment un idéal dense I. Un of contenant cette 

partie finie est donc borne supérieure des ofs de I qu'il majore,, non leur réu

nion). 

c) g est un homomorphisme d'anneaux bocléiens (nous utilise

rons sans la redémontrer dans le cadre de ce travail une défi

nition classique d ?un tel homomorphisme). 

1) s(b') = g(b-KL) = LJ Cr, par construction de g, b et b' 

jouant des rôles symétriques. D'où g(b f) = £e(b). 
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2) so'.t. ct b 2 « B. A-'-.c ('les not-tiens cvl-.Vrtes : 

c(v ) o r ( v ) = ( U c P l ) n ( U c,..,) = U ( o . . n c - ' 

= ^ Co = g(b..b ), (compte tenu de ce que 

C * € L i n L 2 

L ^ L 2 = g ( J x n J 2 ) , que J g = ( j ^ nrU D ( Jq2 O Dy) = 

(J n/1J J O D y et que J . n J n est l'idéal er.,~e:vJré r>ar 
ol o2 K 1 ol o2 ^ * A 

b n.b^, J . et J . étant respectivement ceux enrendrés ^ar 1 2 ol o2 ^ 

b x et b 2. 

d) g est injectif : puisque D est dense, le seul b qui 

donnera J = {e} sera b ~ o (sinon le J G correspondant serr.i: 

inclus dans Ann(D^) qui ne serait pas réduit à {o} ) donc 

le seul b tel que g(b) - 0 sera b = o, et son nov^u r*;;nt 

réduit à £o] , g est injectif. 

e) compte tenu de ce que g prolonge g n , et de la définition 

de g 1 sur Q, on a bien s = g 0f. 

Définition 13 : On appellera extension unitaire non saturée d'un préanneau P 

toute extension unitaire B de P telle qu'il existe un homomorphisme injectif 

de B dans A, algèbre des ofs de l'espace dual de P. 

Remarque 22 : Dans une extension unitaire B non saturée d'un préanneau P, Q 

étant le treillis convexe de B isomorphe à P, il est évident que l'idéal assoc 

à Q est dense (réciproque de la proposition 37)• 

Proposition 38 : Soit X l'espace dual d'un préanneau P, X l'espace dual de 

l'algèbre A des ofs de X, ( Y ^ ) ^ l a famille des espaces anaux 
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des extensions unitaires non saturées (B.). * de P. 

1 l€.I 

1) Il existe un homéemorphisme f de X sur un ouvert partcut 

dense de X., (resp. g ̂  de X sur un ouvert partcut dense de Y^5 

pour tout iel). 
0 

2) Il existe pour tout i^I une injection de Ŷ  sur un en

semble contenant un ouvert partout dense de X, continue sur 

l'image réciproque de cet ouvert, d'inverse continue, et telle 

que f = h £ o g ^ 

3) S'il existe un homéomorphisme g de X sur un ouvert partout 

dense d'un espace booléien Y, on peut trouver une injection h 

de Y sur un ensemble contenant un ouvert partout dense de X, 

continue sur l'image réciproque de cet ouvert, d'inverse 

continue, et telle que f « h o g. 

v 
X f ^ x 

Y 

Démonstration : 

1 ,* ) Soit sifisomorphisme de P sur Q 5 treillis convexe de A, x un 

ultrafiltre de P, s(x) l'ultrafiltro do 0 , ensemble des images des élé

ments de x par s. Les ofs de s(x) sont, par construction de X, les 

ofs de 0 qui contiennent le point x de X et tout ultrafiltre de P 

étant représenté par un point de X., tout ultrafiltre de 0 est cons

titué par une famille d'ofs contenant un point déterminé de X. 

La famille des ofs de A qui contiennent le point xéX constitue 

un ultrafiltre de A, noté x (voir démonstration proposition 3 6 , § A) 
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et qui prolonge à A l'ultrafiltre s(x) de Q. 

On peut donc construire une injection f de X dans X en posant 

f(x) = x. 

Notons que s(x) n'est pas en général prolongeable d'une manière 

unique par un ultrafiltre de A. Le filtre de A générateur de Q 

(page 13, 3) est prolongeable par un ultrafiltre de A qui contient 

Q tout entier, donc aussi les ofs de Q qui ne contiennent pas un 

point donné x de X, et qui est donc différent de x tout en prolon

geant s(x). 

Soit un of 0. de A, s" l'isomorphisne de Stone de A sur l'algèl: 
J 

Â des ofs de X et oT = 7(0.). 07 est l'ensemble des points de X, 

J 3 3 
ultrafiltres de A, auxquels appartient C.. Parmi ceux-ci figurent te*. 

J 
les ultrafiltres (f(x)) x e Q et par conséquent f" (0^) • 0^. La 

3 
bicontinuité de f s'en déduit aussitôt ; les f(0.) « 0.D f(X)(resp. 

les 0.) constituant un système fondamental de voisinages des points 
J 

de f(X) (resp. X). 

Soit alors un point y de X - f(X). Tout ouvert U de X contenant 

y inclura un of "07, dont l'image réciproque par s sera un of O.. 
J J 

Comme f(0.)CÔ7, f(0.)cU, Unf(X) i 0, yé 'fC") et f(X) = X. f(x) es-
3 3 3 

donc partout dense dans X. 

Enfin, f(X) est localement cerpact comme étant homéomorphe à X. 

En application d'un théorème classique, f(X)'est ouvert 

dans son adhérence, c'est-à-dire X, ce qui achève la démonstration. 
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1, r) Soit B. une extension unitaire non saturée 

^ de P. R. le treillis convexe de 2. is orner--
I ^ 

A phe a F ,4^. V izcrr•: nr ; jrc de P sur R., 

=>/ ,. \ y. l*ear?ce cual do P. et A. son aZp-hre 
X ri X 1 i i l 

P ~ " " L ~ O T ~ > B l _ — * A i d'efs, s. l'iso:—This:..e de Stcne de L. 

sur A.. Q. le treillis convexe de A. iscmeim he à R. (et à P ) , 
i* i i - i i 

l'homomerphisme injectif de 3. cînns A (propeaition 7i ) • Il existe 

donc un hor.cr.omhisr.ie in.îectif 6. ~ C . o s.̂ " de A. dans A, et 
i vi i i 

G^A.J^Q, (Q, *s,A,A ont les significations de 1, a). 

Avec les memes notations qu'en 1, a) la trocc x. sur e.(A.) do lful--
x 1 1 1 

trafiltrc x de A est un ultrofil+re do G^(A.) (d-monatrati on de 

routine) unique constitue des ofs do 9^(A^) î contiennent x, et 

dont la trace sur Q est lfultrafiltre s(x) de Q. II correspond donc 

à x. par 0. un et un seul ultrafiltre x. de A. dont la trace sur Q. 
i - i i l i 

est l'ultrafiltrc s. c-p.(x) de Q. , Far construction do Y., les ofs 
i u i i 

de x. sont les ofs de Y. oui contiennent vn point x. de Y.. On peut 
i i - 1 i i 

donc construire une injection g. de X dans Y. en -pesant g.(x) x.. 
i i L-1 i 

Soit alors un of 0. de A. et 0, = o.('_\). 0. est un ensemble de 
u i J 1 J d 

points x de X et il est contenu dans tous les ultrafiltres x de A, 

donc dans tous les ultrafiltrcs x. do e.(A.) correspondants. 0 . est 
i i i • J 

donc à son tour contenu dans tous les ultrafiltrcs x. correspondants, 
i ~ ' 

c'est-à-dire qu'il contient tous les points x.. de >\ images des points 

x de 0. "car g., 

D :où gï^O.) = 0. et la démonstration s?ac>.ovo comme on 1 tJ a), 

compte tenu de ce que les ofs de 0^(A.) fer—ont un système forder.or.tal 

http://hor.cr.omhisr.ie
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de voisinage des points de X. En effet, les ofs de idéal des ofs c m -

pacts de A, en constituent un à eux seuls, et ̂ c O . U . ) , corane idéal as

socié à Q, dans A donc dans ^(A..). 

2) Soit un ultrafiltre y de A (c'est-à-dire que y eX). La trace y £ sur ̂ (A. 

de y est un ultrafiltre unique de ^(A.), auquel correspond par eT un 

ultrafiltre yT unique de A±. (Si plusieurs y donnent le aéne y ^ on éta

blira une fonction de choix F sur leur ensemble). Les ofs de y i sont par 

construction de Y^ les ofs de Y i qui contiennent un point y ^ V II est 

dcnc clair qu'on peut construire une injection de Y i dans X en posant 

h. (y-) = y. Lorsque de plus ŷ ^ sera l'image d'un point y de X par l'appli; 

tion g. de 1, h>) la fonction F ne peut prendre que la valeur y, cor tout 

ultrafiltre U de A contenant yT contiendra y = f(y) donc sera égal à y . 

(U contiendra tous les ofs majorant ceux de yT. Les ofs compacts contenant : 

appartenant à yT, (puisque C^ O.fA.)), U contiendra donc tous les ofs contenar. 

y ). Dans ce cas, on aura bien f (y) = y = ^ ( y ^ = hj° S^v) et f = h±o g.. 

Soit un of 57 de A., 0. = 6.(0.) son inage dans ^(A^cA, et 

5" = s o G.(57) = s(0.) son inage dans A. 
j i J 0 

Ô~ contient donc tous les points de X représentant les ultrafiltres : 
j _ 

A auxquels appartient 0-, en particulier les y - F ( y i ) pour tous les pT , •. 

trafiltrcs de 8- (A. ) contenant 0., donc pour tous les y.., ultrafiltres de 

A. contenant OÎ. D'où h . (o7)cÔT, h? 1 est continue, et h. (Y. ) 
1 J 1 J J 1 • L - L 

partout dense dans X. De plus, puisque f = luo g ^ ^ ( Y ^ contient 

f(X), ouvert partout dense dans X. Enfin, ïu est continue sur g^X) ; los 

ofs de 7 o formant un système fondamental de voisinages de f ( x ) . 

Montrons que tu n'est pas généralement continue. Soit z un ultrafiltre qu> 

conque de A. 
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Lemme : Si zéf(X), l;\;ltra£iltre z f:- A coupe l'idéal C., des ofs compacts de A 

suivant deux treillis convexes triviaux, c'est-à-dire que z ne con

tient aucun of compact,et réciproquement. 

Démontrons que si z coupe Cv suivent deux treillis convexes non 

triviaux, z £f(x). Dons ce cas, la proposition CO entraîne en effet 

eue z couse CT. suivant un ultrafiltre de C,. (les traces sur C._ de z K iv A 

et de son idéal asrocié z f sont clairement des treillis convexes) 

Si q^Q, q+znC, et c-»-zfo CT. sont alors (proposition 20) l'un idéal 

IV ' Iv 

maximal de Q, l'autre ultrafiltre de Q, ce dernier égal à zoQ. Appe

lons z le point de X déterminant cet ultrafiltre de Q, et ce dernier 

s(z). Il est immédiat eue s(z) et z'OC T. sont associés et aue 

s(z)+s(z) = zTn C.., donc aue z'n Ctr est l'idéal maximal de C,r conte-

l\ " iv rv 

nar.t tous les ofs compacts ne contenant ras z, enfin, aue z.^Cv est 

IV 

l'ensemble des ofs compacts contenant z. Il en résulte que z est 

l'ultrafiltre de A comprenant tous les ofs contenant le point z, et 

z = f(z). (Tous les ofs contenant z majorent un of compact le conte

nant, donc appertiornent à z). La réciproque est évidente. 

Conséquence : En particulier, si z ( Y.. )-f (X) % z ne contient aucun of compact de 
A. Si z = h.(7..) avec z. t ï . et si h;est continue en z, pour tout of 

i l i l -
0 de h^.(Y^) contenant z ? en doit pouvoir trouver un ouvert Udo Y^ 
avec z. t U tel eue h . ( U)cÔ. En particulier, si O.tA et zcO., 1 * i • ~ J J 
0 = C.Hh.fY.) doit satisfaire à cette condition. 

Or, si h. ( U ) c O . nh . f ï . ) = 0, U étant réunion d'ofs de A. , 
i J i i i 

i l doit exister un of Ô' do A., avec z. e 0 7 et h.~(ÔZ) C0~nh. (Y. ) 
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ou encore : O^niuiY^CO^ C) h ^ Y ^ 

Si cette condition est remplie, on a nécessairement ^Ch 

sinon "Ô n ^ïï. ?! 0 ce qui est contradictoire avec 0 ^ n^c|h.(Y i) 

puisque^(Y.) étant rare il ne peut contenir aucun of. 

Finalement, pour tout ÔT conterant on doit trouver 0^ contenant z, 

avec (T* "s o 0.(A.) et Ô~C Ô~*. Cela sera impossible si l'on montre qu> 
% i l £ J 

pour certains ofs 0. de l'ultrafiltre z" de A, en ne peut Généralement 

trouver dans 7 d fof 0^ de Q^A^ minorant CL. 

Ce sera le cas dans le contre-exemple suivant : Soit un espace X 

(remarque 21 ) dont l'algèbre A des ofs contient une infinité de class 

d'ofs non compacts. Il existe des idéaux maximaux de A contenant 

l'idéal des ofs compacts, donc des ultrafiltres ne contenant aucun 

of compact. Soit *z l'un d'eux. L'Image de z par l'application cano

nique KO de A sur A/C K est un ultrafiltre propre de A/C R. Prenons pour 

préanneau l'image réciproque P d'un élément p de \q[z) non atomique 

(il en existe). Identifions X (proposition 36) à l'espace dual de P, 

et P à Q, avec les notations précédentes, et prenons pour la plus 

petite extension unitaire de P. La réciproque du lemme entraîne que 

7^f(X). Soit 77 la trace de 7 sur Q^iA^) et posons F(z i) = *z, d'où-

"z£h.(Y.). Il est clair que "z contient Q et que si 0. appartient à 
i l J 

l'image réciproque d'un élément de v^(z) minorant p, 0. ne majore dans 

aucun élément de 9^(A^), ce qui achève la démonstration. 

3) Soit B l'algèbre des ofs de Y. Les ofs de g(X) et de X se corres

pondent bijectivement par l'homéamorphisme g. 

Les xraces sur g(X) des ofs de Y sont des ofs de g(X) dont les 
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images réciproques par g sent des ofs de X. 

Soit un of 0^ de Y et 0* sa trace sur g(X). 0* n'est trace que 

d'un seul of de Y sur g(X). S ;il en existe un second 0 o , 0^+0^ est 

dans Y-g(X) qui est rare et dont l'intérieur est vide. D'où 

O-j + Og = 0 et ~Ô7 = "C~. Il existe donc une injection e de l'algèbre B 

des ofs de Y dans celle A des ofs de X, qui est clairement un homomor-

phisme. A contient donc une sous-algèbre G (B) isomorphe à 3. 

g(X) étant ouvert, tout point y de g(X) possède un système fon

damental de voisinages d'ofs de Y inclus dans g(X). De tels ofs sont 

compacts et leurs images par g sont des compacts. Soit C_ l'cnsem-

blc de ces images. Tout point x de X possède donc un système fondamen

tal d'ofs de C • Un of compact C,. quelconque de X peut donc être re

couvert par une famille, donc t>ar une famille finie, d'ofs de C., et 

appartient donc à C.„, (stable par construction pour la réunion finie) 

et à 0(3), qui contient donc tous les ofs compacts de A dont l'ensem

ble est Ĉ ., idéal des ofs compacts de A. On peut donc faire une parti-

tien de G(B) en treillis convexes de A associés à Q, le treillis con

vexe de A isomorphe à P. Soit l'un quelconque, R, de ces treillis 

convexes, Z son espace dual, homéomorphe à X, (proposition 36) et 

qu'on identifie donc a X. L'algèbre des ofs de Z est donc à un iso

morphisme près, A, et 9(B) est une extension unitaire de R. 

A un homéomorphisme près (proposition 36) Y est 1 :espace dual de 

0(3). Il existe donc (proposition 3 5 , 2) une injection h de Y 

sur un ensemble contenant un ouvert partout dense de X, continue 
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sur l'iirage réciproque de cet ouvert, et telle que f * = h o g, frétant l'home^ 

inorphisme de X, espace dual de R, sur X (l,oc ), qui, compte tenu de sa cons

truction, coïncide avec f. 



- 89 -

BIBLIOGRAPHIE 

1 . G. BIRKHOFF - Lattice theory - Ed. Amer. Math. Soc. 1960. 

2 . N. BOURBAKI - Algèbre - Chapitre 8 - Appendice (Unités relatives dans une 

algèbre). 

3. G. GRÄTZER - A generalization of Stone's representation theorem for boolean 

algebras. 

DUKE J. 1 9 6 3 , page 469 à 474. 

4. G. GRÄTZER & T. SCHMIDT - Standard ideals in lattices - Acta Math. Hung 1 9 6 l 

- 1 2 - page 17 à 96. 

5 . P. HALMOS - Boolean algebras - Van Hostrand 1 9 6 3 . 

6. IQBALUNNISA - Lattice translates and congruences. 

INDIAN J. MATH. SOC. (U.S.) 26 - 1 9 6 2 page 8 l à 9 1 . 

7. KUROSH - Theory of groups - Chelsea Publ. Cy. N. Y. 1955 (Chapitre III, 

page 60 et suivantes : décomposition d'un groupe par rapport à 

un sous-groupe, coensembles). 


