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DETECTION D'UN SIGNAL CERTAIN NOTE

DANS UN BRUIT ALEATOIRE, A L'AJDE D'UN DISPOSITIF LINEAIRE

P. BETHOUX et A. DUSSAUCHOY

INTRODUCTION - POSITION DU FRORLEME.

En traitement du signal, on rencontre le probléme suivant [5] : on
observe pendant un certain intervalle de temps une fonction aléatoire qui
peut &tre soit la superpositicn d'un signal connu et certain et d'un bruit
eléatoire dont les caractéristiques peuvent &tre supposées connues, soit le
bruit précédent tout seul. Et 1l'on cherche un critére pcour décider s'il y a
signal plus bruit ou bruit tout seul. Il s'egit d'un test entre 2 hypothéses
sur le moyenne d'une fonction aléatoire dont on observe une trajectoire,
(Nous ne restreignons pas la géréralité du problére en supposant que la
moyenne du bruit est nulle ; ce que nous fercns dans la suite).

Dans la pratique, la décision &voguée plus haut est effectuée au vu de
la valeur numérique d'une quantiié fonction de l'cbservation. Les spécizlistes
du traitement du signal utilisent souvent pour comparer des dispositifs
€laborant diverses fonctions de 1'observation, la quantité connue sous le
ncm de rapport signal sur bruit, c'est-@-dire le rapport de la puissance de
la "réponse" du dispositif au signal seul sur celle de lo réponse du dispo-
sitif au bruit seul.

Nous allons voir dans ce qui suit que si le signal appartient & une

certaine famille, le dispositif linfaire qui rend maxirum le rapport signal
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sur bruit €labore dans le cas de Laplace~Gauss une fonction linéaire du
logarithme du repport de vraisemblance. Ce dispositif permet donc dans ce
cas de prendre une décision optimale car le rappcrt de vraisemblance cons-
titue un résumé exheustif pour le test considéré ([2] [b]).

Ce résultat souvent évoqué, n'est & notre connaissance” pas établi

explicitement en dehors de cas particuliers (cas discret, cas stationnaire...).

I - NOTATIONS - RAPPELS.

Soient :
un espace mesurable (Q,B)
un processus stochastique {xt,t T} défini sur cet espace
deux probabilités P, et P; définies sur B et telles que

Eo(xt) = 0 pour tout teT

Eo(x,x) = EI{[xt-E}(xt)] {xs-El(xs)]} = R(t,s) pour s et teT
[Ei(x) désigne 1'espérance mathématique de la variable aléatoire x per rapport

a P.}‘.
1

Désignons par
P,tP)

2

P2=

Hi (i = 0,1,2) 1l'espace de Hilbert des classes de
variables aléatoires définies sur (Q,B) (égales presque-sfirement Pi) qui ont
un second moment fini par rapport & P. muni du produit scalaire heabituel :

<xsy>i = Ei(x y)

Monsieur le Professeur R, FORTET nous a signalé que Monsieur RICATTE pourrait avoir un résultat sem blable
dans une th2se de 3e cycle 2 soutenir sous peu.
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ii le sous~espace de Hilbert de Hi engendré par les x, pour teT.
¢(R) -1'espace de Hilbert des fonctions numériques, définies sur

T et de la forrme

t > Eo(xtv) avec VC£0
mini de 1'addition et de la multiplicetion par un scalaire ponctuelles et du
produit scalaire ¢éfini par

91,020 = EQ(VZ-{;I)

si 45(t) = Eo(xt?r'j)

on peut consteter assez facilement que cet espace ne dépend que de R, ['3] .
Si la fonction ¢ : t - El(xt)’ appartient & ¢(R), alors il existe K
tel que
IEl(u) |25K Eo( |u|%) pour tout ue X,
On peut facilement en déduire que, dans ce cas,
-X,est enccre un espace de Hilbert avec le produit scalaire
(u,v) = E (u ¥)
- L'applicaticn U qui & tout veX, associe la fonction t + Eo(xt v)

est une application biunivoque de Iz sur ®(R) et

21 T
<$1,62> = E(U” ¢2U" ¢1) pour tous ¢; et ¢2€¢ (R).

II - OPTIMISATION DU RAPPORT SIGNAL SUR BRUIT.

Ncus appellerons filtrée linéaire de {xt,te T} pour P, et P; , toute
varieble aléatoire qui est soit cambinaiscn lindaire ce x, avec teT, scit
limite en moyenne quadratique P, et P @'une suite de telles combinaisons
linéaires. Alors en identifiant les variables aléatoires égales presque-

slirement P, et P; , l'espace des filtrées linéaires de {xt »t €T} pour P, et

P; est X,.
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Ie rapport signal sur bruit pour le dispositif lirn€aire qui domne

gelz est donné par
|Ey (8D |2

P )
2
E (|g]?)
8i la fonction ¢ : t » Ei(xt) [signal] appartient & 1l'espace ¢(R), alors
-l
en désignant par v =U ¢, on a
Er(g) = E (£ V).

Par suite
IEO(E v)i2

E (1€]?)

£ =c v ol c est un scalaire quelconque.

est maximum pour

Et le rapport signal sur bruit maximum est alors

o max = £ (Iv]2) = |[u™] |2

IIT —- CAS DE IAPLACE--CAUSS.

. Supposons que la loi tempcrelle de {xt,te'l‘} soit de Iaplace-Gauss pour
Pet Py’

Nous savons que les restrictions P(', et P| de P, et P! a la plus petite

des o-algbres de sous-cnsembles de Q, par rapport auxquelles tous les x,

pour te T sont mesurables, sont soit absolument continues 1'une par rapport

& l'autre, soit singulidres. Et une condition nécessaire et suffisante pour

qu'elles soient absolument continues l'une par rapport & l'autre est qu'il

existe un nombre K tel que

IEl(écaxt )| 2K F_!O(lgcmxt |2)
o a
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quelle que soit la combinaison linfaire finie Ze x, avec t € T((3),(1) 3
a

Alors il est facile de constater qu'il.en sera ainsi si et saulement
si ¢€o(R).

Alors le rapport de vraisemblance est donné par

P{ (dw)
—_— = exp {U_1¢ - ‘;‘<¢a¢>} ( [51)
P;(dw)

par suite dans le cas de laplace~Gauss, le dispositif linfaire qui rend
meximum le rapport signal sur bruit élabore une fonction linéaire du logerithme
du rapport de vraisemblance.

IV - QUELQUES EXEMPLTS.

En dehors du cas irmédiat od T est un ensemble fini, on comnz2it ¢(R) et
U"1 dans plusieurs cas.
Citons
1°) le cas ol T est un intervalle fini et {xt,te.T} est, sous la
loi Po , un processus & accroissements orthogonaux. Voir([h])
2°) le cas ol T est un intervalle fini et {xt,te'l‘} est, pour la
loi Po , la partie reiative & T d'un processus stationnaire dont
densité spectrale est une fraction rationnelle. Voir/[S])
Envisageons d'autre part le cas suivant :
- {xt' -o<t<+o} est, pour P, , un processus stationnaire d'ordre 2,
ayant une densité spectrale f()).

- ¢ est une fonction de la forme

it
6(t) = [ ™p(h)ar  moctcto

. . }

+o
2
avec f lii&li—-dx <+ , ce qui en particulier implique que y(A) est de
- (1)

carré sommable sur (- +w)
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Désignons par
2
L. 1l'espace de.kilbert des fonctions numériques resurables g telles que

+oo
[ le) [22(3)ax <

muni du produit scalaire habituel

L;(T) le sous-espace du précédent engendré par les éléments de la forme :
A > R avec t€ T,

XO(T) le sous-espace de H_ engendré par x, pour tous teT

®(R,T) 1l'espace de Hilbert des fonctions numériques définies sur T et de

la forme -
t > Eo(xtv) avec Ve fo(T)

muni du produit scalaire
<¢1,02> = Eo(vyvy)
i ¢.(t) = V.).
si ¢J( ) Eo(xth)

En vertu de 1l'isométrie entre Io(-w,w) et L%, qui & x fait correspondre

la fonction A ->e1)‘t

, la restriction op de ¢ 8 T, appartient & ¢(R,T) si et
seulement si on peut &crire pour tout t€T,

M £ et
o(t) =J'_°°e g(1) £(12) dax avec gCL%(T).

Sous les hypothéses faites ¢T€ ¢(R,T) pour tout T ; en effet

4o, A
f_m 1At [%7(% ——g_(—A—)] £(12)d)x = o pour tout teT

si g est la projection orthogonale dans L% de -"f': sur L%(T).
Supposons que T = [-Htto,to] ; & est alors le gain complexe du filtre
linéaire ayant une mémoire H qui & 1'instant t donne le maximum du rapport

signal sur bruit.
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