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DETECTION D'UN SIGNAL CERT..'\IN ~IOi'E 

DANS DN BRUIT ALEATOIRE, A L' AIDE D'UI~ DISPOSITIF LINEAIRE 

P. P.ETHOUX et A. DUSSAUCHOY 

INTRODUCTION - POSITION DU PROBLEME. 

En traitement du signal, on rencontre le problème suivant [6] : on 

observe pendant un certain intervalle de temps une fonction aléatoire qui 

peut être soit la superposition d'un signal connu et certain,et d'un bruit 

aléatoire dont les caractéristiques peuvent être supposées connues, soit le 

bruit precédent tout seul. Et l'on cherche un critère po'ta" décider s'lI Y' e. 

signal plus brui+. ou bruit tout seul. Il s'agit d'un test en+.re 2 hypothèses 

sur le moyenne d'une fonction aléatoire dont on observe une trajectoire. 

(Nous ne restreignons pas la généralité du problène en supposant que la. 

moyenne du bruit est nulle; ce que nous ferons dans la suite). 

Dans la pratique, la décision évoquée plus haut est effectuée au vu de 

le. valeur numérique d'u.ne quantité fonction de l'observation. Les specialistes 

du traitement du signal utilisent souvent pour comparer des dispositifs 

élaborant diverses fonctions de l'observation, la quantité connue sous le 

nom de rapport signal sur bruit, c'est-à-dire le rapport de la puissance de 

la "reponse" du dispositif au signal. seul sur celle de la. reponse du dispo­

sitif au bruit seul. 

Nous allons voir dans ce qui suit que si le signal appartient à une 

certaine frumille, le dispositif linéaire qui rend max~~ le rapport signal 
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sur bruit elabore dans le cas de Laplace-Gauss une fonction linèaire du 

logarithne du rapport de vraiseDblance. Ce dispositif pernet donc dans ce 

cas de prendre une décision optimale car le rapport de vraisemblance cons­

titue un résume exhaustif pour le test considere ([21 [4]). 
Ce résultat souvent évoqué, n'est à notre connaissance- pas établi 

explicitement en dehors de cas particuliers (cas discret~ cas stationnaire ••• ). 

l - NOTATIONS ~ RAPPEL.~. 

Soient : 

un espace mesurable (Q,B) 

un processus stochastique {xt,t T} défini sur cet espace 

deux probabilités Po et Pl définies sur B et telles que 

Eo(xt ) = 0 pour tout t<T 

Eo(xtXs) = El{~t-El(Xt)J (Xs-Ei(XS )]} = R(t,s) pour s et ttT 

lEi(X) designe l'espérance nathématique de la variable aléatoire x par r~pport 

à Pi} 
Designons par 

H. (i = 0,1,2) l'espace de Hilbert des classes de 
1. 

variables aléatoires définies sur (Q,B) (égales presque-sûrement P.) qui ont 
1. 

un second moment fini par rapport à P. , Duni du produit scalaire habituel: 
1. 

<x,y>. = E.(x y) 
1. 1. 

Monsieur le Professeur R. FOR TET nous a signaU que Monsieur RICA TTE pourrait avoir un r4Jultat sem bhbl«: 
dans une thèse de 3e cycle • soutenir sous peu. 
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Ii le sous-espace de Hilbert de IIi engendré par les xt pour teTe 

~(R) -l'espace de.-Hilhert des fonctions nUI!lériques, définies sur 

T et de la fome 

t ... Eo (xt v) avec v,lo 

~Jni de l'addition et de la. multiplication par un scalaire ponctuelles et du 

proŒlit scalaire è.erini par 

si 

<'1,~2~ = Eo(V2~1) 
4>.(t) = E (Xt~.) 

J 0 J 

on peut constater assez facilement que cet espace ne dépend que de R, (5) • 

Si la fonction 4> : t ... El(xt ), appartient à ~(R), alors il existe K 

tel que 

On peut facilement en déduire que, dans ce cas, 

-12 est encore un espace de Hilbert avec le produit sce.laire 

(u,v) = EQ(u v) 

L'application U qui à tout ve:I2 associe la fonction t ... Eo(xt 'i) 

est une application biunivoque deI2 sur ~(R) et 

<~h~2> = Eo(U-1 ~2~_'1 h} pour tous ~l et hE t (R). 

II - OPTIMISATION DU P-APPORT SIGNAL SUR BRUIT. 

Nous appellerons filtrée linéaire de {xt,t€ T} pour Po et Pl , toute 

variable aléatoire qui est soit canbinaison linéaire è.e xt avec t ~ T, soit 

limite en ma,yenne quadratique Po et Pl d'une suite de telles combinaisons 

linéaires. Alors en identifiant les variables aléatoires égales presque-

sûrement Poet Pl , l'espace des filtrées linéaires de {xt ' t (. T} pour Po et 

Pl est I 2 • 
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v~ rapport signal sur bruit pour le dispositif linéaire qui dO!11le 

~E:I2 est donné par 

p =----
Eo{ 1~12) 

Si la fonction cp : t -.. E~(xt) [signal] appartient à l'pspace 4l(R), alors 
., . _1 

en deslgnant par v = U cp, on a 

= E (~ ~). 
o 

Par suite 
IEo(~ v)j2 

P = 
Eo<lf;12) 

est maximum pour 

~ = C v où c est un scalaire quelconque. 

Et le rapport signal sur bruit maximum est alors 

III - CAS DE LAPLACE~GAUSS. 

Suppos ons que la loi tempore lle de {Xt , t ~ T} soit de Iaplace-Gauss pour 

Po' et Pl' 

Nous savons que les restrictions P~ et Pi de Po et Pl à la plus petite 

des cr-algèbres de sous-ensembles de n, par rapport auxquelles tous les xt 

pour t~T sont mesurables, sont soit absolument continues l'une par rapport 

à l'autre, soit singulières. Et une condition nécessaire et suffisante pour 

qu'elles soient absolument continues l'une par rapport à l'autre est qu'il 

existe un nombre K tel que 

IEl(~CaXt )12~K Eo{l&caxt 12) 
a a 
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quelle que soit la canbinaison lin€aire finie Ec x avec t E: T,{(3) , (1] J 
a. t a a 

Alors il est facile de constater qu'il en sera ainsi si et s~ement 

Alors le rapport de vraisemblance est donn€ par 

Pl (dlll) 1 1 () = exp {U- ~ - ~~,~>} (5) 
P' (dw) 

o 

par suite dans le cas de Laplace-Gauss, le dispositif lin€aire qui rend 

max~~ le rapport signal sur bruit €labare une fonction linéaire du logarithme 

du rapport de vraisemblance. 

IV - QUELQUES EXDIPLES. 

En dehors du CaS imm€diat où T est un enoemble fini, on connait ~(R) et 

u- 1 dans plusieurs cas. 

Citons 

1°) le cas où T est un intervEùle fini et {xt,t€ T} est~ sous la 

loi Po' un processus à accroissements orthogonaux. voir([41J 

2°) le cas où T est un j nterval1e fini et {xt ' t € T} est, pour la 

loi P ,la partie rp.lative à T d'un processus stationnaire dont o 

densit€ spectrale est une fraction rationnelle. Voir ([5] j 
Envisageons d'autre part le cas suivant 

- {xt ' -~<t<+œ} ~st, pour Po ' un processus stationnaire d'ordre 2, 

ayant une densit€ spectrale f(). 

- ~ est une fonction de la forme 
+œ . 

~(t) = f e~Àt~(À)dÀ 

+00 
avec J IW(À}12 dÀ <+00 , ce qu~ en particulier implique que ~(À) est de 

-~ f(À) 

carré sommab1e sur (-ca,+œ) 
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Lf l'espace de-liUbert_des fonc..tions numériques :t:esurables g te lles que 

+"" 
f_""lg(À)1 2f(À)dÀ <+0<> 

muni du produit scalaire habituel 
2 

Lf(T) le sous-espace du precédent engendré par les éléments de la forme 

À ... e ÏÀt t ' T avec E: • 

l (T) le sous-espace de H engendre par o 0 
X t pour tous t~T 

~(R,T) l'espace de Hilbert des fonctions numériques définies sur T et de 

la. forme .' 
t ... Eo (XtV) avec ve: l'oCT) 

muni du produit scalaire 

si ,.(t) = E (xtv.). 
J 0 J 

En vertu de l'isometrie entre l (-"",+œ) 
o 

la f t " ÏÀt "" d onc ~on À +e , la restr~ct~on 'T e 4» 

seulement si on peut ecrire pour tout tE: T, 

et L~ qui à xt fait correspondre 

à T, appartient à t(R,T) si et 

+0<> " .' 

«p(t) =f_""e~t)' g().) f(À) d). avec gE:L~(T). 

Sous les hypothèses faites 'TE:t(R,T) pour tout T ; en effet 

+m ").t[I/I(À) , ] J _œ el f(T'J - g( À) f{:\)dÀ = 0 pour tout t(T 

si g est la projection orthogonale dans Lj de f sur L~(T). 
Supposons que T = (-H1:t 0' t 0 J ; g est alors le gain complexe du filtre 

linéaire ayant une memoire 

signal sur bruit. 

H qui à l'instant t donne le maximum du rapport 
o 
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