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SEMINAIRE ;2 CATEGORIES EQUIVALENTES
D'ALGEBRE * par R.Ouzilou

4963-196L

Cet exposé comporte essentiellement deux parties : une étu-
de sommaire des équivalences de catégories, suivie d'un exemple
qufon trouvera, sous une forme différents, dans [ 3],p.13-17.

Dans la premieére partie, il sera souvent fait appel a [5],

(1,1). Etant données deux catégories € et €', une pré-éguivalence
entre € et €' est un quadruplet (S,T,x,P), o S (resp., T) est un
foncteur covariant de € dans €! (resp. €' dans €), o« et P deux
isomorphismes fonctoriels :

X : 1o —> TS P: ST — 1,.

Il est alors évident que les foncteurs TS et ST sont compléte-
ment fidéles et, par conséquent, S et T le sont aussi. (Rappelons
qutun foncteur S de € dans €' est dit complétement fidéle si,
pour tout couple (M,N) d'objets de €, ltapplication induite par
S SN M ¢ Homg (M,N) ——» Hom ¢ (S(M),S(N)) est bijective.)

-(1 2) Progosition. Pour toute pré~équivalence (S,T,x,PB) entre
deux categories € et €Y, on a :
S°\=F>S &= Tp = «T,

Il stagit de montrer que, si pour tout objet X de €, on a
s(qx) = Bg%x), alors, pour tout objet Y de €!', onaT(ﬁ;l) = &
et réciproquement (ce qui se montre de la méme maniére),

Du diagramme commutatif

T(Y)

5-1
Y X = ST(Y)
b3t ST(RZT)
ST(Y) —1 -~ STST(Y)




f1=2
on déduit :B;%(Y) = ST(B,}l), et de S(“T(Y)) =°§']f(y)' on déduit

alors S@XT(Y)) = S(T(p;l)) d'ol, compte tenu de la fidélité de
S s = T(p31)
T(Y) Y ’°

(1,3) Si les conditions équivalentes de (1,2) sont satisfaites,
on dit que (S,T,x,®) est une éguivalence entre € et ¢', les mor-
phismes fonctoriels composés :

S —3% _,gps —BS g

P —2T L pgp—T& ¢
-] -]
T‘"‘lﬁ~——*-TST-——5—-2—~ T

-1 -1
s—-Fsgps —22_, g

sont alors des identitéset, dlaprés [5], (a,P) (resp.(ﬂ.l,ofl))
fait de T un foncteur adjoint & S (resp. de S un foncteur adjoint
aT).

Ainsi, pour une équivalence (S,T,«,8) de catégories
(1,3,1) Les foncteurs T et S sont exacts.

De plus, le diagramme de [ 51,p.4, permet de montrer facile-
ment, sous la seule hypothése de S adjoint & T, que :
(1,3,2) Pour tout monomorphisme u de € et pour tout épimorphisme
v de €', S(u) est un monomorphisme et T(v) un épimorphisme,

(1,3,3) T commute aux limites inductives et S aux limites projec~
tives.

(1,3,4) Si S conserve les épimorphismes, T conserve les objets
'projectifs; si T conserve les monomorphismes, S conserve les objets
injectifs,
(1,3,5) Si S est complétement fiddle, T conserve les générateurs;
sl T est complétement fidéle, S conserve les cogénérateurs,
Mé&me propriété avec des générateurs ou cogénérateurs faibles.
Tout cela nous permet d'affirmer, en résumé, qutune équiva-
lence de catégories laisse invariantes les propriétés Mcatégori-
ques" usuelles (dites ®homologiques" dans [L]).
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(2,1) Il est proposé maintenant, & titre d'exemple, de montrer
jtexistence d'une équivalence entre deux catégories de modules,

Soient F un A~module & gauche, C = EndA(F) son commutant,
¢l la catégorie des C-modules & droite, B la catégorie des A-mo-
dules A gauche.

Soit S le foncteur additif de @ dans 3 défini de la fagon
guivante § pour tout objet V de & , S(V) est le A-module VGCP,
od P est le (C,A°)=bimodule associé & F; et, pour tout morphisme
£ 3 V—V!' de @, S(f) est le ?3 -morphisme fa@l.

Soit T le foncteur additif de B dans @& défini comme suit :
pour tout objet M de B , T(M) est le C-module HomA(P,M) et, pour
tout morphisme g ¢t M —=M!' de B, T(g) est le @ -morphisme
HOmA(F’S)o ’

Pour tout objet V de @ , considérons l'application additive
e(v de V dans ST(V) définie par :fxv(v) i X — Vox} clest un @ =
morphisme, car pour tout élément c de C, on a 3
uv(vc) = x —» vec(x) = a (v),c =aylv).c.

Pour tout Q -morphisme f ¢ V—» V!, le diagramme 3

[- 4

v Vo eTS(V)

f TS(f)

Vi _PS(V?)
dv'

est commutatif; on a en effet, pour tout &lément v de V et tout

élément x de F ¢

(TS(£) &y ) (V) (x) = TS(£) (ot (v) ) (x) = S(F) (@, (v)(x)) = S(£)(vex)
= fv)ex =« (£f(v))(x) = (ay,.£)(v)(x),

ce qui permet de définir un morphisme fonctoriel & :10_'_' TS.

Remarquons que pour tout élément c de C, «C(c) : x - lac(x)
= @,c, ol O est l'isomorphisme canonique x-—-»lFox de F sur
COC?, ainsi &, = T(8) est un @-isomorphisme.

Pour tout objet M de B , considérons l'application a-bilie
_néaire de T(M)xF dans M : (u,x)— u(x) dont la linéarisée ® M
est le B -morphisme défini par & uex —= u{x).
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Pour tout 3-morphisme g ¢t M—»M', le diagramme

g
ST(M) ——’ M

ST(g) g

ST(M!) ———» M?
LEVT)

est commutatif; on a, en effet, pour tout élément (u,x) de
T(M)xF 3
(Byye o3T()) (uox) = By, (ST(g) (uex)) = By (T{gluex)

= By ((gou)ex) = glu(x) = (g.8)) (vax),

ce qui donne un morphisme fonctoriel Pt ST ~— 1y
I1 convient de remarquer que PF est l?'isomorphisme cano-
nique de COCF sur F,
(2,1,1) Pour tout objet V de @ et tout élément (v,x) de VxF,
on a 3 (BgiyyeSly))(vex) = Bg y (@t (v)ex) =ay(v)(x) = vex
dtol p'ls = Sq.
(2,2) Soient a' la sous-catégorie pleine de @ constituée par
les objets libres (i.,e. de la forme C(I)) et B! la sous~caté-
gorie pleine de B constituée par les objets F-isotypiaues
(i.e, de la forme P(J)) alors
Théoréme, Si F est de type fini, S (resp. T) induit un foncteur
de @' dans @' (resp, de'P! dans a') et (S,T,a,8)
est une équivalence entre les catégories @' et B',
Etablissons tout dtabord le :
(2,2,1) Lemme., Si F est de type fini, T commute aux sommes
directes,

De fagon précise, si M = DBu, , (ei,p.), alors ¢
jeT 1 i

T(M) = f?l (M), (Tl),T(p,)).

Pour cela, il suffit ([2],p.26) de montrer que la famille
T(e,p.), 1€ I, est & support fini, i.e. pour tout élément u
de T(M), le support Ju de T(ei,pi)u = €;,P;0u est fini,

Pour tout élément x de F, désignons par Ju x le support
fini de la famille (ei,pi)(u(x)), on a alors, pour une partie

finie 4 engendrant F : J < U J
Xe\

u. x? Ce qui achéve la démon-
?

stration du lemme,
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Le produit tensoriel commutant aux sommes directes, pour
tout objet libre V = C(I) (ei) de @, on a

sy = s, (s(e ).
Si F est de type fini, on a dtaprés (2,?,1), pour tout objet
M= F(J) (“i) 3
) = o(F) ), (1w,
dfol la premidre assertion du théoréme,
"Pour achever la démonstration, il suffit, compte tenu de
{2,2,1), de montrer gue et sont bijectifs, ce qui résulte
immédiatement des égalités

QC(I) = («C)(I) et ﬁF(J) - (pF)(J)'
xo et PP étant, rappelons le, des isomorphismes,
(2,2,2) Corollaire. Etant donné un A-module 3 gauche F de type fini
fini, s8i C est le commutant de F
a) Pour tout couple (V,V') de C-modules i droite libres, ltappli-
cation f — folP est un isomorphisme du groupe HomC(V,V') sur le
groupe HomA(VﬁbP,V'GCF) et, si V = V!, ctest un isomorphisme
d tanneaux,
b) Pour tout couple (M,M!) de A-modules & gauche F-isotypiques,
ltapplication g —» (u—»g,u) est un isomorphisme du groupe
HomA(M,M') sur le groupe HomC(Homn(F,M),HomA(F,M')) et, si M = M!
ctest un isomorphisme dfanneaux.
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