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faculté des s ciences d e lyon

SEMINAIRE ‘ﬂ Eg FONCTEURS REPRESENTABLES
DYALGEBRE ° FONCTEURS ADJOINTS
1963~106 par R.,Pupier

2° niveau

On introduit dans cet exposé des notions définies essentiel-
lement par D,M.Kan en 1956 {3]. Ces notions généralisent les rap-
ports réciproques des deux foncteurs suivants de Ab dans Ab ¢

1. Hom( , ) qui & deux groupes abéliens A et B associe le
groupe abélien Hom(A,B) des homomorphismes de A dans B,

2, ©® , qui A& deux groupes abéliens A et B associe leur
produit tensoriel AeB,

On sait qufil existe un isomorphisme canonique de Hom(AeB,X)
sur Hom(A,Hom(B,X), qui définit un isomorphisme fonctoriel entre
les foncteurs Hom( ® , ) et Hom( ,Hom( , ).

Ltoutil fondamental sera le foncteur Hom( , ) de €xC cans Ens
dont on rappelle qu'il est contravariant par rapport au premier
argument, et covariant par rapport au second, Dfautre part, il
sera fait un constant usage des foncteurs représentables, dont
quelques propriétés générales constitueant la premiére partie de
cet exposé,

Dans la suite on supposera que tous les foncteurs considérés,
autres que Hom( s ), sont covariants par rapport a tous leurs
arguments, Jn se gardera pour étendre les ridsultats & des foncteurs
contravariants de se contenter de "retourner les flé&ches"; cette
manipulation, opérée sans de nombreuses vérifications, conduit
souvent 4 des résultats désastreux.
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1. Foncteurs représentables.

Les principales propriétdés des foncteurs représentables ont
déjad été citdées dans l'exposé n°l, Catégories a produits fibrés,
On se contentera de reprendre les propriétés dont on fera le plus
grand usage, et d'en esquisser la démonstration.

On considére une catégorie € quelconque, et un foncteur F de
¢ dansIEns. Si M est un objet de €, on remarque que l'on peut dé-
finir tous les morphismes fonctoriels de Hom(M, ) dans F, dés que
1'on connait F(M) : en effet, pour tout dlément m de F(M), on pose
Ek(f) = P(f)(m), ol f e Hom(M,X); EX est une application de Hom(M,X)
dans F(X), qui satisfait au diagramme commutatif suivant :

™x

Hom (M, X )omvu Sy F(X)
l H

Hom(M,u)i :F(u)
Hom(M,Y)———1:~—~°F%Y)
My
et m est un morphisme fonctoriel de Hom(M, ) dans F.
(1,1) Proposition. m-—»m est une bijection de F(M) sur
Hom(Hom(M, ),F).

On montre que si Y est un morphisme fonctoriel de Hom(M, )
dans F, x = TM(IM)G'F(M) est tel que x = ¢, ce qui montre gue les
morphismes fonctoriels de Hom(M, ) dans F forment un ensemble;
alors ¢ —— x est l'application réciproque de m——» m,

En particulier, en appliquant la proposition (1,1) aux fonc=-
teurs Hom(M, ), il vient
(1,2) Corollaire, Si M et M' sont deux objets de €, f --» Hom(f, )
est une bijections de Hom(M',M) sur Hom(Hom(M, ),Hom(M', )). De
plus tout isomorphisme fonctoriel de Hom(M, ) dans Hom(M!, ) est
induit par un isomorphisme de M'! sur M.

On pose alors la définition

(1,3) Définition. On dit qu'un foncteur F de € dans Ens est repré-

sentable, s'il existe un objet A de €, et un isomorphisme foncto-
riel de Hom(A, ) dans F,

On remarque d'apreés (1,2) que A est défini & un isomorphisme
preés.



12-3

Exemples : 1. Dans une catégorie 4 sommes directes, le foncteur

X —~~Hom(M,X)xHom(N,X) est représentable. De m8me dans une

catégorie & produits directs, le foncteur X—~~~»Hom(X,M)xHom(X,N)

est représentable,

2, Soient A, M et N trois objets dtune catégorie, u <« Hom(A,M)

et v ¢ Hom(A,N); pour un couple (f,g) ¢ Hom(M,X)xHom(N,X), on

définit la relation Rif,gl «» "f,u = g,v"; si 1l'on désigne

par Gx ltensemble des couples satisfaisant a la relation R,

X-an~¢Gx est naturellement un foncteur de € dans Ens, Ce

foncteur est représentable, si et seulement si la somme fibrée

de M et de N relative &4 u et v exlste. Dunalement, on obtient

une propriété analogue pour le produit fibré,

2, Foncteurs adjoints et coadjoints.

(2,1) Définition. Etant donné un foncteur T de € dans €', on dit
que T admet un foncteur adjoint, si le foncteur X =—~» Hom(T(X),X')
est représentable pour tout objet X! de €', Dualement, on dit
qu'un foncteur S de €' dans Cadmet un coadjoint, si le foncteur

Xt ~~eHom(X,S(X')) est représentable pour tout objet X de C.

On étudiera ici seulement le premier cas : soit pour un X!
donné dans €', S(X') un représentant du foncteur Homc,(T( ),X*),
qui est alors isomorphe a Homc(’,S(X')); montrons que X'-~rs S(X')
est un foncteur (évidemment défini & un isomorphisme fonctoriel
prés), qu'on appelera l1'adjoint de T; T sera alors trivialement
un coadjoint de S,

On désigne par Y{y,, la bijection de Ho%¥X,S(X')) sur
Homc,(T(X),X'); si X' et Y' sont deux objets de €', ltapplica-
tion %, = ?%,X,Homc,(T(X),u’),?x,x, ol u' est un morphisme de

Xt dans Y', définit un morphisme fonctoriel X de Hom.( ,S{(X'))

¢!
dans Homm( »S(Y')) (on montre que pour tous u eHomc(Y,X) et

£ eHomc(X,S(X')), Xx(f).u = XY(f.u) (cf. appendice)); d'aprés
{(1,2) il lui correspond un unique morphisme, S(u') de S(X') dans

S(Y'), qui satisfait aux propriétés de composition, & savoir

S(V'.u') = S(V')os(u')o
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On a alors HomC(X,S(u') = §%'X.Homc,(T(X),u')o?x,x, ou encore
$Y,X,Homc(x,s(u')) = HomC,(T(X),u'),TX,x. On en déduit la commuta=

tivité du diagramme ¢

Homg (X, S (X! SR L) S Homg, (T(X),X")

|

t

(1) Homg(u,S(ut)) % Homg, (T(u),u')

| |

Hom.(Y,S(Y*)) "“‘“'@;&*"—' Homg, (T(Y),Y")

pour tous ueHomC(Y,X) et u'e¢ Homc'(X',Y'). En définitive ¢ est
un isomorphisme fonctoriel de Homt( ,3( )) dans Homc,(T( )y De

On peut trouver une expression de S(u'!') en prenant dans le
diagramme (1) pour X et Y, S(X') et pour u : 1S(X')' On obtient :
S{ur) = ?;,S(x,),Homc,(TS(X'),u'),%k's(x')(ls(x')). On désignera
par <& (X') le morphisme vas(x')(ls(x')) de TS(X') dans X', L'in-
térét de ce morphisme provient du résultat suivant ¢

(2,2) Proposition. Soient T un foncteur de € dans €', S un fonc-

teur de €' dans €, et ¥ un morphisme fonctoriel

satisfaisant au diagramme (1); alors ¢ (X') =

%X'S(X')(ls(x')) définit un morphisme foncto=-
riel 4 de TS dans 1C" et Y —> @ est une

bijection,

Le. fait que ¢ est un morphisme fonctoriel se démontre en

utilisant le diagramme (1) dans des cas particuliers; pour 1la
deuxiéme partie, soit ¢ un morphisme fonctoriel de TS dans lC';

soit fesHomc(X,S(X')); on pose ?x,x(f) =P (X)), T(f); “f’x,x(f)6

Homm,(T(X),X'), et on vérifie facilement que % satisfait au dia-
gramme (1); alors < —s ¢ , ainsi définie, est l'tapplication ré-
ciproque de ¢ — <4 , ce qui achéve la démonstration,
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(2,3) On pourrait faire une démarche analogue, pour les foncteurs
coad joints;on se contentera d'en indiquer les étapes ¢ si T de €
dans €' est un coadjoint de S, il existe un isomorphisme fonctoriel
T Homc,(T( )y ) —— HomC( »S{ )); de plus, si T et S sont des
foncteurs quelconques, a tout morphisme fonctoriel ¥ de

Homm,(T( ) ) dans Homg( ,S( )), on peut faire correspondre un
unique morphisme fonctoriel ¥ de lc dans ST de telle fagon que

¢ —» ¥ soit une bijection.

Proposition. Soient deux foncteurs T de € dans C' et S de (!
dans €, tels qu'il existe un morphisme fonctoriel
¢ s Homg( ,S( )) — Homc'(T( ), ) et un morphisme
fonctorisl W:~Hom¢'(T( ) )-ﬂ~>HomC( »S{ )); S est
adjoint &4 T si, et seulement si, 4.¢¥ et ¢.¢ sont
des morphismes fonctoriels identiques.,

(2,4) On examine ici les ripercussions de la proposition (2,3)

sur les morphismes fonctoriels ¢ et Y,

Proposition. Y.¢ (resp. ¢.¢ ) est le morphisme identique de
Homc( »S( })) (resp. Homm,(T( ), )) si et seulement
si le morphisme fonctoriel composé

s ¥S .srs 5P, 5 (resp. T —=7.» 757 2T . 1)

est le morphisme identique de 3 (resp. de T).
La démonstration de ce résultat est d'ordre technigque et

analogue & celle proposée dans l'appendice.

(2,5) Exemples : Somme et produit directs.

Soit € une catégorie, et k le foncteur de € dans €x€ défini
par X~~~ (X,X). Si nous supposons que k admet un coadjoint T,
il existe un isomorphisme fonctoriel ¢ : Homc(T(M,N),X) e
Homcxc((M,N),(X,X)), i.e., le foncteur X-dﬂﬂvHomcxc((M,N),(X,X))
est représentable; d'apres ltexemple (1) de (1,3) cela signifie
que € est une catégorie & sommes directes, et on peut écrire
T(M,N) = MuN., Les morphismes ¥, ¢ ,¥, $ définis précédemment ont
les significations suivantes

¢ ¢ a tout f'eHbmc(M N,X) il fait correspondre lt'unique cou-

ple (fM,fN) tel que le diagramme suivant soit commutatif
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M ~
eNJ \\\\fM
\‘\
Mm] .-..,.._——..-_.—.; x
e -
NI e f
N~ N

¥ est bien entendu le morphisme inverse;

pour tout X, ¢ (X) est le morphisme codiagonal (cf., exposé O)
de XuX dans X;

enfin Y(M,N) = (ey,ep).

Dualement, si k posséde un adjoint S, il existe un isomorphis-
me fonctoriel ¢3 Homm(X,S(M,N)) -—9'Hom¢‘¢((x,x),(M,N)); clest
le foncteur X-~»~Homcﬁm((x,x),(M.N)) qui est représentable, ¢ et
¢ stinterprétent comme dans le cas de la somme, ¢ (M,N) = (pM,pN)
et ¥(X) est le morphisme diagonal de X dans XrX,

3. Propriétés dtexactitude.

Soit € une catégorie quelconque. On rappelle la définition
donnée dans ltexposé 1 i

(3,1) Définition, On dit qutune suite M-E+-N::§:$P est exacte
si le diagramme commutatif

Hom(X,M)— Homﬁ%lu) Hom(X,N)
| }

Hom({X,f.u) %(Hom(X,f),Hom(X,g))

|

Hom ( X’ P ) e e b+ e v e Hom( X’ P ) X Hom(X, P )
Hom(X,P)

représente un produit fibré pour tout objet X de C.

De m8me on définit une suite exacte M._g_,N—~3-.P si

Hom(P,X) _.__Hom(u,X )-.., Hom(N,X)
5 !
Hom(u.f,X) %(Hom(f.x),ﬂom(g,x))
Hom(M,X) = oo o+ . -Hom(M, X ) xHom (M, X )

Hom (M, X )
représente un produit fibré pour tout objet X de €,
(3,2) Remarque : dans les catégories & produit, une suite
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M—>NP est exacte si et seulement si M est un produit fibré
de N et P au-dessus de P«P, Dualement dans une catégorie & sommes
MZZT5N——> P est exacte si P est une somme fibrée de M et N au-
dessus de MuM,
D'autre part si € est une catdégorie abélienne, la suite

M—~w*N::§:iP est exacte ssi O-~.M-—-N-£:9~*P est exacte, et

la suite M%N-—-—-P est exacte ssi M _E:E_, N—-»P--=»0 1ltest
aussi,

(3,3) Définition, On dit qutun foncteur covariant est exact &
gauche (resp. 3 droite) si pour toute suite exacte M——NTTTP
(respe MT=ZN——P) la suite F(M)-—=F(N)TZ==XF(P) (resp. F(M)
—2F(N) — F(P)) est exacte,

De méme un foncteur contravariant F est exact & gauche
(resp. 4 droite) si pour toute suite exacte MT=N--=»P (resp.
M —NT"P) la suite F(P)—-»F(N)===F(M) (resp. F(P)=== F(N)
——>F(M)) est exacte,

(3,4) On obtient alors le théoréme fondamental pour ltexactitude
des foncteurs adjoints ou coadjoints :

Théoréme. Tout foncteur représentable est exact & gauche,

On remarquera que lt'énoncé ne précise pas si le foncteur
est covariant ou contravariant,

(3,5) Proposition. Si un foncteur F admet un adjoint (resp. un
coadjoint) il est exact & droite (resp. &
gauche),

Lad encore 1l'énoncé s'entend aussi bien pour les foncteurs
covariants que pour les foncteurs contravariants,

Soit par exemple F un foncteur covariant admettant un ad-
joint 5; si la suite M——Z N ——+P est exacte, la suite
HomC(P,S(X'))-—~rHomC(N,S(X')):=:$Homc(M,3(X')) est exacte pour
tout X! dans C'; alors Honc'(F(P) XV)-— Hom, (F(N) X)) =%
HomC,(F(M) X') est exacte, et par deflnltlon, F(M) =% F(N) — F(P)
est exacte,

L. Application : produit tensoriel de modules sur un anneau com-

mutatif,

Etant donnés deux modules M et N sur un anneau commutatif A,
on rappelle que le produit tensoriel de M et N est la solution
(définie & un isomorphisme prés) du probléme universel 3
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MxN
(1) l S f
N
) — Y

od f est une application bilinéaire quelconque de MxN dans Y,
et £ sa linéarisde,

On supposera dans la suite que M est un A-module donné, et
que N est guelconque, On considére alors le foancteur covariant
T ¢ X~+MaX; & toute application lindaire u de X dans X' on
fait correspondre ltapplication lingdaire 1y®u.

On sait par ailleurs que «(M,X;Y) est isomorphe &
Hom(M,Hom(X,Y)) et Hom(X,Hom(M,Y)). M®X étant solution du problé=-
me (1),+L(M,X;Y) est isomorphe & Hom(T(X),Y); soit fyx cet iso-
morphisme, et © l'isomorphisme canonique de Hom(X,Hom(M,Y)) sur
L(M,X3Y); pour tout f ¢ Hom(X,Hom(M,Y)) on a YYx(f) = 5}, dtolu
dans le diagramme ¢

fyx
Hom(X,Hom(M,¥)) — .22, Hom(T(X),Y)
| |

t

Hom(u,Hom(M,v)) é % Hom(T(u),v)
} b
Hom(X'*,Hom(M,¥")) - . -——sHom(T(X"),Y")
fyexe
on a ¢ v,?YX(f)oT(u)(mox') = v,@},lMau(m xt)

= v,é}(mau(x'))

= v°fu(X' ) (m)

e (m,x')

vofou
1
= gv,f,u(mox )

et par unicité Hom(’l‘(u),%r),?YX = ¢ Hom(u,Hom(M,v)). Ce qui

YrXtre
montre que ¢ est un morphisme fonctoriel de Hom( ,Hom{(M, )) dans
Hom(T( ), )o

Conséquence : T(X) = MeX admet un adjoint Hom(M,Y), et clest

un foncteur exact & droite; autrement dit pour toute suite exacte
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Xt 2, x Y

— X7 » O

1a suite 1, 6u v
MeX! MOX ~—e = MOXM ——w O
est exacte, On sait par ailloeurs que T(X) n'est pas en général

" exact & gauche,

Appendice.
On donne ici un apergu des techniques employées dans les

démonstrations du paragraphe 2, On établit les diagrammes commu=
tatifs sulvants, cui résultent des définitions ¢

¢ .
Homg (X,5 (X)) ——*%— Homg, (T(X),X")
! l
(1) Homg(u,S(x1)) ! iHomc,(T(u),X')
}
Homg (Y,S(X1) )-«-.ﬁ;;..-.. ~Homg, (T(¥),X*)

Homg, (T(X),X*) Hom(T(X),u?) Homg, (T(X),Y")
|
| |
(2) Hom(T(u),X?)  Hom(T(u),¥*)
& i
Homg, (T(Y),X*)—

b
c Homg, (T(Y),Y)

T Hom(T(YY,uvy
Homg, (T(x),¥0) —HOW{T(WLYY) | yon  (2(v),¥0)
g
(3) "é]l{. ! ‘?’%w
|

Hom —Homg (Y,S(Y"))

C(X,S(Y')) HO&(&;E(Y'))

ot u eHom(Y,X), u' ¢ Hom(X?,Y'), Pour tout f € Hom,(X,5(X?)), on a

m(

'XY(f.u) ?Y,Y.Hom(T(Y) ut) Hom(u,S(X'))(f)

Pyrye
= ?%yy.ﬁom(T(Y),u'),Hom(T(u),X),?x,x(f), dtaprés (1),

= ?%tyoﬂom(T(u),Y'),Hom(f(X),u')°¢X'x(f), dtapras (2),
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= Hom(u,S(Y')),\F%,x,}iom(T(X),u'),'fx,x(f), d'apres (3)’

= ’xx(f)ouo
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