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f a c u l t é dc?s s c i e n c e s d o - ± y с n 

SE^tWMRE /"\\ LIMITES INDUCTIVES 
D'ALGEBRE dans les 
1963-1964 ° CATEOORIBS ABELIENNES 

л par R.Ouzilou 2 niveau F 

Ce qui ost développé aa^s cette étude, e^L entré dan© les 
"moeurs" depuis quelque temps déjà, il s'agira donc de joindre 

quelouec propriétés, trouvées dans des ouvrages faisant autorité, 

à d'autres propriétés qui n'y sont que mentionnées, ou parfois 

mS.r.e sous-entendues 

Malgré le cadre limitatif des catégories abéliennes, une 

grande partie de ce.s résultats reste encore applicable à des caté­

gories plus générales. 

1. Systèmes Inductifa» 

(1.1) Nous conviendrons d'appelé^ classe préordonnée toute caté­

gorie С dont les ensembles de morphismes contiennent au plus un 
élément. 

Cette terminologie se justifie par le fait que la relation 
binaire < elitre objets de <C définie par : 

A ̂  В <é^> Hom(A,B) / 0 
est une relaiion de préordre. 

Dans le саг d'une petite catégorie (les objets forment un 
ensemble) on retrouve bien la notion d'ensemble préordom с• 
(1.2) Etant donnés un ensemble préordonne I (identifié à une ca­
tégorie d'apris (1,1)) et une catégorie d\ on appelle I-systëme  
inductif d'objets de С tout foncteur covariant io I dans С 

La catégorie des foncteurs ainsi déiinie, sera désignée par 
t , et les merphismes do С (le. les morpnismes naturels d un 
I-oystème inductiî d'objets de С dans Un autre) seront appelés 
l.-s I-systèmes inductif s de morphismes de C. 
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Explicitement, un I-système inductif ( A ^ a ^ ) d'objets de <T 

est constitué par la donnée : 

1°) pour tout indice i de I, d'un objet A i de C; 

2°) pour tout couple (i,j) d'indices de I, tel que i <j, 

d fun morphisme a ^ : A.^—*Aj, c e s morphismes satisfaisant de plus 

aux conditions : 

a) pour tout indice i de I, a ^ - 1 A ; 

b) pour tout triplet (i,j,k) d'indices de I tel que 

i 4 j 4 k , on a a k. . ^ . a ^ . 

(1,2) Un système inductif ( A ^ a ^ ) est dit constant si, pour tout 

couple d'indices (i,j), on a : 

1°) A. = Aj (= A) 

2°) i £j entraine a ^ = 1 A . 

Il est alors convenable d'identifier ce système à l'objet A. 

2. Limites inductives. 

(2.1) Ecant donnés un objet ( A ^ a ^ ) d e G 1 e f c u n °^jet A de (C, 

on dit qu'un système inductif de morphismes (a^ : ( A ^ a ^ ) — A 

(i.e. i 4 j entraine = &y&^) représente A cowne limite Induc­ 

tive de ( A ^ a ^ ) , si pour tout objet X de î et tout système in­

ductif de morphismes (x^ : ( A ^ a ^ ) — ^ X, il existe un morphisme 

unique x : A — X tel que, pour tout indice i, on ait : 

x^ ~ x•a^ • 

Dans ces conditions on écrira A = lim A. (a.). 

Remarques : 

(2.2) Une limite inductive d'un objet de C est solution d'un 

problème universel C23 où les "^-ensembles" sont les objets de C, 

les "c-morphismes" les morphismes de C et les "a-applications" 

sont les I-bystàines inductifs de morphismes de € ; il existe donc 

pour deux limitas inductives (a^,A) et (a^,Af ) d'un même système-

indue tif, un isomorphisme naturel u : A -*A' (i.e. pour tout in­

dice i : a^ = u.a A) . 

(2,5) Si ( A

i>a^ i) est un objet de C
1, pour tout objet X de C, 

(Hom(Ai,X),Hom(aj1#X)) est un I-système projectif d'ensembles 

(notion duale, cf. Il}), tout I-systeme inductif de morphismes 
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(x< ) : (A. , a , , ) - — X, X objet de C, est un élément de lira Hora(A1,X) 1 i Ji 

cf. CU* et si A = lim AjL (a i) existe, l'application x- ^
r(x.a 1) i^ I 

i^I 
de Hom(A,X) dans lira Hom(A.,X) est bijective, ce qui résulte im-

i*ï 1 

médiatement de la définition ( 2 , 1 ) . 
Quelques exemples : 

(2.4) Si l fon munit un ensemble non vide I de lfordre mossier, 

i.e. deux éléments comparables sont égaux, on retrouve la notion 

de sorn.e directe. 

(2 .5 ) Si l'on adjoint alors à I un plus petit élément o(, on re­

trouve la notion de somme flbrée sur l'objet d'indice . 

(2.6) Si I possède un plus grand élément a) , représente 

A^ comme limite inductive du I-système (A^#a^). 

(2 .7) Si est un I-système inductif constant d'objet A 

il faut bien so garder de croire qu'en général (lft,A) est limi­

te inductive de ce système (cf. ( 2 , 4 ) ) , cependant cela est lors­

que I est filtrant à droite » car *lors tout I-système inductif 

de morphlsnus (A.,a..)—*X est constant. 

3 . Quelques propriétés des 3 imitas Inducti^o, 

( 3 , 1 ) Si (A i,a^ i) ez (B-j^b^) s c n t deux objets de £ x ayant pour 

limites (a^,A) et (b^,B), pour tout I-système inductif de morpftis-

mes u^ : **B^, 1 1 existe un morphisme unique u ; A ~ > 3 toi 

que pour tout indice i, on ait u.a i = b ^ U j . On pes-o alors : 

u = lijp u. (a.,b, ). 
i*I 1 1 1 

Si tous les sont des épiinorphismes (resp. morphismes sec-

tionnables, n^rphismes rétractables) il en est de même de lim u.̂  

(La vériïication de ces propriétés, parce qu'immédiate, est con­

fiée au lecteur). 

On retrouve ainsi l'unicité de la limite inductive à une 

équivalence naturelle près. 
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(3 ,2) Si (ai,A) est limite inductive d'un objet ( A ^ a ^ )
 d e c > 

et si (e^,E) est somme directe des Â  , alors le morphisme E ~*A 

de composantes a i est un épimorphisme (vérification immédiate). 

(3>3) Soient I un ensemble préordonné, filtrant à droite, J une 

partie de I cofinale à I (cf.Cl]), si (a.,A). T est la limite 

inductive d'un objet (A,,a..) de cf , alors (a. , A ) . ^ T est limite 

inductive de l'objet ( A ^ a ^ ) d e c • 

En effet, pour tout J-morphlsme (x^) . ( A ^ a ^ ) —>X> le 

morphisme x j # aji r e s t e constant lorsque j décrit J. 

4. Limites iriductives dans les catégories abéliennes. 

( 4 . 1 ) Construction : soit ( A ^ a ^ ) un I-systeme inductif dfobjets 

d'une catégorie abélienne C, à sommes quelconques. 

Considérons un couple d'indices (i,J) tel que icèj, et dési­

gnons par (fi,fj,
#Aji) la somme fibrée des morphismes a ^ et a^; 

A j i est donc un objet quotient de AjUAj (cf. ( 3 , 2 ) ) . Mais A ^ A j 

peut être considéré comme un objet auotient de XI A, . Pour cela 

il suffit de prolonger le couple (A^Aj) an une famille (A^),k6l, 

par des objets nuls et de considérer la sorrcr.e des épimcrphismes 

u. : A.„—*AI„ définis pa^ : u. = 1 . , u, 1 A , et k ± i, k ^ j 

entraine u. = 0. Ainsi les A,. (i<£j) forment unu famille d'ob-
K j i 

jets quotients de IL A, et il est aisé de \irifier que les com-
k*I K 

posé^ des morphismes canoniques A.^—+ A ^ Inf (A^) représen­

tent Inf(A^i) comme limite inductive du système (
A

1-a^ i). 

C&s particulier : 

(4.2) Si I est un enŝ r.rblw ordonné par >?, d'objets quotients d'un 

objet M de C, le I-syscè.ne inductif (i,u,, ) cù u u est l'épimor-
J X u X 

phisme canonique i j défini, pour i > j, par j = uy u .i, a pour 

limite inductive (uk,Inf(i)), k*I, où u^ est 1'épimorphisme cano­

nique k ~^Inf (i ). 
On pourra d'ailleurs retrouver le résultat directement. 

file:///irifier
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Calques propriétés: 

(4 .3 ) Le foncteur covariant llgi de Cl dans <D est exact à droite, 

ce qui s!établit immédiatement à partir des définitions (conoyau, 

limite inductive). 

(4.4) Si (a 1) représente A comme limite inductive d'un I-système 

(Ai'aji^ d , ° b J e t s d e c> o n déduit naturellemntt de ce système un 

système inductif ( a ^ A ^ a ^ ) défini par la commutativité des 

A 1 - J l - ? o , ^ ( ^ a 1 ( A 1 ) _ I
m L a Â ) — A 

I ! ; 

a j i | 
I ; i 

i * i 
Ar*] • CoT5(ífjT a j ( A J ) ̂ T m T a J T ^ A 

il en résulte alors que l 1 épimorphisme liig (a,.Ccim(a.)) est ré-
i«I 1 

tractable, ce qui fait que (Im(a^),A) est limite inductivo du 

système ( a I ( A I ) , â J t ) . 

(4i5) Corollaire : A * Sup a I ( A I ) . cf (3 ,2 ) 

5 . Images directes et réciproques. 

(5.1) Etant donné un morphisrne u : A — » B d'une catégorie abélienne, 

rappelons que l'image directe u(X) d'un sous-objet (X,x) de A 

est le sous-objet de B constitué par la source du morphisms 

Im(u.x) et l'image réciproque u ^ Y ) d'un sous-objet (Y,y) de B 

*st le sous-objet de A constitué par la source du morphisme 

Ker(Coker(y.u))• 

Il est équivalent de définir u * 1 ( Y ) comme le sous-objet de 

A qui représente le produit fibre des morphismes u et y. 

De ce$ définitions on déduit immédiatement les propriétés : 

(5 .2) X~*>u(X) (resp. Y ™ ^ u " 1 ( Y ) ) est une application croissante 

de la classe des sous--objets de A (resp. B ) dans celle des sous-

objets de B (rasp. A ) . 

(5>3) Pour tout sous-objet X (resp Y ) de A (resp. B ) on a : 

u~X(u(X)) « X v u ' ^ O ) (resp. u ( u ~ X ( Y ) ) - Y A U ( A ) ) 

(cf. expose 3). 
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(5#4) Peur toute famille (resp. Y^) de sous-objets de A (resp. 

B ) , on a : 

Inf(u"1(Yi)) - u'
1(Inf(Y 1)) supCuCX^) = u(sup(Xi))-

(5#5) Pour toute suite de morphismes A — ^ — > B — - — * C, tout 

sous-objet X de A (resp, Z de C), on a : 

(v.u)(X) = v(u(X)) (v.uT^Z) = u ^ v ^ Z ) ) . 

(5.6) Remarque : De (5*3) on déduit le résultat suivant : 
MS1 u et v sont deux morphismes de même but tels que M soit 

un épimorphisme et v un monomorphisme, alors, la projection op­

posée à u, du produit fibre de (u,v) est un épimorphisme •,f 

6. Catégories à limites exactes. 

( 6 . 1 ) Une catégorie abélienne C sera dite à limites exactes, si 

pour tout ensemble I préordonné et filtrant à droite, le fonc-

teur lijp : C 1 » C est exa«o (i.e. la limite inductive d fun I-

système inductif de monomorphismes est un monomorphisme). 

(6.2) Si C est à limites exactes, pour tout obj^t M de Œ et tout  

ensemble I de sous-objets de M, filtrant à droite pour « , on a 

sup I = lim I (s, ) 

où les s^ sont les Injections canoniques i - /-sup I. 

En effet, les injections canoniques e i : t—*M, i*I cons­

tituant un morphisme du I-système inductif ( ^ S j ^ ) ( sj^ 2 injection 

canonique de i dans j pour i j ) dans le I-système inductif cons­

tant M, lim I est alors un sous-objet de M, ce qui rend cette 

limite identique à son image canonique sup I dans M . 

(6.3) Si C est à limites ^xfictes, pour tout objet M de tout  

Ss-uo-objet P de M, et toute famille (Qi ) de sous-ob.lets de M, 

filtrante à droite pour , on a : 

(sup(Q T)) A P . sup(Q IA P ) . 

Considérons en effet, le diagramme canonique, ccrnmutatif et 

exact pour tout i : 
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0 0 

1 1 
0 - -> PAQ. »P - — P / P A Q . — * o 

! ! ! 

I i i 

0 Q t * M - — M/Q i -0 

On sait (exposé 3 . ( 2 , 1 ) ) que P / P A É ^ — » • M / Q ^ est un monomor-
phisme, d'où d'après ( 4 , 2 ) , les diagrammes canoniques commutâtifs 

et exacts : 

0 0 0 

1 I J 
p > P / P A Q P / S U P ( P A Q , ) 

! ! I 
i i i 
M M/Q i - M/sup ( Q x ) 

ce qui donne (6,5) d'après l'exposé 3 ( 1 , 4 ) . 

(6.4) Remarque : d'après ( 5 ,3 ) et (5,5)» * a condition (6 ,3) équi­

vaut, peur tout morphisme v de but M à 

v* 1(sup(Q i)) = sup(v-
1(Q i)). 

Notons encore, pour une catégorie à limites exactes, la 

propriété : 

(6 .5) Si (Aj_»aji) est un I-système inductif, I filtrant à droite, 

de limite (a^,A), alors : 

Ker(a £) = sup(Ker(a^1) 

Ceoi résulte de l'hypothèse et de sa conséquence ( 6 , 2 ) . 

En particulier, si les a,, sont tous des monomorphlsmes, il  

en est de même des ̂ . J 

A titre dfexercice, on pourra vérifier que ( 6 , 5 ) entraine 

(6,2)> pour cela on s'aidera de (4 ,5) et de l'exposé 5 ( 1 , 1 ) . 

(6.6) Signalons encore que, dans une catégorie à limites exactes, 

une somme de monomorphlsmes est un monomorphieco, parce que toute 

somme d'objets peut être considérée comme la limite inductive du 

système filtrant des sommes partielles finies. 
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7• Catégories à générateurs. 

(7,1) Pour un objet U d'une catégorie abélierme C, à sommes quel­

conques, les assertions suivantes sont équivalentes : 

1 ° ) Si (P,i) est un sous-objet d'un objet M tel que tout  

morphisme de U dans M soit factorisable par i, alors P = M. 

2°) SI un morphisme u de N dans M factorise tout morphisme  

de U dans M, c'est un éplmorphisme. 

3°) Tout objet M de C est isomorphe à un quotient d 1une somme  

directe . 

L'équivalence de 1 ° ) et 2° ) est triviale. Pour vérifier que 

2 ° ) entraine 3 ° ) , il suffit de considérer la somme directe U ^ , 

avec I = Hom(U,M), alors le morphisme de dans M de composan­

tes i, i*I, est un éplmorphisme. 

Pour vérifier que 3° ) entraine 1 ° ) , considérons un éplmor­

phisme de dans M de composantes f^ alors M = sup(f 1(U)) > 

et, si un monomorphisme i : P M factorise tous les f^ on a 

sup(f1(U)) < P, d'où P = M. 

Un tel objet U est appelé un générateur de C. 

(7 ,2 ) Dans une catégorie à générateur, les sous-objets d'un ob­ 

jet quelconque constituent un ensemble. 

Soit U un générateur-, pour tout sous-objet (P,i) d'un objet 

M, désignons par l'ensemble des morphismes de U dans M facto-

risables par i, soit (Q,j) un sous-objet de M tel que H i = H y 

pour tout morphisme f de U dans P, il existe un morphisme g de U 

dans Q tel que i.f = j.g il s'ensuit que f est factorisable par 

l'injecticn canonique de P A Q dans P, d'où PAQ = P, soit P <Q, 

comme on a de la même façon Q ̂  P, il en résulte que tout sous-

objet (P,i) est déterminé par l'ensemble des morphismes de U dans 

M factorisables par i; ainsi les sous-objets de M forment un en­

semble de cardinal inférieur à 2 a , où a = Card(Hom(U,M)). 

8- Théorème de l'objet injectif, 

( 8 , 1 ) Dans une catégorie abéllenne <C à générateurs et limites  

exactes, tout objet est Isomorphe à un sous-objet d'un objet in­

jectif , 

Auparavant, établissons les deux lemmes suivants : 
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(8.2) Si U est un générateur de (C. pour qu'un objet M soit ln-

ff1ectif, il faut et il suffit, que pour tout sous-objet V de U, 
tout morphisme de V dans M soit prolongeable en un morphisme de 

U dans M. 

Cette condition est nécessaire par définition. 

Réciproquement, soient A un objet, (B,j) un sous-objet de 

A, et u un morphisme de B dans M; les sous-objets X de A tels 

que u soit prolongeable en un morphisme de X dans U forment un 

ensemble (7*2) inductif ( 6 , 2 ) , on peut donc supposer B maximal 

pour le prolongement de u. 

Soit f un morphisme de U dans A et (V,j',f') le produit 

fibre de (j,f), alors (V.f') est un sous-objet de U, il existe 

donc par hypothèse un morphisme g de U dans M tel que g.ff « u.j 1, 

te qui fait que le morphisme u es', prolongeable jusqu'à la som-

mé fibrée Bvf(U) de (j',f), d'où f(U)^B, mais alors tout morphis 

me f : U—*A est factorisable par j, ce qui donne B « A. 

(8.3) Pour tout objet A de C, il existe un sur-objet M 1(A) de A 

tel que tout morphisme d'un sous-objet V de U dans A soit pro­

longeable en un morphlstne de U dans M^(A). 

Considérons la réunion I(A) des ensembles Hom(V,A) pour V 

décrivant l'ensemble des sous-objets de U ( 7 , 2 ) , V est alors 

fonction de i «I(A) et le morphisme u : 0 V. —-* A de compo-
i*I(A) 

santés i est un éplmorphisme, puisque le morphisme de u ( H o m ( u > A ) ) 

dans A de composante i est déjà un épimorphisme (7,1). 

La somme v des injections canoniques V^^—*U, iél(A) étant 

un monomorphisme ( 6 , 6 ) , dans la somme fibrée (M^(A);u',v') de 

(u #v) le morphisme u' : A M ^ ( A ) ; opposé à v, est aussi un mono­

morphisme (remarque duale de ( 5 , 6 ) . 

Pour démontrer le théorème ( 8 , 1 ) , définissons par récurrence 

transfinie, pour tout ordinal or , l'objet M^(A) : 

Si o, M Q(A) = A 

si oi = P + 1 M^(A) = M 1(M { i(A)) 

si o< est ordinal limite, alors M (A) = lim M ;(A) 

ce qui donne bien dans tous les cas une injection canonique de A 
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dans M^(A) (pour le dernier cas, cf. ( 6 , 5 ) ) . 

Désignons maintenant par k le cardinal de l'ensemble des 

sous-objets de U, et par le cardinal suivant, soit y le plus 

petit ordinal de puissance k* , alors M y(A) est un objet injectif; 

il suffit pour cela de vérifier que, pour tout morphisme v : V—*M 

V sous-objot de U, v(V) est inférieur à un M^, ><Z; comne T sst 

un ordinal limite, on a M Y = sup M. d'après ( 4 , 5 ) ; la famille 

(M^) étant totalement ordonnée, on a, d'après (6,4) 

V « sup (v^lMj) ; 

comme l'ensemble dos sous-objets de V a un cardinal iniérieur à 

le, et que l'ensemble des ordinaux *<T a pour cardinal k*, il s'en-

suit que la suite ordinale v"1(M ) est stationnaire, ce qui en­

traine l'existence d'un ordinal A <Z tel que V = v"1(M^ ), d'où 

v ( V ) « M v 
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Appendice à I eexposé 9o 

Dana une catégorie abélienne, tout épiraorphisue est universel» 

Etant donné un épimorphisme u^: * B et un morphisme 

u g M — T B f considérons le diagramme t 
2 2 

0 

kN p i 
M M, 

p 2[ X . l ul 
m - ^ B 

2 U 2 

où M « M i x M 2 > P l 8 t P 2 s o n t l e s P r ° J e c * i o n s canoniques de M sur 

M l e t M 2 f V s U 1 * P 1 ~ U 2 # p 2 ' k ~ K e r ( v ) • D e l a s o r t e 1 

Si e^ et e^ sont les injections canoniques de et dans 

H9 on a : 

v*e 2 « -u^ et v <ve 1 = 

et de Coker(v 0e 1) « o, on déduit * 

Coiia(Coker(v«e1) cv) = Coker(e ] L) A Coira(v) s o 

(exposé 3> propriété duale de (l ?l)) # 

L 1 antiisomorphisrne Ker donne alors : 

M v K = M r 

d*où P 2 ( M x v K ) = P2(lix) V p 2(K) = p 2(K) = P 2 ( H ) = M 2 . 

ce qui prouve que P 2 *
k e s t u n épimorphisme * 

Corollaire» Si 

p — 3 . — . m 

pi ! ' 

H r B 

g 

est une fibration sur B ? alors q(P) = f1(g(N))-, 

Ce diagramme se décompose en effet en les diagrammes de 

fibration sur B et g(N) j 



0 " \ ^ 0 

° \ l / 
P g(N) f 

\ / \ 1 
N B 

d'où Q » q(P). 
Par dualité, on déduit de la fibration sous S t 

S § ,. N 

M _ . p 

la fibration sous-S : 

s ... C o^le) s/i^o) 

M c ^ ( k 7 ~ ~ P / i ^ 1 ( 0 ) 

qui compte tenu de la fibration sous--ĝ "(o) t 

g 1 ^ ) — o 

Ker(g)î ] 

S C o l ^ r
 S / i l ( 0 ) 

donne Coim(k) s Coker(f.Ker(g) 

soit, par l:anti-isoiuorphisme Ker t 

Ker(k) = Im(f,Ker(e)) 

ou ic^O) = f(Ker(g)), 


