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SEMINAIRE LIMITES INDUCTIVES
D' ALGEBRE g;y dans les
1963-1964 ® CATEGORIBS ABELIENNES
2° niveau par R.Ouzilou

Ce qui oSt développé da.s cette étude, ewt entré dano les
"moeurs"” depuls quelque temps déja, 1l s'agira donc de joindre
quelaues propridtés. trouvées dans des ouvrages faisant autorité,
4 d'autres propriétés qui n'y sont que mentionnées, ou parfois
mé&..e sous-entendues.

Malgré le cadre limitatif des catégories abéliennes, une

grande partie de ces résultats reste encore applicable & des caté-
gories plus générales.

1. Syst=mes inductifs.

(1,1) Nous conviendrons d'appeler elasse préordonnée toute caté-

gorie € dont les enczembles de morphismes contiennent au plus un
élément.

Cette terminologlie se justifie par le fait que la relatlion
binaire < eutre objets de € deéfinie par :

A<B “=> Hom(A,B) # @
est une relaiion de préordre.

Dans le ce&- d'une petite catégorie (les objets forment un
ensemble) on recrouve bien la notion d'ensemble préordoms é.
(1,2) Etant donnés un ensemtle préordonne I (identifié & une ca-
tégorie d'apr:s (1,1)) et une catégorie &, on appellc I-syst2me
inductif d'objets de € tout foncteur covariant ie I dans C.

La catégorie des foncteurs ains: éfiinie, sera désignée par

EI, et les mcrphismes d. EI (1. e. les morralsmes naturels d'un

I-systéme inductit d'objets de € dans Un autre) seront appelés
l:s I-systémes inductifs de morphismes de C.
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Explicitement, un I-systéme inductif (Ai’aji) d'objets de €
est constitué par la donnée :
1°) pour tout indice i1 de I, d'un objet A, de C;
2°) pour tout couple (i,J) d'indices de I, tel que i €},
d'un morphisme aJi : Ai-—»AJ, ces morphismes satisfaisant de plus
aux conditions :

a) pour tout indice 1 de I, ayq = 1p 3

i
b) pour tout triplet (i,j,k) d'indices de I tel que

1sjsk, on a aki"'kj'aji‘
(1,3) Un systéme inductif (Ai’aji) est dit constant si, pour tout
couple d'indices (i,J), on a :
1°) Ai = AJ (= A)
2°) i €3 entraine ayy = 1p-
Il est alors convenable d'identifier ce systéme & 1'obJjet A.

2. Limites inductives.

(2,1) Etant donnés un objet (Ai'aji) de TF ot un objet A de C,

on dit qu'un systéme inductif de morphismes (ai) : (Ai,aji)-_* A
(1.e. 1 ¢«J entraine ai = aj.aji) représente A come limite induce
tive de (Ai’aji)’ si pour tcut cbjet X de € ¢t tout systéme in-

ductif de morphismes (Xi) : (Ai’aji)"”'x’ 11 existe un morphisme
unique x : A--»X tel que, pour tcut indice i, on ait

X =X.a..
i i

Dans ces conditions on écrira A =

lF—'
i

i

[ ]

Ai (ai).

[ ol

Remargques :

(2,2 Une limite inductive d'un objet de ¢ ¢st sclution d'un
probléme universel [2] ol les "¥-ensembles" sont les objets de €,
les "e-morphismes" les morphismes de € et les "o-applications”
sont les I-systames inductifs de morphismes de €. il existe done
pour deur limites inductives (ai,A) et(ai,A') d'un méme systeéme
inductif, un isomorphisme naturel u : A--»A' (i.e¢. pour tcut in-
dice 1 : ai = u.ai).

(2,3) si (Ai’aji) est un objet de EI, pour tout objet X de €,
(Hom(Ai,X),Hom(aji,X)) est un I-systéme projectif d'ensembles
{(notion duale, cf. [1]), tout I-systeme inductif de morphismes
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("1) : (“1'a31)"x’ X objet de €, est un élément de lim Hom(Ai,X)

16-i
. _ 5 ' -
ef.(1], et si A = %%% Ay (ai) existe, l'application x (x’ai)ieI
de Hom(A,X) dans Jim Hom(Ai,X) est bijective, ce qui résulte im-
-

médiatement de la définition (2,1).
Quelgques exemples

(2,4) S1 1'on munit un ensemblc non vide I de 1l'ordre grossier,

i.e. deux éléments comparables sont égaux, on retrouve la notion
de sornme directe.

(2,5) Si 1'on adjoint alors &4 I un plus petit élément o, on re-

trouve la notion de scmme fibréz sur 1l'objet d'indice .

(2,6) S1 I posséde un plus grand élément w , (qwi) représente

A, comme limitce inductive du I-systéme (Ai’aji)‘

(2,7) si (Ai'aji) ¢st un I-systeéme inductif constant d'objet A
11 faut wvlen s¢ garder de croire qu'en général (lA,A) est 1limi-
te induclive dc¢ ce systéme (cf. (2,4)); cependant cela est lors-
que I est filtrant & droite, car 2lcrs tout I-systeéme inductif

de morphlism:s (Al,aji}——>x ¢st constant.

3. Quelgues pieupriétés des Jimites inductives.

(3,1) si (Ai’aji) et (Bi’bji) sont doux objets de L ayant pour
limites (ai,A) et (bi,B), pour tout I-systémc inductif de morphis-
mes uy i Ai—»-Bi, 11 existe un morphisme unique u : A—>B tel

que pour tout indice i, on ait u.a; = bi'ui‘ On pcse alors

u = %%% uy (ai’bi)'
Si tous les ui sont des épimcrphismes (resp. morphismes sec-

tionnables, nicrphismes rétractablues) il en est de m€me de lim uy
(La vérificaticn de ces propriétés, parcce qu'immédiate, &st con-
fiée au lecteur).

On retrouve einsi l'unicité de la limite inductive & une
équivalence naturcelle preés.
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(3,2) 81 (ai,A) est limite inductive d'un objet (Ai’aji) de 61,
et si (ei,E) est somme directe des A;, alors le morphisme E —--+»A
de composantes a, est un épimorphisme (vérification immédiate).
(3,3) Soient I un ensemble préordonné, filtrant a droite, J une
partie de I cofinale & I (ef.{1]), si (ai’A)ieI est la limite
inductive d'un objet (Ai’aji) de EI, alors (ai’A)ieJ est limite
inductive de 1'cbjet (Ay,a,;) de &,

En effet, pour tout J-morphisme (xJ) . (Ai,aji)*ﬁ>X) le
morphisme xj‘aji reste constant lorsque § décerit J.

4, Limites inductives dans les catézoriles abéliennes.
(4,1) Construction : soit (Ai’aji) un I-systeme inductif d'cbjets

d'une catégorie abélienne €, & sommes guelcongues.
Considérons un couple d'indices (1,J) tel que 1 <Jj, et dési-
gnons par (fi.IJ;AJi) la somme fibrée des morphismes ag, et 244

Ayy est donc un objet quotient de AiLLAJ (cf.(3,2)). Mais AydAhy

peut 8tre considéré comme un objet guotient de Ll A, . Pour cela
kel
il sufrit de prolonger le couple (Ai’AJ) en une famille (A&),kel,

par des objets nuls et de considérer la somwe des épimcrphismes

. - 1 2 R _ ! A ;.
u s A ’Ax définis par : u; = lAi, u‘j = l’J' et k £1i, k # J

entraine u_ = 0. Ainsi les Aji (i « j) forment unc famille d'ob-
jets quotients de «L A
Kel
pcsés Aecs morphismes canoniques Ai'””'Aji‘w”'Inf(Aji) représen-
tent Inf(Aji) comme limite inductive du systéme (A

g &F 11 est aisé de \irifier que les com=-

172851
Cas particulier

(4,2) Si1 I est un enscrhle crdonné par >, d'objets quotients d'un
objet M de €, le I-syscéaes inductif (i,uJi 1
rhisme canonique I -»j déTini, pcur i»j, par J = uJL-i, a pour

lirtte inductive (u,,Inf(i)), keI, ol u, est 1'épimorphisme cano-

) chvu,, ¢st 1'épimor-
[¥]

nique K -»Inf(i).

On pourra d'ailleurs retrouver le résultat directement.


file:///irifier
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Quelques propriétés:

(4,3) Le foncteur covariant lim dec € dans € est exact & droite,
iel
ce qul s'établit immédiatement & partir des définitions (conoyau,

limite inductive).

(4,4) si (ai) représente A comme limite inductive d'un I-systéeme
(Ai’aji) d'objets de €, on déduilt¢ naturcllemntt de ce systéme un

systéme induetif (ai(Ai)’aji) défini par la commutativité des

A, —B1.Cotm(ag) .y y_Im(ai) _ ,
1 110 \

™
fws
U
[ &

Ji

{

|

] :
! :
b v
Ay oty 2 Ay ety A
11 en résulte alurs que 1'épimorphisme ling (Ei.Coim(ai)) st ré-

iel
tractable, ce qui fait que (Im(ai),A) est limite inductive du

-

systéme (ai(Ai)’aji)‘

(4,5) Corolleire : A = Sup ai(Ai)' el (3,2)

5. Images directes ¢t réeiprogues.

(5,1) Etant donné un morphisme u : A--»B d'une catégoric abélienne,
reppelons que 1'image directe u(X) d'un sous-objet (X,x) de A

est le sous-objet de B constitué par la source du morphisme

Im(u.x) et 1'imzge réciproque u'l(Y) d'un sous-objet (Y,y) de B
est le Sous-objet de A constitué par la source du morphisme
Ker(Coker(y.u)).

Il ¢S5t équivalent de définir u‘l(Y) comne le sous-objet de
A qui repr€sente le produit fibré des morphismes u et y.

De ces définitions on déduit immédiatement les propriétés :
(5,2) X -»u(X) (resp. Y n*-u'l(Y)) est unc application croissante
de la classe des sous-objets de A (resp. B) dans celle des sous-
objets de B (resp. A).

(5,3) Pour tout sous-objet X (resp Y) de A (resp. B) on a :
wHu(x)) = Xvut(0) (resp. u(u t(¥Y)) = Yau(a))
(ef. exposc 3.
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(5,4) Pcur toute famille Xy (resp. Yi) de sous-objets de A (resp.
B), on a :
Inf(u'l(Yi)) = u'l(Inf(Yi)) sup(u(Xi)) = u(sup(xi)).

(5,5) Pour toute suite de morphismes A ——3—4-B-—JL*+(L tout
sous-objet X de A (resp. Z de C), on a :
(vou)(X) = v(u(x)) (voaw)"H(z) = uH(vh(2)).
(5.6) Remarque : De (5,3) on déduit le résultat suivant :
"Si u et v sont deux morphismes de m@me but tels que u soit
un épimorphisme et v un monomorphisme, alors, la projection op-

posée & u, du produit fibré de¢ (u,v) est un épimorphisme.”

6. Catégories a4 limites exactes.,

(6,1) Unc catcégorie abélienne C sera dite a limites exactes. si
pour tout ensemble I préordonné et filtrant a droite, le fonc-

teur lipg : €I—~—~ € est exaerc (i.e. la limite inductive d'un I-
systéme inductif de mcromorphismes €st un monomorphisme).

(6,2) S1 C est a limites exactes, pour tout objet M de € gt tout
engemble I de sous-ohjets de M, filtrant & droite pour < , on &
sup I = 1im I (s,)
ieX i

ol 1¢s s, sont les injections canonigues i---~sup I.

En effet, les injections carnoniques e, : i--~—=M, 1+I cons-
tituant un morphisme du I-systéme inductif (i’sji> (sJi : injection
canonique de i dans J pour i g J) dans le I-systeme inductif cons-
tant ¥, lim I est alors un sous-objet de M, cc quil rend cette
limite identique a son image canonique sup I dans M.

(6,3) S1 C est & limites exsctces, pour tout objet M de €, tout
scus=-objet P de M, gt tcute famille (Qi) de sous-obiets de M,
filtrante & droite pour <, on 5

.
L

(sup(Qi)) AP = sup(Qi AP).
Considérons en effet, le diagramme canonique, commutatif et
exact pour tout 1
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0 0

1 |

O —--==> Pa Qi ———eP ‘_“"P/PAQI —_
! ! !

!
!
H

v ) i
O=-—mmr Qq ==~ M =rm M/Qy ——0
On sait (exposé 3,(2,1)) que P/PAQ1---—.M/Qi est un monomor-
phisme, d'ol d'aprés (4,2), les diagrammes canoniques commutatifs

et exaets

° o °

| |
p.wwu,p/pAQi_w~~.P/sup(PAQi)
% !

; i |
M=o M/Qi e e M/sup ( Q’i )

ce qui donne (6,3) d'aprés 1l'exposé 3 (1,4).
(6,4) Remargue : d‘apreés (5,3) et (5,5), la condition (6,3) équi-
vaut, pour tout morphisme v de but M a

v"H(sup(@y)) = sup(v(e))-
Notons encore, pour une catégorie & limites exactes, la
propriété :
(6,5) si (Al,aai) est un I-systéme inductif, I filtrant & droite,
de limite (ai,A), alors :

Ker(a;) = sup(Ker(aji)
Ceol résulte de 1l'hypothése et de sa ccnséquence (6,2).

En particulier, si les 8y sont tous des monomorphismes, 1l
en _est _de méme_ des a, .

A titre d'exercice, on pourra vérifier gue (6,3) entraine
(6,2); pour cela on s'aidera de (4,5) et de 1'exposé 3 (1,1).

(6,6) Signalons encore que, dans une catégorie & limites exactes,
une somme de monomorphismes est un monomorphisre, parce que. toute
somme d'objets peut €tre considérée comme la limite inductive du
systéme filtrant des ccoumes nartielles finies.
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7. Catégories & générateurs.

(7,1) Pour un objet U d'une catégorie abélienne €, a sommes quel-
conques, les assertions suivantes sont éguivalentes :

1°) 81 (P,1) est un sous-cbjet d'un objet M tel gue tout
morphisme de U dans M soit factorisable par 1, alors P = M.

2°) Si un morphisme u de N dars M factorise tout morphisme
de U dans M, c'est un épimorphisme.

3°) Tout objet M de € est isomorphe & un guotient d'une somme
directe U I .
L'équivalence de 1°) et 2°) est triviale. Pour vérifier que
2°) entraine 3°), il suffit de considérer la somme directe U(I),

avec I = Hom(U,M), alors le morphisme de U(I) dans M de composan-
tes 1, 1¢I, est un épimorphisme.

Pour vérifier que 3°) entraine 1°), considérons un épimor-
phisme de U(I) dans M de composantes f,, alors M = sup(fi(U)),
et, si un monomorphisme 1 : P-—»M factorise tous les fi, on a
sup(fi(U)) <P, d'olu P = M.

Un tel obJjet U est appelé un générateur de C.

(7,2) Dans une catégorie & générateur, les sous-objets d'un ob-
jet gquelcongue constituent un ensemble.

Soit U un générateur, pour tout sous-objet (P,i1) d'un objet
M, désignons par H1 l'ensemble des morphismes de U dans M facto-
risables par i, soit (Q,J) un sous-objet de M tel que H, = HJ
pour tout morphisme f de U dans P, il exliste un morphisme g de U

3

dans Q tel que 1.f = j.g 11 s'ensuit que [ est factorisable par
1l'injecticn canonique de PaQ dans P, d'ol PAQ = P, soit P<Q,
comme on a de la méme fagon Q <P, 11 en résulte gue tcut sous-
objet (P,1i) est déterminé par 1l'ensemble des morphismes de U dans
M factorisables par i; ainsi les sous-objets de M forment un en-
semble de cardinal inférieur a 2%, ol a = Card(Hom(U,M)).

8. Theoreme de¢ l'objet injectif.
(8,1) Dars une catégorie abélicnne € A iénérateurs et limites
exactes, tout objet est isomorphe & un sous-objet d'un cbjet in-

Jectif.

Auparavant, établissons les deux lemmes suivants :
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(8,2) 81 U est_un générateur de €. pour qu'un objet M soit in-

jectif, 11 faut et 11 suffit, gue pour tout sous-objet V de U,
tout morphisme de V dans M soit prolongeable en un morphisme de
U dans M.

Cetie condition est nécessaire par définition.

Réciproquement, soient A un objet, (B,J) un sous-objet de
A, et u un morphisme de¢ B dans M; les sous-objets X de A tels
que u solt prolongeable en un morphisme de X dans U forment un
engemble (7,2) inductif (6,2}, on peut donc supposer B maximel
pour le prolongement de u.

Soit [ un morphisme de U dans A et (V,j',f') le produit
fibré de (Jj,fr), alors (V,f') est un sous-objet de U. 1l existe
donc par hypothé&se un morphisme g de U dans M tel que g.f' = u.j',
¢e qui fait que le morphisme u es. prolongeable jusqu'a la som-
me fibrée Bvf(U) de (J',f'), d'ou f(U)< B, mais alors tout morphis-
me £ : U—A est factorisable par j, ce qui donne B = A.

(8,3) Pour tout objet A de C, il existe un sur-objet Ml(A) de A
tel que tout morphisme d'un sous-objet V de U dans A soit pro-
longeable en un morphisme de U dans Ml(A).

Considérons la réunion I(A) des ensembles Hom(V,A) pour V

décrivant l'ensemble des sous-objets de U (7,2)., V est alors

fonction de 1 ¢ I(A) et le morphisme u : @& vy
ieI(A)

santes 1 est un épimorphisme, puisque le morphisme de U(Hom(U’A))
dans A de composante i est déja un épimorphisme (7,1).

La somme v des inJections canoniques Vi——vU, 1eI(A) étant
un monomorphisme (6,6), dans la somme f{ibrée (Ml(A);u',v') de

(u,v) le morphisme u' : A-*'MI(A), opposé & v, est aussi un mono-
morphisme (remarque duale de (5,6).

~-—» A de compo-

Pour démontrer le théoréme (8,1), définissons par récurrence
transfinie, pour tout ordinal « , 1l'objet M, (A) :

si «=o0, M_(A} = A

si a=f+1 MI(A) = Ml(Mp(A))

51 « est ordinal limite,K alors Mq(A) = 1im M,(A)

A <Ccw

ce qui donne bien dans tous les cas une injection canonique de A
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dans Mq(A) (pour le dernier cas, cf. (6,5)).

Désignons maintenant par k le ceardinal de 1'ensemble des
sous-objets de U, et per k¥ le cardinal suivant, soit ¥y le plus
petit ordinal de puissance el , alors M,(A) est un objet injectif;
11 suffit pour cele de vérifier que. pour tout morphisme v : V—M
V sous-objet de U. v(V) est inférieur & un M,, ><7¥; comme ¥ &st
un ordinal limite, on e M, = sup M, d'aprés (4,5); la femille
(M,) étant totalement ordonnée on a, d'aprés (6,4)

V = sup <V’1(M>));
ALY

comme 1'ensemble des sous-objets de V a un cardinal intérieur 2
k, et que l'ensemble des ordinaux 1<7va pour cardinal k*, 11 s'en-
suit que la suite ordinale v'l(M ) est stationnaire, ce qul en-

traine l'existence d'un ordinal A, <¥ tel que V = v'l(MAo), d'on
V(V)$ M}O'
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Appendice a 1‘exposé 9.

Dans une catégorie abélienne, tout épimorphisiie est universel.,

Etant donné un épimorphisme u,: M,--—+B et un morphisme

1 1
u,t MZ——q-B, considérons le diagramme %
0.
\K
AN P
M.-——-—-M
1 \\ 1 1
‘pzl { \ul
M > B
2 u,
ou M = MlxMZ, Py et P, sont les projections canoniques de M sur

My et My, V = ujep; - Uy.py, k = Ker(v). De la sorte 1

K = hleMz.

Si ey et e, sont les injections canoniques de M. et Mz dans

1
M, on a i

v.62 = —uz et v.,e, = u

1 1

et de Coker(v.el) = 0, on déduit
Coim(Coker(v.el)cv) = Coker(el) A Coim(v) = o
(exposé 3, propriété duale de (1,1)).
Ltantiisoiiorphisme Ker donne alors :
MivK = M,
dtou PZ(MIV K) = PZ(HI)V'PZ(K) = PZ(K) = PZ(H) =M,
ce qui prouve que p2.k est un épimorphisme,

Qorollaire, Si

b2
{

i

£

W - %

N e =

est une fibration sur B, alors q(P) = fl(g(N))n

Ce diagramme se décoripose en effet en les diapgrammes de
fibration sur B et g(N)



\\\\ ’//'
/’Q‘\
P~ NM
0 0

P g(N) £
\,//’ AN
N B
d'Oﬁ Q = q(p)o
Par dualité, on déduit de la fibration sous S

s -8 .N
| ;
f
! \d
M % P
la fibration sous-S
5 - Coim(e)___ s/zl(0)
! I
£, .

M oim(iy T B/K(0)
qui compte tenu de la fibration sous--él(o) :
-1

g (0) e et e —— 0
Ker(g)} | )
Goim(g)  S/& (0)
donne Coim(k) = Coker(f.ker(g)

soit, par l*anti-isomorphisme fer

Ker(k) = Im(f.Ker(g))

ou &1(0) = f(ker(g)),



