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QUELQUES REMARQUES SUR LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
ET LES INTEGRALES SINGULIERES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ;
Par UAsse POTRON, i

Ancien éléve de ’Ecole Polytechnique,
Docteur es sciences mathématiques.
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I. On sait (') que la détermination des surfaces intégrales
d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre contenant
une courbe donnée (C) se fait par des procédés essentiellement
différents suivant que I’équation est, ou non, linéaire. Dans le pre-
mier cas, la surface demandée est le lieu des caractéristiques
rencontrant (C). Dans le second cas, si 'on emploie'la méthode
de Lagrange, on a préalablerﬁent déterminé une intégrale com-
plete. On cherche alors a former une famille simplement infinie
de surfaces de l'intégrale compléte tangentes a la courbe (C).
L’enveloppe de cette famille est une surface intégrale répondant
a la question.

2. On pourrait chercher a appliquer, dans le second cas, le
procédé utilisé dans le premier. Si V(z, y, 3, X, u) = o0 repré-
sente une intégrale compléte de I'équation F(z, y, s, p, g) =o,
les caractéristiques sont (2) représentées par

(1) V(z, y, z, % p)=o,
(2) V), + {;’V@:O,

(') Voir, par exemple, mon ouvrage : Exercices de Calcul differentiel et in-
tégral, t. I, IV® Parue, n° 3, p. 220, et n° 17, p. 243; Paris, Hermaon, 1926. Au
cours de ce travail, cet ouvrage sera simplement désigné par « Exercices ». Le
chiffre romain qui suit ce litre désigne P'une des six Parties en lesquelles est
divisé le tome I de cet ouvrage.

(%) Exercices, IV, 15, p. 242.
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w étant considéré comme fonction de A.
Sur la courbe (C), on a, par exemple,

3) z=f(t). y=g(), z=~r).

Substituant dans (1) et (2), puis éliminant ¢, on obtient une
relation

(4) G()H ty f"*,):"'

Il faut et suffit que la fonction u de X vérifie (4) pour que
chaque caractéristique rencontre (C) en un point dont le ¢ est
solution commune des équations (1') et (2'), déduites de (1) et (2)
en y remplacant x, y, z par leurs valeurs (3).

Mais, de la maniére méme dont on a formé (4), il résulte que
son intégrale générale (') est représentée par (1') ou ¢ joue le
réle de constante arbitraire. D’ailleurs la solution commune de (1°)
et (2'), compatibles en verta de (4), est une fonction § de A dont
la dérivée vérifie 'équation obtenue en dérivant (i) et tenant
compte de (2'), soit

<x’ﬂ —{—y'ﬂ +Z'9Y->3': 0.
dx oy 0z

On a donc, en 'général B=o0.1l y a exception sila(...)est
nulle, ce qui signifie que § est racine double de (1), donc que la
surface de l'intégrale compléte est tangente a la courbe (C). En
dehors de ce cas d’exception, a toute solution ordinaire de I’équa-
tion (4) correspond une famille simplement infinie de caractéris-
tiques (1)-(2) qui toutes rencontrent la courbe (C) au méme
point My. Leur lieu [Xy], en général, ne contient donc pas la

courbe (C).

3. Mais si ’on détermine p. par I'équation
(8) ?(h, p)=o
obtenue en exprimant que (1’) a une racine double, on obtient
une famille simplement infinie de surfaces (1) tangentes a la

courbe (C) en ses divers points. L’enveloppe [Z] de ces surfaces,
lieu des caractéristiques (1)-(2), contient bien la courbe (C).

(') Ezercices, 111, 2, p. 168.
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On peut remarquer que cette surface [Z] est aussi enveloppe
des surfaces [Zy] obtenues au n° 2. En effet, au point Mg de (C),
la surface [ 9] a pour cone de tangentes le cone [ T] de ce point (').
‘La bande caractéristique, ayant pour éléments initiaux Mg et un
plan tangent au cone [ T] mené par la tangente a (C), est, comme
ses éléments initiaux (), commune a [Z] et [ Zg].

De la maniére dont on a formé I'équation (5) il résulte que,
si 'on considére A et p comme coordonnées cartésiennes d'un
point, I'équation (5) représente 'enveloppe des courbes intégrales
de 'équation (4). C’est donc (*) la courbe intégrale singuliére de
cette équation.

4. Ces considérations pouvaient s’appliquer a la solution d’un
probléme posé, cette année, a Paris, pour le Certificat de Calcul
différentiel et intégral (*). On demandait les développables de la
congruence des tangentes a une surface [S|, z = f(x, »), ren-
contrant la parabole (P), z=22 — y?=o0. Une des familles se
compose d’enveloppes des plans tangents a {S], nappe de la sur-
face focale (7). On voit immédiatement que ce sont les cones [€]
circonscrits a | S| ayant pour sommets les points P de (P). Il
existe d’ailleurs une développable singuliére {®], enveloppe des
plans [II] tangents 4 [S] et (P). Cette développable [® ] touche
chaque cone (&) snivant les génératrices de contact des plans
tangents qui lui sont menés par la tangente PQ a la parabole (P).

Or la famille doublement infinie des plans tangents a [S] cons-
titue une intégrale compléte (¢) de’équation aux dérivées partielles
obtenue en éliminant « et 8 entre les trois équations

(6) P fx f) = @=L+ (=B T
aJ /]
(7) p=4, q:a_{;,

(') Exzercices, IV, 6, p. 233, et 7, p. 234

(%) Exercices, 1V, p. 235.

(®) Exercices, 111, 3, p. 16g.

(%) On en trouvera la solution complete dans le tome II de mes « Ezercices »,
actuellement sous presse.

(°) Exercices, 1, 25, p. 45.

(®) Exercices, IV, 14, p. 241.
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ou entre (7) et

(8) 3 —px—qy =f(a B)—pe—gqB
On obtient ainsi une équation de Clairault (*)
(9) z—pz—qy="Fip,q).

Les caractéristiques sont définies par (6) et

4 j Q! dzf o ’ f —
(10) (x"'“)<daﬂ+pdxdp> (y— m(dadp + 8 092) o,
3 étant considéré comme fonction de . La surface intégrale de (g)
contenant la parabole (P) est précisément la développable singu-
liére [®]. La projection (a, 3) du contact avec [S] d’un plan [T}
décrit la ligne dont ’équation s’obtient en écrivant que I’équation

() (12——za)g‘—f—}—2(t—{3)—3—f‘+2‘f(a,B):o
* B
a une racine double, soit

N

Pour exprimer que les caractéristiques (6)-(10) rencontrent la
parabole (P), on doit éliminer ¢ entre (11) et

—2a )<()2‘f 3 df>+ )(t—(ﬁ)<02f +(3’dif)=0.

9203 Jmop P ops
On obtient ainsi I'équation différentielle
(13) G(a, B, BN =o,

dont (11), o ¢ joue le role de constante arbitraire, représente
Vintégrale générale.

Or cette équation (11), qui exprime que le plan tangent a [S]

12

au point projeté en («, 3) passe au point P <——, l>, représente la
projection (c) de la courbe de contact (C) du cone (&) circonsgrit
a|S] de sommet P. Ces courbes (c) sont courbes intégrales ordi-
naires de P'équation (13). L’équation (12), qui exprime que le plan

(') Ezercices, 1V, 22, p. 246.
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tangent a4 (S) au point projeté ou (a, 3) est tangent a la para-
bole (P), représente la projection (d) de la courbe (D) le long de
laquelle la développable singuliére [(®] touche [S]. La courbe (d)
est bien enveloppe des courbes (¢), donc courbe intégrale singu-
liére de I’équation (13). Car si M est le contact, sur [S], d’une
génératrice PM commune a [®] et au cone [&] de sommet P, les
tangentes en M aux courbes (C) et (D) sont toutes deux con-
juguées (') de MP, donc confondues.



