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SUR CERTAINS CYCLES ARITHMÉTIQUES;
PAR ELIE GARTAN.

Le problème de Mathématiques élémentaires proposé au dernier
concours d'agrégation contenait une intéressante question d'Arith-
métique (') sur les cycles de nombres entiers obtenus en partant
d'un nombre de n chiffres et en effectuant sur ces chiffres suc-
cessivement i, 2, . . . , /i— i permutations circulaires. Il peut
arriver que les ft nombres ainsi obtenus forment une progression
arithmétique, et l'on demandait aux candidats de trouver tous les
cycles de 3 et de 6 chiffres jouissant de cette propriété.

Ce problème, qui semble n'avoir fait jusqu'ici l'objet d'aucune
recherche, est susceptible d'une solution complète, non seulement
dans le système de numération décimale, mais encore dans le sys-
tème de numération le plus général. C'est cette solution que je me
propose d'exposer dansles pages qui suivent. Comme on le verra,
les cycles cherchés rentrent dans deux catégories nettement dis-
tinctes.

I. — Remarques préliminaires.

1. Considérons, dans le système de numération à base a, un
nombre de n chiffres

ainsi que les n — i nombres obtenus par permutation circulaire des
chiffres

dtl = a2a3 . . . 0Lnau

«9X2 = a3 o^ . . . a! a 3 ,

Nous supposerons dans ce qui suit que dV est le plus petit des
nombres du cycle formé par les n nombres considérés. Nous nous
proposons de trouver tous les cas dans lesquels les nombres du
cycle forment, à Tordre près, une progression arithmétique. Il est
clair que la question ne se pose que pour /i>3.

( l) Renoncé et la solution ont paru dans le numéro de novembre 1926, p 366.
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Nous pouvons regarder le nombre dX comme la période d'une
fraction pseudo décimale périodique simple, résultant de la con-
version d'une certaine fraction irréductible yr :

ÎL - tl Jï! î l ai ^ #£ ft

On aura N < D ; 4e plus D sera un diviseur de <%n — i ; en parti-
culier D sera premier avec a.

Il «st facile de voir quelles sont les fractions ordinaires qui
donnent naissance aux périodes 5Zf, . . ., d\n-K • On a en effet

aiN _ a2
D a

D

Les fractions

«N—o^D a2N — (aja-+-aj)D
5 ' D ' • "

sont irréductibles, car tout diviseur commun au numérateur et au
dénominateur de la iïème fraction diviserait alN ; étant premier avec a,
il diviserait N, contrairement à la propriété d'irréductibilité de la

fraction - •

Par suite les n nombres DX, DXx, . . . , 9rLn-\ du cycle sont les
périodes des fractions périodiques résultant de la conversion

N IS N
de n fractions irréductibles Ï^ ' T T ' • • • J ?T' > ou N t est le reste
de la division de <r̂ N par D.

Si les nombres dXt forment une progression arithmétique, il en est
de même des nombres N t : ces derniers nombres seront donc tous
distincts. Par suite n est l'exposant delà plus petite puissance de a
qui soit congrue à i (mod D) ; autrement dit, a appmrlieni à
Vexposant n (mod D).

2. Nous pouvons adopter une représentation géométrique com-
mode. Considérons une circonférence divisée en D parties égales à
partir d'un point origine O. Tout entier N^ sera représenté par un
des points de subdivision de la circonférence, à savoir celui qu'on
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obtient e» portant, à partir âe O, dans un sens fixé une foés pour
toutes, N, divisions ; nous désignerons ce point par (N,). Deux
nombres congrus entre eux (mod D) sont représentés par le même
point.

Nous avons alors à chercher tous les cas dans lesquels les
points de la suite illimitée (N)y (#N), (a2N), . . . se réduisent
à n distincts et ferment les sommets d'une ligne brisée polygo-
nale régulière convexe C\ il faut du reste qu'en partant deO, on
reneontre tous les sommets de cette ligne avant de revenir au
point O.

3. D'après ce qui précède, la suite des points

(0 (aN), (aN,), . . . , (aN*-,)

coïncide, à l'ordre près, avec la suite des points

(2) (N), (NO, .. , iN»-,).

Soit d'autre part R la raison de la progression arithmétique for-
mée par les nombres Nf ; la suite des points

(3) (N + R), (N.+ R), .. , (N^t+R)

a n — T points communs avec la suite (2). De là résulte que la suite
des points

a également n — 1 points communs avec la suite (2) ; il en est de
même de la suite

(N-haR), (Nt-f-aR), . . . , ( N ^ + a R ) .

Doac si V on f ait tourner de aH divisions la ligne brisée poly-
gonale régulière i?, la nouvelle ligne i?' obtenue a au moins
n — 1 sommets communs avec i?.

4. Remarquons que la rotation de aR divisions est une rotation
effective ; sinon en eflet aR serait un multiple de D, et aussi par
suite R, ce qui est absurde.

Si les deux lignes i?et S1 ont tous leurs sommets communs, c'est
qu'en allant dans le sens positif du dernier sommet [N -4- (n — 1 ) R]
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au premier (N) on s'avance exactement de R divisions, autrement
dit qu'on a

"(4) D = nR.

Si £ et £' n'ont pas tous leurs sommets communs, on petit sup-
poser que le sommet de £ qui n'appartient pas à £' est soit le pre-
mier sommet (IN ), soit le dernier [N + (^ — O-̂ -L s o ^ un sommet
intermédiaire.

Si le point (N) ne fait pas partie de £\ la ligne £' se déduit de £
par une rotation de R divisions dans le sens positif; on a donc

aR = R (modD)
ou

(5) , (a — ïjRsso (modD).

Si c'est le point [N -f- (n — i) R] qui ne fait pas partie de £\ on
obtient de même £' par une rotaripn de £ de R divisions dans le
sens négatif; on a donc

(6) (a + i ) R - o (modD).

Si enfin c'est un sommet intermédiaire de £ qui ne fait pas par-
tie de £r, les deux points (N — R) et (N -f- n R) doivent faire partie
de £!j et comme aucun d'eux ne^fait partie de i?, c'est qu'ils sont
identiques ; par suite

sso (modD).

Cela n'est possible que si l'on a

(7) D = (/I-HI)R.

En définitive on a Vune des quatre relations (4), (5), (6), (7).

5. Ajoutons enfin un dernier théorème. Soit A le plus grand
commun diviseur de R et de D. On a

( a — 1) N = N, - N -+- ai D = h R -f- a t D ( 1 < h < n — 1).

Par suite À divise (a — 1) N*; mais À est premier avec N, puisque
N

la fraction — est irréductible ; donc A divise a — 1.
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THÉORÈME. — Le plus grand commun diviseur de R et de D
divise a — i.

Le cas où R et D sont premiers entre eux n'est naturellement
pas exclu.

II. — Les cycles de la première catégorie.

6. Nous allons, après ces préliminaires, supposer d1 abord que
Nle dénominateur D de la fraction irréductible -=: contient au

moins un f acteur premier p ne figurant pas dans a—i.
Supposons que p figure dans D avec l'exposant a. Il ne figure

certainement pas dans R, à cause du théorème du n° 5.
Il résulte immédiatement de là l'inégalité

(8) p>n.

En effet l'un des p termes de la progression arithmétique

N , N +- R , . . . , N - 4 - ( / > — i ) R ,

dont la raison est première avec p , est divisible par/? ; si p était
inférieur ou égala /?, ce terme serait le numérateur d'une des

IN •fractions •—> qui ne serait donc pas irréductible, ses deux termes

étant divisibles par /? .
En second lieu, la base a appartient à l'exposant n (modp) . En

effet si a appartenait à l'exposant v <^ /*, on aurait

av]V — J N E S O (mod/>).

Or

le nombre premier p divisant le premier membre, ainsi que le
terme qD du second membre, devrait diviser AR, ce qui n'est pas,
puisque p ne divise ni R, ni h S n — \<^p.

Si nous revenons maintenant aux quatre cas possibles indiqués
au n° 4, nous voyons que les congruences (5) et (6) sont exclues,
puisqu'elles entraîneraient a 2 = i (mod/?) ; l'égalité (4) est égale-
ment exclue, puisque/? est premier avec n R. On a donc nécessaire-
ment

(7) D = (/n-i)R.
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E résulte de cette d r̂öAère égalité <jue p* est urn diviseur de n-f-1,

et comme p est au moins égal à n-+-1, cela n'est possible que si
Ton a

(9) p=?n-hi, <x=i.

Cela prouve en particulier qu'il ne peut entrer dans D qu'un
seul facteur premier diviseur de a — 1, et que ce facteur premier
est n 4- 1 y enlrant avec l'exposant 1. il en résulta aussi que a est
une racine primitive de p, puisque a appartient à l'exposant

n = p — 1.

Enfin des p termes de la progression arithmétique

N — R , N, N-+-R, . . . , N - t - ( / i — i ) R ,

dont la raison est première avec /?, un est drvisible par/? ; ce ne
peut être que le premier : on a donc

] S _ R = O (modp),
(10) n = Rzpkp.

L'entier k, s'il est précédé du signe —, doit satisfaire à Pinégalité

(11) */><R;

s'il est précédé du signe + 7 le nombre N + (n — i )R = w l - f kp
doit être pkts petit que D== (n -+- i)R ; on a donc encore lar même
inégalité (11).

Le théorème du n° o montie enfin, d'après (<j), que R est un
diviseur de a — 1.

7. De l'analyse précédente résulte le théorème suivant :,

N
THÉORÈME. — Si la fraction irréductible j? jouit de la pro-

priété que son dénominateur contienne un facteur premier p
ne figurant pas dans a — 1, elle est de la forme

<"> D = - fr 2 '
Ö«R est un diviseur de a — 1, a une racine primitive de p,

etk<-.
P



Réciproquement, supposons ces conditions réalisées. On a

al*N = a 'R+ a1 kp == alRzpAp (moâpR)

Or les p —i nombres a'R sont, à l'ordre près, congrus aux
nombres

R , -2'R, . . . , ( /> — i ) R (

Les points (az!V) sont donc identiques aux points
des nombres

Rqzkp, iRzpkp, . . . . (/? — ijRzp/v/?,

lesquels sont tous inférieurs à D =/>R et forment une progression
arithmétique de raison R. Le cycle de n = p — i nombres définis

Npar la fraction considérée r̂ fournit donc bien une progression

arithmétique de raison R.

8. On peut poser

5 ih l k'

La fraction se développe suivant une fraction illimitée dont

tous les chiffres sont égaux à k1. D'autre part tous lesm chiffres

du développement de - sont d'une part supérieurs ou égaux à k\

d'autre part inférieurs ou égaux à a—k1. En effet le plus petit

chiffre de la période de - est évidemment son premier chiffre,

c'est donc le quotient de a par/?. Or

De même le plus grand chiffre de la période de - est le quotient

de (p — i) a par p. Or on a

p P P P

II résulte de là le théorème suivant

THÉORÈME. — Pour avoir toutes les solutions du problème
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pour lesquelles D admet un diviseur premier non contenu
dans a — i, on cherche les différents .nombres, premiers p
dont a est racine primitive. Si p est un de ces nombres, la

période de la fraction illimitée à laquelle donne naissance -

définit un cycle d'ordre p — i, dont les p — i nombres forment
une progression arithmétique ; on déduira de ce cycle un cer-
tain nombre d1 autres cycles jouissant de la même propriété
en augmentant ou en diminuant tous les chiffres d'une même
valeur, tant que cela sera possible.

9. Le cas n = i étant exclu, nous n'avons à considérer que les
nombres premiers p^o :

Sip— 5 , n= 4 . » a = = ± 2 é (mod 5);

si /? = 7, n = 6 a = 3 ou 5 ( mod 7) ;

si p — 115 n = 1 0 a == 2, 5, 7 ou 8 (mod 11);

si / > = i 3 , 71 = 12.\ a s 2 , 6, 70UI1 (mod i3);

Dans le cas particulier a = 10, on peut avoir

P = 7 , i 7 , 1 9 , 2 3 > 2 9 , 4 7 , • • ••

On a S cycles d'ordre 6 défîni^respectivement par les nombres

142857, o3i746, ?53o,68,

qui sont respectivement les périodes des fractions

1 1 1 2 1 1 16

- j _ - = _ - 5 ) - - = — - .

7 7 9 63 7 9 63

On a un cycle d'ordre 16 défini par le nombre

0588235294117647,

période de la fraction —

On a un cycle d'ordre 18 défini parle nombre

0Î2 631578 947368 421,

période de la fraction —.
^ 19
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Enfin si a ~ 2 (système de numération binaire), on peut avoir

/ ? = 5 , i l , i 3 , 1 9 , 2 9 , 3 7 , 5 3 , 5 9 , 6 1 , . . . ;

tous ces nombres sont des multiples de 8, plus ou moins 3.
Si /? = 5, n = 4, on a le cycle défini par le nombre

0011 ;

si p = 11} n = 10, on a le cycle défini par le nombre

0001011101 ;

si p = i3, n = 12, on a le cycle défini par le nombre

000100 111 ou ;

si p = 19, n ==: 18, on a le cycle défini par le nombre

OOOOIIOIOII 1*100 101 .

III. — Les cycles de la seconde catégorie.

10. Supposons maintenant que les facteurs premiers de D entrent
tous dans a — 1. Soit

a — i =p«i p** . . . pfht

D = p\t p\* . . . p\h.

Nous allons d'abord chercher l'exposant n auquel appartient a
(modD).

Nous nous appuierons sur la remarque suivante :

Si a appartient respectivement aux exposants nK et n% par
rapport aux modules D< etD2 premiers entre eux, l'exposant n
auquel appartient a (mod D< D2) est égal au plus petit com-
mua multiple de nx et de n2»

En effet la congruence

an== 1 (mod D)
entraîne

an== 1 (mod D t) ;

donc n est un multiple de n{. De même n est un multiple de n 2 .



Récipro^jueiïLent si n est un multiple eommua de n± et de na, a
11 — i

est divisible à la fois par D, et par D2, et par suite par D.
- Il résulte de là qu'il' suffit de connaître l'exposant auquel appar-
tient a par rapport à chacun des nombres/)}1, />}*, . . ., p\h,

11. Prenons l'un des nombres premiers p qui entrent dans a — i ;
soit a son exposant. On peut poser

k étant premier avec p. On en déduit

aP = (i -+- kp*)i> = i -h kp*+l-+-...-+-

( i l ) aP— i =

Les coefficients des termes non extrêmes du brnome {x -\-y)p

sont tous divisibles par />, si p est un nombre premier. Les diffé-
rents termes du* second membre de (i4) contiennent donc p avec
les exposants

Par, suite aP— i est divisible par^014"'. Il ne pourrait être divi-
sible par p a f 2 que si l'on avait

a -H i = pot,

c'est-à-dire
p = 2 , a = i .

Si nous écartons ce cas, nous voyons que si p entre avec
V exposant a dansai—i, U entre avec l'exposant a -f-1 dans
aP— i. Le même raisonnement appliqué au nombre aP, au lieu du
nombre a, montre que p entre avec l'exposant a -f-1 dans ap%— i,
(y+ 3 dans ap3— i, et ainsi de suite. II en résulte que Fexposaiit
auquel appartient a (mod pa+k) est égala ph ou a un diviseur de ph ;
mais ce ne peut être un diviseur de pk, car ce seraitz?*"1 ou un de
ses diviseurs, et l'on aurait

ap
k-l — i ~ o (mod / > a + A ) ,

tandis que p n'entre qu'avec l'exposant a -j- k — i dans aPk~x — i.
En conséquence Vexposant auquel appartient a (mod p>) est

égal à i SÎX^T., à pl~~a si ) . > a .
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12. Il y a un cas d'exception, c'est celui où p •==. 2, a = 1 ; a — 1

est alors le double d'un nombre impair. Dans ce cas, en effet, a2 — 1

est divisible au moins par 8 et, par suite, contient le facteur pre-

mier p = 2 plus d e a + i = 2 fois. Mais si a- — 1 contient (î fois le

facteur 2, le raisonnement du numéro précédent est valaifle;

a'*— 1 contient j3 -f-1 fois le facteur 2, a*— 1 le contient (3-4-2

fois et ainsi de suite.

13. Si nous excluons le cas où a— 1 est le double d'un nombre

impair, nous voyons que n est le plus petit multiple commun de h

nombres qui sont égaux soit à i, soit à des puissances des facteurs

premiers/?,, ...,/?£ ; si donc \{^ a;, n ne contient pas le facteur pre-

mier pv ; si )^>a/ , n contient le facteur premier pt avec l'expo-

sant }H— a,. Autrement dit, n est le quotient de D par le plus

grand commun diviseur à de D et de a — 1 .

Ce résultat est encore valable si a— 1 est Je double d'un nombre

impair, à condition que D soit impair ou contienne le facteur pre-

mier 2 à un des exposants i ou 2, Si D est impair ou le double

d'un nombre impair, n est impair ; si 1) est divisible par 4 (et non

par 8), n est le double d'un nombre impair.

14. Nous allons montrer que, réciproquement, si l'on a

D = /*ô,

d étant le plus grand commun diviseur de D et de a — 1, la période

du développement de la fraction irréductible j- donne naissance à

un cycle dont les n nombres forment une progression arithmétique.

Prenons en effet sur la circonférence le point (N) et considérons

le polygone régulier de n côtés dont ce point est un des sommets ;

deux sommets consécutifs du polygone sont séparés par § divisions.

On a
a*N — N = (W— 1) S = 0 (modo);

par suite le point (a*N) coïncide avec l'un des sommets du poly-

gone régulier qui vient d'être construit. Et comme tous ces points

sont au nombre de n distincts, on obtient bien tous les sommets du

polygone. Le théorème est donc démontré, et l'on a R = S. On est

dans le cas de la formule (4) prévue au n° 4.



Remarquons qu'ici on peut écrire

N N N'
D n§ n(a — i)

N' étant premier avec /i, et a — i étant divisible par chacun des
facteurs premiers qui entrent dans /?, avec la restriction qu'il doit
être divisible par 4 si n est lui-même divisible par 4-

NSi l'on veut que la période de ' fournisse le plus petit nombre

du cycle, il faut que N soit inférieur à 8, c'est-à-dire N' <C a — i.

15. Reste le cas où D serait divisible par 8, a — i étant simple-
ment divisible par 2. Nous allons voir que les n nombres du cycle
ne peuvent pas dans ce cas former une progression arithmétique.

En effet remarquons d'abord que si i est impair, a1—i est divi-
sible par 2 et non par 4, car on a

1-1 -a* — i = (a — i) ( a

le nombre premier i entre une fois dans le premier facteur du
second membre, et il n'entre pas dans le second facteur, qui est la
somme d'un nombre impair de nombres impairs.

Au contraire si i est pair, a1— i est divisible par a2— i et par
suite par 8.

Cela posé, le nombre D de divkions de la circonférence étant un
multiple de 8, on passe du point (N) au point (a*N) en portant un
nombre de divisions égal au double d'un nombre impair si i est
impair, à un multiple de 8 si i est pair. Si les résidus de a*N for-
maient une progression arithmétique, la raison de cette progression
serait donc le double d'un nombre impair; le double de cette
raison, qui serait congru à l'un des nombres (a1*— i)N(modô),
serait divisible par 4> sans l'être par 8, ce qui est impossible.

16. En résumé, on voit qu'on peut former tous les cycles de la
seconde catégorie en partant d'un nombre n quelconque; on
prend une base a telle que a — i soit divisible par chacun des
facteurs premiers de n (avec la restriction que a— i doit être
divisible par 4 si n est divisible par 4 )• La période de la fraction

N'
illimitée résultant du développement de —, n owN'<a—i
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est premier avec n, donne naissance*à un cycle de la seconde
catégorie.

Si n = 3 on prendra a = mult. 3 -h i,
si n = 4 » a = mult. 4 -4- i,'

si AI = 5 » a =5 mult. 5 -t- i,

si n = 6 » a = mult. 6 -h i, ,

si /i = 7 » a = mult. 7 -+- 1,

si n = 8 » <2 = mult. 4 H- i>

si n = 9 » a = mult. 3 H- 1,

Dans le cas a = io , w sera une puissance quelconque de 3 :

3h ^ ( N ' 4 5 8 )

Pour A = i, on aura 6 cycles d'ordre 3 définis respectivement
par leurs plus petits nombres

o3-, o;4, i48, [85, i59, 296.

Pour h = 2, on aura 6 cycles d'ordre 9 définis respectivement
par les nombres

012345679, 024691358, 049382716,

061728393, 086419753, 098765432.

Pour h = 3, on aura de même* 6 cycles d 'ordre 27, et ainsi de
suite .

Dans le cas a = 12, /i serait une puissance quelconque de 11 et
i on aurait 10 cycles d 'ordre 11, 10 cycles d 'ordre 121, etc.

Les cycles de la seconde catégorie ne peuvent se présenter si a = 2
ou 3 .

Au contraire, les cycles de la première catégorie ne peuvent se
présenter si a est un carré parfait.


