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AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES (SESSION DE 1926).
—

Probléme de Calcul différentiel et intégral.

On considére Uéquation différentielle linéaire du second

ordre
(1) 2"+ xA(t)=o,

ot A(t) désigne une fonction analytique de la variable indé-
pendante t, réelle et réguliére pour toutes les valeurs.réelles et

JSinies de t.

1° Démontrer que toute solution de cette équation peut se

mettre sous la forme
Z = o c0sO,

(1) v sommet, cerclc C base.
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o satisfaisant a U'équation différenticlle
" 02
(2) ' reA(t) =0,

ou ¢ désigne une constante a laquelle on peut donner une
valeur arbitraire, autre que zéro (1 par exemple), tandis que @

a pour valeur
cdt
S5

Réciproquement, si o est une integrale quelconque de (2) et ¢

une fonction primitive de P%’ Uintégrale générale de (1) est de

la forme
Cpcos(o + h),

C et h étant les constantes d’intégration. Toute solution ¢ (t)
de Uéquation (2) est réguliére et de signe constant quand t
varie de — o a + .

2° 1l résulte de ce qui précéde que léquation (2) s’intégre
au moyen d’'une quadrature dés que l'on en connait une
solution particuliére. Sous quelle forme les constantes d’inté-
gration gy et o, figurent-elles dans U'expression de Uintégrale
générale ? Interpréter le résultat en considérant les trajec-

toires du point analytique
z = pew,

et le lien qui existe entre les trajectoires correspondant auzx
diverses solutions de U'équation (2). Examiner le cas ou A est
une constante positive.

3° On suppose, dans cette troisiéme partie du probléme,
que A(t) reste comprise entre deux constantes positives M et m.
Démontrer que les intégrales réelles z (t) de I'équation (1) sont
oscillantes, les séros et les points stationnaires se succédant

alternativement & des intervalles moindres que et plus

™
2ym
grands que ——-+ Etablir, dans les mémes conditions, quelques
2
propriétés des intégrales réelles o (t) de l’équation (2). Montrer
notamment que, st oy el pp sont deux valeurs stationnaires con-



sécutives, on a

c < < c
—_— P1P2 hr—1 ]
VM 1P Vm
et que, dans le cas ot les amplitudes d’oscillation |gs— o,
deviennent infiniment grandes, les intervalles |t;—t,| cor-

respondants ne deviennent ni infiniment grands ni infiniment
petits.

4° Fzaminerensuite le cas o A(t) est une fonction pério-
dique, de période égale & ©. Montrer que, parmi les inte-
grales de (1), il en existe alors en général deux, linéairement

distinctes, qui sont multipliées par les facteurs h et ~ quand
» q P P y 4

on change t en t +=, A étant racine de l'équation du second
degré a coefficients réels

AM—kh+1=0.

Quelles sont les propriétés des intégrales réelles de (1) et (2)
qui correspondent aux diverses hypothéses :

k> 2 ou k<—a, ou k2 < 4, ou k=427

Montrer que la condition k*< 4 est suffisante, et la condi-
tion k* = 4 nécessaire pour que (2) admette une solution pério-
dique. - : ~

(On dit alors que les solutions de (1) sont stables.)

5° Démontrer que, A (t) étant toujours supposée périodique,
le. nombre N des zéros d’une intégrale réelle de (1), contenus
dans Uintervalle (o, T), est donné par la formule

N=aT+r,
o étant fize et r restant borné. '
6° On pose en particulier
A = g%+ gy cos 2¢,
q et q, étant des constantes réelles, qui vérifient Uinégalité
lgrl<g®

Démontrer que si Uintervalle (q*— q4, g*+ q,) ne renferme
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le carré d’aucun nombre entier, I’équation (1) n’admet que des
solutions stables.

R SoLuTiON PAR M. BERTRAND GAMBIER.

I. Si ¢ est considéré comme le temps, I'équation (1) du texte est
celle du mouvement sur Oz d’un point de masse 1, soumis de la
part du point fixe O a une force dirigée sur Oz et mesurée algé-
briquement par — x A (¢) (attractive si A est positif, répulsive si A
est négatif). On peut considérer un axe Oy perpendiculaire au
premier, puis I’équation analogue

(1) Y +yAt)=o
avec 'interprétation analogue.

Les équations (1) et (1) peuvent étre aussi étudiées ensemble :
ce sont alors les équations du mouvement d’un point (z, y) de
masse 1, soumis & une force centrale, issue de O, égale algébrique-
ment & — oA (¢). Les équations (1) et (1') admettent la combinaison
intégrable

zy'—ya'=o,
d’ou l'intégrale des aires
vy —ya'=ptg=c,’ :
ou ¢ est une constante numérique arbitraire ; si ¢ est nulle, o est
constant, la trajectoire est une droite issue de O, qu’on prendra
pour nouvel axe des x, de sorte que I’on retombe sur 'équation (1).
On supposera donc ¢ 3£ o, ce qui revient a considérer deux inté-
grales de l'équation (1) linéairement distinctes, c’est-a-dire ne
s’annulant pas ensemble. On a aussitdt
p2= x2+y2’ pp': $£L"+y.}/’)
PP”+ P'lzx'2+_}"z+xz‘"+yy"= x/g_*_y/z_Apzl'

L’identité

(a7 + y2) (@ +p2) = (2y' =y @)+ (22" +yy')
permet d’écrire

pip’=cr—Apt

ou I'équation (2) de I’énoncé

>

(2) ¢'=— —Ap

’D|Q
%)
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Le calcul fait s’applique aussi aux intégrales nouvelles de (1),
Az et%/, pour lesquelles la constante des aires est la méme que

précédemment; une rotation d’ensemble des axes donne aussi
(X et h constantes quelconques)

i h
(2 cosh— ysink), a_i#s_
ou, si I'on préfeére,
osin(o—+ h)

hpcos(o -+, 3

de sorte que, si g est une solution quelconque de (2), la quadra-
ture ¢ ::ffoi)t donne lintégrale générale de (1)
(3) hpcos(e + h),

et la solution générale R de (2)

(4) R? = g2 [)\?cosﬁ((p%—h)—kw]

%2

avec les deux constantes arbitraires A et /.

Comme z et y, solutions de (1), sont réguliéres pour toutes les
valeurs finies et réelles de ¢, sous les hypothéses de 1’énoncé [A (¢)
fonction analytique de la variable indépendante ¢, réelle et régu-
liere pour toutes les valeurs réelles et finies de ], la fonction 22—y 2
est aussi réelle et réguliére : on a choisi le couple (x, y) de sorte
que xy' — y x' soit égale a la constante ¢ non nulle : de la sorte,
quelle que soit ¢, réelle et finie, x’ et )’ élant aussi finies, x et y
ne peuvent s’annuler ensemble, donc z*—+ y2 n’a aucun zéro réel a
distance finie ; sa racine carrée o est réguliére et de signe constant

quand ¢ varie de — o & - 0 ; nous pourrons supposer la détermi-
nation p, adoptée, positive. ’

II. La formule (4) nous donne l'intégrale générale de (2). Or,
associer une solution quelconque X de (1) a une autre solution
quelconque Y de (1) [ou (1')] revient manifestement a écrire les
équations de la transformation affine générale T

X=Az -+ ,
(5) ., P',y
Y=Nz+py,
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effectuée, soit sur tout le plan (x, ), soit sur la trajectoire parti-
culi¢re y(z, y) étudiée au n° I; le point (x, ) est l'affixe du point
imaginaire z = pe®. Or, si 'on suppose d’abord les deux formes
quadratiques

@4y (hr+py)+(No4+py)

non proportionnelles (A, u, )/, p" ayant des valeurs fixes), chacune
égalée a zéro, donne deux droites imaginaires de sorte qu’il existe
un couple et un seul de deux axes réels rectangulaires (Oz,, Oy,)
liés aux axes (Oz, Oy) (), ayant pour transformés deux axes
(0OX,, OY,) rectangulaires aussi, liés aux axes (OX, OY). Il
résulte de la que la transformation générale (5) a4 quatre para-
métres (z, ¥ ; X, Y) est équivalente a la suite des substitutions

. (5 2uy15 X, Y X, Y)
définies par

" xy=x cosa — y sina,
(6) Y1=& sin @ + y cosua,
@) R
1= My,
(8) X =X;c083 — Yy sinB, .
Y =X, sin § + Y, cos §.

Le résultat est évident si 'on regarde les plans Oxzy et OXY
comme distincts et simplement réunis par le point O : on peut, par
une rotation, supposer les deux directions rectangulaires Oz,
Oy1 coincidant avec l’ensemble des deux directions rectangu-
laires OX,, OY, qui leur correspondent et il suffit d’introduire la
rotation o amenant Oz sur O z,, puis la rotation  amenant OX,

sur OX ; on retrouve les quatre paramétres, sous laforme I, m, «, 8

au lieu de %, i, X', p'. Le déterminant jacobien ll%’—;; ou hp'— u}’
est égal au produit des déterminants jacobiens successifs ED(-()?—’% )
1y 1

D (Xy,Yy) D(zy,y1)
D (=, 1) D(=w, y)

y donc finalement a la quantité Im.

(') Ce sont les rayons doubles de I'involution définie par les couples 2+ y?=o0
et (Az—+ py)+(Nz+p'y)=o.



La quantité
(9) RR=X24+ Y=o+ py)2+Noe+ pyP=Ax2+2Bay +Cy?

est la forme quadratique générale en z et y, desorte que u = RK?
satisfait & une équation linéaire d’ordre 3 que nous allons former ;
on voit aussitot que

(10) AC—B2=(Ap/— pi)2

Dans le numéro précédent, nous nous sommes bornés au cas ou
la transformation affine (5) conserve les aires, de sorte que

A —pN=Im==1
et alors R satisfait a I’équation
R3R’+ AR = ¢?

du second ordre, ou ¢ est la valeur de zy’'— yz'; I'équation
d’ordre 3 annoncée s’obtient évidemment en écrivant

d .
(II) d_é[RSR —t—AR‘]:O,

Silon introduit la fonction © = R2, on a
w=oRR, uw'=2R?42RR"

de sorte que (11) devient

d|uu w'2 Aw] =0
dat| o 4 -

et, en réduisant,
(12) u"+2Au+ fAu' = o. '

La disparition d’une constante sur les quatre contenues par ()
tient & ce que sur les paramétres (o, {, m, 3) le dernier § ne
modifie pas R. Sil'on considére deux trajectoiresy ne différant que
par une rotation autour de O, la transformation affine (5) leur fait
correspondre des trajectoires I non égales.

La partie I suppose donc m = ll; on peut d’ailleurs, au lieu des

opérations (6), (7), (8), introduire une quatriéme opération en
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écrivant : _
Z, = & Ccosa—ecy sina
(6) 3‘ o (e =),
¥1 = sina +cycosa
, X,=kz
(7) %__1 b
Y,= /(‘}’1.
S Xy= Z_X“
7" T
Z Yi=
(%) X =X;cosB — Y, sinf,
Y =X, sin8 + Y, cosB,

on a ainsi deux substitutions orthogonales, une homothétie et la
substitution trés simple, conservant les aires, définie par (7"); la
partie I revient a supposer k =1.

Le cas signalé plus haut ou 22+ y2 et Az —+py)2+ (W —4-p/y)?
ne différent que par un facteur de proportionnalité revient a se bor-
ner aux opérations (6") et (7').

D’autre part, comme on passe de 'équation (2)

2
(2) ¢=§_AP
a I'équation
4 " c:’
¢ Pi= o —AM
par la substitution % = %‘ [homothétie prévue par (7')] les expli-

cations qui précédent prouvent bien que, si p est une solution par-

TR . dt . . .
ticuliéere de (2), l'unique quadraturef — fournit la solution
générale soit de (2), soit de (2”), soit de (12), parla formule (4)
déja donnée s'il s’agit de (2), ou la formule analogue

(4") R2 = p2[ A2 cos?(q:—f—h)—i—;ﬂsin?(cg—-f-h)]

s'1l s’agit de (12).

11 est intéressant de constater qu'une courbe y quelcongue con-
duit a une fonction A(¢) et une équation (2) de I'espéce indiquée
ici, pourvua que y ne passe pas a l'origine et tourne sa concavité
vers l’origine; il suffit en effet de poser

v T

x =pcose, y=epsing, cdt=g%dy,



puis

On a un calcul plus symétrique en écrivant

c , €2 1y C2
Pe=rog  Oi=re T 209 o

(13) ,

1 Uy . wg  2ug
P:-—, o’:-—-—‘-, = — —_—
u e u? P u? us
On trouve ainsi
(14) A= c%u3(u+u’$),

de sorte que ¢, A et p sont exprimées au moyen de o.
Quand on suppose que A est une constantc positive, on a une
trajectoire y, particuliére, circulaire

(15) x =cos{t yR), y =sin(t{/A),
et la transformation affine lui substitue une ellipse
(16) X =heos[(/A(t—1t0)], Y=rpsin[yA(z—1t)],

la valeur de ¢ étant
e =p /A cos [(¢,— to) YA].

N
L. Supposons maintenant que A (¢) reste comprise entre deux
constantes positives M et m. Comme I’équation étudiée

.I‘”—l—-"Z‘A(l) =0

ne change pas si 2 change de signe, nous pouvons supposer que la
valeur z, correspondant a ¢, est positive ; deux cas a distinguer
suivant que x, est positive ou négative.

Soit le premier cas: x4 > 0, 2/, > o. La quantité | estnégative,
de sorte que z' diminuc, mais reste positive, pendant un laps de
temps limité : en effct, dans ce laps de temps,  croit, reste positif
ct l'on écrit

a"=—uz A(t),

¢
XyZwry— x':f L A()dt >aene(t —ty),
10

x/
17 t— S0
a7) =,
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,
La dérivée z' s’annule donc avantl’époque ¢, + mi;,, ) et puisque z”
est encore négative, z’' devient négative ; nous rentrons dans le
second cas. ‘
Soit maintenant le second z,> o0, ,< 0; 2’ est négative,
z' diminue, par valeurs négatives, donc |#'| augmente pendant que z

diminue; 'espace z, est parcouru en un temps inférieur a FAL
a partir du temps ou z s’'annule, x' étant encore négative non
nulle, # décroit, devient négatif et le changement de signe, légitime
sur z, nous raméne au premier cas ; les intégrales réelles z(¢) sont
donc bien oscillantes ; les zéros sont tous simples et correspondent
a des points d’inflexion de la courbe (¢, z). Dans le second cas, on
voit aisément que la vitesse reste bornée pendant le retour a zéro,

car
t

.z"o—x’=/ﬂ zA(t)dtSxy M(t—1¢)) < M:'r(-, ’
i, |2, |

Mz}
.

(18) 2| sz |+ N

Les résultats obtenus par cette voie directe ne sont pas suffisam-

ment précis ; nous allons comparer une intégrale ¢ de
P+ta(t)=o0
a une intégrale n de '+ 3(t) = o, en supposant«(t)23(¢)>o
el £p="1,420, £, =1, >o0. Quand ¢ tend vers ¢,, le quotient g
tend vers 1 : pour £, =1, o, c’est évident, et pour £,=n,=0,
la régle de 'Hospital donne le résaltat. Si 'on se borne au temps
ou & et n sont tous deux positifs, on a
Fr—8n'=tB—a) <o,

de sorte que la fonction &' — £n' est décroissante, donc négative,

puisque, pour ¢,, elle est nulle. La dérivée de%est négative,

donc% <1 et, en se bornant méme au laps de temps ou 0’ reste

positif, on a

(19) Ci<ian i<n vaw

Ceci entraine que ¢ atteint son premier point stationnaire avant
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que = atteigne le sien, I'élongation de ce point stationnaire étant
également plus petite pour £ que pour 7.
Silon suppose M > A (¢£)>>m, on pourra supposer d’abord z =¢,
a(t)=A(t), 3(t) = m; on a alors
7 =X sin[ym(t— k)] 7'

o A= 24 —.
-q’:)\\/-n—zcos[‘/m(t—h)] m

, . e o, e . a2 . .
L’¢élongation de x reste inférieure a \/xﬁ'—i— ,—:L ; le point station-

. . z K
naire de z est atteint, en supposant x,= o0, avant 'époque NG
2ym
2

0 Yo peut, au

et est & une distance de I'origine moindre que —%
m

contraire, supposer =7, 3(¢) = A(t), a(t) =Metl'onvoit que,

supposant zo=o0, le point stationnaire de z est atteint aprés

Iépoque 7 et est a une distance de l'origine supéricure a [,
24/]

Nous venons de raisonner pour un zéro de z et le point station-

naire le suivant immédiatement ; les mémes résultats sont valables

pour un point stationnaire et le zéro suivant : un raisonnement

direct analogue le prouve, mais il est commode de poser

t=—1 z = x, 2 =—2a 2= X
1 9 1y 1

(les dérivées sans indice étant prises par rapport a ¢, celles avec
indice par rapport a ¢,) ; la courbe (¢, ) se trouve parcourue en
sens inverse. Une conséquence intéressante est la suivante : partons
d’un zéro de z avec la vitesse (absolue) ¢,, le point stationnaire
suivant est a la distance D telle que

(20) fo<pg o,

VM~ Vm
De ce point stationnaire,  revient a Porigine, la vitesse ¢, a 'ori-
gine satisfaisant a I'inégalité ’

.

(21) S<ps L

VM m
ou, si 'on préfére, .
(22) D ym<e, <D /M.

Le point stationnaire suivant, situé par rapport a O du cété opposé
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. 3 .es . ., . . . 0 2
a celui déja étudié, esta une distance D, comprise entre —=et —-,

VM Vm

autrement dit (?)

™ p<py /M.
(23) D\/M:thD\/m

La courbe (¢, ) est donc une espéce de sinusoide n’ayant
d’autres points d’inflexion que ceux ou elle perce 'axe des ¢, dont
les boucles ont, sur 1'axe des ¢, une longueur limitée inférieure-

ment et supérieurement (-—W: et _7::>’ pendant que VYamplitude
VM m

parallelement & Oz de la boucle peut offrir des caractéres diffé-
rents : A constant et positif donne une amplitude constante ;
A périodique peut donner, comme on le verra plus bas, des ampli-
tudes variant en progression géométrique (de raison supérieure ou
inférieure a 'unité). Ce sont les deux cas extrémes pour la varia-
tion de cette amplitude (en supposant A positive et non nulle).

Etudions maintenant la fonction ¢; quand £ augmente indéfini-
ment, p peut ou bien varier toujours dans le méme sens, au moins
a partir d’une certaine époque, ou bien admettre indéfiniment des
alternances de variation.

Dans le premier cas, si ¢ va toujours en croissant, il ne peut
augmenter au dela de toutes limites; sinon, en vertu de 'équa-
tion (2), p" deviendrait infiniment grande négative, donc p' aussi
et il y aurait contradiclion puisque p est supposé croissant : p ne
peut donc que croitre jusqu’a une limite finie. Le méme raisonne-
ment prouve que si p va constamment en décroissant, il tend, non
pas vers zéro, mais vers une valeur limite supérieure a zéro. Un
cas simple ou 'une et 'autre de ces circonstances peut se trouver
réalisée est celui ou A (7) tend vers une limite déterminée a? quand ¢

augmente indéfiniment, p tendant vers \/2 .
Comme application de la fin du n° II, prenons la courbe

©% 49
. .2
¢+ 1

pr=

(') On a aussi
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p tend vers 1, en décroissant, quand ¢ augmente indéfiniment ; on
aura icl

2
¢t = ¢ + arc tange, u:\/ ;’;T::_—_—;,
_u_,‘{’z._.____i___, %_ﬁ= 1 __292(292+3)
uw (e 0)(pr+2) wowr o (P40)(et+2)  (PP41)*(9P42)’

et 'on calcule A par la formule, sans radical

A=czu"[1+ -u—]-
u
On a ainsi
et + 698+ 109"+ 1092+ 6]

A= (924 2)

Quand ¢ varie de — o0 & 40, ¢ varie aussi de —oo @ 4o et la
fonction A reste comprise entre deux limites positives m et M
faciles a déterminer : on peut dire que ¢ croissant indéfiniment, il
s’établit un régime sensiblement permanent, ou les trajectoires
sont sensiblement soit le cercle p =1 décrit d’'un mouvement
uniforme, soit les ellipses qui en dérivent par la transformation
affine indiquée plus haut.

" Supposons maintenant que p ait, pendant un certain temps
(limité ou non), des alternatives de croissance et de décroissance;
soit un minimum p, suivi d’'un maximum p,. On écrit

2¢2g’

(4) 2p'= 2t —a A,

d’ott intégrant entre les limites £, et £, (g, = p,=0)

t
=f A(2pp)dt.
¢

1

(25) = =

;
P1 e3

Puisque o et o' sont positives, 'intégrale du second membre est
comprise entre celles que 'on obtient en remplagant A par m ou M,
d’ou '

.

—-—

|
I

[}
]
: Iﬁm

(26) m(ei— i)

A

F= N

(p3—01)-

O
—1
o)
(&S

La suppression du facteur p} — p}, qui est positif, donne aussitot

c

=

Méme raisonnement si le maximum précéde le minimum.

(27)

UA
A

c
—‘/—ﬁ P12
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Supposons, de plus, d’abord que p ait indéfiniment des alterna-
tives de croissance et de décroissance, puis, quel’oscillation|ps—p,|
devienne infiniment grande ; supposons p, >> 5, il est nécessaire

que p, soit infiniment grand ; p, qui est compris entre — \/_l\i

I Cc . . .
et P est doncinfiniment petit. Prenons comme axe Oz la dr01te
2 m .

passant par le minimum (g4, ¢,) ; on aura

(28) ry=p,  Xp=o0, yi=o0, yj=—»

Au bout d’un temps 6, limité, non nul, compris entre

-
et——, y atteint un mazimum compris enlre—)—' et 2L, donc

2y m \/m
trés grand ; pendant cette période x est resté trés pem del'ordre

de g,, carles maxima et minima successifs de x se succédent a des

intervalles de temps compris entre L et —0—; le temps § ne peut

\/m

comprendre qn 'un nombre limité de ces intervalles compris

m
entre - / ; nous avons vu que chaque maximum de | z |
sV wetsy

est inférieur au précédent multiplié par \/ » de sorte que z est
m
resté inférieur a
|\/\l
M 2 m
* (\/ %)

et par suite est resté del’ordre de p, : 2+ »2 ne peut donc devenir
trés grand que si y devient trés grand et le maximum de 22—+ y?
sera sensiblement atteint en méme temps que le maximum de | y | ;
Uintervalle | £, — ¢, | correspondant a |p, — p, | est de I'ordre de b,
et

7 T
sym  ayM

compris entre

* il n’est ni infiniment petit, ni infini-

ment grand.

IV. Onsuppose A (¢ + )= A(¢); les fonctionsX( y=z(t+m)
et Y=y (t-+=) sont intégrales de I'équation 2"+ z A(t) = o,
avec la méme valeur de la constante ¢. On peut écrire avec certaines
constantes [, m, ', m' bien déterminées

X(t)y=laxz(t)+m y(2)

Im'—ml'=1.
Y(t)=la(t)y+myt)y T

(29)
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On peut déterminer la constante p. de sorte que
(30) Y+ pX=My+ pa),
ot A est une nouvelle constante. Cela entraine

m+pm U+ pl -

t o

L’¢limination de p. donne aussitot équation du second degré
@31) L R—((I+m)h+1=0.
La constante & de ’énoncé est [+ m'; on a d’ailleurs

A—m' A
l.L = —

m A=

Si k2> 4, les deux racines A, et hy(ou p, et p,) sont réelles et
distincles ; on peut prendre pour nouveaux axes O z et Oy les deux
droites ) + @ & = 0, ¥ + pax =0} si 6 est leur angle, on aura

Pg:z1+.},2+ l_z-_ycos(),
X=z(t+7)=M2,

(32) YE)/(H_N)E%.
1

Aux zéros, ou points stationnaires de  (ou y) correspondent les
points analogues de X (ou Y); dans un intervalle de longueur =,
il y a un certain nombre (entier positif) D de zéros (et aussi de
points stationnaires) de z (1) ; cela entraine d’abord I'existence des
nombres m et M puisque A (t) est supposée réelle et réguliére
de t =—o0 & t =+ w0 :ici il suffira d'étudier A (t) de ¢y a ¢,
pour obtenir m et M [A(¢) étant de plus supposée positive]; en se

rappelant que 'écart de deux zéros successifs est compris entre

i \

mﬁ et ﬁ on peut écrire ,
(33) D——<zsD——

VM ym
ou, ce qui revient au méme, .
(34) m<D2EN.

(1) On verra plus bas que le nombre D est le méme pour l'intégrale y (n° V).
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Les nombres 2, et hy — ) sont distincts ; on peut supposer | A, |<1;

on voit d’ailleurs (que X, > o entraine que D soit pair et que X, <o
entraine D impair; les amplitudes des maxima de | z | sont multi-
pliés par | X, | en passant de 'un au suivant. Ici la courbe (z, y)
s’allonge de plus en plus du coté de 'axe des z en se rétrécissant
de plus en plus dans la direction paralléle a Oy et les écarts | ps — /]
augmentent indéfiniment. (La transformation affine peut changer
arbitrairement 'angle Oz, Oy.)

Sik=-+2,onal=2~=-1 etiln’y a plus, pourrépondre a
la question, qu'une intégrale réelle, d’ailleurs périodique ; prenons
la droite y 4 12 = 0 en question comme nouvel axe des x. On
aura
X=a(t+n)=z(t)+ my(l),

(35) Y=y(t+7)= y(2).

Dans un intervalle arbitraire (¢, ¢o— ) la fonction y a un nombre
constant D pair de zéros (ou points stationnaires) et 'on a encore
I'inégalité (34). La courbe (2, ) reste tangente a une série de D
droites fixes paralléles a O z ; elle coupe I'axe des z en D points
fixes fournis par les racines de y (¢) comprises entre ¢, et £, -+ = ;
elle s’allonge de plus en plus parallélement 4 O 2.

Sik=-—2,0na)=»A=—1cetiln’y a pas grand’chose de
changé ; le nombre D est impair et les droites, paralleéles & Oz,
langentes a la courbe (z, y) sont en nombre pair 2D, deux a deux
symétriques par rapport a l'origine ; les points fixes ou la courbe
perce Oz sont également en nombre pair 2D et symétriques deux
a deux par rapport & O ; les formules (35) sont remplacées par

X=x(t+m)=—2(t) +my(t),

36 :
(36) Y=3(t+mx)= —  y(?).

Pour ces deux cas k === 2, les résultats énoncés se rapportent
dmz£o0; st mestnul, z ety sont périodiques toutes deux, ainsi
que toutes les intégrales de (1) : période = si A, =1, demi-
période = si hy = —1, et la trajectoire (z, y) est parcourue pério-
diquement, en le temps = si A,=-1, en le temps 2w si A\, =—1,
et dans ce dernier cas l’origine est centre. Ce cas k==z=2, m=o,

exige que p.soit indéterminé, d’ou m =o,l'=o, m'=1= )\ 1.
Si k2 < 4, les deux racines 1, et , (ou A, et Aq) sont distinctes,
Ann. de Mathémat., 6° série, t. II. (Janvier 1927.) 2
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mais imaginaires conjuguées ; A, et A, ont pour module commun
P'unité ; siles deux droites conjuguées imaginaires y -+ ., =0,
¥+ a2 = 0 ne sont pas isotropes, on prend pour nouveaux axes
Oz, Oy leurs bissectrices, qui sont réelles et bien déterminées.
) y
On a alors gy =— pa=1m, ou m, est réelle ; on écrit donc, avec
- P ; :

une constante o réelle,

37)

Y-+imX=ew®(y+ima),
Y—im X=e®(y—im z).

On a le droit d’effectuer la substitution de module unité

@, y; —k, )ﬁ,V;Z)
Vmy

ce qui, supprimant les indices, rameéne (37) a la forme plus simple

{ Y+iX=elo(y+ix),

(38) ? Y —iX=ei(y—ix),

qui correspond purement et simplement a une rotation de 'angle o
pour passer du point (z, y) au point (X, Y); la courbe y précise
étudiée se compose donc d’une infinité d’arcs congruents, ne diffé-
rant les uns des autres que par une rotation d’amplitude w autour
de l'origine ; lafonction p2 correspondante admet donc la période =.
Si les droites y + pyx = 0, ¥ -+ p2 & = 0 sont isotropes, on a pré-
cisément la forme (38) sans intermédiaires.

Dans chaque cas k* > 4, k* << 4, k*= 4 nous avons mis en évi-
dence une trajectoire particuliére possédant des propriétés remar-
quables ; la transformation affine générale étant cffectuée, onverra
sans peine la modification de ces propriétés (le cas k2= 4, m —=o
est exceptionnel).

La discussion compléte prouve donc que la condition A%< 4 est
suffisante pour trouver une solution p de (2) périodique, cette
solution o étant unique d’ailleurs ; pour A2 > 4, iln’en existe plus,
donc A*S 4 est bien nécessaire; le cas k=4, en général, ne
donne aucune solution p périodique; exceptionnellement pour
k? = 4 toutes les solutions de (2) peuvent étre périodiques.

V. Quand on suppose A (t) simplement positive, toujours com-
prise entre m et M, on voit aussitot que les zéros de deux intégrales
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réelles quelconques de (1) se séparent ; en effet la trajectoire (x, y)
est parcourue, toujours dans le méme sens de rotation autour de
lorigine ; la concavité est toujours tournée vers l'origine, de sorte
que deux zéros consécutifs de z donnent deux points consécutifs
communs a la courbe et 'axe Oy, 'un étant nécessairement sur la
demi-droite Oy, I'autre sur la demi-droite opposée Oy': en route
onarencontré nécessairement une fois et une seule ’Ox. D’ailleurs,
si 'on préfére raisonner analytiquement, on écrit

d(y ¢
dt 5>~5'

Sil'on suppose ¢ > o, on voit que %reste continue entre deux
zéros consécutifs de x, varie de — o a + a0 en croissant constam-
ment ; elle s’annule donc une seule fois. Un intervalle (¢, ¢,) qut
contient D zéros de z contient D—1, D ou D--1 zéros de y.
L’écart de deux zéros consécutifs de x est au moins ;_/% » au plus ..%;

]
on a nécessairement

k1Y
v

La derniére inégalité est obtenue en remarquant qu’un intervalle

(D—-—I)TtS

gl als@y

d’étendue = contient au moins un zéro de z. On pourra écrire
n

cette double inégalité sous la forme

(39) ym

M
—T-:—|t1—t01~—1§D§‘/ 11— | +1.

U

Conséquence intéressante : soit des nombres successifs croissants

(40) Lo, 1, f2y .oy lp—yy, lny ce.,

et supposons qu’entre ¢, et £;, 2 et y n’aient pas le méme nombre
de zéros : D pour , D — 1 pour y ; soit (£,_1, ¢, ) le premier inter-
valle de la suite (40) consécutif a (¢, t,), nZ2, ou z et ¥ n'ont
pas le méme nombre de zéros ; en étudiant (¢, £, ) on voit que c’est y
cette fois qui a un zéro de plus que x dans l'intervalle (t,_, t,).
Ce dernier résultat est intéressant quand A(¢) ala période = ; nous
prendrons en effet la suite

(41) to, Lo+ Ty ...y lo+(n—1)T, ¢+ nmw,
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et puisque z (¢);  (t+mx), ..., z[t—+ (n—1) =] sont toutes inté-
grales de (1), si D est le nombre de zéros donné pour x par le
premier intervalle (41), tout autre intervalle de la suite (41) en
donne D, D —1 ou D -1 si les intervalles (41) ne donnent pas
tous le méme nombre D, ils donneront, avec certaines alternances,
soit les deux nombres D et D +-1, 4 Pexclusion de D — 1, soit les
deux nombres D et D — 1 a I’exclusion de D -~1. Si nous sommes
dans le cas d’alternance des nombres D et D 41, il peut arriver
que 'alternance ait lieu a chaque fois ; il peut arriver au contraire
que plusieurs nombrés consécutifs soient égaux : supposons que
deux nombres D soient consécutifs (on raisonnerait de méme si
c’était deux nombres D -+1); un intervalle de longueur 2 donne
2D zéros de z, et puisque 27 est période de A (¢), un intervalle
quelconque [ ty+ hm, ty—+ (h -+ 2) =] ne peut donner que 2D ou
2D + 1 zéros, donc les nombres D +- 1 fournis par la suite (41) sont
isolés; onvoit, toujours suivant les mémes principes, que le nombre
des quantités D intercalées entre deux nombres D + 1 est ou fize,
égal a un certain entier p, ou égal, avec certaines alternances, de
temps en temps & p et de temps en temps a p +1, et on pourrait
encore continuer dans cette voie.

Supposant toujours que A(¢) ala période m, il s’agit de préciser
la formule (39), de montrer que dans I'intervalle (¢, ¢,+ T), ouT
est positif arbitraire, le nombre N de zéros d’une intégrale arbi-

traire de (1) est de la forme o

(42) N=aT-+r,

ou « est fixe, indépendant de T et de U'intégrale adoptée, et ou r
est borné; d’aprés ce qui précéde, il suffit de I'établir pour une
intégrale z, choisie comme on voudra; pour une autre £, r ou bien
sera le méme ou bien aura varié d’une unité. Pour fixer le choix
de z, 1l est avantageux de séparer les deux cas k22 4 et k2< 4.
Soitle premier cas k224 : il existe au moins une intégrale réelle x
au multiplicateur 2 réel (n°IV) et c’est celle-la que nous choi-
sissons ; ¢, étant zéro de x, t,-+ = est un autre zéro que nous
supposerons séparé de ¢, par D — 1 autres zéros (D 2 1) : I'inégalité
(39) est remplacée par 'inégalité plus précise (33) ou (34), déja
obtenue, que je rappelle
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Cette fois un intervalle gquelconque d’étendue = contient D zéros

de z; en écrivant
T=hln+my,

ou h est un entier positif ou nul et 7, un nombre positif inférieur

aw, on a évidemment
N=hAaD —l—/(',

ou k est 'un des entiers o, 1, 2, ..., D —1. Cela permet d’écrire

‘Nth+k:EEﬁD+k=aT+n

43
) («:9, r=k—Z'D. '
T ~
C’est le résultat annoncé ; r reste compris entre —D et D —1,
s'il s’agit de z, entre — (D + 1) et D ¢’il s’agit d’une autre inté-
grale £.

En passant, remarquons que A2 >> 4, sans égalité, donne une
autre intégrale y au multiplicateur 1. dans un intervalle d’éten-
due =, y posséde D' zéros et D' a pour valeur D, D —1 ou D +1.
En prenant un intervalle d’étendue nm, ou n est un entier arbi-
traire, ¥ donne d'une part nD’ zéros, de lautre nD, nD —1,
ou nD +1; donc D'=D. Pour £*= 4, dans le cas exceptionnel
ou toutes les intégrales de (1) ont le méme multiplicateur A ===1.
naturellement ceci s’applique encore.

Dans le cas k2 < 4. utilisons la trajectoire particuliére y relative
a la solution périodique p de (2); elle se compose d’une infinité
d’arcs congruents, superposables par rotation de I'angle w autour
de l'origine. Remarquons qu’un arc de y sur lequel 'angle polaire ¢
varie de ¢, & ¢+ = coupe une fois et une fois seulement une droite
indéfinie issue de l'origine et donne un zéro et un seul de l'inté-
grale z (z et y sont cette fois p cosg et psing). Si donc v est com-
pris entre nw et (n —+ 1) %, quand ¢ augmente de w, donc o de w,
on rencontre soit n, soit -1 zéros de x et tout est ramené a
trouver 'accroissement ® de ¢ quand ¢ augmente de T ; on écrit
toujours T = hw =4, de sorte que 'on a

b=/ +a,
ou ®», est compris entre o et ». On écrit maintenant

’ hw=h w+ 7y,
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ou A, est entier, positif ou nul, et o «, est compris entre o et =.
Donc
D = hy+ 0+ 7.

Le nombre N résulte de ces accroissements /1, w, », et 7w, de o ; le
? 'R
premier donne %, zéros de z, le second w, en donne un nombre

égal a 'un des entiers 0,1, ..., n +1; le dernier «, en donne zéro
ou un. Donc

N:/11+l,
[ étant un entier de la suite o, 1, 2, ..., n+ 2. Or
[5) T T—=x o Ed
hy=h - 2" (_)_._2,
T ™ kn ™~
w T W 5
N=T +1— 2222
T - T
(44) ® o x
%= —> r=1l— = 22
T2 2 T

Le résultat est encore établi; r est borné, car il reste compris
entre n -+ 3 et — (i; —+ 2> s'1l s’agit d’une intégrale arbitraire .,

entre n 42 et — ('j—)_ -+ 1> s’il s’agit de z ou y.

11 est intéressant de comparer le résultat N = o T + ravec'iné-
galité (39) que j’écris avec les nouvelles notations

(39" _”%t’l?T_ngaT+r\§‘—/X‘T+l.

™

On en déduit

O

™

=3l =

r
T

et en faisant croitre indéfiniment T on a

' NP
— = = ™ °

T .

Le cas k%2 4 ne donne que l'inégalité (34) déja obténue directe-
ment, mais le cas £2<C 4 donne le résultat intéressant

(45) mym<w<z M.

VI. Le résultat demandé découle du n° 1¥; ici A est positif
P >
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compris entre le minimum m = ¢*— ¢, etle maximum M =¢>-4-¢, ;
I'existence d’une solution non stable entraine lexistence de
I'entier D tel que, par I'inégalité (34), on ait

P?*— ¢ =Dz ¢+ qa. :

Si donc le carré d’aucun entier n’est compris entre ¢*— g,
et g2+ q1, toutes les solutions de (1) sont stables.

Note. — Je n'al pas tout a fait suivi la marche proposée pour
1’énoncé pour le n° II, tout au moins pour indiquer sous quelle
forme les constantes R, et R figurent dans I’expression de R, inté-
grale générale de (2). On a, par dérivations et tenant compte de (2),
avec trois constantes o, 3, v telles que ay — B2=1

R2=oax?+ 28 2y + y)?2,
RR'=az2'+ B(xy +2'y)+vyyy,

c?
R’2+ e axr?+ogx'y 4+ vy

La derniére équation s’obtient en dérivant la seconde, rempla-
cant RR" par c— — AR? et 2" par — Az et y" par — Ay. Ces équa-
tions, pour t__ to, donnent o, 3] v hncalrement au moyen de R3,

RR,, et —{—R” On adonc

) R-’:Rgu—kRoR",u+<R” ks )
ol u, ¢, w sont trois intégrales de I’équation du troisieme ordre (12)
donnée plus haut. Remarquons que, si nous développons les
deux membres de (f) suivant les puissances croissantes de ¢ — ¢,

902
en remplacant 2R R] par )Rc,_,
U

stants, des coefficients dc ¢ -— ¢, et de (¢ — ¢,)? ne peut avoir lieu,
quelles que sotent R, et R, que si I'on a

— 2 A R, Végalité des termes con-

Ug=1, T Pep=0, W, =0,
[ . I — ¢ L
uy = o, vy = 2. wy=o,
_ v__ v .
wy= —2A4,, vy=o0, wy=9.

et ces valeurs initiales fixent, d’une facon unigue, les trois inté-

grales «, v, w de I'équation (12), indépendantes de R, et R), qui
dotvent figurer dans la formule (/).



