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CERTIFICATS DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.

EpREUVE THEORIQUE. — I. C. 118. — 1° Solent une courbe plane G, P
la projection orthogonale d’un point donné O du plan sur la
tangente au point courant M. Déterminer les courbes Ctelles que l’on

ait &ﬁ‘ = a.0P, a étant une longueur donnée.

2° Soient une surface S, P la projection orthogonale d’un point
donné O sur le plan tangent au point courant M. Former I’équation
aux dérivées partielles qui caractérise les surfaces S telles que l'on

att Wl = a.0P, a longueur donnée.

3° Montrer géométriguement qu'il existe une intégrale compléte
formée de sphéres. La déterminer ainsi que l'intégrale singuliére.

A défaut de cette solution géométrigue, déterminer analytiquement
une intégrale compléte soit en employant les coordonnées polaires de
Uespace, soit en effectuant une inversion de péle O.

4° Indiquer la nature géométrique des caractéristiques et montrer
que ce sont des lignes de courbure des surfaces intégrales. Donner une
définition géométrique simple de l’autre famille de-lignes de cour-
bure.

II. C. 116. — 1° On considére les intégrales

1 ®
F(z)= [ etrstdr, G(z)zf e—t11 dt,
“1

]

o t est réel et positif el z = x -+ iy complexe. Dans quelles conditions
ont-elles un sens?
20 Montrer que F(z) est holomorphe dans tout domaine borné dans
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lequel x est positif et que, dans ces conditions,

1 I (—1)n
(1) F(z)_z—z+1+...+-—————n!(z+n)+....

Etablir que la série du second membre de (1) converge uniformément

dans tout domaine borné ne contenant pas les points 0, —1, — 2, ....

En déduire que F(z) est prolongeable analytiquement dans tout le,

plan et est méromorphe. :
3 On pose

Gn () =f e—tgz—1dt (m entier positif).
1

Montrer que G,,(z) est holomorphe dans tout domaine borné. En
déduire que G(z) est une fonction holomorphe en tout point a distance

Jfinie.

4° Montrer que, pour y =o et x > o,

1

1
z(x —+1) <F(2)< z

et que, quel que soit 3,

1G(2) | <T(lz]+1),

I'(u) étant la fonction eulérienne. En déduire que G(3) est de genre 1
et est décomposable en facteurs sous la forme

® Z
G(3) = AebZH(I— a%)e"“»,

1

, . 1, .
la serwz étant divergente.
lan|

EPREUVE PRATIQUE. — Les axzes Ozyz sont rectangulaires. Une
droite MP se déplace de telle facon que le point M décrive le cercle
z =0, 22+ y2= a2, que le point P décrive le cercle y = o, x?+ z2= b*
et que les angles de OM et OP avec Ox soient égaux (ces angles
sont comptés dans le sens de Ox vers Oy et dans le sens de Ox vers
0z respectivement). On appellera § Uangle (O x, OM). Soit S la sur-
Sface engendrée par la droite MP.

1° Calculer le volume compris entre la surface S et les plans de
coordonnées dans la portion de l'espace ot & >0, ¥ >0, 3> 0. Quel
est le mazximum de ce volume lorsque a et b varient de telle fagon
que a*+ b2= R?, R étant donné?

20 Trouver les lignes asymptotiques de la surface S. On donnera
notamment l’équation cartésienne de leurs projections sur le plany O z

Nota. — Dans la premiére question on pourra, par exemple, remar-
Ann. de Mathém it., 6° série, L. II. (Jullet 1927.) 14
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quer qu'un point du volume considéré a pour coordonnées

z=ula~+v(a—>b)]cosb,
¥ = ua(1+ v)sin¥,

% = — uvb sin,

u et v étant deux paramétres variant entre certaines limites et

variant de o & g (Strasbourg, juin 1927.)
EpPREUVE THEORIQUE. — I. C. 117. — Soit {’équation différentielle
d, 4K22

AT (N Ii—K) (A 1+ K

ou N\, p sont deux coordonnées rectangulaires dans le plan O \p, K une
constante réelle positive. On pose

2K
(2) tang:‘o—')\i’—!—p‘l—i-l—l("’.

Vérifier que l’équation (1) est équivalente a

dp.
(3) dg+ 4 =o.

Il. On suppose la fonction ¢ des deux variables indépendantes A,
u définie par la formule (2).

a. Pour K =1, donnei l'interprétation géométrique de tango, point
critique, quand (A, \1) tourne autour de l’origine et revient au point de
départ quel changement subit ¢.

b. Pour o <K <1, la fonction ¢(\, p.) est uniforme.

¢. Pour 1< K, la fonction o admet les points critigues (y/K?—1, o)
et (— yKi—1, 0). On suppose que (), ) suive une courbe continue
partant de Uorigine et allant en un point M donné; la valeur initiale
de ¢ est prise égale & o; classer les déterminations de ¢ & l’arrivée
en M; influence d’une circulation autour d’'un point critique.

III. L’expression

dU:zK[

(R— 21— K2) dp. — 2hp.dh
()\:‘1_ H2+I_K:)2_._ 4K2”2

est une différentielle totale exacte; calculer la valeur de l'inté-

grale./ dU prise le long d’un circuit fermé de dimensions suf fisam~

ment petites entourant l’un des points (VKT=T, 0) ou (— yK2—1, o) en
supposant K > 1.
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IV. En changeant \ en p, p. en A, K en iK, montrer que l'intégrale
générale de
dn — 4 K2
(4 dp - (O F =K+ 21+ K2)

est donnée par

I A2+ p2+ o KA +1-+ K2

2 gl‘z—l—m—zK)\—H—c—Kz

—_— Z\- = const
k= .

V. Par un point du plan passe uneintégrale de (1), une de (§) : elles
sont orthogonales.

.

EpREUVE PRATIQUE. — C. 118. — 10 Soit I’équation différentielle

)
- V= s aba o)
ot a, b, c désignent des constantes réelles.

Montrer qu'elle admet des intégrales particuliéres indépendantes
de a, b, c;

2° Ecrire Uintégrale générale en distinguant les trois cas sutvants :

b*— ac > o,
b2— ac =o,

2—ac < 03

3° Pour que l'intégrale générale soit rationnelle il faut et il suffit
que
1
b2 — ac
soit le carré d’un entier.

L'intégrale générale peut-elle éire uniforme dans tout le plan de la
variable complexe, sans se réduire a une fraction rationnelle ?
Trouver dans ce cas les points singuliers d'une intégrale. Préciser leur
nature en remontant aux définitions. Prouver qu'ils sont sur une
méme circonférence. (Lille, juin 1927.)

EpreUVE THEORIQUE. — I. Question de Cours. — Ewxistence des solutions
de Déquation en y

% =f(w’y)7

f étant une fonction donnée de variable réelle non nécessairement
analytique, satisfaisant a des hypotheses que l'on précisera.
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1I. Probleme. — C. 119. — En sappuyant sur les expressions de

T(1+z) et de pkiid

en produit infini, prouver que

0
1 sinzte 1 1+ .
logl'(1+ z)+ =1lo + -lo =E a, x2n—1
gT( ) 2 8 5n 2 %1 "% a ’
1
le second membre étant une série entiére dont ondonnera le rayon de
convergence et dont on exprimera les coefficients a l’aide de séries.

EpREUVE PRATIQUE. — C. 120. — z= 2+ iy étant une variable
complexe, calculer Uintégrale

f dz
z—24+\/1—22

prise : 1° Le long du cercle
2+ y?*—3zx =0

dans le sens direct, le point z partant de l’origine et le radical partant
de la valeur 1.

2° Le long du méme cercle, dans le méme sens, avec le méme point
de afépart, le radical partant de la valeur —1.

30 et 4° Mémes questions pour le cercle

.

22+ y2—3y =o0

le point de départ étant encore o. (Clermont, juin 1927.)



