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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES

SECTIONS SPHERIQUES D'UN TORE;
Par ILIOVICI.

Lintersection d’un tore et d’une sphére se trouve sur un
cone du second ordre, dont le sommet est sur U'axe de révolu- .
tion du tore. ' .

Le tore peut étre considéré comme enveloppe d’une sphére S
dont le centre s se déplace sur le cercle médian C. Toutes ces
sphéres ont méme axe radical, qui est 'axe de révolution du tore.

Soient w le centre de la sphére donnée S et 1le centre radical
des sphéres S etde 2.

Toute sphére S coupe X suivant un cercle qui se trouve dans
le plan radical P, plan mené par I perpendiculairement a ws.

L’intersection de X et du tore est 'enveloppe de ces cercles.
Elle est donc sur I'enveloppe des plans P, qui est le cone de
sommet I et supplémentaire du cone de sommet w, qui a comme
base le cercle médian C. <

La section sphérique d’un tore est une biquadratique gauche.

De la résulte le théoréme suivant, di 4 Mannheim.

Toute sphére bitangente a un tore le coupe suivant deux
cercles. — En effet si la sphére est bitangente au tore, elle est
aussi bitangente au céne I, et 'on sait que deux quadriques
bitangentes se coupent en général suivant deux courbes planes.

En faisant une inversion, qui a pour péle un des points d’inter-
section de la sphére avec I’'axe de révolution, on déduit du théo-
réme de Mannheim celui d’Yvon Villarceau.

' Ann. de-Mathémat., 6° série, t. IL. (Janvier 1927.) I



.

Q)

—_——

Le cone de sommet I et supplémentaire du cone wC (')
coupe le tore suivant une courbe du 8° degré, qui se décompose
en deux biquadratiques gauches, se trouvant I'une sur la sphére
2 et autre sur la sphére 2’ qui a pour centre o (symétrique de w
par rapport au centre de C) et telle que son centre radical avec les
sphéres S, soit encore I.

On voit en effet que le cone ' C'se déduit de w G par transla-
tion, il a donc méme supplémentaire que ce dernier.

Réciproquement, pour qu'un cone du second ordre dont le
sommet I est sur 'axe de révolution, coupe le tore suivant-deux
biquadratiques gauches, il faut etil suffit que la section par un plan
perpendiculaire a ’axe admette le pied de 'axe comme foyer. En
effet le cone supplémentaire admet ce plan comme plan cyclique.
On peut donc construire deux coénes paralléles a celui-ci, en
prenant comme base le cercle C. Les sommets des deux cones
ainsi obtenus seront les centres des sphéres contenant les hiqua-
dratiques gauches, sphéres que le point I détermine sans ambi-
guité.

AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES (SESSION DE 1926).

—
Probleme de Calcul différentiel et intégral.

On considére Uéquation différentielle linéaire du second
ordre :

(1) 2"+ xA(t)=o,

ot A(t) désigne une fonction analytique de la variable indé-
pendante t, réelle et réguliére pour toutes les valeurs.réelles et
JSinies de t.

1° Démontrer que toute solution de cette équation peut se

mettre sous la forme
T = p coso,

(') w sommet, cerclc G base.
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o satisfaisant a U'équation différentielle
0 €2 .
(2) - P—‘§+PA<t)=0, .

ot c désigne une constante a laquelle on peut donner une
valeur arbitraire, autre que zéro (1 par exemple), tandis que ¢

a pour valeur
: cdt
._/ e

Réciproquement, si o est une intégrale quelconque de (2) et

une fonction primitive de pﬁ,, Uintégrale générale de (1) est de

la forme '
Cpcos(o + k),

C et h étant les constantes d’intégration. Toute solution ¢ (t)
de Uéquation (2) est réguliére et de signe constant quand t
varie de — w0 @ + .

2° 1l résulte de ce qui précéede que Uéquation (2) s’intégre
au moyen d’une quadrature dés que l'on en connait une
solution particuliére. Sous quelle forme les constantes d’inté-
gration gy et o, figurent-elles dans U'expression de Uintégrale
générale ? Interpréter le résultat en considérant les trajec-
toires du point analytique
3 =pew,

et le lien qui existe entre les trajectoires correspondant auzx
diverses solutions de Uéquation (2). Examiner le cas o A est
une constante positive. ‘

3° On suppose, dans cette troisiéme partie du probléme,
que A(t) reste comprise entre deux constantes positives M et m.
Démontrer que les intégrales réelles x (t) de équation (1) sont
oscillantes, les zéros et les points stationnaires se succédant

=
2y/m

grands que ——:;—ﬁ- Etablir, dans les mémes conditions, quelques

alternativement & des intervalles moindres que et plus

2
propriétés des intégrales réelles o (t) del’équation (2). Montrer
notamment que, si g, el py sont deux valeurs stationnaires con-



sécutives, on a

c . 4
ﬁ<9192< \/m’

et que, dans le cas ot les amplitudes d’oscillation |gs— 4]
deviennent infiniment grandes, les intervalles |ty —t,| cor-
respondants ne deviennent ni infiniment grands ni infiniment
petits.

4° Fzxaminerensuite le cas o A(t) est une fonction perio-
dique, de période égale & n. Montrer que, parmi les inté-
grales de (1), il en existe alors en général deuz, linéairement

.. . . ‘ r
distinctes, qui sont multipliées par les facteurs ) et 5 quand

on change.t en t +mw, X étant racine de l'équation du second
degré a coefficients réels

AM—kA+1=o0.

Quelles sont les propriétés des intégrales réelles de (1) et (2)
qui correspondent aux diverses hypothéses:

k> 2 ou k<<—a, ou k2 < 4, ou k=227

Montrer que la condition k*<C 4 est suffisante, et la condi-
tion k2 < 4 nécessaire pour que (2) admette une solution pério-
dique. : : ~

(On dit alors que les solutions de (1) sont stables.)

5° Démontrer que, A (t) étant toujours supposée périodique,
le nombre N des zéros d’une intégrale réelle de (1), contenus
dans Uintervalle (o, T), est donné par la formule

N=aT+r,
o étant fize et r restant borné. : ’
6° On pose en particulier |
A = g%+ gy cos 2¢,
q et q, étant des constantes réelles, qui vérifient Uinégalité
lgrl<gq%

Démontrer que si Uintervalle (qg*— q4, g*+ q.) ne renferme
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.
le carré d’aucun nombre entier, l'équation (1) n’admet que des
solutions stables.

R ’ * SoLuTioN PAR M. BERTRAND GAMBIER.

I. Si ¢ est considéré comme le temps, I'équation (1) du texte est
.celle du mouvement sur Oz d’'un point de masse 1, soumis de la .
part du point fixe O a une force dirigée sur Oz et mesurée algé-
briquement par — x A(¢) (attractive si A est positif, répulsive si A
est négatif). On peut considérer un axe O y perpendiculaire au
premier, puis I’équation analogue

(1" Y'+yAt)=o
avec l'interprétation analogue.

Les équations (1) et (1) peuvent étre aussi étudiées ensemble :
ce sont alors les équations du mouvement d’'un point (z, y) de
“masse 1, soumis a une force centrale, issue de O, égale algébrique- -
ment & — oA (¢). Les équations (1) et (1') admettent la combinaison
intégrable

zy'—ya'=o,
d’ou l'intégrale des aires
vy —ya'=ptg'=c,’ :

ou ¢ est une constantc numérique arbitraire ; si ¢ est nulle, o est
constant, la trajectoire est une droite issue de O, qu’on prendra
pour nouvel axe des x, de sorte que I'on retombe sur I’équation (1).
On supposera donc ¢ 3£ o, ce qui revient a considérer deux inté-
grales de I'équation (1) linéairement distinctes, c’est-a-dire ne
s’annulant pas ensemble. On a aussitot

pr= 2%+ 2, p@=x5+xﬂ
P+ PP = Y R -y = 2y — A
L’identité
(22+ y2) (@2 + )= (2y' —y2' )+ (22" +yy')?

permet d’écrire
e

ou I'équation (2) de I’énoncé

]

(2) ¢'=

'0|0
%)
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Le calcul fait s ‘applique aussi aux mtegrales nouvelles de (1),
Az et 7, pour lesquelles la constante des aires est la méme que

précédemment; une rotation d’ensemble des axes donmne aussi
(X et h constantes quelconques)

zsin/ —+ y cosh

A(zcosh— ysink), 5
ou, si Fon préfére,
osin(o—+h)

hpcos(p—+h), 3

de sorte que, si p est une solution quelconque de (2), la quadra-
ture ¢ ::ffoizt donne l'intégrale générale de (1)
(3) ‘ hp cos(p + h),

et la solution générale R de (2)
(4) R2 = p? [7\2 cos(o —+ )+ ________‘_sim(;_,_ h)]

avec les deux constantes arbitraires A et /.

Comme x et y, solutions de (1), sont réguliéres pour toutes les
valeurs finies et réelles de ¢, sous les hypothéses de 'énoncé [A (¢) .
fonction analytique de la variable indépendante ¢, réelle et régu-
liére pour toutes les valeurs réelles et finies de ¢], la fonction 22—y2
est aussi réelle et réguliére : on a choisi le couple (z, y) de sorte
que}i‘y’-—yx’ soit égale a la constante ¢ non nulle : de la sorte,
quelle que soit ¢, réelle et finie, ' et y' étant aussi finies, x et y
ne peuvent s’annuler ensemble, donc 22—+ y2 n’aaucun zéro réel a
distance finie ; sa racine carrée o est réguliére et de signe constant

quand ¢ varie de —o0 — o0 ; nous pourrons supposer la détermi-
nation o, adoptée, positive. ’

II. La formule (4) nous donne l’intégt;ale générale de (2). Or,
associer une solution quelconque X de (1) a une-autre solution

quelconque Y de (1) [ou (1")] revient mamfestement a écrire les
équations de la transformation affine générale

, X=Ax—|— ,
(5) ’ P-,)’
Y=7\x+p._}{,
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effectuée, soit sur tout le plan (x, y), soit sur la trajectoire parti-
culiére y(x, y) étudiée au n° I ; le point (z, y) est I'affixe du point
imaginaire z = pe®. Or, si 'on suppose d’abord les deux formes
quadratiques )
@4y (Qatpyy+ e+ py)y

non proportionnelles (A, 1, X', p" ayant des valeurs fixes), chacune
égalée a zéro, donne deux droites imaginaires de sorte qu’il existe
un couple et un seul de deux axes réels rectangulaires (Ox,, Oy,)
liés aux axes (O, Oy) ('), ayant pour transformés deux axes
(OX,, OY,) rectangulaires aussi, liés aux axes (OX,’ 0Y). 1
résulte de 1a que la transformation générale (5) a quatre para-
métres (2,5 ; X, Y) est équivalente a la suite des substitutions

. (75 2uy15 X, Yy; X, Y)
définies par '

6 ‘( #y==x cosa — y sing,
() y1i=x sin‘a +y cosa,
. Xy =lzy,
(7) ; o
1= myi,
(8) X =X;cosf — Y sin(, .
' Y =X, sin § + Y; cos 3.

Le résultat est évident si 'on regarde les plans Ozy et OXY
comme distincts et simplement réunis par le point O : on peut,.par
une rotation, supposer les deux directions rectangulaires Ozx,,
Oy1 coincidant avec l’ensemble des deux directions rectangu-
laires OX,, OY, qui leur correspondent et il suffit d’introduire la
rotation o. amenant Oz sur O z,, puis la rotation $ amenant OX,
sur OX ; on retrouve les quatre paramétres, sous la forme I, m, o, 8

au lieu de A, u, X, p'. Le déterminant jacobien ]I;((X ;ou ' —
est égal au produit des déterminants jacobiens successifs ﬁ—(%(&% )
1 1

Dv(X,, Y;) D(xy, 1)
D(z1, y1)’ D(=, y)

y donc finalement a la quantité Im.

(') Ce sont les rayons doubles de l'involution définie par les couples 4+ y?’=o0
et (hz—+ }Ly) +(Nz+py)lr=o. .
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La quantité
(9) R=X24+Yi=(Qz+pyR+ A r+py)y=Az>+2Bay + C}(?

est la forme quadratique générale en z ety, desorte que u = R?
satisfait & une équation linéaire d’ordre 3 que nous allons former ;
on voit aussitot que

(10) AC—B2=(Qp/— pi )

Dans le numéro précédent, nous nous sommes bornés au cas ou
la transformation affine (5) conserve les aires, de sorte que

A —pN=Im==1
et alors R satisfait a 'équation
RIR”+ AR+ = c2

du second ordre, ou ¢ est la valeur de zy'— yz'; I'équation
d’ordre 3 annoncée s’obtient évidemment en écrivant

d
2 IR3R" 4 0] —
(11) dt[RR—r—AR] o.
Silon introduit la fonction v = R2, on a
w'= 2RR/, w'=2R?2+2RR’

de sorte que (11) devient

d | uu u'?
alrr _ % Aw|=o0
. dat| 2 4 ]
et, en réduisant,
(12) u"+2Au+ fAu' = o. ’

La disparition d’une constante sur les quatre contenues par (5)
tient & ce que sur les paramétres (o, /, m, ) le dernier $ ne
modifie pas R. Si l'on considére deux trajectoiresy ne différant que
par une rotation autour de O, la transformation affine (5) leur fait
correspondre des trajectoires I' non ¢gales.

La partie I suppose donc m = ll; on peut d’ailleurs, au lieu des

. opérations (6), (7), (8), introduire une quatriéme opération en
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écrivant :
z, wcosoc—sy sine
(6) g (e==1),
. ’ yri=x sina —+ ¢y cosa
, X =ka
(7) _l by
. Y, = ky.
g Xy= [Xh
7" Y
(e
8 ' X =X cosB — Y, sinf,
) Y =X, sin83+ Y, cos@,

on a ainsi deux substitutions orthogonales, une homothétie et la
substitution trés simple, conservant les aires, définie par (7"); la
partie I revient a supposer A =1.

Le cas signalé plus haut ou 22+ y2 et hw—+-py)2 + (I x—+—u.y)?
ne différent que par.un facteur de proportionnalité revient a se bor-
ner aux opérations (6) et (7).

" D’autre part, comme on passe de I'équation (2)

" 02
(2) = Ap
a I’équation
7 \, v ” C‘z
(2" py= 9—:‘ — Ao,
par la substitution PT = % [homothétie prévue par (7')] les expli-

cations qui précédent prouventbien que, si p est une solution par-
1t . C
ticuliere de (2), I’ umque (uadrature f £ fournit la’ solution

générale soit de (2), soit de (2'), soit de (12), par la formule (4)
déja donnée s'il s’agit de (2), ou la formule analogue

(') R2 = p2[ A2 cos?(p + h) - 2 sin? (g + h)]

s'll s’agit de (12). .

11 est intéressant de constater (u'une courbe y quelconque con-
duit a une fonction A (¢) et une équation (2) de I'espéce indiquée
ici, pourva que y ne passe pas a P'origine et tourne sa concavité
vers Uorigine; il suffit en effet de poser

x=opcos9, y=psing, cdt=c2dy,



puis.

On a un calcul plus symétrique en écrivant
c , C2 o C2
, Pr=epg BT e T 20¢ o
(13) , "

On trouve ainsi

(14) A= cud(u-+uy),

de sorte que ¢, A et p sont exprimées au moyen de ¢.
Quand on suppose que A est une constante positive, on a une
trajectoire y, particuliére, circulaire

(15) @ =cos{ty/&), y=sin(tyR),
et la transformation affine lui substitue une ellipse
(16) X=)\cos[\/_A—(t—~to)], Y=psin[\/K(t,—z‘1)‘], B

la valeur de ¢ étant
¢ = yA cos [(¢4,— to) VA].

N
II. Supposons maintenant que A(¢) reste comprise entre deux

constantes positives M et m. Comme I’équation étudiée
Z"+xA(t)=o0

ne change pas si  change de signe, nous pouvons supposer que la
valeur z, correspondant a t, est positive ; deux cas a distinguer
suivanl que z est positive ou négative.

Soit le premier cas : x4 > 0, z, >> 0. La quantité x|, est'négative, -
de sorte que -z’ diminue, mais reste positive, pendant un laps de
temps limité : en effet, dans ce laps de temps,  croit, reste positif
et 'on écrit

"= —xA(t),

¢
ZhZxhy— x':f xA(t)ydt >xym(t—1t,),
10

f x/
17 P t— g, S 4.
' ( /.) : ' 0= max,
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La dérivée 2’ s’annule donc avantl’époque £, + 0.%3 , et puisque 2"
est encore négative, z’ devient négative ; nous rentrons dans le
second cas. .

Soit maintenant le second z,>> o, z,<  0; 2" est négative,
z' diminue, par valeurs négatives, donc |#'| augmente pendant que z

diminue; 'espace z, est parcouru en un temps inférieur a !—%,
a partir du temps ou x s’annule, &' étant encore négative non
nulle, z décroit, devient négatif et le changement de signe, 1égitime
sur z, nous raméne au premier cas ; les intégrales réelles z(¢) sont
donc bien oscillantes ; les zéros sont tous simples et correspondént
a des points d’inflexion de la courbe (¢, z). Dans le second cas, on
voit aisément que'la vitesse reste bornée pendant le retour a zéro,

car
t

x%—x’:/ﬂ zA(t)dtSxy M(t— 1)< M?“-’

i 74, | 2 |
: S Mz

(18) (&[] @ |+

. |2y |

Les résultats obtenus par cette voie directe ne sont pas suffisam-
ment précis ; nous allons comparer une intégrale ¢ de

¥ Ea(t)=o

a une intégrale n de n" 47 3(t) = o, en supposantx(£)23(t)>o0
et £g=",20, &, =, >o0. Quand ¢ tend vers ¢,, le quotient g

tend vers 1 : pour £, =1, o, c’est évident, et'pour £,=mn,=o0,
la régle de 'Hospital donne le résaltat. Si 'on se borne au temps
ou & et n sont tous deux posiiifs, on a

Frn—En"=m(B—a) <o,

de sorte que la fonction &' — £n' est décroissante, donc négative,

puisque, pour ¢, elle est nulle. La dérivée de%est négative,

donc% <1 et, en se bornant méme au laps de temps ou ' reste

positif, on a

(19) Ci<ian i< vaw

. Ceci entraine que ¢ atteint son premier point ‘stationnaire avant
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quen atteigne le sien, I'élongation de ce point stationnaire étant
également plus petite pour £ que pour 7.
Sil'on suppose M >>A (¢)>>m, on pourra supposer d’abord z=¢,
a(t)=A(t), B(t)=m; on a alors .
n=X sin[ym(t—h) ye e T

n’=kmcos[\/ﬁ(t—lz)l . m

, e o, . . a2 . .
L’élongation de x reste inférieure a \/xg'—i— — > le point station-

naire de z est atteint, en supposant x,= 0, avant I'époque

T
) 2\/m
[EXY
/m

et est & une distance de I'origine moindre que - On peut, au

contraire, supposer = n, 3(¢) = A(t), a(t) =Met'on voit que,
supposant xO: o, le point stationnaire de x est atteint aprés
2]

zy/i VM
Nous venons de raisonner pour un zéro de = et le point station-
naire le suivant immédiatement ; les mémes résultats sont valables

Iépoque et est a une distance de l'origine supérieure a

pour un point stationnaire et le zéro suivant : un raisonnement
direct analogue le prouve, mais il est commode de poser
P )

t=—t, z =z, z'=—2a, 2= 2|

(les dérivées sans indice étant prises par rapport a ¢, celles avec
indice par rapport a ¢,) ; la courbe (¢, ) se trouve parcourue en
sens inverse. Une conséquence intéressante est la suivante : partons
d’un zéro de z avec la vitesse (absolue) v, le point stationnaire
suivant est a la distance D telle que

o <p< P

VM~ T \/n
De ce point stationnaire, x revient a Iorigine, la vitesse ¢, a I'ori-
gine satisfaisant a I'inégalité '

(20)

(21) JL<pg fL

VM~ ~Vm
ou, si 'on préfére, »
(22) D /mze, <D /M.

Le point stationnaire suivant, situé par rapporta O du coté opposé
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PP 11 X . . v v
a celui déja étudié, esta une distance D, comprise entre —= et ——,

VM Vm

autrement dit (1)

E( < E.
(23) D\/Mzmzn\/m

La courbe (¢, ) est donc une espéce de sinusoide n’ayant
d’autres points d’inflexion que ceux ou elle perce ’axe des ¢, dont
les boucles ont, sur 1'axe des ¢, une longueur limitée inférieure-

. . 9 T .
ment et supérieurement { — et — ), pendant que Pamplitude
p : <‘/M \/m> p q p

parallélement a Oz de la boucle peut offrir des caractéres diffé-
rents : A constant et positif donne une amplitude constante ;
A périodique peut donner, comme on le verra plus bas, des ampli-
tudes variant en progression géométrique (de raison supérieure ou
inférieure & I'unité). Ce sont les deux cas extrémes pour la varia-
tion de cette amplitude (en supposant A positive et non nulle).

Etudions maintenant la fonction ¢; quand £ augmente indéfini-
ment, o peut ou bien varier toujours dans le méme sens, au moins
a partir d'une certaine époque, ou bien admettre indéfiniment des
alternances de variation.

Dans le premier cas, si p va toujours en croissant, il ne peut
augmenter au dela de toutes limites ; sinon, en vertu de 'équa-
tion (2), p” deviendrait infiniment grande négative, donc p’ aussi
et il y aurait contradiction puisque p est supposé croissant : p ne
peut donc que croitre jusqu'a une limite finie. Le méme raisonne-
ment prouve que si p va constamment en décroissant, il tend, non
pas vers zéro, mais vers une valeur limite supérieure a zéro. Un
cas simple ou I'une et 'autre de ces circonstances peut se trouver
réalisée est celui ou A (¢) tend vers une limite déterminée a? quand ¢

augmente indéfiniment, o tendant vers \/2 .
Comme application de la fin du n° II, prenons la courbe

024 9
9 v
p'_.

o1’

(') On a aussi

<
A \/—-,_u1 < vy P



— 14 —

p tend vers 1, en décroissant, quand ¢ augmente indéfiniment ; on
aura ici

24-1

t= t (/P

[4 ¢ -+ arc tango, u= \/ ?2+2

Uy _ ? Uy ug 1 _29(292+3)
w  (Prner+2) w T wr T (@a0)(r2)  (9P-1)2(ei+2)?

et I'on calcule A par la formule, sans radical

w'l
A=c’u’*[l+-—]-
u

c2[ g8+ 698+ 109"+ 1092+ 6]
A= : .
. (?z_.(_«l,)k

On a ainsi

Quand o varie de — o0 @ 4+, ¢ varie aussi de —oo & + oo et la
fonction A reste comprise entre deux limites positives m et M
faciles a déterminer : on peut dire que ¢ croissant indéfiniment, il
s’établit un régime sensiblement permanent, ou les trajectoires
sont sensiblement soit le cercle o =1 décrit d’'un mouvement
uniforme, soit les ellipses qui en dérivent par la transformation
affine indiquée plus haut.

* Supposons maintenant que p ait, pendant un certain temps
(limité ou non), des alternatives de croissance et de décroissance;
soit un minimum p, suivi d'un maximum p,. On écrit
2¢2p’

PS

(24) 20 p" = —2A 00,
2 ,

d’ont intégrant entre les limites ¢, et £,(p, = p, =0)

3 5 ty
(25) 8 = A(app)dr.

5 B}
P1 2 t,

\'5
)

'0

Puisque p et ' sont positives, 'intégrale du second membre est
comprise entre celles que 'on obtient en remplagant A par m ou M,
d’on .

.

2 9 < 0 _ ¢ <M(o2— o2
(26) m(Fé"‘Pi):E*‘E: (e3—pi)
La suppression du facteur p 1, qui est positif, donne aussitot
C C
(27) . ) ——= 5010925 —="

Méme raisonnement si le maximum précéde le minimum.
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Supposons, de plus, d’abord que p ait indéfiniment des alterna-
tives de croissance et de décroissance, puis, quel’oscillation|ps—p,|
devienne infiniment grande ; supposons p, >>p,, il est nécessaire

-que p, soit infiniment grand ; o, qui est compris entre — 7N
P2
et — \/ - est doncinfiniment petit. Prenons comme axe O x la droite
2 m .
passant par le minimum (o, ¢,) ; on aura
c
,

(28) Ly = P4, x,1=01 y1=0a )’1=;‘
L

Au bout d’un temps 6, limité, non nul, compris entre \/1
X e

.
et—=> ¥y atteint un mazimum comprls entre = et -, donc
2y m VM Vm

trés grand ; pendant cette période x est resté trés petit, de'ordre
de g, carles maxima et minima successifs de z se succédent a des

intervalles de temps comprls entre —— M et —=; le temps 0 ne peut
m

comprendre qu’un nombre limité de ces intervalles compris
1 m 1 M .

entre ~ et (/-3 nousavons vu que chaque maximum de | x |
9 M2 m

est inférieur au précédent multiplié par \/,\;:, de sorte que z est

resté inférieur a
W\
(/Y

et par suite est resté del’ordre de p, : 2+ »2 ne peut donc devenir
trés grand que si y devient trés grand et le maximum de 22—+ y?
sera sensiblement atteint en méme temps que le maximum de | y|;
Uintervalle | £,— ¢, | correspondant a | g, — p, | est de Pordre de 8,
. ke ™
compris entre — et =
P 2y/m 2 VM

Xi

: il n’est ni infiniment petit, ni infini-

ment grand.

IV. Onsuppose A (¢ + 7)== A(¢); les fonctions X(t) =z (t+7)
et Y=y (t—+ =) sont intégrales de I'équation 2"+ 2 A(t) = o,
avec la méme valeur de la constante ¢. On peut écrire avec certaines
constantes {, m, ', m' bien déterminées

| X()=la(t)+my(t)

(29) (Y(O)=lz(t)+m'y(t)

Im'—ml =1.
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On peut déterminer la constante p. de sorte que
(30) Y+ pX =My+ pao),
ou A est une nouvelle constante. Cela entraine

m+pm U+ pl _x

t .

L’élimination de p. donne aussitot 'équation du second degré
@3r1) S R—(l+m)h+1=0.
La constante & de 'énoncé est {+ m'; on a d’ailleurs

_7&—-—m’_ 4

= P

Si k2> 4, les deux racines A, et hy(ou p, et pp) sont réelles et
distinctes ; on peut prendre pour nouveaux axes O z et Oy les deux
droites )+ ;& =0, ¥ -+ 2z = 0} si 6 est leur angle, on aura

pt= a2+ y2+ 22y cosl,

XE$(t+1‘C)E)\11‘7

) Y=y(t+m)=%-
1

Aux zéros, ou points stationnaires de z (ou y) correspondent les
points analogues de X (ou Y); dans un intervalle de longueur =,
il y a un certain nombre (entier positif) D de zéros (et aussi de
points stationnaires) de x (1) ; cela entraine d’abord existence des
nombres m et M puisque A (t) est supposée réelle et réguliére
de t =— o0 & t ==+ w0 :ici il suffira d"étudier A (¢) de ¢, & ¢,
pour obtenir m et M [A(¢) étant de plus supposée positive]; en se
rappelant que Uécart de deux zéros successifs est compris entre

" et — on peut écrire ‘
Vi P ,
(33) DL <niD-—.

VM Vm
ou, ce qui revient au méme, .
(34) msD2EN.

(') On verra plus bas que le nombre D est le méme pour l'intégrale y (n° V).
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Les nombres 3, et hs = )\ sont distincts ; on peut supposer | A, |<1;
1

on voit d’ailleurs ue X, > o entraine que D soit pair et que ky <o
entraine D impair; les amplitudes des maxima de | z | sont multi-
pliés par |}, | en passant de 'un au suivant. Ici la courbe (z, y)
s’allonge de plus en plus du coté de 'axe des x en se rétrécissant
de plus en plus dans la direction paralléle a Oy et les écarts | ps — /]
augmentent indéfiniment. (La transformation affine peut changer
arbitrairement 'angle Oz, Oy.)
Sik=-+2,0naklh=>~=-1etiln’y aplus, pourrépondrea
la question, qu'une intégrale réelle, d’ailleurs périodique ; prenons
la droite y 4 pz =0 en question comme nouvel axe des z. On
aura
X=a(t+=z)=2(t)+ my(l),

) Y=y(t+m)= ¥(1).

Dans un intervalle arbitraire (¢, to—m) lu fonction y a un nombre
constant D pair de zéros (ou points stationnaires) et 'on.a encore
Vinégalité (34). La courbe (x, ) reste tangente a une série de D
droites fixes paralléles a O z ; elle coupe I'axe des z en D points
fixes fournis par les racines de y (¢) comprises entre £, et ¢, 7;
elle s’allonge de plus en plus parallélement a O 2.

Sik=-—2,0nak =»A=—r1 etiln’y a pas grand’chose de"
changé ; le nombre D est impair et les droites, paralleles & Oz,
tangentes a la courbe (z, y) sont en nombre pair 2D, deux a deux
symétriques par rapport.a 'origine ; les points fixes ou la courbe
perce Oz sont également en nombre pair 2D et symétriques deux
a deux par rapport a O ; les formules (35) sont remplacées par

X=zx(t+rm)=—2(t)+my(t),

36 ,
(36) Y=3(t+m)= —  y(?).

our ces deux cas &k === 2, les résultats énoncés se rapporten
p d k==2,1 ltat pportent
am £ o; si mestnul, z et y sont périodiques toutes deux, ainsi
que toutes les intégrales de (1) : période = si Ay =1, demi-

période = si A, = — 1, et la trajectoire (z, y) est parcourue pério-
diquement, en le temps = si A=-1, enle temps 27 si \,=—1,
et dans ce dernier cas I’origine est centre. Ce cas k=12, m=o,

exige que psoit indéterminé, d’ou m = o, l'= o, m'=1= l__ix.
Si k2< 4, les deux racines 1, et 1, (ou A, et A ) sont distinctes,

Ann. de Mathémat., 6° série, t. II. (Janvier 1927.) : 2
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mais imaginaires conjuguées ; A, et A, ont pour module commun
P'unité ; si les deux droites conjuguées imaginaires y —+ (., =0,
¥~ e = 0 ne sont pas isotropes, on prend pour nouveaux axes
Oz, Oy leurs bissectrices, qui sont réelles et bien déterminées.
On a alors py =— py = im, oi m, est réelle; on écrit donc, avec
une constante o réelle,

Y+imX=e(y+ima),

37) _ 3

Y—im X=e®(y—im x).

On a le droit d’effectuer la substitution de module unité
z, —
<x,y; T )
Vm
ce qui, supprimant les indices, raméne (37) a la forme plus simple

(38) g Y +iX=¢(y+ix),

Y—iX=e(y—iz),

qui correspond purement et simplement a une rotation de I’angle o
pour passer du point (z, y) au point (X, Y); la courbe y précise
étudiée se compose donc d’une infinité d’ares congruents, ne diffé-
rant les uns des autres que par une rotation d’amplitude w autour
de P'origine ; lafonction p? correspondante admet donc la période =.
Si les droites y -+ py & = 0, ¥ + p2 & = 0 sont isotropes, ona pre-
cisément la forme (38) sans intermédiaires.

Dans chaque cas £* >4, k* << 4, k*= 4 nous avons mis en évi-
dence une trajectoire particuliére possédant des propriétés remar-
quables ; la transformation affine générale étant effectuée, onverra
sans peine la modification de ces propriétés (le cas k2= 4, m = o
est exceptionnel).

La discussion compléte prouve donc que la condition A%< 4 est
suffisante pour trouver une solution p de (2) périodique, cette
solution p étant unique d’ailleurs ; pour &2 > 4, il n’en existe plus,
donc k*S 4 est bien nécessaire; le cas k*=4, en général, ne
donne aucune solution p périodique; exceptionnellement pour
k* =.4 toutes les solutions de (2) peuvent étre périodiques.

V. Quand on suppose A (t) simplement positive, toujours com-
prise entre m et M, on voit aussitot que les zéros de deux intégrales
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réelles quelconques de (1) se séparent ; en effet la trajectoire (x, y)
est parcourue, toujours dans le méme sens de rotation autour de
Vorigine ; la concavité est toujours tournée vers I'origine, de sorte
que deux zéros consécutifs de z donnent deux points consécutifs
communs a la courbe et-'axe Oy, I'un étant nécessairement sur la
-demi-droite Oy, 'autre sur la demi-droite opposée Oy': en route
onarencontré nécessairement une fois et une seule z’Ozx. D’ailleurs,
si I'on préfére raisonner analytiquement, on écrit

4 (Z) = .
dt \ x x%

SiTon suppose ¢ > o, on voit que %reste continue entre deux
zéros consécutifs de z, varie de — oo & o en croissant constam-
ment ; elle s’annule donc une seule fois. Un intervalle (2o, ¢,) qut
contient D zéros de 2 contient D—1, D ou D—i---l zéros de y

\/m

L’écart de deux zéros consécutifs de = est au moins — ~/_ yau plus
on a nécessairement
D—n= I) T
= ‘ tO
\/M \/m

La derniére inégalité est obtenue en remarquant qu’un intervalle

d’é ‘tendue — / contient au moins un zéro de . On pourra écrire
b

cette double inégalité sous la forme
(39) ‘/m|t1——tol—1<D<‘/—le1—tol+1

.

Conséquence intéressante : soit des nombres successifs croissants

(40) . to, t1, T2, .oy lp—iy, Iny oo,

et supposons qu’entre ¢, et £,, z et ) n’aient pas le méme nombre
de zéros : D pour 2, D — 1 pour y ; soit (£,—1, ¢,) le premier inter-
valle de la suite (40) consécutif a (¢, ¢;), nZ2, ou z et ¥ n'ont
_pas le méme nombre de zéros ; en étudiant (¢, £, ) on voit que c’esty
cette fois qui a un zéro de plus que x dans l'intervalle (¢,_,, t).
Ce dernier résultat est intéressant quand A (¢) ala période = ; nous
prendrons en effet la suite '

(41) to, Lo+ T, ... lp+(R—1)T, tH+ nT,
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et puisque z (t); 2 (¢ +=), ..., z[t+(n—1) =] sont toutes inté-
grales de (1), si D est le nombre de zéros donné pour z par le
premier intervalle (41), tout autre intervalle de la suite (41) en
donne D, D—1 ou D 1 si les intervalles (41) ne donnent pas
tous le méme nombre D, ils donneront, avec certaines alternances,
soit les deux nombres D et D 41, a 'exclusion de D — 1, soit les
deux nombres D et D — 1 a l'exclusion de D 1. Si nous sommes
dans le cas d’alternance des nombres D et D +1, il peut arriver
que l'alternance ait lieu a chaque fois ; il peut arriver au contraire
que plusieurs nombrés consécutifs soient égaux : supposons que
deux nombres D soient consécutifs (on raisonnerait de méme si
c¢’était deux nombres D —1); wun intervalle de longueur 2~ donne
2D zéros de z, et puisque 27 est période de A (¢), un intervalle
quelconque [ t,+ hw, ty,—+ (h -+ 2) =] ne peut donner que 2D ou
2D —+1 zéros, donc les nombres D —+- 1 fournis par la suite (41) sont
isolés; onvoit, toujours suivant les mémes principes, que le nombre
des quantités D intercalées entre deux nombres D + 1 est ou fize, -
égal a un certain entier p, ou égal, avec certaines alternances, de
temps en temps a p et de temps en temps a p +1, et lon pourrait
encore continuer dans cette voie.

Supposant toujours que A(¢) ala période =, il s’agit de préciser
la formule (39), de montrer que dans Pintervalle (¢, t,+ T), ou T
est positif arbitraire, le nombre N de zéros d’une intégrale arbi-
traire de (1) est de la forme N
(42) N=aT-+r,

ou « est fixe, indépendant de T et de U'intégrale adoptée, et ou r
est borné; d’aprés ce qui précéde, il suffit de I'établir pour une
intégrale z, choisie comme on voudra; pour une autre £, r ou bien
sera le méme ou bien aura varié d’une unité. Pour fixer le choix
de z, il est avantageux de séparer les deux cas k22 4 et k2< 4.
Soit le premier cas k22 4 : il existe au moins une intégrale réelle x
au multiplicateur A réel (n°IV) et c’est celle-la que nous choi-
sissons ; ¢, étant zéro de z, t,—= est un autre zéro que nous
supposerons séparé de ¢, par D — 1 autres zéros (D 21) : 'inégalité
(39) est remplacée par I'inégalité plus précise (33) ou (34), déja
obtenue, que je rappelle

A

m <D M.
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Cette fois un intervalle quelconque d’étendue = contient D zéros

de z; en écrivant :
T=hr+m,

ou % est un entier positif ou nul et 7, un nombre positif inférieur

a =, on a évidemment
. N=7nD+k,

ou k est'un des entiers o, 1, 2, ..., D —1. Cela permet d’écrire

SN:hD+k:T—;—£‘D+k=aT+r,
(43) .
a=9, r=k—2D,
™ ~

C’est le résultat annoncé ; r reste compris entre — D et D —1,
s'il s’agit de x, entre — (D +1) et D §’il s’agit d’une autre inté-
grale £. ,

En passant, remarquons que A*>> 4, sans égalité¢, donne une
autre intégrale y au multiplicateur %; dans un intervalle d’éten-

due w, y posséde D' zéros et D’ a pour valeur D, D —1 ou D +1.
En prenant un intervalle d’étendue nm, ou n est un entiér arbi-
traire, y donne d’une part 2D’ zéros, de l'autre nD, nD —1,
ou nD +1; donc D'=D. Pour £>= 4, dans le cas exceptionnel
ou toutes les intégrales de (1) ont le méme multiplicateur A ==c=1.
naturellement ceci s’applique encore.

Dans le cas k2 < 4, utilisons la trajectoire particuliére y relative
a la solution périodique p de (2); elle se compose d’une infinité
d’arcs congruents, superposables par rotation de 'angle » autour
de V'origine. Remarquons qu’un arc de y sur lequel Iangle polaire ¢
varie de ¢, & ¢+ = coupe une fois et une fois seulement une droite
indéfinie issue de I'origine et donne un zéro et un seul de l'inté-
grale z (z et y sont cette fois p cosg et psing). Si donc v est com-
pris entre nw et (n -+ 1) =, quand ¢ augmente de w, donc o de w,
on rencontre soit n, soit n—1 zéros de z et tout est ramené a
trouver I'accroissement ® de ¢ quand ¢ augmente de T ; on écrit
toujours T = hw =y, de sorte que I'on a

b=/ +w,
ol w, est compris entre o et . On écrit maintenant

, hw=hw+ %,



. — 22 —
ou £, est entier, positif ou nul, et ou «, est compris entre o et w.

Donc
D = hy T+ w0+ 7.

Le nombre N résulte de ces accroissements 1, =, », et 7w, de o ; le
3 ¢
premier donne &, zéros de z, le second w, en donne un nombre

égal a 'undes entiers o, 1, ..., n +1; le dernier =, en donne zéro-
ou un. Donc : ’
N=/h+1,

! étant un entier de la suite 0, 1, 2, ..., n+ 2. Or
® s T—x o 3
hlih———-—iz—_—'__j’
™ T ™ ks ™~
- w ™ W T
N=T—=+1— = 2,
“ T2 =2 T
(44) . e x
- 1 2
= r=l-ty —

Le résultat est encore établi; r est borné, car il reste compris
entre n -+ 3 et — <£ -+ 2> s'll s’agit d’une intégrale arbitraire £,

entre n 42 et — (t_ﬂ_ -+ 1> s’il s’agit de z ou y.

11 est intéressant de comparer le résultat N = o T - r avec'iné-
galité (39) que j’écris avec les nouvelles notations ’

’ : /« /‘~
39") L S
T T

On en déduit
ym o <
- <

T

et en faisant croitre indéfiniment T on a

/ /3 L
Vm oYM

T T~ .

1A
A

Le cas k22> 4 ne donne que U'inégalité (34) déja obténue directe-
ment, mais le cas A< 4 donne le résultat intéressant

(45) n/mZwsz M.

VI. Le résultat demandé découle du n® I¥; ici A est positif,
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compris entre le minimum m = ¢*— ¢, etle maximum M =¢2-4-¢,;
Pexistence d’une solution non stable emntraine l'existence de
Pentier D tel que, par 'inégalité (34), on ait

¢F—qi=Dz g+ qu.

Si donc le carré d’aucun entier n’est compris entre g*— g,
et g2+ qi, toutes les solutions de (1) sont stables.

Note. — Je n’ai pas tout a fait suivi la marche proposée pour
Ténoncé pour le n° II, tout au moins pour indiquer sous quelle
forme les constantes R, et R, figurent dans I'expression de R, inté-
grale générale de (2). On a, par dérivations et tenant compte de (2),
avec trois constantes o, 3, y telles que ay — B2=1

R2=oaz2+ 28 zy + Y2,
RR'=azz'+ (zy' +2'y)+1yy'

[ ®

R24 =z 22"y + 1y

=

La derniére équation s’obtient en dérivant la seconde, rempla--
- cant RR” par ¢ f— — AR? et 2" par — Az et y" par — Ay. Ces équa-
tions, pour t=t,, donnent o, 3, ¥ hnealrement au moyen de RZ,

R, R}, et —i—R“’. On a donc

2 Re= R+ RoRyo + (R + 0 )@

ol u, ¢, wsont trois 1nte(rrales del’é quatlon du troisiéme ordre (12)
donnee plus haut. Remarquons que, si nous développons les
deux membres de (/) suivant les puissances croissantes de t — ¢,,
: " 2c? . .,
en remplacant 2R R{ par )1{_—’ — 2A R}, I'égalité des termes con-
v
- stants, des coefficients de ¢ -— ¢, et de (¢ — ¢,)? ne peut avoir lieu,
quelles que soient R, et R,, que si l'on a

Uyg=1, T Py=0, Wy =0,

r — . I — ¢ L
uy = o, 0o = 2, wj = o,
wy=—2A7, vo= 0, Wi = 2. .

et ces valeurs initiales fixent, d’une facon unique, les trois inté-

grales u, ¢, w de Péquation (12), indépendantes de R, et R, qui
doivent figurer dans la formule (f).
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SOLUTIONS DE QUESTIONS DE LICENCE.

Question C.40.
[Mafhématigues générales, épreuve théorique; énoncé publié en
Janvier 1926, p. 123.] -
SoLuTION
Par M. A. MONJALLON.

Oz, Oy, Oz étant trois axes de coordonnées rectangulaires, on consi-
dére le volume V intérieur au cylindre
() @+ yr—y=o
limité inférieurement par le plan’
(P) - . z=o0
et supérieurement par la surface
2
(2) s= L
22+ y?
1° La courbe d'intersection de (C) et (£) est une courbe plane située
dans le plan
=Y,
c’est une ellipse passant par Porigine dont le grand axe est la droite z =
du plan 20y et dont le centre a pour coordonnées

I

N |-

z =o, y=3s

2° Pour calculer la surface latérale S du cylindre comprise entre (P)
et (Z) passons en coordonnées semi-polaires, 'équation de (C) est alors

.

7 =sin0,
I'aire est alors
. T .
2 sin20 -
S=» f o f ds="T. .
- o 0 2
3° Calculons le volume V, nous avons
N »? ’
1 Vr—y? Zi+yt .
V=fffdxdydz=2f dyf dzf ds
ALY 0 0 0

IR

§ ’ a
1 .
= 9,'[ yarctang ‘/5-, —tdy = T (par parties).
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4° Le moment d’inertie de ce volume (densité 1) par rapport a Oz
P PP .

est fourni par l'intégrale
y?

‘ ‘ L Vy—=r? xiy?
M =fff (x2+}/2) dx d}/dz =f d}f (x2+y2) d.z'f dz
v 0 - °

V=Y —y?

! N —— 5T
2f Yy —yidy =7
0

il

Le rayon de giration correspondant sera :

M 5
, R%\/V;\/E:‘O’M'

Question C.62. »
[Calcul différentiel et intégral; épreuve pratique; énoncé publié en
mai 1926, p. 253.]
SoLuTION
Par M. Jacoues DEVISME.

Il s’agissait d’évaluer l'aire de la surface
(2424 222 = (w2 — y?)al.

»

Coupons cette surface (qui est une cyclide) par des plans passant par
Paxe des z. Chaque intersection est formée par deux cercles égaux tangents
en O a laxe des z. Ceci nous donne Vidée de passer en coordonnées

polaires. On a alors " :
x = a\/cos2v coso cos?h,

Y. = ay/cos29 sino cos20..
. 3z =a /cos2p sinb coso.

On en déduit I'élément linéaire de la surface (pour a =1)

dst= dx1'+ dy?+dz?= E do?+ o F do df + G db2.

. cos?
= hsag [sxn22q>—|—cosﬂchcosﬂ0]dro%-zsm?(psm()cosOalq:d()—i—cos'z(pd()z
~ on en tire aisément .

VEG —F2= /cos?0[sin?29 + cos22¢ cos2B] — sin?2¢ sin%0 cos?0

= cos0 /sin225 (1—sin20) —+ cos?2 o cos?f = cos2f.

Nous sommes ramenés a calculer

ff cas?0 dp d.
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Calculons les limites. Considérons l'intersection de la surface avec le
plan 20y, on obtient
(224 y2)2 = a*(2?— y?),

c’est une lemniscate, les tangentes 3 I'origine sont les bissectrices des axes.
Considérons la portion de la surface comprise dans I'angle Oxyz. Les
limites sont ’

0<e<T  0<i<T;
I’aire cherchée est donc

T

A=8a’-’f+ dcp'[ cos26 b = 8 a?
0 /0

Autres solutions de MM. R. OpiLE et R. WEINZAEPFEL.

)y

EENE |
E=N ;]
Il
9!0
IR

CERTIFICATS DE CALCUL DIFFERENTIEL ET lNTEGM.L.

EpreuvE THEORIQUE. — [. C.80. On’ considére l’envelopjxe E de la
Samille de plans ’

2 cosp + ysing+3zcoth — p(0,0)=0

on ¢ et 0 sont les paramétres variables. A chaque systéme de valeurs
de o et 8, on fait correspondre le point de contact du plan défini par
ces valeurs avec la surface. '

1° Former la condition & laquelle doit satisfaire la fonction p pour
que les courbes § = const., ¢ = const. soient conjuguées. Déterminer la
forme générale des fonctions p satisfaisant a cette condition.

2° Cette condition étant remplie, montrer que les lignes ¢ = const.,
0 = const. sont orthogonales. Montrer que les lignes de courbure de la
surface sont planes, et que celles de U'une des familles sont égales entre
elles. ' '

3° On considére ces lignes de courbure comme les différentes posi-
tions d'une courbe mobile : quelle est la nature du déplacement de son
plan? Définir les deux nappes de la développée de E ; dans quelles
conditions Uune ou lPautre de ces deuxw nappes dégénére-t-elle en une
ligne? Quelle est la nature de E lorsque les deux nappes sont ainst
dégénérées? .

Nota. — Les candidats devront faire usage, autant que possible, de
considérations géométriques.
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II. C.81. On donne l'équation différentielle

zy'4+ 3z —1)y' — (b +Sa+4)y=o,

ou a est une constante.

1° Vérifier que, pour a entier supérieur & — 2, on a une intégrale
de la forme exP(x), P(x) étant un polynome; et que pour a entier
inférieur a 1, on a une intégrale de la forme e—**Q(z), Q(x) étant
un polynome. Dire comment on obtiendrait dans ces deux cas l’inté-
grale générale. Quelle est cette intégrale générale poura =1eta=o0?

2° a étant quelconque, quels sont les points singuliers des intégrales
de U’équation (1)? Quelle est la forme de ces intégrales? Pour quelles
valeurs de a Uintégrale générale est-elle uniforme ? C

3° Appliquer la méthode de Laplace a l'équation (1). En particulier,
retrouver par cette méthode les résultats du n° 1.

EPREUVE PRATIQUE. — 1. Calculer lintégrale

f+1 dx . -
—1 (2= ) V(=) 1+ ) :

II. Les axes Ox, Oy, Oz sont rectangulaires. Soit S la surface
engendrée par une circonférence variable C tangente ¢ Oz a lorigine
et qui coupe le plan Oxy suivant la droite x — a = o. Calculer l'aire
de la portion de S comprise entre deux positions de la circonférence C.

( Strasbourg, juin 1920.)

EPREUVE THEORIQUE. — Une surface est représentée par U'équation
=  tang =
Y= g2

1° Déterminer les rayons de courbure principauz en un point quel-
conque de la surface. '

2° Déterminer ses lignes de courbure.

3°"Pour l’une quelconque de ces lignes de courbure, calculer la lon-

gueur de U'arc de courbe, le rayon de courbure et le rayon de torsion
- de la courbe.

EPREUVE PRATIQUE. — Déterminer une fonction analytique P+ Qi de
la variable z = x + yi, telle que sa partie réelle soit de la forme
P=f(®)e(y)

Montrer que Uon peut choisir cette fonction de facon qu'elle soit
nulle pour z = o.
Le probléme a-t-il plusieurs solutions ?
(Marseille, octobre 1925.)
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EpREUVE THEORIQUE. — C.82. Une surface est représentée par les.
équations paramétrigques ‘

x=3uvi—ud—3u,
y—.3vu~—v3—3v, ) ‘
2w Euy . N
1° Déterminer les lignes asymptathues et prouver qu'elles sont
orthogonales.

2° Montrer que, pour chacune de ces courbes, la tangente forme un
angle constant avec une direction fixe.

3° Déterminer les lignes de courbure de la surface et montrer qu’elles
sont planes,

4° Vérifier qu’en chaque point d’'une ligne de courbure le plan tan-
gent & la surface forme un angle constant avec le plan de cette courbe.

5° Calculer les rayons de courbure principaux en un point quel-
conque de.la surface.

EPREUVE PRATIQUE. — Déterminer Uintégrale générale de Uéquation
(a2+zy) 0 _ 2 +a(x2+y?)32=o0

Déterminer une surface intégrale passant par la eirconférence
z=a, x4 y?= R2,

(Marseille, juin 1926.)

N

EPREUVE THEORIQUE. — C.83. — On donne lUéquation auw dérivées
partielles

9z +£)f = e3sin(z +y).
dx  Jdy ! 7

1° Déterminer U’intégrale générale.
2° Déterminer une surface intégrale S qui passe par la courbe

Z—+y =0; escostzr =1.
3° Déterminer les lignes de courbure de cette surface. ‘

§° Former Uéquation différentielle des lignes asymptotiques de cette
surface S, et montrer qu’elles sont imaginaires.

EPREUVE PRATIQUE. — Calculer, en utilisant les intégrales imagi-

naires,
f cos(px) dz.
(@ + 2%
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En déduire les intégrales :

® zsin(pz)

Jy (ar+az2)2?

® 2 cos (px) do.
[ (a‘l—-i—.z'?)? ,,

® cos(px)dx
Jy ar+ar

(Marseille, novembre 1926.)

CERTIFICATS DE MATHEMATIQUES GENERALES.

EpREUVE THEORIQUE. — I. Soit I’équation différentielle totale
(1) dU = Pdz + Qdy,
(S22 —y?)(a+y?) Byr—a?)(2?+y?)
P= s Iy Q = 2 .
222y 2zy

1° Démontrer que P et Q vérifient la condition d’intégrabilité.

2° Intégrer l’équation (1), en choisissant la constante d’intégration -
de maniére que U (1,1) = 2. .

Considérons P et Q comme les projections 'd’un vecteur 1'3, définis-
sant un champ de vecteurs dans le plan O zy.

3° Déterminer la forme des courbes de niveau du champ

Uz, 7) =G ' '
en supposant C positif, on pourra passer en coordonnées polaires, en
prenant comme pble le point O, comme axe polaire la demi-droite

/\
bissectrice de (Ox, Oy); comment la courbe de niveau
U(z,y)=—0GC (G > o]

se déduit-elle de la précédente?

40 Ecrire Uéquation différentielle des lignes de force du champ
(trajectoires orthogonales des courbes du niveau). Intégrer cette équa-
tion. Indigquer un procédé géométrique simple permettant de déduire
le réseau des lignes de force de celui des courbes de niveau.
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II. On considére la surface définie paramétriguement par les équa-
tions

x = ucosy, ¥ = using, z=uv.
19 Déterminer la forme des courbes coordonnées

u = const. et ¢ = const. ;

en déduire a quel type connu appartient la surface.

20 Déterminer l'intersection de la surface par un plan paralléle
a Ozy; on pourra prendre, dans le plan, des coordonnées polaires :
pble, intersection O' du plan et de l’axe Oz, axe polaire, U'axe O'x’,
paralléle a Ox. :

Calculer lerayon de courbure de la courbe et U’exprimer en fonc-
tion de la distance r du point M a O'.

. , (.@2 +y2)2
INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — I. La fonction U demandée est -———_~,

les courbes de niveau et les lignes de force sont les lemniscates
p2= Csin2 et p2== C cos29,

qui sont symétriques les unes des autres par rapport a la bissectrice
des axes.

I, 1o Lasurface est un cone dont les génératrices (¢ = const.) s'appuient ;
sur des hélices circulaires (« = const.) tracées sur des cylindres d’axe O z.
29 La courbe est la spirale ¢ = A.

EPREUVE PRATIQUE. — I. Soit la chainette
y = Cha;

sotent P un point de cette chainette, M sa projection sur Oz, A le
sommet de la chainette. :
On considere le quadrilatére OAPM, dont trois cétés sont recti-
lignes, le quatriéme étant arc AP de chainette.
Déterminer Vabscisse x du point P de telle maniére que lon ait la
condition
—_— /\ —

OM -+ AP = OA + MP.

On donnera x avec trois chiffres significatifs exacts.
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1. Calculer les deux sommes -
Sp(x) =1+ G} cosx + C} cos2z +...Cll cosnx

T,(x)= Clsinz + Cisinoz —+...Cllsin nx

sous une forme calculable par logarithmes.
Se servir des expressions obtenues pour calculer leurs valeurs pour

n = 20, x = 30°.

Nota. — CT, désigne selon Uhabitude le coefficient du binome

n(n—l)...(n—p—i—x).
1.2...p

L=

INDICATIONS SUR LA soLUTION. — I. L’équation a résoudre est

- : L w—1=e7,
On la résoudra par la méthode de Newton, ou par approximations succes—
sives, au moyen des équations
1 1

!
Ty—1= = Xyg— 1 = — Tp—1=
1 e 2 e%’ P} n

e-z'n—t.
II. On a

. " x nx .. nx
Sp+iT,=(1+ex)r=12on cos”;(cos — —+ isin —>
p 2 2

(Lille, juillet 1926.)

ErreEUVE THEORIQUE. — 1. Enveloppe d’une famille de courbes planes

Sf(z, y,a)=o.

Applicétion P yt—2ay?+ (x —a)2=o. ' .

C.84. — II. Un point M, non pesant, de masse m, se meut sur un
cercle de rayon a. Il est attiré en raison inverse du carré de la dis—
tance par deux points A et B situés dans le plan du cercle symétri-
quement par rapport au centre du cercle, a la distance 2a de ce

mk mk\
re. y ‘attraction — ——, B Uattraction — .
centre. A exerce l'attr VA attraction MB?
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10 Posutons d’é équilibre et stabilité.
20 Pour \ = 8, calculer les périodes des pettts mouvements.
30 X édtant égal a 8, on lance le mobile du point du’ cercle le plus
voisin de A avec la vitesse vy. Discuter le mouvement.

o On remplace les attractions par des répulsions égales en valeurs
absolues. Que devient la discussion de 1°? St A =8, et si on lance le
mobile de l'une des positions d'équilibre stable avec la vitesse ¢,
quelle est Pallure du mouvement?

EPREUVE PRATIQUE. — Pour chacune des équations suivantes on
demande : 1° de trouver la solution générale; 2° de trouver la solu-
tion particuliére qui s’annule ainsi que le plus grand nombre pos—
sible de ses dérivées successives pour x =o; 3° le premier terme du
développement de cette solution :

(1) V' =3y a2y = e, »

(2) y' =3y 2y =uz, \

“(3) ¥ —ay +2y=3cosz —2sinz,

(4 V' oy +y = ze®,

(%) ¥y 4y = cosdz,

(6) : Y=oy 4y = weT,

(7) y' =3y 4oy =2,

(8) y'—3y + 2y = e¥, ' .
oo , (Bordeaux, juin 1926.)

-



SUR CERTAINS CYCLES ARITHMTIQUES;
Par ELie CARTAN.

Le probléme de Mathématiques élémentaires proposé au dernier
concours d’agrégation contenait une intéressante question d’Arith-
métique (') sur les cycles de nombres entiers obtenus en partant
d’un nombre de n chiffres et en effectuant sur ces chiffres suc-
cessivement 1, 2, ..., n —1 permutations circulaires. 11 peut:
arriver que les n nombres ainsi obtenus forment une progression
arithmétique, et 'on demandait aux candidats de trouver tous les
cycles de 3 et de 6 chiffres Jomssant de cette plopmete

Ce probléme, qui semble n’avoir fait jusqu’ici I'objet d’aucune
recherche, est susceptible d’une solution compléte, non seulement
dans le systéme de numération décimale, mais encore dans le sys-
téme de numération le plus général. C'est cette solution que je me
propose d’exposer dans les pages qui suivent. Comme on le verra,
les cycles cherchés rentrent dans deux catégories nettement ‘dis-
tinctes.

I. — Remarques préliminaires.

1. Considérons, dans le systéme de numération a base a, un

nombre de n chiffres
IU =0 &ty .« . 0y,

ainsi que les » — 1 nombres obtenus par permutation circulaire des

chiffres -
Iy = aya3 ... 2,0y,

g = agay ... 2,

" Nous supposerons dans ce qui suit que IT est le plus petit des
nombres du cycle formé par les » nombres considérés. Nous nous
proposons de trouver tous les cas dans lesquels les nombres du
cycle forment, a I'ordre prés, une progression arithmétique. 11 est
clair que la question ne se pose qlie pour n23.

(') Kénoncé et la solution ont paru dans le numéro de novembre 1926, p. 366.

Ann. de Mathémat., 6° série, t. I1. (Février 1927.) 3
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Nous pouvons regarder le nombre 9T comme la période d’une
fraction pseudo-décimale périodique simple, résultant de la con-

version d’une certaine fraction irréductible D
N o o L w K 9L -
D_a+a’+”' 07+_a”+1+"’—m+af——7'l+°"—a"—l.

On aura N < D ; de plus D sera un diviseur de @” —1; en parti-
culier D sera premier avec a.

11 est facile de voir quelles sont les fractions ordinaires qui
donnent naissance aux périodes Iy, ..., 9(,_;. On a en effet

aN =% =l
D T T e =t
aiN It
-I.)__(a1a+ag)_ :an_’l,

-

Les fractions

aN—o D aN—(aja+ o) D
D’ D ’

sonl arréductibles, car tout diviseur commun au numérateur et au
dénominateur dela r'¢™fraction diviserait @N ; étant premier aveca,
il diviserait N, contrairement a la propriété d’irréductibilité de la

. N
fraction = -
D N .
Par suite les n nombres 9, 9, ..., I, du cycle sont les
périodes des [ractions périodiques résultant de la conversion

. . ., . N N Np— N
de n fractions irréductibles D’ l—)'a cey ;3 L, ot N; est le reste

de la division de ‘N par D.

Siles nombres 9, forment une progression arithmétique, il en est
de méme des nombres N; ; ces derniers nombres seront donc tous
distincts. Par suite n est U'exposant dela plus petite puissance de o
qui soit congrue a 1 (mod D) ; autrement dit, a appa.l'lie»nl. a
Uexposant n (mod D).

2. Nous pouvons adopter une représentation géométrique com-
mode. Considérons une circonférence divisée en D parties égales a
partir d’un point origine O. Tout entier N; sera représenté par un
des points de subdivision de la circonférence, a savoir celui qu’on
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obtient en portant, a partir de O, daus un sens fixé une fois pour
toutes, N; divisions ; nous désignerons ce point par (N;}. Deux
nombres congrus entre enx (mod D) sont représentés par le méme
point. '

Nous avons alars & chercher tous les cas dans lesquels les
points de la suite illimitée (N), (aN), (a2N), ... se réduisent
a n distincts et forment les sommets d’une ligne brisée polygo-
nale réguliére convexe £; il faut du reste qu’en partant de @, on
reneontre tous les sommets de cette ligne avant de revemir au
point O.

3. D’aprés ce qui précéde, la suite des points
(1) (aN), (a’N‘), vvvy (aNp—y)
. co‘:’ncide,‘é Vordre prés, avec la suite des points
(2) A (N), (N1), ooy (Np—y).

Soit d’autre part R la raison de la progression arithmétique for-
mée par les nombres N;; la suite des points

(3) (N+R), (Ni+R), ..., (Np—y+R)

a n —1 points eommuns avec la suite (2). De larésulte que la suite
des pomts

(aN +aR), (aN;+ aR), .y (@Np—1+ aR)

a également » — 1 points communs avec la suite (2); 1l en est de
méme de la suite

(N—+aR), (Nj+aR), ..., (Npy+aR).

Donc sié Uon fait tourner de aR divisions la ligne brisée paly-
gonale réguliére L2, lu nouvelle ligne £2' obtenue a au moins
n—1 sommets communs avec £.

4. Remarquons que la rotation de aR divisions est une rotation
effective ; sinon en eftet @R serait un multiple de D et aussi par
suite R, ee qui est absurde.

Si les deux lignes et £ ont tous leurs sommets communs, c’est
qu’en allant dans le sens positif du dernier sommet [N + (n —1 YK]
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au premler (N) on s’avance exactement de R d1v151ons, autrement
dit qu’on a

4) - D=nR.'

Si £2 et £ n’ont pas tous leurs sommets communs, on peut sup-
poser que le sommet de £ qui n’appartient pas a £’ est soit le pre-
mier sommet (N), soit le dernier [N + (n — 1) R], soit un sommet
intermédiaire.

Si le point (N) ne fait pas partie de ﬁ" la ligne £ se déduit de 2
par une rotation de R divisions dans le sens positif ; on a done

aR=R (modD)
ou

5y - (a—1)R=o0 . (modD).

" Si clest le point [N + (n — 1) R| qui ne fait pas partie de £/, on
obtient de méme £ par une rotation de £ de R divisions dans le
sens négatif; on a donc
(6) " (@+DR=o0 (modD).

Si enfin ¢’est un sommet intermédiaire de £ qui ne fait pas par-
tie de £, les deux points (N — R) et (N + nR) doivent faire partie
de £, et comme aucun d’eux ne fait partie de £7, c’est qu’ils sont
identiques ; par suite

(n+1)R=o0 (n'md D).
Cela n’est possible que si l'on a
(7) D=(n+1)R.

En définitive on a l'une des quatre relations (4)., (5), (6), (7).

5. Ajoutons enfin un dernier théoréme. Soit A le plus grand
commun diviseur de R et de D. On a

(a—1)N=Ny— N+a;D=AR+oyD (12hZn—r).

Par suite A divise (@ — 1) N; mais A est premier avec N, puisque

. N ., . ..
la fraction p est irréductible ; donc A divise @ — 1.
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Tuatorime. — Le plus grand commaun diviseur de R et de D
divise a —1.

Le cas ou R et D sont premiers entre eux n’est naturellement.
pas exclu.

II. — Les cycles de la premiére catégorie.

6. Nous allons, aprés ces préliminaires, supposer d’abord que

le dénominateur D de la fraction irréductible i contient au

moins un facteur premier p ne figurant pas dans a —1.
Supposons que p figure dans D avec 'exposant «. Il ne figure
certainement pas dans R, a cause du théoréme du n° 5.
Il résulte immédiatement de la I'inégalité

(8) Lo p>n.
En effet 'un des p termes de la progression arithmétique
N, N+R, ..., N+(p—1R,

dont la raison est premiére avec p, est divisible par p ; si p était
inférieur ou égal a n, ce terme serait le numérateur d’une des

fractions -D—‘, (ui ne serait donc pas irréductible, ses deux termes
étant divisibles par p.
En second lieu, la base @ appartient a 'exposant n (mod p). En
effet si @ appartenait a 'exposant v < n, on aurait
_ ‘ @N—N=o (modp).
Or
(av—1)N=¢D + AR (1shsn—1); .

»

le nombre premier p divisant le premier membre, ainsi que le
terme gD du second membre, devrait diviser 2R, ce qui n’est pas,
puisque p ne divise ni R, ni 45 n — 1 < p.

Si nous revenons maintenant aux quatre cas possnbles indiqués
au n® 4, nous voyons que les congruences (5) et (6) sont exclues,
puisqu elles entraineraient a®=1(mod p); I'égalité (4) est egale—

ment exclue, puisque p est premier avec nR. On a donc nécessaire- -
ment

(7) D=(n+1)R.
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I résulte de cette derniére égalité que p* est un diviseurde n—+-1,
et comme p est au moins égal 2 n + 1, -cela n’est possible que si
I'on a :

(9) p=n-+1, a=I. o .

Cela prouve en particulier qu’il ne peut entrer dans D qu’un
seul facteur premier diviseur de @ —1, et que ce facteur premier
est.n —+ 1, entrant avec 'exposant 1. Il en résulte aussi gue a est
une racine primitive de p, puisque a appartient a 'exposant

n=p—1.

Enfin des p termes de la progression arithmétique

N—R, N, N+R, ..., N+ (n—0)R,
‘dont la raison est premiére avec p, un est divisible par p ; ce ne
peut étre que le premier : on a donc
, N—R=o (mod p),

(10) : . N =R kp.

L’entier £, s’il est précédé du signe —, d'oit satisfaire a 'inégalité
(11) kp <R;

s'1l est précédé du signe +, le nambre N+ (n —1)R = nB+ kp

doit étre plus petit que D=(n—+41)R; on a donc encore la méme
inégalité (11). ‘

Le théoréme du n®3 montre enfin, d’aprés (7), que R est un
diviseur de @ — 1.

7. De Panalyse précédente résulte le théoréme suivant :.

 Tatoreme. — Si la fraction irréductible %j‘ouit de la pro-
priété que son dénominateur contienne un facteur premier p
ne figurant pas dans a — 1, elle est de la forme

N Rz Irp
(12) _ D~ “pR

ou R est un diviseur de a-—1, a une racine primitive de p,
et k < —.
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Réciproguement, supposons ces conditions réalisées. On a
a'N = a'Rx alkp=a'Rkp (modpR).
Or les p — 1 nombres a'R sont, a 'ordre prés, congrus aux

nombres u
R, 2R, ..., (p—1R (mod pR).

Les points (@/N) sont donc identiques aux points représentatifs
des nombres

R hp, 2Rz kp, ..., (p—0)R3Ip,

lesquels sont tous inférieurs 4 D = pR et forment une progression
arithmétique de raison R. Le cycle de n = p — 1 nombres définis

par la fraction considérée 5 fournit donc bien une progression

arithmétique de raison R.

8. ‘On peut poser
(13)

| -

VA
)+ll—l

x

o2
-

=l
-

. La fraction

= :_ . se développe suivant une fraction illimitée dont -
tous les chiffres sont égaux a A’. D’autre part tous les_chiffres

du développement de ;-) sont d’une part supérieurs ou égaux a k',

d’autre part inférieurs ou égaux a a — &'. En effetle plus petit

chiffre de la période dep-;est évidemment son premier chiffre,

c’est donc le quotient de @ par p. Or

a—1 _a
K< < -
14

De méme' le plus grand chiffre de la période del—t est le quotient

de (p —1)a par p. Or on a

a—I1 :a(p~1)+ T >a(p——.1).

a—k>a—
. P P 14 P

11 résulte de 1a le théoréme suivant .

Tatorime. — Pour avoir toutes les solutions du probléme
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pour lesquelles D admet un diviseur premier non contenu
dans a—1, on cherche les différents nombres premiers p
dont a est racine primitive. Si p est un de ces nombres, la

peériode de la fraction illimitée a laguelle donne naissance -

définitun cycled’ordre p—1, dont les p — 1 nombres forment
une progression arithmétique ; on déduira de ce cycle un cer-
tain nombre d’autres cycles jouissant de la méme propriété
en augmentant ou en diminuant tous les chiffres d’une méme
valeur, tant que cela sera possible.

9. Le cas n = 2 ¢tant exclu, nous n’avons a considérer que les
nombres premiers p=5 :

Sip(= 5,’n= bvoveeiinnnnnn a==x2 ! (mod 5); Co-
sip= 9, n= 6............. a=3oub (mod 7);
S p=1I,n=10..c..c....... a=2, 5,7(;u8 (mod 11);
si p=13, n=12."......... . a=2,6,70u11 (modi3);

Dans le ca; particulier @ =10, on peut avoir
pP=7, 17, 19, 23, 29, ‘47.,
~ On a8 cycles d’ordre 6 définis respectivement par les nombres
‘ 142857, 031746, 253968,
qui sont respectivement les périodes des fractions

!
77

16

[ 1 _ 16
g9 63

I

1
7

S R
O

On a un cycle d’ordre 16 défini par le nombre

N

0588235294 117647,

période de la fraction I—I— _
On a un cycle d’ordre 18 défini parle nombre

032631578947368 421,

période-de la fraction L
19
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Enfin si @ = 2 (systéme de numération binaire), on peut avoir
p=>5, 11, 13, 19, 29, 37, 53, 59, 61, ...;

tous ces nombres sont des multiples de 8, plus ou moins 3.
Si p=135,n=4, on ale cycle défini par le nombre

0011 ;
sip=11, n=10, on a le cycle défini par le nombre
oooI011101 ;

si p=13, n =12, on ale cycle défini par le nombre

000100 1110I1

sip — 19, n =18, on a le cycle défini par le nombre

00001f010III 100101,

III. — Les cycles de la seconde catégorie.

10. Supposons maintenant que les facteurs premiers de D entrent
tous dans @ — 1. Soit
a—1=p%pP ... pit,
D=py Py oo P
Nous allons d’abord chercher I’exposant n auquel appartient «

(mod D).

Nous nous appuierons sur la remarque sulvante :

Si a appartient respectivement aux exposants n, et n, par
rapport aux modules D e¢ D, premiers entre eux, Uexposant n
auquel appartient a (mod D, D,) est égal au plus petit com-
mun multiple de n, et de n,.

En effet la congruence

ar=1 (mod D)
entraine
anr=1 (mod Dy);

donc n est un multiple de n,. De méme » est un multiple de n,.
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Réciproguement si nz est un: multiple communde ny et de n,, a?—1
est divisible a la fois par D, et par D,, et par suite par D.
- Il résulte de la qu'il' suffit de connaitre ’exposant auquel appar-
lient a par rapport a chacun des nombres p}+, pb, ..., pht.

11. Prenonsl’un desnombres premiers p qui entrent dans @ —1;
soit  son exposant. On peut poser

a =1+ kp%,
k étant premier avec p. On en déduit

aP = (1+ kpo)P =1+ kpe+i .. .+ kP pre,
€14) ap— 1= kp¥ti, . .+ kpprr.

Les coefficients des termes non exirémes du binome (z -+ )7 -
sont tous divisibles par p, si p est un nombre premicr. Les diffé-
rents termes du second membre de (14) contiennent donc p avec
les exposants :

a1, 20+1, ..., (p—i)a-T1, po

Par suite a? — 1 est divisible pan p*+'. Il ne pourrait étre divi-
sible par p#*+2 que si 'on avait

. z 1= P,
c’est-a-dire
p =2, a=1. <y

Si nous écartons ce cas, nous voyons que Si p entre avec
l’exposarit o dans a— 1, il entre avee Vexposant a—+1 dans
aP— 1. Le méme raisonnement appliqué au nombre a?, aulieu du
nombre @, montre que p entre avec 'exposant o + 2 dans a”"—1,
0.3 dans a”’ — 1, et ainsi de suite. II en résulte que Pexposant
auquel appartient @ (mod p*+k) est égal'a p* ou i un diviseur de p#;.
mais ce ne peut étre un diviseur de p¥, car ce serait p—! ou un de
ses diviseurs, et I'on aurait ’

k- — .
art ' —1=o0 (mod px+k),

tandis que p n’entre qu’avec 'exposant a + &k — 1 dans a?™ —1.
En conséquence l'exposant auquel appartient a (mod p*) est
égalba v st Lo, aph*si)>oa. :
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12. 1}y a un casd’exception, c’est celui o p =2,0=1;a —1
est alors le double d’un nombre impair. Dans ce cas, en effet, a>— 1
est divisible au moins par 8 et, par suite, contient le facteur pre-

“mier p = 2 plus de o~ 1= 2 fois. Mais si a* — 1 contient 3 fois le
facteur 2, le raisonnement du numéro précédent est valable;
a’-—1 contient 3 -1 fois le facteur 2, a®*—1 le contient 5 + 2
fois et ainsi de suite. ‘

13. Si nous excluons le cas oua— 1 estle double d’un nombre
impair, nous voyons que n est le plus petit multiple commun de A
nombres qui sont égaux soit & 1, soit a des puissances des factears
premiers py, ..., p; st donc X;= o;, nne contient pas le facteur pre-
mier p; ; st ;> a;, n contient le facteur premier p; avec 'expo-
sant A;— a;. Autrement dit, n est le quotient de D par le plus
grand commun diviseur d de D et de a —1.

Ce résultat est encore valable si @ — 1 est]e double d’un nombre
impair, a condition que D soit impair ou contienne le facteur pre-
mier 2 & un des exposants 1 ou 2. Si D est impair ou le double
d’un nombre impair, 2 est impair ; si D) est divisible par 4 (et non
par 8), n est le double d’un nombre impair.

14. Nous allons montrer que, réciproquement,'si I'on a
D = a3,
d étant le plus grand commun diviseur de D et de @ — 1, la période
du développement de la fraction irrédnctible % donne naissance a

un cycle dont les » nombres forment une progression arithmétique.

Prenons en effet sur la circonférence le point (N) et considérons
le polygone régulier de n cotés dont ce point est un des sommets ;
deux sommets consécutifs du polygone sont séparés par 3 divisions.

On a
@ N—N=(at—1)N=o0 (mod 8);

par suite le point (a’N) coincide avec 1'un des sommets du pely-
gone régulier qui vient d’étre construit. Et comme tous ces points
sont au nombre de n distincts, on obtient bien tous les sommets du
polygone. Le théoréme est donc démontré, et 'on a R=3. Oneest
dans le cas de la formale (4) prévue au n® 4.



, — & —
Remarquons qu’ici on peut écrire

N N N’

- D™ 23 n(a—1)’
N’ étant premier avec n, et @ — 1 étant divisible par chacun des
tacteurs premiers qui cntrent dans 7, avec la restriction qu’il doit
‘étre divisible par 4 si n est lui-méme divisible par 4.
. , . N . .
Si Ton veut que la période de b fournisse le plus petit nombre

du cycle, il faut que N soit inférieur a 3, c’est-a-dire N' << a — 1.
Yy ) q )

15. Reste le cas ou D serait divisible par 8, @ — 1 étant simple-
ment divisible par 2. Nous allons voir que les n nombres du cycle
ne peuvent pds dans ce cas former une progression arithmétique.

En effet remarquons d’abord que st ¢ est impair, a’—1 est divi--
sible par 2 et non par 4, car on a

ad—1=(a—1)(a~t+ a2+, .+ a-+1);

:

le nombre premier 2 entre une fois dans le premier facteur du
second membre, et il n’entre ppas dans le second facteur, qui est la
somme d’un nombre impair de nombres impairs.

Au contraire si { est pair, a*—1 est divisible par @®— 1 et par
suite par 8. ‘

Cela posé, le nombre D de divisions de la circonférence étant un
multiple de 8, on passe du point (N') au point (@!N) en portant un
nombre de divisions égal au double d’un nombre impair si ¢ est
impair, & un multiple de 8 si 7 est pair. Siles résidus de a'N for-
maient une progression arithmétique, la raison de cette progression
serait donc le double d’'un nombre impair; le double de cette
raison, qui serait congru a I'un des nombres (a‘— 1) N (mod 9),
serait divisible par 4, sans I'étre par 8, ce qui est impdssible.

16. Enrésumé, on voit qu'on peut former tous les cycles de la
‘seconde catégorie en partant d’un nombre n quelconque; on -
prend une base a telle que a — 1 soit divisible par chacun des
Sfacteurs premiers de n (avec la restriction que a—1 doit étre
divisible par 4 si nestdivisible par 4). La période de la fraction
ilimitée résultant du développement de n———N’——, ou N <a—1

(a—1)
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est premier avec n, donne naissance.a un cycle de la seconde
catégorie.
Si n =3 on prendra @ = mult.3 +1,

si n=4 » a=mult. §+1;
sin=>5 » a = mult, 5 41,
p sin==6 » azmult.ﬁ—&—l,?
si.n=17 » a = mult, 741,
sin=3§ » a = mult. 4§ + 1,
sin=9 » a=mult.3 +1,

Dans le cas @ =10, n sera une puissance quelconque de 3 :

—a NN
n=3h 5=

(N,= 1,2,4,5,7,8).
Pour 2o =1, on aura 6 cycles d’ordre 3 définis respectivement
par leurs plus petits nombres

0‘3-/-, 0747 L/|8, l857 2597 296

Pour & = 2, on aura 6 cycles d’ordre g définis respectivement
par les nombres '
012345679, 024691358, 049382716,
ob1 728395, 086419753, 098765432.

Pour 2=23, on aura de méme’ 6 cycles d’ordre 27, et ainsi de
suite. ‘ . ' :

Dans le cas @ =12, n serait une puissance quelconque de 11 et
P'on aurait 10 cycles d’ordre 11, 10 cycles d’ordre 121, etc.

Les cycles delaseconde catégorie ne peuvent se présenter si @ = 2
ou 3. ' ,

Au contraire, les cycles de la premiére catégorie ne peuvent se
présenter si @ est un carré parfait.



SUR LES COUBBES CONTINUES QUI ADMETTENT UNE I‘ANGWI'E
EN CHAQUE POINT ;

Par GeorcEs VALIRON.

Dans un Mémoire récent ('), M. Fréchet a donné une représen-
tation paramétrique intrinséque remarquable des courbes continues
les plus générales. Cette représentation jouit d'une propriété (que
Pon peut rapprocher de cette propriété des courbes rectifiables :
Parc d’une courbe rectifiable est au moins égal a la corde qui le
sous-tend) d’ont il résulte que, si en un point les coordonnées ont
des dérivées par rapport au paramétre, la somme des carrés de ces
dérivées ne peut étre nulle. Ceci améne M. Fréchet a poser cette
question : une courbe continue qui admet en chaque point une
tangente peut-elle élre représentée paramétriguement au
moyen de fonctions dérivables ? Je me propose de répondre en
partie & cette question ; il résultera en particulier de ce qui suitqﬁe
la représentation intrinséque de M. Fréchet ne fournit pas une
solution générale du probléme posé.

depelons (ue les représentations parametrlques dont 1l est
question ici font (,orrespondre defacon univoque et continue un
point M (¢) de la courbe & un point ¢ d'un segment, o — 1 par
éxemple : les coordonnées de M sont des fonctions contmucs, non
simultanément constantes, de ¢.

Si Ton considére une courbe plane possédant un point de
rebroussement O dont la demi-tangente est Oz, si ¢, est la valeur
du paramétre ¢ en ce point, le quotient

xr — x,
t—t,

est positif ou négatif suivant qu’on se place sur I'un ou autre des
deux arcs déterminés par O surla courbe (on suppose |t —¢,!

(') Sur une représentation paramétrique intrinséque de la courbe continue
la plus génerale (Journal de Math., t. 4, 1925, p. 281-297). Voir en particulicr
la troisiéme Partie du Mémoire ct surtout le n° 11.
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. ‘d' . . ‘
suffisamment petit), (d—f) ne peut exister que si sa valeur est o,
\at/, !

L dy\ . . . ) \ )
mais alors <7};> existe aussi et est également nul. En un point de
1]

rebroussement une représentation paramétrique (de I'espéce indi-
quée) n’est dérivable que si les dérivées y sont nulles. Ihen est de
méme d’'une fagon générale lorsque, O étant un point intérreur de
la courbe admettant une tangente OT, une droite (un plan dans le
cas de 'espace) passant par O laisse la portion de courbe voisine
de O d’un seul coté.

Pour écarter ce genre de singularité, on peut, ou bien chercher
une relation entre existence de la tangente en un point et l'exis-
tence des dérivées a droite et a gauche pour les fonctions représen-
tatives, ou bien remplacer I’hypothése de existence de la tangente
par celle de 'existence d’une tangente orientée (pour-les points
intérieurs). O étant un point intérieur, dire qu'il y a une tangente
orientée en ce point, c’est dire que, M étant un point voisin, &,
et ¢t les valeurs du paramétre en O et M, le vecteur OM si > ¢, et
le vecteur MO si ¢ < ¢, ont une direction limite unique lorsque ¢
tend vers ¢,. Il est équivalent de dire que tout plan passant par O
et ne contenant pas la tangente en O coupe la courbe en O : pour
L>>ty et t — ¢, assez petit, on a des points M(z) situés d’un méme
coté du plan et pour ¢ <C £, et L,—t assez petit des points situés
de Pautre coté du plan. '

o

Je démontrerai ceci:

L. 87 une courbe continue posséde en chaque point une tan-
gente orientée qui varie continament, cette courbe est recti-
JSiable, les coordonnées d’un point en fonction de U’arc ont des
dérivées continues en chaque point, dont la somme des carrés en
axes rectangulaires est égale a 1.

L. 11 existe des courbes planes I'admettant une Laﬁgente orientée
en chaque point, mais qui ne varie pas continiment en un point O,
et telles qu’aucune représentation n’ait ses deux coordonnées déri-
vables en ce point, a moins que ces deux dérivées ne soient nulles.

I1Il. 11 existe des courbes I'admettant une tangente (non toujours
orientée) en chaque point, variant d'une fagon continue, et pour
lesquelles la singularité précédente de la représentation a encore
lieu en un point.
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1. Considérons d’abord une courbe plane continue C
z=f(t), y=g(), oItsi

adniettant une tangente orientée variant d’une facon continue :
Jf(8), g(t), et l’an&le A (¢) de la demi-tangente orientée dans le
sens des ¢ croissants avec une demi-droite fixe, sont des fonctions
continues de ¢ sur le segment 0 —1.

Nous nous appuierons sur ce lemme : si P et P' sont deux points
de C, il existe un point Q appartenant a U'arc y ayant pour
extrémités ces points en lequel la demi-tangente est paralléle
a la corde PP'. SiVarc y est le segment PP', la proposition est évi-
dente. Dans le cas contraire, Q étant 'un des points de y dont la
distance a PP’ est maximum, les points voisins de Q sont d’'un
méme coté de la parallele QT a PP’ menée par Q. La demi-tangente
en Q estdonc portée par QT, sans quoi QT, droite distincte de la
demi-tangente, ne couperait pas y au point Q (').

¢ étant donné, on peut entourer chaque point M (¢) de C d'un
arc correspondant a un intervalle ¢t — d(t), t+d(t) en chaque
point duquel la demi-tangente fait avec la demi-tangente en M(¢)
un angle inférieur a c. D’apreés le théoréme de Borel- Lebesgue‘ (ou,
si Pon veut, en vertu de la continuité uniforme), on peut recouvrir
le segment o — 1 avec un nombre fini de ces intervalles ¢ — d (¢),
t +d(t). Considérons 'un de ces_intervalles et 'arc correspon-
dant MMM (si ¢ =0 ou t =1, M est une extrémité de 'arc que
l'on considere). P et P' étant deux points de cet arc, la corde PP’
qui.est paralléle a la tangente en‘un point Q de I'arc PP’ fait avec
la demi-tangente MT en M un angle moindre que ¢. Sil'on inscrit
dans 'arc M'MM" une ligne polygonale = dont les sommets sont
joints dans 'ordre des ¢ croissants, chaque coté fait avec MT un
angle moindre que ¢, cetle ligne se projette biunivoquement
sur MT suivant le segment m'm”, projection de la corde M'M’, et
par suite la longueur de = est au plus égale a

m'm"
cos e

La longueur de tout polygone inscrit 7 est bornée, I'arc M'M" est

(') Si P et P’ sont confondus, la corde PP’ peut étre prise arbitrairement.
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rectifiable ('), et il en est de méme de la courbe G complete.

Soit alors s la valeur de 'arc de C compté a partir de £ =o dans
le sens des ¢ croissants, s et £ sont fonctions continues et croissantes
I'un de I’autre. Soient M (s,) un point de G, MT la demi-tangente

et MN la normale faisant avec elle 'angle + g, etz (s)ety(s)les

coordonnées d’'un point de C par rapport a ces axes. Si s—s,
et s'— 5, sont assez petits, 'angle du vecteur

M(s)M(s) (s<5)
avec MT est encore moindre que le nombre arbitrairement petite.
En inscrivant une ligne polygonale et passant a la limite, on a

1 < z(s) <

cose”§s—sp-

ce qui montre que &' (s,) existe et est égal & 1. D’autre part

X(s) _y(s) z(s),

s—so  x(s)Ss—s° _
donc y'(s,) existe et est égal a o. Une transformation de coordon-
nées immédiate montre que si I'on prend des axes fixes OXY, et
si A est Vangle de la demi-tangente au point M (s) avec OX, X (s)

et Y(s) les coordonnées de ce point, X/(s) et- Y'(s) exxstent pour
chaque’ valeur de's, et I'on a :

X'(s)=cosA,  Y'(s)=sinA. .

Comme A est fonction continue de ¢, donc de s, la proposition I
_est établie pour une courbe plane.

Pour une courbe gauche lerlemme utilisé n’est plus valable, mais
on peut s’appuyer sur cet autre lemme général : si en tout point
d’un arc M'M la demi-tangente existe et fait un angle moindre
que ¢ avec la demi-tangente MT en M, toute corde joignant
deux points de Uarc fait ausst avec MT un angle au plus égal
@ ¢. Soient PP’ une corde et X le demi-cone de révolution engen-
drée par une demi-droite issue de P et faisant 'angle ¢ avec MT (2).
Dais le voisinage de P, I'arc PP' est intérieur a X. Montrons que

(1) Voir le Traité d’Analyse de JorDpAN ou le Cours d’Analyse de M GOUR-
SAT, t. 1, 3¢ édition, note de la page 198.

on est clair que P et I’ ne peuvent étre confondus si e < g

Ann. de Mathémat., 6° série, t. II. (Févricr 1g27.) 4
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cet arc me coupe pas Z, ce qui démontrera le lemme. Supposons le
contraire et soit P” un point d’'intersection de PP’ avec X, Varc PP”
ne peut étre confondu avee le segment PP" ; désignons alors par )
“un point de 'arc PP” dont la distance au plan tangent 7 & Zle long
de PP" est maximum. La deémi-tangente en ) devrait étre paralléle
au plan 7, elle ferait avec MT un angle au moins égal a ¢, ce qui
est contraire a I’hypothése.

En utilisant ce lemme, on montre comme pour une courbe plane
que la courbe gauche est rectifiable, et Ia démonstration s’achéve
sans difficulté. ‘

2. L’exemple fournissant les singularités signalées dans les
énoncés 11 et 111 est donné par une courbe I' symétrique par rap-
port a Oy et comprise entre Paxe Oz et la parabole y = x2. Défi-
nissons-la pour xZo.

" Prenons sur la parabole .la suite de points A, d’abscisses
27" (n=o0,1,2,...), et joignons A, a A,., par un arc de
courbe C, passant par le point B, de coordonnées

S g— ! — 5 5 f-n—1
X, = g+t Yu=2,5x 4" 1.

Nous prendrons d’abord pour C, un arc tel que I soit rectifiable et
admette en chaque point une tangente orientée qua varlera conti-
nament, sauf en O. Par exemple, C, sera formée :

> par le demi-cercle ~

(x — g—n+l__ f-n—t )2 + (.}’ '—‘}’I/L 2 = 4~2n——z’ &2 pnHt — f—n—1 ;

2° par deux segments tangents a ge demi-cercle, parallélesa Oz
et limités respectivement aux points de contact avec le demi-cercle
et aux points de contact avec deux arcs de cercles tangents & ces
segments et tangents extérieurement a la parabole en A, et A, ,
(ces deux cercles sont ceux qui sont extérieurs ala bande comprise
entre les deux segments) ;

3° par les arcs de ces derniers cercles limités a leurs points de

contact avec les segments et la parabole.

La longueur de I'arc C, est au plus égale a 2K, K étant un
nombre fixe, I est bien rectifiable et la tangente orientée n’est dis-
continue qu’en O. Supposons que les coordonnées z, y d’un point
de la courbe soient exprimées au moyen d’un paramétre nul en O
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et qui croit lorsqu’on décrit la courbe dans le sens de O vers A,

ce qm est loisible. Lorsqu’on parcourt 'arc B, A,,, tcroitde ¢, at,
et si x, est 'abscisse de A,, on a

Zy Ty 2Zn
T T tn
n n n

dz ] ) '

dt/, , -
ne peut exister que si sa valeur est o, et si cette circonstance se.
présente,’ '

Donc .

I
I

§ %

~ IR

tend verso; (%)()existe aussi et est nul. On est dans le cas de
Pénoncé I1.

On remarquera que s etant P'arc de la courbe T ici consldelee
compté a partir de origine, ; ne tend pas vers o ; la représentation
au moyen de I'arc, comme celle de M. Fréchet, présente la singula-
rité avec non-existence des dérivées (méme des dérivées a droite et
a gauche) et non pas des dérivées nulles. On obtiendra la singu-
larité avec dérivées nulles (dans la représentation au moyen de
Parc) en remplacant C, par un arc présentant n sinuosités au lieu
d’une seule, la variation de x sur les diverses sinuosités gardant la
méme valeur que précédemment; on voit que 'arc existe éncoré,

mais que sa valeur a partir de O est infiniment grande par rapport

3. On peat aussi prendre pour C, un arc tel que I' présente en
A, et B, des points de rebroussement avec tangente paralléle 3 Ox
et tel que entre A, et B, ou entre B, et A, x et y soient fonc-
tions monotones 'un de 'autre, la pente de la tangente étant
moindre que 27?K'. Par exemple, on prendra deux arcs de cercle
égaux tangents en A, et B, aux tangentes de rebroussement données
et se raccordant au milieu du segment A, B, et I'on procédera de

- méme entre B, et A, ;,. On aura un exemple de la singularité 111.
Lci encore la courbe est rectifiable et la représentation au moyen
de l'arc n’a pas de dérivées a droite et a gauche a I'origine. On
pourra comme ci-dessus construire des courbes pour lesquelles
cette représentation donne des dérivées nulles a l'origine.
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- SOLUTIONS DE 'QUESTIMS DE LICENCE.

Question C.63.

| Mécanique rationnelle; épreuve théorique; énoncé publié en
Juin 1926. p. 286.]
SoLuTiOoN .
Par ‘M. JacQues DEVISME.

1° On considérait un cube homogéne, d’aréte «, et I'on demandait son
mouvement en chute libre, pour des conditions initiales arbitraires.
Le centre de gravité G prendra le mouvement d'un point pesant.

D’autre part, comme l'ellipsoide d’inertie relatif au point G est une sphére

- 1 a2 .
moments d'inertie A =B =0C= B—g—>, le mouvement du disque par

rapport a des axes de direction fixe passant par G'sera une rotation ani-
forme. .

20 Un sommet O du cube étant fixé, on suppose quwa linstant initial
une aréte est verticale, le solide étant animé d’une rotation » autour de
la diagonale OO’ du cube. '

I’étude du mouvement est tout a fait classique. On prendra ‘des axes
fixes Oz y12,, Oz, vertical et des axes mobiles Oxzyz, Oz suivant la
diagonale OO'. ‘Les équations du mouvement sont, en introduisant les
angles d’Euler, . o

o +¢coslh =w (3% équation d’Euler),

L‘; 4'sin20 + w cosh = 7‘;-_ (moment cinétique par rapport & 03z,),
I T f ey ) ’ N .
P (V'2sin20 + 0'2) = g (1— /3 cos0) »(Lheoreme de la force vive).

On en déduit, pour déterminer cos = u, 'équation différentielle

d 2 r \ 2) fw? :
(Y =02 £ i 55— ),

La discussion est immédiate : u variera entre 7: et la plus petite racine u,
. : 3
de la quantité entre crochets.
. , LT g
Pour que la valeur maximum de I'angle 0 soit —, il faut que u, soit nul,

c’est-a-dire



— 33 — o
3° A un moment ol OO’ est horizontal, on immobilise brusquement le’
point O'. Le nouveau mouvement sera un mouvement de rotation umforme

avec Ia vitesse angulaire w, autour de I'axe fixe OO’

, Question C.75.
[ Mécanique rationnelle; épreuve théorique; énoncé publié en
Juillet 1926, p. 320.] :
SoLUTION
Par M. R. WEINZAEPFEL.

Une circonférence matérielle, de masse m et de rayon R, peut tourner
sans frottement autour d'un de ses diamétres, supposé vertical. Une tige -
pesante de masse m' de longueur 2a(a << R) s’appuie par ses extrémités
sur la circonférence, sur laquelle elle peut glisser sans frottement.

° Nous rapportons le mouvement a un triédre trirectangle Oz ¥4z,
O étant le centre de la circonférence, Oz; la verticale descendante.
Nous désignons par o I'angle du diamétre horizontal de la circonférence
avec Oz, par 6 langle de la perpendiculaire OH a la tlge avec Oz et
posons

b =O0H=yR—ar

La forme vive est '

2 "a2 /a2 o
= ¢" [mR -+ lnga. cos2 —+ m'b%sin? 6] -+ m'<%— -+ b?> 6'2

el la fonction des forces
U= m'gb cosh.

L’équation de la force vive et 'équation de Lagrange par rapport & ¢

détermineront le mouvement. Cette derniére équation

f

© [ﬁf—{— +m' %—cos”)—{—-m b*stGJ: k

montre que la cu‘conference tourne toujours dans le méme sens. Le mou-
vement relatif de la barre est deﬁm par

(1) 02 =

< | 2m'gbcosl + h —

b

k2
2 2 i
——-E;‘— + m’ <% c0s29+-H2sin? 0)

que I'on discutera sans peine par rapport aux données initiales.
2° Dans le cas parliculier oir la tige a pour longueur le coté du triangle



équilatéral, on a

T , . kg ) (\'_.
,R2 n‘l,gRCOSﬂ—'.—h—M .
m —| . —_—m —

DY DY 4

ou

02 = 02 - 2€ (cos0 — cost,)

équation d’un mouvement pendulaire, la longueur du pendule synchrene
étant [ = R, indépendante de m et de m'. Pour © on a
g Gk,
T R2(2am -+ m') 0
de sorte que la rotation de la circonférence est uniforme.
3° Revenant au cas général et désignant par f(8) le crochet au second
membre de 'équation (1), les positions d’équilibre relatif de la tige annu-
leront f/(0) de sorte qu’il est bien évident, comme I'indique I'énoncé, que
les positions horizontales de la tige (6 = o ou =) sont des posmons d’équi-
libre relatif.
Or en developpant en série suivant les puissances de § on a, ¢' dési-
gnant ]a vitesse angulaire de la circonférence,

S(8) = const. — 62m’ [nb—cp (2 a—;>]+
et, pocant 6 —w = ¢, o

J(8) = const. + e2m/ [gb + o <b‘:_ ‘%

d’our résulte immédiatement que :

i .
a. Sia< R \/3, 0 = o sera stable si ¢{* < gt 5 et 0= msera ns-
R2—
table. ) .
. b. Sia>R 2, 0 = o sera stable et § = = stable si o} >——§’-b———-\
2 4a?
3

L’équation (1) donne par dérivation

’ 2n33<%+b3>9”=f/(0)

et, en se bornant au terme principal du second membre il reste, pour les.
petites oscillations au voisinage de la position d'équilibre 6 = o (lersque



cette pusition est stable})

dont lintégration est élémentaire. La période est

) N a?—+ 362 :
"V 3eh e 30t — @)

De méme, pour les petites oscillations autour de Ia position d’équilibre

0 =m,o0na
, . a2 .
9 — b2} — )
Qo (T b> b
= — z.

a? ”
5 b

4° Une position 8 = 8, correspond & I'équilibre relatif si £7(0o) ‘=vo, ou
2
‘k?<b2—%-> cosf,sinf,

_ — o
2 2 2 ?
[ﬁ;& -+ m'<—‘-§— cos20, 4 b?sin200>]

&b sinbeo —

ce qui peut s’écrire encore, en faisant intervenir la valeur correspondante
de ¢',

&b sinfy — ?’0‘—’<b2— %) cosf,sinfy = o,
'
ot (8, étant différent de o ou ) . o

gb gb

ch;—’= = 3 .
<w-.$>mm% ‘<RL—£;>wWO
J .

» cela donne une valeur acceptable pour ¢, lorsque

R

2

Sia<<

T ™
— 5 <<+

. . Rv3 . SRR 31t
si, au contraire @ > —;/—, il faut que cosf, soit négatif : — < 0p<< — -
2 2 -
La discussion de la stabilité se fera de la fagon suivante : en se bornaat,

ce qui ne restreint rien, au cas ot 0 est compris entre o et =, f(8) a le
signe de

.
— <m E{-z - m’b’)-—— m’ <a__ — 62> u?
. 2 S\ 3

2 - A
+ & [(m 5- - nz’lﬂ> -+ m' (‘1—2 — bz> u‘;}]
wo | 2 . 3
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(ot I'on pose cos® = w«) dont la dérivée prend, pour u = u,, la valeur
, P ! P y P ,

2 2
—_m (-4i — R*) Uy -+ L (mB- + m’b‘)-
3 ’ Ugy 2

RV3 - . o
Pour a < —-%—, u,y étant positif, cette expression est positive et cela

implique que f(0) soit maximum pour § = 8y; la position d’eqmllbre cor- .
respondante est donc stable parce que, pour des conditions initiales voisines,
il apparait, de part et d’autre de 0,, deux racines de 6, qui donuent les

limites du mouvement en 9.

Ry3

Pour a > - I'équilibre peut devenir instable.

)  Question C.78.

[Calcul dt_ﬂ‘erentwl et intégr al; epreuve pratique; .énoncé publw en

novembre 1926, p. 379.]

SoLuTiON
Par M. E. LAINE.

Il s’agit de calculer Pintégrale réelle

t dz
= - —
fo (2 —a) Vo (1— a2 )

L’énoncé du probléme indique, sans dﬁxte a titre impératif, d’employer la
méthode des résidus : c’est un calcul classique. La solution suivante, qui
s'applique & toutes les intégrales du méme type, montrera que 'emploi des
intégrales eulériennes conduit au résultat d’'une maniére beaucoup plus

“rapide et beaucoup plus sare.
Posons
1—1

r=a H
a—t’

quand 2 croit de o a 1, ¢ décroit de 1 2 0; on a alors

i ot e
I=a 5(1—a) 5‘f t S5(1—t) 3dt
0
T2 3 3 2 3
—a 5(1— 2 —a (1 — 5 .
a S(1—a) § 5[‘5‘ a (1 a)‘ Py

sin —
5
Autre solution par M. R. OpiLE.

.
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QUESTION PROPOSKE.

2495.

Le point A étant pris de facon quelconque entre B et G sur le segment
de droite BC, soient (BC), (CA) et (AB) les demi-cercles décrits sur. BG,
CA et AB comme diamétres, d’un méme coté de BC, dont les rayons seront
désignés par a, b et c. On forme ainsi le triangle a cOtés circulaires (ABQ)
[dit parfois tranchet (apBrhoc) d’Archiméde]. Soient maintenant tracés :
1° la perpendiculaire AA’ a BC; 2°, si B, et G, sont les milieux de AC et
AB, les demi-cercles (BB,) et (CGC,), ces trois lignes concourant d’ailleurs
manifestement en un.méme point. Chacune d’elles divise le triangle (ABC)
en deux triangles partiels ayant méme rayon de cercle inscrit (1), savoir «,
B et y pour les triangles respectivement formés par AA’, (BB,) et (CGy), et
l'on a ' i i

ate = (a?+ c?2)B = (a?+ b2)y = abe..
M. p’OcAGNE.

CERTIFICATS DE MATHEMATIQUES GENERALES.

EpREUVE THEORIQUE. — I. Fquation linéaire différentielle du premier
ordre : 1° intégration; 2° connaissant deux intégrales particuliéres,
écrire la solution générale; interprétation géométrique; 3° intégrer,
comme exemple : (x2—x)y' — (22 — 1)y + x2=o.

1. On donne la parabole y?= fz et le point P(), o). De P on abaisse
les perpendiculaires sur les diverses tangentes a la parabole.

1° Liew I du pied de ces perpendiculaires. Asymptote et point
double de T'. Construire I' pour A =0 et A= —1.

20 Enveloppe des I' quand ) varie. Etudier la réalité des points de
contact de ' avec son enveloppe.

-3° De O, on méne les tangentes aux 1. Déterminer les coordonnées
du point de contact; construire le lieu de ces points.

(1) L’auteur de la question n’ignore pas que la propriété ici énoncée est connue
en ce qui concerne les triangles formés dans (ABC) par AA’, mais il a estimé
qu’il convenait de ne pas la séparer de celle qui regarde les triangles formés par
(BB,) et (CC,). '



EPREUVE PRATIQUE. — C.83. — Calculer les longueurs des pendules
simples synchrones des pendules composés suivants, constitués de ligne,
aires et volume homogéne, les axes de rotation étant horizontaux.

1° La courbe plane x = g, Y 2.% — 2 limitée aux valeurs de t
comprises entre o et + \/3; Paxe de rotation est Ox.

20 L’aire comprise entre la parabole y*= oz et la corde focale
perpendiculaire a Uaxe; Uaxe de rotation étant cette corde.

3¢ La surface tatérale d'un céne droit de révelution de hauteur h,
demi-angle au sommet a; Uaxe de rotation étant une genératrice.

4° Le volume du téiraédre trireciangle OABC, ot OA =a, OB =3,
0C = y; laxe de rotation étant OC.
: (Bordeaux, novembre 1926.)

EPREUVE THEORIQUE. — 1. — On considére la surface (S) représentée
par z\Jx2+ y? = xy et le cylindre (C) d'équation ‘

24 y?~oax = o (a> o).

19 Indiquer la nature et ensuite la disposition de-(S).

20 Trouver les courbes tracées sur (S) qui coupent & angle droit les
sections de (S) par des plansvarmblesz h. Construire leurs projec-
tions sur xOy.

3° dAire de la por tzbn de (C) située au-dessus de z=o, limitée
par z =o0,y=o0 et (S).

40 Volume intérieur a (C) situé au-dessus de z=o0, limité par z = 2
y=oet(8S)

50 Trouver et construire la projection sur le plan y0Ozde Uinter-
section de(S) et de (C). :

6° Aire de U'une des boucles decette courbe.

AL Etudier la variation de la fonction

14 2?
y=L — 3z arc tang .

Asymptotes de la courbe représentative.
(011 cherchera st l’éguationy’' = o admet des racines. On suppose
= =
— — < arc tangx < —v
2 2
Lu = logarithme népérien.)
INDICATION- SUR LA soLuTION. — [. 1o COne dont on construit aisément la

section par z = h.
2° On a pour les sections z = h



dau

et les trajectoires orthogonales sont
Yi—xt = const.= = ¢, p*caos20 = *=ch

3° p, 0, z étant les coordonnées seml-palawes d’un point de I'intersection
de (S) et (C), on a

2 = 2acosh, (ls=2ad6 z=2acos?)sinb,
Tz

P a?
f a s—_3—'

4° V étant le volume demandé et I' le demi-cercle de la base du cylindre
situé du coté des y positifs, on a

V ff dxdy ffr’smﬁcos(idpdﬁ
I‘

2(10050 Saa'
——f schOSOlef prdp = —-
: 0

5° La courbe cherchée a pour équation
YO+ farz2 (52— y?) = o
ou, en coordonnées polaires,
22c0sbw = 4a?sin?w(cos?m — sin2w).

La courbe se déduit par deux symetnes de la bouclé obtenue en faisant

iy

varier v de o & —-

*‘l;'-lh
.

\ sinzw . a?
6 S= 2a’f vt (cos?w —sin?2w) dw = % (en posant tang w = ¢).
A .

Iy = T 4+ 2 4 3arc tan ) L S

Sy = (l—l—xz z g Y E )

‘la courbe représentalive admet Oy pour axe de symétrie.

" Les asymptotes sont
. 3zx

x=0 et y:t—-;—:?x.

EPREUVE PRATIQUE. — |. z étant exprimé en radians, montrer que
Uéquation '
22 — sin2x — 3cosx = o0

n'a qu’une‘ racine. Calculer cette racine.
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I1. Mécanique. — Un point M de masse m mobile dans un plan ver-
tical est soumis & U’action de son poids et & une force constante N mg
dirigée de M vers un point fixe O. 1° Montrer que la résultante de ces
Sorces dérive d’une fonction de forces, indiquer la nature des courbes
de niveau. 2° Trouver les lignes de force ainsi que leur forme géné-
rale. 3° On suppose M mobile sans frottement sur un cercle de dia-
meétre OA; OA =2 a est vertical et situé au-dessous de O. Positions
d’équilibre du point. Stabilité de 'équilibre. 4° Equation différen-
tielle du premier ordre donnant le mouvement du point sur le cercle.
5° Montrer comment on peut intégrer cétte équation, si I’on suppose
que le point posséde en A une vitesse v, donnée par v} = ag(h —2)%

On prendra Ox vertical dirigé vers le bas. Si l'on détermine ln

. /\
position de M par un angle, on prendra xOM = 0.
INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — I. On trouve 2 = 62°40’.

. II. On pose zOM =0, OM = p.
° ‘ d% =—mg(hdp — dx),
la fonction des forces est — mg(kp — ) et les courbes de niveau
);p =x+b
(avec ¢ > o) sont des coniques de foyer O dont la directrice z-+& =o
est au-dessus de M. Dans le cas d’hyperboles (A < 1), la branche'inférieure

convient donc seule.

2° Les lignes de forces sont données par
)

dx \_ dy,
re—p Ay’
d’ou
< . 0>)\—l
sin —
e 2 .
P=C g1’
cos —
(=3)
elles ont trois formes différentes suivant que A > 1, ==1, <1.
3° Equilibre : ‘ ; :

‘;—gl=—fzmgasi|16(2cos()—)\). - -
a. A >>')., pour 0 = o, équilibre instable; . . .
b. A <2, pour B = o, équilibre stable; pour 6 = (cosa = ?2:), équi-’
libre instable. -
4° ‘ v2= fga(cos28—Acosb)+ h,
d’out

do\2 ,
a<7d;> = g(cos20 — A cos) + 4.
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5° Pour v3=ag(h—2)2, 0n a
= ga(2 eosﬁ—)\)"

2 db =e‘/§dt [avecs(o.——)\)>o,é=ix].

2c0s0 — A

On intégre facilement en posant tang

ISR R=)
i
<

(Lyon; juillet 1926.)

EpPREUVE THEORIQUE. — I. 1° Construire les courbes représentées par
U’équation
: 23— a3
1 2 = T,
(1) y 3

a étant une constante. Asymptotes. Lieu des points de ces courbes ot

la tangente est paralléle aux axes. 2° Trouver les trajectoires ortho-

gonales des courbes (1) et traiter pour ces trajectoires les questions
posées dans 1° pour les courbes (1).

I, 1° Nature et forme de la surface représentée par l'équation
2 3 .

5= %— (z+y)?. 2° Folume compris entre cette surface, les plans z = o,

x=o0,y=o0,x-+y=23.3° dire de la portion de cette surface qui se
projette sur le plan xOy a l'intérieur du triangle dont les c6tés sont
X =0,y=0,x+y =3.

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — 1° Construction immédiate en considérant
comme fonction de > ou en passant en coordonnées polaires.
2° Les trajectoires orthogonales sont

y()2—3x2)=c* . ou @3 sin30 = — ¢3
ét se déduisent des courbes (1) par une symétrie d’axe y = .

11. 1° La surface est un cylindre dont la section droite a pour équation
dans son plan

1V
32 = -2 x3,
9

S = 3 3y 3 =
00 V=%ﬁf dy | (x—{--}f):‘dx:IS\/b.
_ 0 0 7

. 3=y 6 '
3° _j dyf Vi+z+yde = = \
H

EpREUVE PRATIQUE. — L. 10 Intégrer Uéquation:

Y42y + 2y =e Tsina.

20 Indiquer la forme dans le voisinage du point O de la courbe
-intégrale tangente en ce point a O z. . s
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. Un pomt M de masse égale a !'unité situé dans le plan Oy et
dont on déstgne les coordonnées par x et y est soumis & l’actiond’une
force dont les projections sur les azxes sont

X =yr—a2, Y =2xy.

1° Calculer le travail de cette force lorsque le point passe d’une

position M, de coordonnées xy, y, & une position M, de coordon-
nées xy, .

20 Le point M est mobile sans frottement sur la droite d'équation

ha ﬂ =z — 4. A
Y a-t-il une position d’équilibre stable ? Déterminer le mouvement
du point, en supposant qu'on le lance avec une vitesse v, du point A
de la droite qui est sur O y. Trouver les valeurs de v, pour que dans
ce mouvenment le point M reste toujours au-dessous de Ox.

(Lyon, 6 novembre 1926)

CERTIFICATS DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INFEGRAL.

EPREGVE THFORIQUE. — Premiére question. — C.86. — Une surface
réglée (S), non développable, est engendrée par la droite (D) donnée
par les équations suivantes en coordonnées rectangulaires :

X =az—+ A
y=b3+p,

ot a, b, %, p. sont des fonctions données d’un paramétre variable.
*Sott (L) la ligne de striction de (S). Montrer que la condition néces-
saire et suffisante pour que (L) soit la courbe de contact d’un cylindre
cireonserit a (S) paralléle & O z, est que (D) fasse un angle constant
avec Oz. Montrer que ['on pouvait prévoir géométriguement ce
résultat.

La condition précédente étant supposée remplie, les equatwns de (S)
peuvent étre écrites sous la forme
z = czcosl + A(0),
y=-czsinb + 1(0),
¢ étant une constante, \(9) et n(0) des fonctions du paramétre 6 con-
venablement choisi. A quelle condition doivent satisfaire A(0) et u(0)
pour que (L) soit une ligne de courbure de (S). La ligne (L) peut-elle
étre dans ce cas une ligne quelconque en choisissant convenable-

ment h(0) et 1(8)?

Deuxiéme question. — C.87. — Etant donnés trois axes de coordon-
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nées rectangulaires, déterminer les surfaces qui ont la proprieté sui-
vante : la normale en un point M de la surface rencontre en N le plan
des xy de telle sorte que la distance de N & l’origine des coordonnges
est une fonction donnée de la distance de M & 'axe Qz. On dévelop-
pera les calculs dans le cas ou la relation entre ces deux distances est
la constance de leur produit; on déterminera la surface particuliére
répondant & la question et contenant le cercle donné :

z = o0, 2+ 32= R2,

Nota. — On pourra prendre pour fonction inconnue

= %(w’—i—-y’—i— z2).

EPREUVE PRATIQUE. — Calculer, en utilisant la théorie des intégrales
de variable complexe, 'intégrale réelle

»

xV3"
7 (1+x)(r+z) .
(Bordeaux, juin 1996.)

EPREUVE THEORIQUE. — Premiére question. — C.88. — On donne une
courbe gauche (Q). En un point M, variable sur cette courbe, on meéne
la tangente MT et la normale principale MN a la courbe. On prend
sur MN un point P tel que MP = [ (I longueur constante donnée). Par
le point P on méne la paralléle (D) a MT. Déterminer la ligne de
striction de la surface réglée engendrée par (D). On pourra expliquer
géométriquement le résultat obtenu.

Deuxiéme question. — C.81. — Trouver lmtegrale générale de
Uéquation aux dérivées partielles
22— 22— 2
pPTHqy=—"—""""

2.2

Montrer que les courbes caractéristiques de cette équation sont les
trajectoires orthogonales d’une famille de surfaces a un paramétre.
* Montrer que sur une surface intégrale quelconque les courbes carac-
téristiques sont des lignes de courbure de cette surface déterminer le
second systéme de lignes de courbure.

EpREUVE PRATIQUE. — Calculer la valeur de Uintégrale

dz
ff/(z +a)zs(z—b)

prise le long d’un contour fermé simple entourant les trois points

F=—a,z=o0,5=0b; aetbdésignent deuzx constantes réelles et posi-
tives,

Quelle relation peut-on déduire de la considération de ce contour
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(convenablement choisi) entre les deux intégrales réelles
e dx | ' dv__.
1=f S N J=f -
_N(@+a)z(z—1b) , V(@zTra)z(z—0b)

Dans le cas o a = b, quelles sont lesvaleurs de chacune de ces inté-
grales?

(Bordeaux, novembre 1926.)

CERTIFICAT DE MECANIQUE RATIONNELLE.

EpREUVE THEORIQUE. — - C.89, — 1. Une sphére de centre O et de
rayon R se meut au contact d'un plan horizontal fixe de maniére
qu'un certain rayon matériel de cetle sphére conserve une inclinaison
de 45° sur la verticale ascendante et que la vitesse de glissement soit

géométriquement égale a RQ, en appelant Q la rotation instantandée.
Trajectoires du centre de la sphére et d'une molécule située sur le
rayon précédent. Mouvement de la sphére autour de son centre. Sur-
Saces engendrées par rapport au systéeme fixe ou au systéme lié a la
sphére, par l'axe instantané de rotation et de glissement.

©G.90. — II. Une plaque homogéne pesante afecte la forme dun
triangle équilatéral ABC de cété a. Etudier son mouvement en négli-
geant le frottement et la rotation terrestre, sachant que AB est astreint
a demeurer dans un plan fize O,2y, et C sur une verticale fixe O,z
(liaisons bilatérales). On prendra pour origine des axes liés a la
plague son centre O, Vaxe Ox étant paralléle & AB et l'axe Oy étant
confondu avec la demi-droite OC. On prendra pour paramétres les
deux angles d'Euler variables 4 et 9, déterminant la direction de la
plaque On donnera la discussion du mouvement en faisant usage de
méthodes graphiques.

EPREUVE PRATIQUE. — C.91. — Un systéme matériel comprend trois
masses ponctuelles pesantes A, B, C égales a m. Les masses A et B sont .
Sixées sur un_fil attaché en O, G est a Uewtrémité d'un second fil
attaché en O' sur U'horizontale de O tandis gu’un troisiéme fil relie A
et C. La figure d'équilibre du systéme est constituée par un carré
OO'CA dont le cété OA a été prolongé d'une longueur AB = OA. Soit !
cette longueur. Tous les fils étant supposés inextensibles et sans passe,
on écarte O'C dans le plan du tableau d'un angle o sur la verticale
et Uon abandonne le systéme, dans cette configuration, sans vitesse
initiale. Quand O'C redevient vertical, il y a tension brusque de AC.
Vitesses prises par le systéme aprés le choc.

(Poitiers, novembre 1926.)

————— Q
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SUR QUELQUES PROPRITES DE L'NYPERBOLE EQUILATERE
ET LEURS CONSEQUENCES;

' - Par J. LEMAIRE. ‘

1. 1l S’agit des propriétés suivantes :

1. La figure inverse d’une hyperbole équilatére (H) par
rapport & son centre est une lemniscate de Bernoulli. Prenons
par exemple a® pour module d’inversion, en appelant a le demi-
axe transverse; F, F', M désignant les foyers et un point quel-
conque de '’hyperbole, f, f, m leurs points inverses, nous avons

_ MF.Of . MF.Of"
mf=-6mw > ™= "om >
comme :
MF.MF = OM ,
on en conclut
mf-mf,: (_)—.—f).’

ce qui démontre le théoréme.

Toutes les lemniscates sont des courbes semblables susceptlbles
de ce mode de génération.

B et C étant les traces de la tangente en M a (H) sur ses asythp—
totes, K la projection de O sur cette tangente, OK est symétrique
de OM par rapport a l’axe focal et coupe I'hyperbole au point M’
symétrique de M, et 'on a

OK.OM — OK.omM _ OK-BC _ 0B.OG _

2 2

le lieu de K est donc la lemniscate précédente : la podaire d’une
hyperbole équilatére par rapporta son centre estla lemniscate

qui a les mémes sommels, réels et imaginaires, que I’hyper-
bole.

II. Par un point A d’une hyperbole équilatére (H) et pai
son centre O, on peut faire passer quatre cercles tangents a
cette courbe, et les points de contact sont sur le cercle ayant

Ann. de Mathémat., 6° série, t. I1. (Mars 1927.) 5
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pour centre le point A’ diamétralement oppose a A sur Uhyper-
bole et passant par son centre.

Nous savons que si quatre points d’'une hyperbole équilatére
‘appartiennent a un cercle, le point de ’hyperbole diamétralement
opposé a 'un d’eux est Porthocentre du triangle des trois autres.
_Sidonc M est le point de contact d’'un cercle passant par O et A,
et tangent a I'’hyperbole, le point M’ de (H) diamétralement
opposé a M est 'orthocentre du triangle MAB, B étant le troisiéme
point commun aux deux courbes, et si K est le point de rencontre
des droites AB et MM/, on peut écrire

KO.KM = KA. KB = — KM.KM/, -
d’ou

K est le milien de OM', A est équidistant de O ct de M’; par

suite A’ est équidistant de O et de M, ce qui démontre la propo-
* sition.

2. Transformant par une inversion de péle O et de module a?
la propriété précédente de I'’hyperbole équilatére, nous obtenons
ce théoréme : d’un point A d’une lemniscate on peut mener
quatre tangentes a cette courbe, et les points de contact sont
sur la perpendiculaire A @ OA’ en son milieu, A’ étant le point
diamétralement opposé a A. La lemniscate est donc de la sixieme
classe. La perpendiculaire en A" & OA’ enveloppant '’hyperbole
‘équilaiére (H) de mémes sommets que la lemniseate, l’enveloppe
de A est l'hyperbole homothethue de (H), dans le rapport —,
avec O pour centre d’homothétie.

.Si l'on revient & la figure primitive, on peut dire que ’enve-
loppe d’un cercle passant en O, dont le centre décrit (H), est
la lemniscate homothétique, dans le rapport 2, avec O pour
centre d’homothétie, de la lemniscate dont les sommets sont
ceuzx de Uhyperbole. )

Il est d’ailleurs aisé d’obtenir directement ce résultat en
remarquant que le cercle touche son enveloppe au point symé-

trique de O par rapport  la tangente menée a I’hyperbole au centre
du cercle.
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3. Démontrons quelques propriétés de la lemniscate qui nous
seront utiles plus loin : il existe deux cercles réels passant par le
centre O de ’hyperbole (H), ayant leurs centres sur 'axe non trans-
verse, et bitangents a cette courbe; a ces cercles correspondent
deux tangentes doubles réelles de la lemniscate. De méme, il
existe deux cercles imaginaires bitangents a 1'’hyperbole, passant
par son centre, et ayant leurs centres sur I'axe transverse, et a ces
cercles correspondent deux tangentes ‘doubles imaginaires
pour la lemniscate. ‘

La plupart des propriétés de lalemniscate peuvent étre déduites
de celles de ’hyperbole équilatére. Prouvons par exemple que le
centre de la lemniscate et les points cycliques sont des points
doubles a tangentes inflexionnelles. ' .

Pour le centre, cela résulte immédiatement ‘de la génération de
la lemniscate comme transformée par inversion de I’hyperbole;
pour établir la propriété pour les points cycliques, remplagons la
transformation par inversion par la transformation plus générale
suivante, dite de Hirst: Etant donnés une conique (C) et un
point fixe O, dont la polaire coupe la conique en I et J, a un
point quelconque M on fait correspondre le point M’ de la
droite OM qui est conjugué de M par rapport a la conique fonda-
mentale (C); il y a réciprocité entre les points M et M'.

Cherchons la figure obtenue en appliquant ce mode de transfor-
mation & une conitjue (I') pour laquelle le triangle OIJ est con-
jugué, de sorte que les tangentes a cette coniqﬁe issues de O ont
leurs points de contact X et Y sur la droite 1J et conjugués harmo-
niques par rapporta [ et J, et que les tangentes issues de J ont leurs
points de contact K et L sur Ol. A chacun des points communs
a la droite 1J eta la conique (I') correspond, pour la courbe trans-
formée .(I"), le- point O qui est ainsi un point double de cette
courbe; toute droite passant par O coupe (I') en deux points,
auxquels correspondent deux points de (I') qui est par suite une
courbe du quatriéme ordre.

Considérons une droite passant par O, trés voisine de OX, et
coupant (I') et 1J en A, B et D; au point D correspond dans la
figure transformée le point O, et aux points A et B situés de part et
d’autre de D correspondent deux points A’ et B situés de part et
d’autre de O; si donc la droite OAB vient coincider avec la tan-
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<
gente OX a (T'), on voit que cette tangente est pour (I') une
tangente d’inflexion en O; de méme OY.

Soit maintenant uue droite, trés voisine de la tangente JK
a (T'), et coupant cette conique en E et F, et la conique fonda-
mentale en G; la transformée de cette droite est IG, de sorte que

Fig. 1.

0 . .

les points E’ et I’ correspondant a E et F sont en ligne droite
avec I; si donc la droite JEF vient se confondre avec JK, qui
coupe (C) en H, sa transformée IE'F’ tend vers IH, qui est par
conséquent une tangente inflexionnelle en I pour la trans--
formée (I') de (T'). A laseconde tangente menée de.J a (T') corres-
pond de méme une seconde tangente inflexionnelle en I. Le
point J est, lui aussi, un point double a tangentes inflexionnelles.
I suffit dc supposer que (C) est un cercle de centre O, et par
suite (I') une hyperbole équilatére de méme centre, pour voir que
la lemniscate a bien les points cycliques pour points doubles a
tangentes inflexionnelles.

4. Voici encore une propriété de I'hyperbole équilatére qui
nous sera utile : par deux points A et A’ diamétralement opposés
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d’une telle hyperbole (H) faisons passer un cercle (C), les deux
autres points M et M’ communs aux deux courbes sont diamétra-
lement opposés sur(C); O et » désignant les centres de I'hyper-
bole et du cercle, on a pour le pole de AA’ par rapport au cercle
le point P de la droite Ow déterminé par la relation

OP.Ow=—O0A ;

OB, demi-diamétre de (H) parallele a MM/, est symétrique de OA

«©)

par rapport a un axe de cette conique; Ow étant conjugué
de MM’ par.rapport a ’hyperbole, le pole de MM’ par rapport ‘a
cette courbe est le point Q de O« determiné par la relation

0Q.0w=—0B =—0A;

par suite P et Q coincident : le pdle de AA' par rapport au
cercle et le pile de MM' par rapport & U’hyperbole sont con-
Sondus. Si donc la tangente PM a (H) coupe le cercle en M, les
points M et My, A et A/, sont les sommets d’un quadrilatére
harmonique; donc OM et OM, sont symétriques par rapport
aAA', etlVon a

OM.OM,= 04 ;
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on peut dire que : si par deux points A et A’ diamétralement
opposés d’une hyperbole équilatére et par un autre point
arbitraire M de cette courbe, on fait passer un cercle qui
coupe en M, la tangente en M a U’hyperbole, AMA'M, est un
quadrilatére harmonique, OM et OM, sont symétriques par

rapport a OA, et OM.OM, = OA”.
Soit N le point de OM tel que OM.ON :"OvA_J; si, A et A

restant fixes, M décrit (H), le lieu de N est une lemniscate ayant
les mémes axes que (H) et passant par A; le lieu de M, est la
lemmscate symétrique de la précédente par rapport a OA, laquelle
touche I hyperbole en Aet Aleta pour tangentes en O les droites
symétriques, par rapport a OA, des asymptotes de (H); nous
verrons plus loin que cette lemniscate a aussi avec (H) un double
contact imaginaire sur le diamétre perpendiculaire a AA'.

5. Dans un faisceau ponctuel de coniques déterminé par deux
couples de points A et A', B et B, chaque conique est déterminée .
par la valeur du rapport anharmonique (P, AA'BB’), en désignant
par P un point quelconque de cette conique; nous appellerons
conique harmonique du faisceau la conique pour laquelle ce
rapport est harmonique, autrement dit pour laquelle chacune des
droites AA’ et BB’ a son péle sur I'autre.

De méme dans un faisceau tangentiel de coniques déterminé
par deux couples de tangentes (A) et (A'), (B) et (B"), chaque
conique est déterminée par la valeur du rapport anharmonique
(aa’bb"), a et d, b et b' désignant les traces des droites données
sur une tangente quelconque de cette conique; nous appellerons
conique harmonigue du faisceau la conique pour laquelle ce
rapport est harmonique; pour cette conique le point commun
aux droites (A) et (A') et le point commun aux droites (B) et (B')
sont con]ugues

Dans un faisceau ponctuel de cercles, dont A et A’ sont les
points communs, la conique harmomque est le cercle de dia-
métre AA'.

Dans un faisceau tangentiel de comques homofocales, la conique
harmomque est 'hyperbole équilatére du faisceau.

Etant donnés deux points réels A et A', les drmtes isotropes Al
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et AJ issues de 'un coupent les droites isotropes A’J et A'l issues
de I'autre en deux points imaginaires conjugués B et B’ qui forment
avec les deux premiers deux groupes de points associés (Dar-
boux) : les points communs aux cercles d’un faisceau et les cercles
de rayon nul de ce faisceau forment deux couples de points
associés; de méme les foyers d’une conique a centre; de méme
encore les extrémités de deux diamétres rectangulaires, et en
particulier les sommets, d’une hyperbole équilatére, d'une lem-
niscate. ' :

Toule conique passant par quatre points qui forment deux
couples de points associés est conjuguée par rapport aux points
cycliques, est par suite une hyperbole équilatére; les quatre points
sont les extrémités de deux diamétres rectangulaires. Chacun
d’eux peut d’ailleurs étre considéré comme I'orthocentre du
triangle des trois autres. ‘

La conique harmonique du faisceau déterminé par deux couples
de points associés est hyperbole équilatére qui a ces points pour
sommelts. ‘ » e '

6. Appelons A et A’, B et B’ les sommets d’une hyperbole
équilatére (H) et de la lemniscate (L), podaire de (H) par rapport
a son centre O, et soit (T) la tangente en un point M de 'hyper-
bole, de sorte que (L) passe par la projection K de O sur cette
droite; OM et OK étant symétriques par rapport aux axes, K et M
sont conjugués par rapport a AA’ et BB', d’ou il suit, d’aprés le
théoréme de Desargues, que K est le point ot (T) est touchée par
la conique (H'), autre que (H), qui lui est tangente parmi les.
coniques du faisceau déterminé par les points A et A’, B et B/,
coniques qui sont les hyperboles équilatéres ayant A et A’ pour
points diamétralement opposés. Comme O est le centre de cette
‘conique (H'), K en est un sommet, et I'on a ce théoréme : la
lemniscate (L) est le lieu des sommets deés hyperboles équila-
teres qui admettent A et A' comme points diamétralement
oOpposés. )

En transformant homographiquement ce résultat, on peut dire
que : Etant donnés quatre points A et A', B et B', et la conique
harmonique du faisceau déterminé par ces points, si une tan-
gente (T) roule sur cette conique (H), la seconde conique (H'")
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du faisceau qui touche (T) la touche en un point K dont le
lieu est une courbe (L) du quatriéme ordre, de la sixiéme
classe, tangente a (H) aux quatre points donnés, et ayant pour
points doubles & tangentes inflexionnelles les points (AA', BB'),
(AB, A'B’), (AB', A’B); les tangentes au premier de ces points
sont les tangentes issues de ce méme point d la conique harmo-
nique; (L) posséde deux couples de tangentes doubles.

On peut enkgre dire que (L) est le lieu des points de contact K,
avec une conique variable du faisceau, des tangentes ¢communes
a cette conlque etala conlque harmonlque :

O étant le point commun aux droites AA’ et BB/, OK et la tan-
gente KT a la conique qui passe en K sont conjuguées par rapport
aux points I1(AB, A’B’) et J(AB/, A'B), et l'on peut dire : I/
existe sur chaque conique du faisceau quatre points K tels
que OK et la tangente KT a cette conique sont conjuguées
par rapport al et J, et l’enveloppe de KT est la conique har-
monique du faisceau.

On verra facilement ce que deviennent ces propositions si A
et A’ sont deux points réels, et les deux autres B et,B' les points
cycliques du plan; on a alors affaire 4 un faisceau de cercles

passant par A et.A’, et la conique harmomque est le cercle de
diamétre AA!. :

7. Une transformation corrélative nous donne le théoréme
suivant : Etant données quatre droites (A) et (A'), (B) et (B'),
et la conique harmonique (H) du faisceau tangentiel qu’elles
déterminent, si un point T décrit cette conique, la tangente en
ce point a la seconde conique (H') du faisceau qui y passe
enveloppe une courbe (L) du sixiéme ordre, dé la quatriéme
classe, tangente & (H) aux points ou les droites données
touchent cette conique; cette courbe posséde quatre points
doubles et six points de rebroussement appartenant deux a
deux aux trois diagonales du quadrilatére formé par les
quatre droites; ceux de ces points de rebroussement qui sont
situés sur la troisiéme diagonale, celle qui joint les points
(A)(A) et (B)(B'), sont les points communs & cette droite et
a la conique harmonique.

On peut encore dire que (L) est ’enveloppe de la tangente, en
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chaque point de la conique harmonique, a I'autre conique du
faisceau tangentiel qui passe en ce point.

(O) étant la troisiéme diagonale du quadrilatére, (K) la tangente
a la conique (H') au point T de la conique harmonique, le point
commun aux droites (O) et (K) et le point T sont conjugués par
rapport aux deux premiéres diagonales, et 'on peut dire : Chaque
conique du faisceau tangentiel admet quatre tangentes (K)
dont le pointde contact et le point de rencontre avec la troi-
siéme diagonale sont conjugués par rapport aux deux pre-
miéres diagonales, c'est-a-dire celles qui joignent d’une part
les points (A)(B)et (A’)(B'), et d’autre part les points (A)(B')
et (A')(B).. Le lieu du point de contact d’une tangente (K)
avec la conique correspondante est la conique harmonique du
Saisceau.

8. Dans le cas ou les points (A)(A") et (B)(B') sontles points
cycliques I-et J du plan, le faisceau tangentiel est I'ensemble des
coniques homofocales admettant pour foyers les points F(A)(B),
F'(A")(B"), ®(A)(B), (I)’(A )(B) et les théorémes ci-dessus

prennent la forme sulvante :

St un point décrit une hyperbole équilatére, la tangente en
ce point a la conique homofocale qui y passe enveloppe une.
courbe du sizieme ordre et de la quatriéme classe tangente a
U'hyperbole aux points ot elle est coupée par ses quatre direc-
trices (points de contact des tangentes issues des points cycliques);
cette courbe, qui n’est autre que la développée de [’hyperbole,
posséde quatre points doubles et six points de rebroussement :
deux de ces points de rebroussement sont réels, sur l’axe focal,
avec ‘cet axe pour tangente commune; deux autres, imagi-
naires, sont de méme sur ’autre axe; et les deux derniers sont
les points a Uinfini de Uhyperbole, avec la droite de U'infini
pour tangente.

Chaque conique d’un faisceau de coniques homofocales posséde
quatre tangentes dont le point de contact est le milieu du
segment déterminé sur chacune d’elles par les axes, et le lieu
de ces points de contact est I’ hyperbole équilatére du faisceau.
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9. Considérons une hyperbole équilatére (H) ayant deux points
donnés A et A’ diamétralement opposés, passant par suite par les
points associés B et B'; M étant un point quelconque de (H),
(T) la tangente en ce point, M, le point de cette tangente tel

que OA soit une bissectrice de @,, O désignant le centre
de (H), les points M et M, sont conjugués par rapport aux
droites AA’ et BB'; par conséquent, M, est le pomt de contact
avec (T) de la conique du faisceau autre que (H) qm touche cette
droite : nous avons vu que le lieu de M,, quand M parcourt (H),
est une lemniscate tangente a (H) en A et A’ (4).

Une transformation homographique nous donne le théoréme
suivant :

Le lieu des points de contact d’une conique variable d’un
Jaisceau ponctuel avec les tangentes-.communes a cetle conigue
et & une conique fize (H) du méme faisceau est une courbe (L)
du quatriéme degré, de la sixiéme classe; si A et-A'; B et B/
sont les points communs aux coniques, (L), tangente a (H)
en A et A', Uest aussi en B et B, d’ou il résulte, en remontant
au théoréme initial, que la lemniscate a, outre le double contact
réel avec Uhyperbole équilatére, un double contact imagi-
naire (%). : N

Revenant au cas général, nous pouvons dire que (L) posséde
quatre tangentes doubles, trois points doubles-a tangentes in-
flexionnelles, etc. .

‘Par corrélation nous en déduisons que : l’enveloppe des tan-
gentes @ une conique variable d’'un faisceau tangentiel, aux
points communs « cetle conique et a une conique fixe (H) du
méme faisceau, est une courbe de la quatrieme classe, et du
sizieme degré, tangente a (H) aux mémes points que les quatre
tangentes fixes qui déterminent le faisceau; cette courbe
admet quatre points doubles, trois tangentes doubles a con-
lacts de rebroussement. :

La méthode qni nous a conduit & ce théoréme nous donnerait
les positions de ces points remarquables; indiquons un moyen
simple d’obtenir les points de rebroussement : :

Employant toujours les mémes notations, appelons (A) et (A'),
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(B) et (B")les tangentes fondamentales du faisceau de coniques,
(C) la conique fixe, M un point de cette courbe, (T) la tangente
-en ce point a (C), (T") la tangente & la seconde conique du faisceau
‘ ' Fig. 3.
® .

B -~

~

i

qui passe en M; appelons encore I et I’ les points (A)(B) et
(A" (B"), ® et @ les points (A)(B') et (A')(B), 1 et J les
points (A)(A") et (B)(B), S et S’ les points communs a (C) et
a la droite FF'; les traces ¢ et ¢’ de<(T) et (T') sur FF' sont con-
juguées par rapport 2 F et F'; supposons que M tende vers Ssur la
conique (C), ¢ tend vers S et la position limite de ¢' est I'un des
points de rebroussement R qui se trouvent sur FF' : ces points
de rebroussement sont, comme on voit, les points conjugués har-
moniques de S et S’ par rapport a F et F'; les deux autres couples

de points de rebroussement ont des positions analogues sur les
droites ®P’ et 1J. ’

10. Si"les points I et J considérés ci-dessus deviennent les
points cycliques du plan, les coniques forment un systéme homo-
focal de foyers F et F', ® et @', les droites (T) et ('T”), conjuguées
par rapport a [ et J, sont rectangulaires, (T") est la normale a (C)
én M, et quand ce point parcourt cette conique, (T') enveloppe
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la développée de la conique. On trouve ainsi, pour la développée
d’une conique a centre, une courbe de quatriéme classe et du
sizieme degré, qui est tangente & la conique aux quatre -
points ot celle-ci est coupée par ses quatre directrices (points
de contact des tangentes issues des points cycliques); cette déve-
loppée admet, outre quatre points doubles, six points de rebrous-
sement, deux sur chaque axe avec cet axe pour tangente, deux
sur la droite de Uinfini avec cette droite pour tangente; si S
et S' sont les sommets situés sur FF', les points de rebroussement
appartenant a cet axe sont conjugués harmoniques de ces sommets
par rapport aux foyers; de méme pour ®®@'; les points de rebrous-
sement & l'infini sont conjugués harmoniques des points a I'infini
de la conique par rapport aux points cycliques, de sorte que les

directions asymptotiques de la développée sont perpendiculaires
a celles de la conique.

11. Reprenons la propriété de la lemniscate obtenue au
début (2) : par une transformation homographique suivie d’une
transformation corrélative, nous avons vu comment on peut
rattacher a la lemniscate la développée d’une conique & centre. De
la proposition rappelée ci-dessus, on peut donc déduire la sui-
vante due a Laguerre (OFEuyres, t. Il, p. 471) : Si Uon considére
‘une tangente quelconque a la développée d’une conique a
centre, et les quatre points ou cette tangente coupe la courbe,
les tangentes mences en ces points passent par un méme
. point A, ‘ ‘

Cherchons le lieu de ce point : appelons O le centre de la
lemniscate, A et A’ deux points diamétralement opposés, E le
point de AA’ situé sur la droite de linfini (D), P le milieu
de OA’, (A) la perpendiculaire a OA' en son milieu; les points de
contact des tangentes a la lemniscate issues de A sont sur (A) et
I'enveloppe de cette droite (A) est hyperbole équilatere (H) qui
a pour sommets les milieux de OS et OS', en appelant S et S’ les
sommets réels de la lemniscate. A ‘

Les deux transformations, homographique, puis corrélative, qui
permettent de passer de la lemniscate a la développée d’une
conique a centre, ellipse par exemple, conduisent aux résultats
‘suivants : D étant le centve de V'ellipse, (A') une tangente a la déve-
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loppée, la paralléle (E) menée a (A’) par D et la paralléle menée par -
le point qui nous occupe, point ‘A correspondant a la droite (A),
forment avec (A’) et la droite de I'infini un faisceau harmonique;
autrement dit ce point A se trouve sur la droite (P) homothétique
de (A'), dans le rapport 2, avec D pour centre d’homothétie.
Comme d’autre part (A) et OA’ sont rectangulaires, c’est-a-dire
conjugués par rapport aux points cycliques, auxquels points
correspondent les axes de lellipse, le point A et le point a U'infini
sur (P) sont conjugués par rapport aux traces de (P) sur les axes,
autrement dit A est le point dont les projections sur les axes de
I'ellipse coincident avec les traces de (A’) sur ces mémes axes.

Le liea du point A, courbe transformée par homographie, puis
par corrélation, de 'hyperbole équilatére (H), est donc une
conique qui coincide avec le lieu du quatriéme sommet du rec-
tangle dont deux cotés appartiennent aux axes et une diagonale a
une normale variable de Vellipse.

11 est manifeste que cette conique est une ellipse, qui passe
aux points de rebroussement de la développée; ses points a I'infini
sont les points de rebroussement a 'infini de la développée. Cela
pouvait se conclure du fait que I'hyperbole équilatére (H) est
tangente aux tangentes a la lemniscate en son centre, et par suite
aux six tangentes inflexionnelles a la lemniscate en ses trois points
doubles. Observons que lellipse ainsi obtenue et la premiére,
ayant des directions asymptotiques respectivement perpendicu-
laires, sont semblables, les axes de chacune étant perpendiculaires
aux axes homologues de l'autre.

Au point A de la lemniscate, diamétralement opposé a A/, ou
concourent les quatre tangentes dont les points de contact sont
sur la droite A, point conjugué harmonique de A’ par rapport a O
et a E(w), correspond, dans la figure corrélative, la droite (A)
conjuguée de la droite (A') par rapport a la droite (E) et a la
droite de Vinfini, c’est-a-dire la droite symétrique de (A') par -
rapport aux centre (D) de P'ellipse. '

Le point A, dont les projections sur les axes de l'ellipse déter-
minent la droite (A’), symétrique de (A) par rapport au centre de
cette courbe, a été appelé par Laguerre le centre de la droite (A).
Finalement donc, le théoréme énoncé plus haut peut étre complété
comme il suit : Une normale (A) a une ellipse coupe la déve-
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loppée en quatre points pour lesquels les tangentes concourent
au centre de cette normale relativement aux axes de U’ellipse;
le lieu de ce point commun est Uellipse qui a pour sommets les
points de rebroussement de la développée.

OUELQUES REMARQUES SUR LES EQUATIONS‘ AUX nERlVEES PARTIELLES
ET LES INTEGRALES SINGULIERES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ;
‘ Par LA POTRON, i

Ancien éléve de PEcole Polytechnique,
Docteur és sciences mathématiques. -

5

”

1. On sait (') que la détermination des surfaces in‘tégrales
d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre contenant
une courbe donnée (C) se fait par des procédés essentiellement
différents suivant que ’équation est, ou non, linéaire. Dans le pre-
mier cas, la surface demandée est le lieu des caractéristiques
rencontrant (C). Dans le second cas, si I'on emploie'la méthode
de Lagrange, on a préalablelﬁent déterminé une intégrale com-
pléte. On cherche alors a (ormer une famille simplement infinie
de surfaces de l'intégrale compléte tangentes a la courbe (C).
L’enveloppe de cette famille est une sarface intégrale répondant
a la question. ‘ ‘

2. On pourrait chercher a appliquer, dans le second cas, le
procédé utilisé dans le premier. Si V(z, y, 5, A, u) =0 repré-
sente une intégrale compléte de I'équation F(z, y, 5, p, g) =o,
les caractéristiques sont (?) représentées par

(1) - V(x, y, 3, X, p)=o0,
(2) Vi+ ' Vy=o,

(') Voir, par exemple, mon ouvrage : Exercices de Calcul differentiel et in-
tégral, t. I, IV° Partie, n° 3, p. 220, et n° 17, p. 243; Paris, Hermaon, 1926. Au
cours de ce travail, cet ouvrage sera simplement désigné par « Exercices ». Le
chiffre romain qui suit ce litre désigne I'une des six Parties en lesquelles est
divisé le tome I de cet ouvrage.

(%) Exercices, IV, 15, p. 242.
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i étant considéré comme fonction de ).
Sur la courbe (C), on a, par exemple,

3) z=f(t), y=g), z=~r).

Substituant dans (1) et (2), puis éliminant ¢, on obtient une
relation k

@) | GO, W) =0,

Il faut et suffit que la fonction p de ) vérifie (4) pour que
chaque caractéristique rencontre (C) en un point dont le ¢ est
solution commune des équations (1') et (2'), déduites de (1) et (2)
en y remplagant z, y, z par leurs valeurs (3).

Mais, de la maniére méme dont on a formé (4), il résulte que
son intégrale générale (') est représentée par (1') ou ¢ joue le
réle de constante arbitraire. D’ailleurs la solution commune de (1°)
et (2'), compatibles en vertu de (4), est une fonction § de X dont
la dérivée vérifie l3équati0n obtenue en dérivant (1) et tenant
compte de (2'), soit )

x’dv—l— TARUVLAR PV
< oz yd_}/ oz) — "

On a donc, en 'général B =o0.1l y a exception sila(...)est
nulle, ce qui signifie que § est racine double de (1'), donc que la
surface de I'intégrale compléte est tangente a la courbe (C). En

- dehors de ce cas d’exception, a toute solution ordinaire de I’équa-
tion (4) correspond une famille simplement infinie de caractéris-
tiques (1)-(2) qui toutes rencontrent la courbe (C) au méme
point My. Leur lieu [X], en général, ne contient donc pas la

courbe (C).

‘3. Mais si 'on détermine p. par I'équation
() (X p)=o0

obtenue en exprimant que (1’) a une racine double, on obtient
une famille simplement infinie de surfaces (1) tangentes a la
courbe (C) en ses divers points. L’enveloppe [Z] de ces surfaces,
lieu des caractéristiques (1)-(2), contient bien la courbe (C).

(') Ezercices, 111, 2, p. 168.
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On peut remarquer que cette surface [Z] est aussi enveloppe
des surfaces [Zg] obtenues au n° 2. En effet, au point My de (C),
‘la surface [Z4] a pour cone de tangentes le cone [ T] de ce point (').
"La bande caractéristique, ayant pour éléments initiaux Mg et un
plan tangent au céne [T] mené par la tangente a (C), est, comme
ses éléments initiaux (?), commune a [Z] et [ Zg].

De la maniére dont on a formé I'équation (5) il résulte)que,'
si 'on considére A et p. comme coordonnées cartésiennes d'un
point, ’équation (5) représente 'enveloppe des courbes intégrales
de I'équation (4). C’est donc (?) la courbe intégrale singuliére de’
cette équation.

4. Ces considérations pouvaient s’appliquer a la solution d’un
probléme posé, cette année, a Paris, pour le Certificat de Calcul
différentiel et intégral (*). On demandait les développables de la
congruence des tangentes a une surface [S], z = f(z, y), ren-
contrant la parabole (P), z =22 — y?=0. Une des familles se
compose d’enveloppes des plans tangents a [S], nappe de la sur-
face focale (?). On voit immédiatement que ce sont les cones [€]
circonscrits a |S] ayant pour sommets les points P de (P). 1l
existe d’ailleurs une développable singuliére {®], enveloppe des
plans [II] tangents 4 [S] et (P). Cette développable [® ] touche
chaque cone (&) suivant les génératrices de contact des plans
tangents qui lui sont menés par la tangente PQ a la parabole (P).
~ Or la famille doublement infinie des plans tangents a [S] cons-
titue une intégrale compléte (¢) de’équation aux dérivées partielles
obtenue en éliminant « et 3 entre les trois équations

(6) S S AC ﬂ>=<x~a)‘;—f+<y—p)%, :
(7) p=’£’ q=a—€,

(') Ezercices, 1V, 6, p. 233, et 7, p. 234.
?) Exercices, 1V, p. 235.
3) Exercices, 111, 3, p. 16g.
‘) On en trouvera la solution compléte dans-le tome IT de mes « Ezercices »,
-actuellement sous presse.
(%) Ezercices, 1, 25, p. 45.
(%) Exercices, IV, 14, p. 241.

(
(
(
t
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ou entre (7)‘et l

@ 3 —px—qy=flo p)—pe—qh
On obtient ainsi une équati‘nﬁ de Clairault (*)
(o) z—pz—qy="Fip, q)

Les caractéristiques sont définies par (6) et

00 (G )0 @)(MFi @'dp{) o,

3 étant considéré comme fonction de «. La surface intégrale de (g)
contenant la parabole (P) est précisément la développable singu-
liere [®]. La projection (a, 3) du contact avec [S] d’un plan [II]
décrit la ligne dont I’équation s’obtient en écrivant que I’équation

(1) : (¢ —zot) f—l—z(t f+2f(a B)=o

a une racine double, soit
(1) (F) =L =L —s %] =o.

Pour exprnmer que les caractéristiques (6)-(10) rencontrent la
“parabole (P), on doit éliminer ¢ entre (11) et

(3 r Zh) - )

On obtient ainsi I'équation différentielle
(13) G(“; ﬁ: p,)= o,

dont (11), o ¢ joue le role de constante arbitraire, represente
Pintégrale générale.

Or cetie équation (11), qui exprime que le plan tangent a [S]
au point projeté en («, 3) passe au point P <—2-, l), représente la

projection (c) de la courbe de contact (C) du cone (&) circonsgrit
a|S] de sommet P. Ces courbes (c) sont courbes intégrales ordi-
naires de I'équation (13).L’équation (12), qui exprime que le plan

(') Ezercices, 1V, 22, p. 246.
Ann. de Mathémat., 6° série, t. 1I. (Mars 1927.) 6
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tangent a (S) au point projeté ou (a, B) est tangent a la para-
bole (P), représente la projection (d) de la courbe (D) le long de
laquelle la développable singuliére [(®] toache [S]. La courbe (d)
est bién enveloppe des courbes (¢), donc courbe intégrale singu-
liere de ’équation (13). Car si M est le contact, sur [S], d’une
génératrice PM commune a [®] et au cone [€] de sommet P, les
tangentes en M aux courbes (C) et (D) sont toutes deux con-
juguées (') de MP, donc confondues. '

AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES
(SESSION DE 1926).

Mécanique rationnelle.

Ktude dé certains mouvements d’une toupie. — La toupie est
constituée par un disque circulaire plan homogéne, de
rayon 2a et de masse m, d’épaisseur négligeable, fixé a une
atguille perpendiculaire, de masse et d’épaisseur négligeables,
de longueur a en dessous du disque jusqu'a la pointe et 2a
au-dessus. L'action de la pesanteur est supposée assimilable a
celle d’un champ uniforme, vertical, d’intensité g par unité
de masse; on ne tiendra pas compte de la résistance de Uair.
~+ Les candidats pourront traiter les diverses parties dans
U’ordre qui leur conviendra.

1. La toupie étant animée d’un mouvement de rotation de
grande vitesse angulaire autour de son axe repose par sa
pointe sur un plan horizontal. On supposera que le frottement
maintient cetle pointe immobile et que la résistance du plan
peut se traduire par une réaction unique appliquée a la pointe.

a. Etudier et décrire succinctement le mouvement de la
toupte dans le cas ow, & certains instants de ce mouvement,
Uaiguille a une vitesse nulle, la vitesse angulaire de la tozipie

(1) Exercices, I, 77, p. gr.
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étant alors v. E'n se limitant a une période de temps qui sépare
deux repos successifs de Uaiguille, étudier le mouvement
d’une facon plus précise en développant les éléments qui le

déterminent suivant les puissances de \ = a‘:’;2 supposé petit et
en se bornant aux termes du premier degré en 1. .

b. Etudier et décrire succinctement le mouvement dans le
cas ot, & un certain instant de ce mouvement, l'aiguille passe’
par la verticale avec une vitesse angulaire e. En supposant ¢
petit, donner des valeurs aporochées de la variation du temps
et de la précession entre deux passages successifs par la
verticale. Que devient le mouvement si 'on fait abstraction de
Uaction de la pesanteur? ‘

c. Déterminer les conditions d’un mouvement oi l'aiguille
garde une inclinaison constante sur la verticale; chercher le
systeme des forces d’inertie et la réaction du plan horisontal.
Ce mouvement étant réalisé, on suppose qu’'on applique au
-centre de gravité de la toupie une force horizontale perpendi-
culaire a Uaxe, d’intensité f; comment tendent a varier les
vitesses? Quel serait de méme Ueffet d’une percussion qui
aurait méme point d'application, méme direction, et pour
intensité P?

II. La pointe de la toupie est engagée dans une rainure
circulaire horizontale, de rayon pa, qui permet tout déplace-
ment angulaire de ’aiguille et tout déplacement de la pointe
dans la rainure; la résistance de cette rainure peut ainsi se
traduire par une réaction normale, appliquée a la pointe.
Chercher des équations différentielles définissant le mouve-
ment, en prenant pour variables U'abscisse angulaire de la
pointe dans la rainure et les angles d’ Euler qui définissent la
position de la toupie. Chercher s'il existe un mouvement tel
que Vaiguille ou son prolongement rencontre l’azxe de la rai-
nure en un point fixe.

SorutioN par MM. Cagantous et COHEN BACRIE.
I. Nous prenons les axes habituels, fixes Oz yyz,, mobiles Ozyz

liés a la toupie. Le point O est la pointe de la toupie et I'axe Oz

»
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est dirigé suivant son axe, 'axe Oz, est vertical (sens positif vers
le haut). Nous déterminons la position de la toupie par les trois
angles d’Euler 9, ¢, ¢.

L’ellipsoide d’mertle au point O est une spheére

* - (A:B:C_—_t),ma?)

et 'on a immédiatement les trois intégrales premiéres clasanues
du mouvement

o
62 ¢'2sin20 = h — 2 cos0,
: a

(e)

V'sin20 4 rycos 0 = £,
¢ <+ 4 cosb = ry;

données par le théoréme de la force vive, celui du moment ciné-
tique par rapport a Oz, et la troisiéme équation d’Euler; les cons-
tantes r, (vitesse angulaire autour de 'axe), &k et h dépendent des
données initiales.

a. Soit 0, une valeur de 6 pour laquelle 'aiguille a une vitesse
nulle (9’ et ¢’ sont nuls); les valeurs de £ et & sont immédiates et
un calcul connu conduit, pour déterminer cosf = u, a I'équation

1

-i(uo—u)[g(l——u?)—m‘-’(uo—u)] (up= cosby),

dont la discussion est classique.

A étantle point ou I'axe de la toupie perce la sphére de centre O
et de rayon unité, la courbe décrite par ce point est festonnée.
Elle est comprise entre les deux paralléles limites wu, et u,,
«, étant la racine, inférieure a Uy du trinome entre crochets, et
‘comporte des points de rebroussement sur le paralléle supérieur u,.
Comme o est trés grand par hypothése, «, est trés peu différent
de u, et 0 reste sensiblement constant. '

Pour étudier le mouvement d’'une fagon plus précise, nous
écrirons l'équation différentielle précédente en y introduisant

_ & ‘

aw?’

(1) uwr=w(up—u) | M1 —u) —(up—u)).

Pour % = o il vient « = u,; on doit donc poser, conformément
aux indications de I’énoncé,

w(t) = uy-+-hw(t)+...
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avec ‘ ’ '
w(o)=o, w'(0) =o0

et I'équation (1) o l'on se borne aux termes de plus bas degré
en ) donne

wrt=w(—w)(1—ui-+w),

qui s'intégre immédiatement en donnant

y :
‘ 1— ug
w=— —-'-z—ﬁ(l—coswt),

d’ou

T—u} .
U= ug— A 2 Y (1—coswt)
et, par suite,
) ' hw

Vi—u}

= fp+ -sinly(1 —coswt),
2

0 = arc cosu == arc cos ug—

On a ensuite

dy Up— U
P72 p—

ou, en se bornant au terme du premier degré en A,

dy A ) _— _ wh X
zi—t_——z—(l—coswt), d’ou qa_—;t—-sm»t

Enfin ¢ se détermine aisément par I'équation

d wl *
7“; =0—— cosly(1—cosmwt),
d’ou '
o =wt—{cosh,.
b. En choisissant comme instant initial celur du passage par la
“verticale, les équations du mouvement s’écrivent :
@'+ ¢'cosl = ro,
Y'sin28 + rocosd = r,,

. (1 cns )2 .. &,
024 r W =€ +~a—(l——0050).

Posons cosf = u, la derniére équation devient

wi=[Ea—w ] u—w)—rga—w.
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Considérons le deuxiéme membre de cette équation

Fu) = (—u)f(u) | -

-avec

s =aw S -] —ro—w.

Ce dernier trinome a ses racines réelles, 'un «, étant comprise
b
dans l'intervalle — 1 + 1, Pautre «, supérieure 3 + 1. Poure=o
il se réduit a
\ & )
I—u ¥1 I+u)—r?
( ) {@ ( ) 5

. . org . )
qui a les racines + 1 et —1 ;}‘—‘ a. Sir, est grand (ce que suppose
I’énoncé) cette derniére quantité est supérieure a 'unité de sorte

. . - r3
que, pour les petites valeurs de ¢, u, sera voisin de — 1 -+ }9 aetu,

voisin de l'unité; on aura

92
Up=1— —————— 4. ...

2
2 28
a

W

L’équation différentielle en u, (ui peut s’écrire .
= %((—— w)(ug— w)(uw— uy),

‘montre que u« va varier entre les deux quantités trés voisines 1 .

et u,.
Il est commode de poser

T--uwy 11—

W,
u= cosa,

2 ' 2
d’ou pour o I'équation différentielle
fda\?
(m) = £ (t—u),
et, par suite

_ da
\ g(uz—-u1)>7‘t> %’(ug-—x) (1).

(*) u,— u ne s’annule jamais, et I'on peut toujours choisir la détermination
da .

s f
de a de fagon que i

» qui ne change pas de signe, soit positif.
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Deux passages consécutifs par la verticale correspondent a & = o,
o =27 (en général « = 2 kn), 'intervalle de temps correspondant
est compris entre .

T a T a
Qﬁ\/é’(uz—l)’ ‘)'n\/g(ug—ul)’

limites trés rapprochées; r, étant trés grand, il est sensiblement

2T

I'y
Pour I'angle de précession { on a
de ro \/ a
do T T-u g(us—u)’

et la variation de precessmn entre deux passages, sera compmse

entre
' ‘,-;ﬁ'\/___._____‘ a ; gm0 \/ a
&(Uus— uy) Ta+u)V oglua—1)’

ainsi déterminée avec une erreur relative petite. Pour & tendant
vers zéro (r, restant fixe, grand), on a, a la limite,

ko

\/ — 2&
ar ﬁ
Sil'on fait abstraction de I'action de la pesanteur, les équations

se réduisent a
u'?= ="(1—~ W) —ri(1—u)?,

‘«l/: "o

1+ u

dont I'intégration est élémentaire. On sait d’ailleurs que, dans ce
cas, 'ellipsoide d’inertie en O étant une sphére, le mouvement de
la toupie est une rotation uniforme autour d’un axe fixe de sorte
que le point A décrit une circonférence. Sil'on tient compte de la
pesanteur, la trajectoire de A est une petite courbe fermée, sensi-
" blement circonférence si r, est trés grand.

c¢. De I'équation de la force vive ' .

02— 2gin?0 — — & cos0 - h
a
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et de la relation :
¢'sin20 - rocosb = £,
on déduit

- 025020 = (h— f;"coso> $in?0 — (k — rocosh ).

En écrivant que 6 = 0, est racine double du deuxiéme membre
de cette équation, on obtient la relation

I g
29 by = ;"

Les conditions du mouvement stationnaire de la toupie (¢ cons-
tant) sont donc

/ ’ o g
00:0? 2(90410:: ="

Le systéme des forces d’inertie est déterminé :

1° par sa résultante ou force d’inertie de la masse concentrée au
centre de gravité, de composantes mt’, mn", o, avec

E=asinbsiny, 7 = — asinf cos ¢,

on en déduit la réaction normale mg et la réactipn tangen-
tielle may/?sinf mesurée algébriquement sur la direction O ¢, qui

fait 'angle ¢ + —; avec Ox.\dans le plan z, 4.

 2° Par son moment a l'origine égal et de signe contraire au
moment en O de la pesanteur.

L’angle 9 restant constant, le moment cinétique en O a pour
composantes sur les axes O uos (notations classiques : Ou déter-
mine l'angle ¢, Ov lui est directement perpendiculaire dans le

plan zy) :

o, 2ma2y’sin, 2ma?(e -+ ¢ cosbd) .

et la vitesse de son extrémité, mesurée sur Ou, sera

T

Y'sin 0

2ma*e

qui doit étre ¢gale au moment en O de la pesanteur, soit mga sinf,
mesuré algébriquement sur le méme axe. On retrouve ainsi la
condition
. 9 " — é_r-
Y=
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Silon ajoute la force f que nous mesurons algébriquement sur
Paxe Ou, cela ajoute a l'extrémité du moment cinétique la
vitesse fa portée par O¢.

D’ou, puisqu’a I'instant considéré ' est nul,

ama?t’ = o,
. ) ama?(¢"+ " cosh) = o,
' a2ma?{"sinl = fa,

"__ f " fCOS 0

—_— = —
2ma sinf ¥ ama sin

ce qui donne "

¥

En supposant f négatif (Pangle 6 étant aigu), on a ¢"<<o au
moment ot intervient la force horizontale supplémentaire, donc ¢’
décroit, au contraire ¢">o0 donc ¢’ croit. Résultats opposés
pour /> o. '

Dans le cas ou I'on remplace la force f par une percussion P les
équations restent les mémes, 6”, ¢", ¢ étant remplacés par les
accroissements des dérivées Af', Ag’, Ad/, soit

P cosf P

AY = o, Ao = — —————— AY = —0o—.
% ' Smasing’ ¥ 2ma sin

II. Nous prenons des axes fixes O, z,y, 3,, analogues a ceux de
la premiére partie, mais ayant pour origine O, centre de la rainure
circulaire, % désignera I'abscisse angulaire de la pointe dans la
rainure. :

Dans ces conditions les coordonnées du centre de gravité par
rapport aux axes fixes sont données par les formules

. £ =pacosh -+ asinbsind,
n=pasink — asinbcosy,
{=acosl;
~
d’ou la vitesse de ce point déterminé par la relation :

0= @[ 2 N2 4 02 Y2sin20 - 2pN' Y sin0sin(y — )
— 2N 0 cosbeos(y — N)],

on en déduit la force vive de la toupie
2T = ma2[ 62  ¢2sin20 - 2 (0" 4 & cos )2 ] <+ mo2.

La fonction des forces étant U= — mga cosf, les équations
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de Lagrange s’en déduisent et déterminent le mouvement. On peut

substituer a 'ane d’elles le théoréme de la force vive,soit T=U+ A,
-et il y a deux autres intégrales premiéres qui sont linéaires :

o'+ {'cos0 = const.,

L oT  oT
. ——, — 535 = const,

N oY

w

(cette derniére parce que T ne dépend que de A — ).
Ecrivons Iéquation de Lagrange en 6 : .

5

1[20’-— pA' cosB cos(h — )]
—[—2cp’u’sm9 + pA ¢ cos 0 sin (4 — Ay
4+ pN e/sm()cos(qa —N]= —smO

Cherchons s’il existe des mouvements pour lesquels Paiguille
rencontre ’'axe des z en un point fixe. Il faut pour cela que I'équa-
tion précédente soit identiquement vérifiée pour. 6= const.,

donc 0"=06"—oeth— == smt »=1¢'. On obtient ainsi la rela-
tion cherchée

>

20" Y = - —fay2coth
qul pour p = o se réduit a eelle de_]a obtenue (I, c) Cette derniére
question peut se traiter d’une fagon plus élémentaire.

L’angle 6 étant constant, le point S ou l'axe Oz de la toupie
rencontre 'axe O, z, du cercle est fixe et la position de la toupie
‘dépend seulement des parameétres ¢ et ¢. Prenons les axes sui-
vants : O, u, perpendiculaire au plan des axes z, et faisant
I'angle ¢ avec O,z,, O,¢, perpendiculaire au plafl ©, 0,3, le
triedre O, u, v, 2, étant supposé direct. Les vitesses angulaires ¢’
et ¢’ sont constantes. On a en effet, d’une part '

¢ -+ {'cosh = const.
(équatioh d’Euler par rapport a O z) et, d’autre part,
ama? (o' + Y’'cost) cosd 4 A, ¢ sin26 = const.,

équation qui traduitle théoréme du moment cinétique par rapport
a Sz, (A, est le moment d’inertie par rapport a une perpendicu-
laire a ’axe en S).
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La distance de G a 'axe Sz, étant pa — a sin6, son accélération
est portée par une paralléle a Os¢, et a pour-projection sur O, ¢,,
—(pa.— asin®){e,

On en déduit les composantes de la réaction en O (théoréme du
mouvement du centre de gravité) sur les axes Oy, 9,3, :

o, —m¥2(pa—asinb), mg.
"Lé moment cinétique en G a pour composantes sur Owv,
ma?{y/’sinb cos 6 —ama?(o’+ ¢'cosd)sin 0;
savitesse (dans le mouvement autour de G) mesurée sur O, u, est
ama?(¢' + Y cosB) ¢ sinh — ma2¢’sinb cosd,
et le moment des forces étant : v |
mgasinh — m{2(pa— asinb)a coso,

on en déduit la relation entre 0 et o'y’

29 Y sinh = ‘gsine —pad?cosh

ou encore
ch’q,’zg——paq/’cot('). o
QUESTION PROPOSEE. . .
) 2496.

Etant données deux droites D,, D,, il existe un nombre fini de con-
gruences de droites Dy, telles qu’a chaque droite D; correspond une
droite G dont tous les points sont équidistants des droites D,;, D,, D3 et un
nombre fini de droites Dj, telles que & chaque Dj; correspond deux
droites G dont tous les points sont équidistants des droites Dy, Dy, D;s. Le
lieu des droites équidistantes G est un paraboloide hyperbohque Etudier
. la configuration formée par les points d’intersection d'un plan avec les
droites Dy, D,, D; et leurs équidistantes (1).

N. ABRAMESCO. -

(1) Pour le cas ou les droites D, D,, D; sont concourantes, voir la Note de
M. AppELL, Bul. Soc, math., t. L, 1922, p. 219.
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GERTIFICATS DE MECANIQUE RATIONNELLE.

EpreuvE THEORIQUE. — [. C.92. — Un systeme_matériel composé de
. deux barres AB, AC articulées en A, de méme longueur 2!, homogénes
et de méme masse, se meut sans f/ ottement dans un plan fixe, sans
aucune force donnée. :
10 Former les mteg; ales premiéres du mouvement.
2° On supposera, qu’'au début, les deux barres sont dans le pr olon-
gement l'une de l'autre, que la vitesse de rotation de la barre AB
: ~ , . w
est w, et celle de AC, w,. Discuter suivant la valeur du rapport —
Wo
comment varie I’ angle des deux barres.

3° On supposera w; = =+ 5w, w, = — 3w, w rotation poutwe donnée. On
suppose en outre qu'au debut du mouvement la vitesse de A est nulle.

Au. moment oa l’angle BAC prend la valeur zéro, on introduit la

liaison persistante BAC = o. Calculer quelles sont, aprés le choc. la
vitesse de rotation du systéme, la trajectoire et la vitesse du milieu
des barres. On prendra la direction de AB au début du mouvement
pour axe des x positifs, la position initiale de A pour origine.

II. C.93. — Soient S un solide, G son centre de gravité. L'ellipsoide
d’inertie de S, en G, est de révolution autour de Gz et a pour équa-
tion par rapport @ trois axes rectangulaires Grys

A(X2+4 Y2) - CZ2=1.

Ce solide présente une aréte vive qui a pour équations. par rapport
 aux axes Gzys,
22y = a?, z=—20,

a et b positifs. Cette aréte est assujettie & rester en contact sans frot-
tement avec un plan horizontal fixze. Le solide est pesant,de masse M.

1° Ecrire les intégrales premiéres du mouvement du solide, sans les
discuter. On prendra pour are fixe O3, la verticale dirigée vers le
haut.

2° 0, ¢, b étant les angles d’Euler, il existe une infinité de mouve-
ments on 9, ¢, V' sont constants. Quelle relation y a-t-il alors entre 9,
g

Etant données les conditions initiales 6 == 0,; 0 = 0; o' = 94, ¥ = by,

i

dans quel sens 8 variera-t-il au début du mouvement?

EpREUVE PRATIQUE. — C.94. — 1° Une circonférence homogéne, de
centre G, de rayon a, de masse m\, est mobile autour d’un de ses



points O qui est fize. Sur cette circonférence se meut librement et
sans frottement une masse ponctuelle m. '

Etudier les petits mouvements dans un plan vertical : décomposer le
mouvement en deux mouvements pendulaires. Interprétation géomé-
trigue. Pour quelle valeur de \ les petits mouvements sont-ils pério-
digues?

Ecrire, en supposant h =1, la solution particuliére pour laquclle la
posttion de départ est la position d’équilibre, le cercle étant immo-
bile. -

2° On ajoute une surcharge fize m(1-+ i) en un point A de la cir-
conférence et tel que OA = a. Etudier les petits mouvements.

E _ e ’
On posera a = & (Bordeaux, juin 1926.)

ErrEUVE EcriTE. — Une toupie est constituée par un céne homogéne
circulaire droit de rayon R et de hauteur 4R. On imprime a cette.
toupie une vitesse angulaire wnitiale ry autour de son axe, puis on
Uabandonne & elle-méme en la posant par sa pointe sur un plan hori-
zontal parfaitement polz, de sorte que son axe- fasse avec la verticale
ascendante un angle 0.

1. m désignant la masse de la toupie, calculer ses moments d’inertie
relatifs aux axes centraux d’inertie;

2. Former les équations différentielles du mouvement de la toupie et
montrer qu’elles s'intégrent par quadratures;

3. Déterminer les limites entre lesquelles varie l’angle de nuta-
tion 8, sachant que

0p=30", R=5" r,=300rad./sec, g =981 cm/sec?;

4. Déterminer la loi approchée de variation de § en fonction du
temps avec les données précédentes; en déduire la période T des oscil-
lations.

 INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — Cas particulier d’un probléme clas-
sique :
'i. A=B=:i Rz, CzimRZ.
: 4 10

2. N étant la réaction du plan, les équations du mouvement sont, avec:
des notations évidentes :

mt = o, m7' = o, m(3Rcos0)Y =N—mg,
A sin2 0y’ = Cry(cosy— cosh),
A(024-5in20¢'2) +~ gmR2sin062= 6 mg R(cosh,— cos0),
9 + ¢ cosb = r,.
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Elles s'intégrent manifestement par quadratures; 6 étant d’abord déter-
miné par i

(1) -sin?20(1 +12sin20)6'2 -

L= Sg(coseo—cosﬁ) [sin=0~ L grg(cosﬂo—-cosﬁ)}.

50
3. On a .
. B,=0 =04 Lo
avec
in20 1t R, 0 8,) = o
s,m 1 50g10(cos v—cos8y)=o0;
d’ou

e‘ —_ 340.

4 En posant 8 = 0, + ¢, (1) devient
. .
(1-+ 128in20;)e'2 = 8% € [sin@o —~<?—O'§ — 2cosﬂo>e],

soit avec les données numériques

45’2 787: —12680¢2;
d’on
o 2%’
a=o,931(|——cos56,4t), T.= 6.4 = 0,112 sec.
(Toulouse, juin ’1926.,)
 CERTIFICATS DE_CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.
EvREUVE THEORIQUE. — Surfaces telles que le triangle déterminé

dans le plan tangent en M, par les plans coordonnés, ait une aire
dont le centre de gravité soit précisément le point M.

Sur l'une quelconque de-ces surfaces S, on considére une clozson
quelconque et les volumes Uy, Uy, U;, V, altaches a cette cloison. Dif-
Jérences de ces volumes considérés deux a deuwx.

Lignes asymptotiques des surfaces S.

SoLuTioN. — La premiére phrase de I’énoncé se traduit par les trois équa-
tions

P rqy—=% —PTTqy —=% —2"PT—49Y
r= 3p = ~3q ’ 2= 3
qui se réduisent a deux : ’

px—+z=0, qy-+3z=o0.
Les surfaces S ont pour équation générale

zyz = C.
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Pour plus de detaxls, voir E. FABRy, Problémes d Analyse, 1913, pro--

bleme 247.
On a ensuite
Ux-——Uysfxydz,
L .
Uy——U;zf_yzdx,
L
U:'—U;t:fod}’a
L
U.— Vo= %fz(xdj—-—y dz).
L

Toutes ces intégrales sont nulles pour un contour fermé J. tracé sur
une S.
[Cf. A. BunL, Géométrie et Analyse des intégrales doubles (Collec-
tion Scientia, p. 15 et 18).]
Pour les lignes asymptouques voir dans Fasry (loc cit., probleme 159)
le cas le plus général de la surface
= x%yB, )
. (Toulouse, juin 1926.)

EPREUVE THEORIQUE. — Surfaces S telles que TP = const.= a, si P est la
projection sur le plan Ozy d’un point quelconque M de S et si T est
le point ou le plan tangent en M coupe O z.

Section C d’une surface S par un plan passant par O z.

On construira, en particulier, la courbe C qui rencontre Oz nor-

" malement en un point A de cote a.

SoLuTioN. — En coordonnées semi-polaires les surfaces S ont pour
équation aux dérivées partielles

a3 —
Z—71-— = \at—r?
5=V )

ce qui peut étre considéré comme une équation différentielle ordinaire dans
‘le plan 307,
La courbe C, a construire, est représentable par les équations paramé-
triques . ) '
r=asin), 3= a()sink + cos))

Marquons le point A et le point A’ symétrique par rapport a O; tragons
les droites 7 = == @. Sur ces droites, la courbe admet une infinité de points
de rebroussement a tangentes passant toutes par O; elle oscille ainsi d'une
droite a Pautre par branches passant toutes par A ou par A’. Aucun point

d’inflexion réel. (Toulouse, novembre 1926.
; 9
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EpPrEUVE THEORIQUE. — I. C.98. — 1° Trouver les sur, faces intégrales
de I'équation aux dérivées partielles

(E) " p(pr+qy —2z)=ay
- qui passent par la parabole x*— 2y = 0 = 3.

2° Déterminer les surfaces intégrales (S) de (E) telles que les courbes.
caractéristiques de (E) situées sur 'une quelconque des surfaces (S)
se projettent sur le plan des xzy suivant des cercles (les axes sont sup—
posés rectangulaires).

3° Les surfaces (S) dépendent d’une constante arbitraire; l’une
d’elles (S,), qui passe d'ailleurs par le point  =o, y =—», z = 4,
a une équation de-la forme ’

(=) o z=:xmf<£>,,

¥

ol m est une certaine constante. Ecrire U'équation différentielle des

lignes asymptotiques de (2) en prenant pour paramétres = = u, % =9,

et appliquer le résultat & la détermination des asymptotiques de S,.

1. Etant donnée la surface

ud p3
x=u+uv‘2-—?, _y=v—+—u’v——§, z=ut—v?
exprimer que les directions (du, dv) et (Su, 8v) sont conjuguées et
qu'elles se coupent sous Uangle w (les axes sont supposés rectangu-
laires). En s’appuyant sur le résultat obtenu, déterminer deux familles
conjuguées (Cy) et (Cy) telles que deux courbes Cy et C, se coupent
toujours sous un angle constant, w.

ErrEUVE PRATIQUE — Calculer par la méthode des résidus 'intégrale
1
2841
e dz, *
M 6
‘ . 0 \/ 1—x

la détermination initiale du radical se réduisant a 1 et le chemin
d’intégration étant un segment de Uaxe réel.

Réponse : [ = ZZ. (Poitiers, novembre 1926.)
p 8 )

ERRATA.

Dans le numéro de janvier, page 28, exercice 82, apres les valeurs données de =
et y, ajouter
=6uv.

———— Q
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FORMULE DE I’ACCELERATION EN COORDONNEES QUELCONQUES
EQUATIONS DE LAGRANGE, LIGNES GEODESIQUES, -
SYMBOLES DE CHRISTOFFEL, TENSEURS, EN NOTATION VECTORIELLE ;

Par A. VERONNET.

Considérons un point matériel mobile M, dont la position est
déterminée par I'extrémité de son rayon vecteur r (Z, 9,5, ...)
on peut ecru‘(l :

(1) r::vx+yy+zz+...‘,

Y

ol X, y, z sont les directions des axes (vecteurs unltes) Algébri-
quement on considérera X, ¥, z comme des unités dans lesquelles
- sont mesurées les coordonnées ou les nombres z, y, z. Le rayon
vecteur est une fonction linéaire des variables et des unités. On
lui appliquera toutes les notations et les opérations algébriques.
Supposons que le point soit assujetti & certaines liaisons] ou
que les coordonnées ., y, 5 dépendent de n paramétres quel-
conques i, Ty, ..., Zn. On peut supposer le rayon vecteur
exprimé dans les nouvelles variables r(z, x;, veoy Zn), trans-
Sformation invariante.
Si le point se déplace en M, désignons par dr le vecteur MM/,
on pourra écrire .

) v oy __Or Jdr dr
(),) dr = de’_ﬁdxi+ Edﬂfg—i—"'md@‘”.
ou
' dr = 2x,; dz; =
(2) r = ¥X; dx;, xl_(;;i

Cette relation définit, en direction et grandeur, les nouveaux
axes, ou les nouvelles unités X, X, ..., Xp. Sitous les dx; sont
nuls sauf dx,=1 on voit que X, mesure la vitesse de variation
de r quand z, seul varie.

Soit ¢ une variable indépendante, comme le temps, dont
dépendent tous les z;, en divisant 'équation (2) par d¢ on pourra

Ann. de Mathémat., 6¢ série, t. IL. (Avril 1927.) 7
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écrire pour la vitesse v du point

) dr or dz; .
(3) V= — = E%:an}:x.x’,—i—xax;—i—....
t

On voit immédiatement sur cette formule que I'on a

. OV or . S
(4) g‘z-,;_——xi oz :

Elevons (3) au carré, on aura

(5)- , v2=oT = 5;;x; Xsz s

d’ou 'on tire, d’aprés (4), ' B
o . IT  10v? ov or

(6) 2);:, 24)1 vd?} _vt-’-_’v—‘i.

Dérivons cette expression par rapport a ¢,

(7) . i_d_T_o_lv;dr_’_vii_ Jor .dzr oT
7 di 00, dt 9z; ' dt dm ' deE T omp

car-on peut intervertir les dérivations dans le second terme, et
Pon a

d or d r_vdv_()T ot d_l_dzr
dt 9z, oz, d Jdz;  dx; dt — de

L’équation (7) peut alors s’écrire

) xdzr_do'r JT
Udee T dt ow, ox;
Le premier membre, produit de laccélération par x;, est la
composante de I'accélération dans cette direction, ou quand z;
seul varie. On a autant d’équations que de vanables zi.

Equations de Lagrange. — Multiplions 'équation (8) par m,
et faisons la somme s’il s’agit d’un systéme. T représente alors la

force vive totale et m‘i > = F donne la force.

On obtient les équations de Lagrange,
d oT JIT Jr Jdx d_y

a9t N _plk_x YL
(9) 3t 37, 9z — ¥ aa, "dx s
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Sila force F(X, Y, Z) dérive d’une fonction de force Uona

Jau - dr U dor 4U

(10) . F:W, (Ez_d_lza—f;i:(—)z’

ot la dérivée de U par rapport a r donne la demvee géométrique,
ou le gradient de U.

Composantes de U'accélération en coordonnées polaires. —
Dans (1) remplagons z, y, z en fonction de r, 6, ¢,

2 =r sinf cosg, y:rsiﬁﬂsincp, & = rcosf,
On obtient
* - dz+ (-)-Z—%—zi—' =r3=X
ar =X Y0 or T T b
X a r Xj= = = rsinfv
2= 55 = ui, 3= dcp = 1.

On vérifie que x, est la direction r, du rayon vecteur, que r
est en facteur commun dans X, et que u, est une direction,
vecteur unité, dont le carré est égal a 1, de méme rsinf est en fac-
teur dans X3, direction v,.

On obtient alors, comme r} =uj=v;=1,

v =r'ri+rb'a -+ rsinde’ vy,
v2=12T = r'2+ r20"2+ r2sin20¢’2,

Les expressions relatives a 6 seront

T
z_}: = rzf, ‘% g—: =270+ rf’, %5 =r?sinf cosf¢2,
2 ,
as=w %t—f = 27" 0"+ 76" — rsinb cosf¢'2;

ou a, désigne la composante de l'accélération, si I'on suppose
que § seul varie, c’est-a-dire dans la direction du méridien. On
obtlendra de méme a, ‘et a; dans la direction du rayon vecteur et
dans la direction normale aux deux premiéres.

Lignes géodésiques. — La nature de l'espace autour d’un
point M sera caractérisée par le systéme d’axes, ou d’unités,
X, X,,...,X, en ce point. Le déplacement élémentaire autour de
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ce point, 'sur une courbe ou dans I’espace, sera caractérisé par la
valeur de dr formule (1). Or le carré d’un vecteur donne le carré
-de sa longueur. En désignant par ds la longueur du déplacement
¢lémentaire dr, caractérisé par les accroissements dxy, dzr,; . .
on a, d’aprés (2, '

°
@

(11) ds?=dr*=2X;X;jdx; dx;.

La variation de cette grandeur sera déterminée par
b > .I_ 2) — _I_ 2) — 2 - 2 d_r )
(12) 24(ds)_2d(dr_)_drdr—dr dr1dz1+"' .

Pour que ce déplacement soit minimum, pour un accroisse-
ment dz;, il faut donc que I'on ait pour chaque variable z;
- or

, d’r — = d’rx;=o.

: d:v[

C’est précisément l'expression (8), égalée a zéro, qui définit
ainsi les lignes géodésiques d’un espace ou d’une surface.

On peut transformer cette expression en prenant les dérivées
par rapport a s au lieu de ¢. En désignant par @ la nouvelle valeur,
de T on aura

\_
d 0o 0P d s dz; dv;
(13) ;1—‘;&;;—8—[“:—0, i sz._Z,Jxlij{S— m—.

Clest Pexpression (9) du Traité de mécanique rationnelle
de P. Appell, t. 5, p. 42. On peut remplacer @ par sa valeur en
fonction des X;x;= gij, qui ne sont pas autre chose que les
¢léments de la quadrique fondamentale. Aprés quelques transfor-
mations, on obtiendra I'expression (g”),

(14)

d?xy, ' ?r s )dz, ‘dx‘,-
dst ds ds

Symboles de Christoffel. — La parenthése est le symbole de
Christoffel de seconde espéce dans la théorie des tenseurs. Or on
peut obtenir cette expression (14) beaucoup plus directement,
ainsi que la signification explicite des symboles de Christoffel.

En effet prenons la différentielle seconde du rayon vecteur r,
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d’apreés (2) on a

Jdr .
(15) d2r =2 ———dxidx,--i—z ir_ drx;,
ij dxidx'/ ’ ,-d.z‘i
Considérons le systéme d’axes, ou d’'unités, inverse ou réci-
proque du systéme X;, X,, ..., X, ci-dessus, et défini par les
relations
(16) xl=—()—r', xix;=1, xXiX;=o0 si ]

Multiplions (15) par X, on obtient, en divisant par ds2,

(17) " c_f_r (.)ﬂ d2xy, N drk J’r dzl dx,
7 ds? dr  ds? 4w OF 0z;0w; ds ds

Or cette expression en d2r doit étre nulle pour les lignes géodé-
siques. On obtient I'expression (14), ce qui définit le symbole, en-
modifiant les indices arbitraires,

ijs_'dﬂ or <k 90,
- or dxidxj - dxl-

En multipliant au contraire la formule (15) par X; et égalant a
zéro, on obtient ,
d?x; Jr 0°r

TiXpX;—— ds2 -+ ijm m—;d&'idszO

qui est la formule (g) du Traité mdlque et qui définit le symbole
de premiére espéce de Chrlstoffel

ijl_or o _ _ 0X;.
k| T Org 0mdm; K omy

On a d’ailleurs les relations

0X;X; X Jx; Jor  Jr or O2r

dzr, xid.z' X dzg oz, oz oz + ox; dz;0x%
Jr  dr 1 0X;X; + OX X, _ IX;X;
oz dx;0x; ~ 2\ dz; ox; oz

qui définissent les symboles en fonction des unités du second
ordre xX;x;— g,; produits de deux unités du premier ordre.

Les quantités définies par ces symboles de Christoffel ne sont
pas autre chose que les composantes et projections des dérivées
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secondes du rayon vecteur r, dans le systéme d’unités attaché au
point considéré et dans le systéme inverse.

Le tenseur et sa dérivée. — Soit X (x4, x5, . .., Z») une fonc-
tion algébrique des variables atlachées a un point M Prenons sa
dérivée par rapport a r(x,, Zay ..., Zn), ON aUTA

dX* X J, JX
w SR TG S

Les x? définissent le systéme inverse d’unités (16). La dérivée
vectorlelle (18) est un vecteur, ou tenseur du premier ordre. Les
éléments algébriques X, du tenseur sont covariants s ’ils -sont
exprimés dans les unités inverses x'. Ils sont contravariants dans
le cas contraire. On aura pour la différentielle

. : 0 9
(19) dx——d 2 dri,  d=dr g =Sdaigs

expression ui montre que les X; sont bien définis par les rela-
tions (16). On a la différentielle pour des coordonnées ou des
unités quelconques. On aura d* en élevant d au carré.

Désignons par X le vecteur de (18), et prenons de nouveau sa
dérivée, on aura w .
oX . 0X

0X; )
= %/ —— oz, =3Z;x! xJ—— +>:lijX —

(20) oz, o z;

Or les formules (16) nous donnent

=Xjp— +X— =20

A : i
(21) 0Xix; ox!? éxk
. d.t'j 0(1‘ ta.’l‘j

D’ou en multipliant par x* et sommant, ona . - -

Jir
= — Ekxlx/f ‘ -
x Oxk()z‘_,

. 0X
, — <k
(22) oz = Ly XA x? P

Le second terme de (20) devient

. . 2r o?r

—Y kxiX; — S ax/ ‘kX

ik XIXAXENG = kX x
dx oz

de

On peut remplacer 'indice aritraire 4 pari et la dérivée vecto-
rielle du vecteur X, ou tenseur du premier ordre, devient, en
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portant dans (20),

JxX

7(23) — =Z,;x! xl< X = 3;xiX,.

IX; 0X;
& —x53),

0x ey

C’est un tenseur du second ordre, défini par les unités du second
ordre x‘x/. Chaque parenthése représente un élément a;; du
tenseur. Fn prenant de nouveau sa dérivée, on auraun vecteur ou
tenseur du troisiéme ordre en X‘x/x*, avec trois termes dans la
parenthese et ainsi de suite. On peut écrire

0X; X; dry dr iy
Xr = %;X kBEX/c=2kW WX/:=§ ]{ 2Xk-

On retrouve l'expression du symbole de Christoffel, qui sert a
traduire en tensoriel la dérivée covariante de Ricei. L’expres-
sion (23) est beaucoup plus claire et compréhensive, car elle con-
serve et met en évidence tous les éléments sur lesquels on opére.
Elle se préte beaucoup mieux aux recherches théoriques.

En mécanique la connaissance de 'accélération, ou dr, permet
d’étudier et de définir complétement le mouvement d’un point
matériel. En calcul différentiel absolu, la connaissance de dr et

de d?r ou des

d:j;;xj’ c’.est—é—dire des unités du premier ordre et
du second ordre, les x; et les X;x;= g;j, permettra de définir la
position d’un point géométrique quelconque, dans un espace ou
une multiplicité quelconque, permettra de définir cet espace. Les
‘espaces les plus simples, les espaces euclidiens, seront les espaces
uniformes, ou le systéme d’unités, ou d’axes, reste partout le
méme, les X; ou les g;; sont constants.

Dans I'espace de Riemann, et le calcul tensoriel ordinaire, on a
Jx; _ I%; »r o2r

— = ou — = .
dz‘,' ox; dx jox; dz‘i().l‘j

Dans I'espace de Cartan, ces dérivées partielles ne sont plus
égales. Les symboles de Christoffel ne peuvent plus étre définis
de la méme fagon en fonction des gz el des symboles tensoriels.
1ls le sont toujours de méme avec les unités vectorielles x,.
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'RACINES MULTIPLES DES SYSTEMES DE 7 EQUATIONS A 7 INCONNUES;

Par Anprg BLOCH. ) -

Dans le fascicule, d’ailleurs a tous égards trés intéressant, qui
dans I'Encyclopédie des Sciences mathématiques est consacré

aux polynomes et aux fractions rationmelles, se trouve la phrase
suivante (') :

« 11 semble trés difficile d’énoncer des conditions nécessaires
et suffisantes pour que (249, Z20y - - +y Zmo) s0it une racine multiple
d’ordre 3, au moins, d’un systéme d’équations

J1(51, 32, vooy 30) =0, ..y fu(%s, 22, ooty Bm) = 0.0

11 se troave, en réalité, que la chose est aisée; voici le résultat
que P'on établit facilement : '

St les premiers mineurs du Jacobzen () de f, coey Jm
s'annulent pour (B10, B20y « -y ~,,“,), la racine est au moins
d’ordre 4. ~

Si un premier mineur du Jacobzen est dtﬁe/ent de zéro
pour (Zioy 320y - - -y Bmo), SOLL &} ce mineur; solent “n oty ., ol
les premiers mineurs affectés de signes alternés, pris dans les
~mémes colonnes; aj, aj, ..., a) les premiers mineurs affectés
de signes alternés, pris dans les mémes lignes; soient
Jizy <o, fm2 les parties quadratiques de fy, ..., fu. Alors, la
condition nécessaire et sufﬁsante pour que (Zyg, %30y + - -y Bmo)
supposée racine d’ordre au moins 2 soit racine d’or d/'e au
moins 3 pour le systéme est que la forme quadratique

a! fra+ad foa—+. .. - aP fe

s'annule pour (z,, 39, ..., 2p) = (a}, a, , ol

2y m/*

(') E. NETTO et R. LE VAVASSEUR, t. I, n° 9, p. 145.

(%) Le jacobien est supposé écrit chaque fonction dans une ligne, chaque
variable de dérivation dans uné colonne.
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On pburra sans doute obtenir de méme la condition nécessaire -
et suffisante pour qu’une racine d’ordre p —1 au moins soit
d’ordre p au moins; on ne changera d’ailleurs rien aufond de la
(uestion en supposant qu'il n’y a que deux variables, c’est-a-dire
qu’il s’agit de I'intersection de deux courbes (pour ce cas le pro-
bléme est virtuellement résolu par I'égalisation des dérivées
premiéres, secondes, etc., (p — 1) de y par rapport a z).

[0'8]
SUR UN MOUVEMENT PLAN A DEUX PARAMETRES,
DOUBLEMENT DECOMPOSABLE ;

Par Raour BRICARD.

1. Soient S, un solide fixe, S, un solide animé d’un mouvement a
un paramétre ou mouvement J1¢, par rapporta Sy, S; un solide animé
d’un mouvement I1,, indépendant du premier, par rapport a S,.
La position de S, par rapport a S, dépend de deux paramétres, et
I’'on peut parler du mouvement a deux paramétres ou mouve-

ment I, <§—;> Ce IM,, résultant de deux I, est dit décom-
posable. 1l est clair que le 1, le plus général n’est pas décompo-
sable. ‘ .

M. G. Kwnigs, qui a introduit en Cinématique la notion de
mouvement décomposable (elle s’étend naturellement aux mouve-
ments 4 plus de deux paramétres), a posé la question de rechercher
tous les My qui sont décomposables de plusieurs maniéres.

Le probléme est déja difficile quand tous les mouvements con-
sidérés sont des mouvements plans, c¢’est-d-dire des mouvements
de plans glissant les uns sur les autres. Dans une Note déja
ancienne ('), j’ai fait connaitre un certain nombre de J1, plans
doublement décomposables, sans d’ailleurs prétendre avoir épuisé
la question.

Je parlerai ici d’un I, qui rentre comme cas particalier dans

(V) Société mathématique de France, comptes rendus des séarces, 1913,
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un de ceux-1a. Il m’a semblé qu’il méritait d’étre signalé, a cause
de sa simplicité et de sa théorie tout a fait élémentaire.

2. Tout repose sur le théoréme suivant :

Soient (voir fig.) ABCD et A’B'C/'D deux parail?z’logram.mes

tracés dans un méme plan et inversement égaux. Si A'D est
perpendiculaire a BC', alors AD' est perpendiculaire a B C.

Soit en effet I le point de rencontre de A'D et de BC'. 11 appar-
tient au cercle G de diamétre BD et au cercle G' de diameétre A/ C/.
Les centres » et ' de ces deux cercles sont aussi les centres des
deux parallélogrammes. -

Faisons tourner ceux-ci autour de leurs centres respectifs d’un
méme angle 6 (considéré avec son signe). On reconnait immé-
diatement que A’'D et BU' ne cessent pas de se couper a angle
droit au point I. '

On peut choisir 'angle 6 de telle maniére que les deux parallé-

p 8 13 q P
logrammes, dans leurs nouvelles positions, soient symétriques par
rapport a la médiatrice de ww'. Il suffit pour cela que les nouvelles
positions des points A et A’ présentent cette symétrie, ce qui se
traduit par la condition

N - > .
ww, WA+ 0+ 0w, oA +0=mr,
d’ou
N P
T—ww wA —ww wA’
2

0=
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Les deux parallélogrammes étant amenés dans les positions dont
il s’agit, la symétrie rend évident le théoréme a démontrer.

Ramenons alors, par des rotations de — 6, les deux parallélo-
grammes dans leurs positions initiales. AD" et B'C ne cessent pas
de se couper a angle droit, ce qui établit la proposition.

3. On met ainsi en évidence existence d’un I, doublement
décomposable. Appelons en effet P un plan li¢ au parallélo-
gramme ABCD, P’ un plan lié au parallélogramme A'B'C’'D/,
P, un plan lié a Pangle droit BID, P| un plan Lié a langle
droit B'I'D’, I étant le point de rencontre de AD’ et de B'C. Si,
les deux parallélogrammes restant de grandeurs constantes, on
leur donne toutes les positions relatives telles que A'D et BC/

P
. P
des deux I, suivants : 1° <FI>’ mouvement d’un plan dont deux

restent rectangulaires, le mouvement ( ) est un I, qui résulte

’

P
droites passent chacune par un point fixe; 2° <l—)— » mouvement

d’un plan dontdeux points décrivent chacun une droite fixe.

Orle méme NN, peut s'obtenir, d’aprés le théoréme du n° 2, si
I'on remplace le plan intermédiaire P, par le plan- P;. Comme les
plans P, et P, ne sont évidemment pas liés 'un a Pautre, on a bien
obtenu un I, doublement décomposable.

- : , ) P\
On peut encore interpréter le résultat, en remarquant que <P—‘>
. » 4 .

est un JIl,, résultant soit de (;) et d ( 1>, soit de (;)
R 1

P/
et de ( e >

4. Cherchons si le théoréme du n° 2 s’étend a l'espace. La
(uestion se traite rapidement par le calcul vectoriel (*).

Soient dans I'espace ABCD et A'B'C/D’ deux ‘parallél(bgrammes
ayant des diagonales de mémes longueurs Posons, w et o' étant
leurs centres,

‘

longueur wA = longueur w'A’'= a,
longueur wB = longueur w' B’ = b.

Soient d’autre part u, v, u', v/ des vecteurs unitaires -paralléles

(') Notations de BURALI-FORTI et MARCOLONGO.
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respectivement 4 o A, wB, o'A’, o' B’. On peut écrire

A=w +au, B=w +bv,
C=w—au, D=w —bv,
A'=w'+av, B'=w'-+bv,
C=w—au, D=w—5bv. 7

La condition que A'D et BC' soient rectangulaires s’exprime par

(A'—D)x (C'—B)=o,

ou ‘
(w'—w—+an'+bv)x<(w'—w—au—bv)=o,
ou o
(v —w)2—(au'+bv)=o,
ou enfin
(1) (w'—w)2—a?— b2—2ab.u’' xXv=o.

De méme, la condition que AD’ et B'C soient rectangulaires
s’exprime par ’ -
(2)- (0 — w)t—a?— br— 2ab.u X V= o.

Pour que (2) résulte de (1), il faut et il suffit qu’on ait

uxv=uxv,

C’est-a-dire ~ -
(3) wB, w'A'=wl, u'B’.

Le résultat peut s’énoncer ainsi :

Soient dans Uespace deux parallélogrammes ABCD, ‘
A'B'C'D', tels que U'on ait -
AC=A'C BD =B'D".

Des trois conditions :

A'D est perpendiculaire ¢ BC,
"AD’ est perpendiculaire a B'C,

BD,A'C’= AC,B'D/,
Uuneentraine les deux autres.

Cela comprend le théoréme du n° 2.
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L’énoncé est particuliérement simple quand les deux parallélo-
grammes sont aplatis, parce que la condition (3) est alors satis-
faite d’elle-méme, et 'on a ceci :

Soient dans Uespace deuzx ponctuelles égales ABCD, A'B'C'D’,
telles que les milieux de AC et de BD coincident, et dé méme
les milieux de A'C! et de B'D'. Si A'D est perpendiculaire
a BC, AD’ est perpendiculaire a B'C.

SUR UNE FORME VECTORIELLE DE LA PUISSANCE D'ON POINT;
Par H. MITAULT.

1. Soient A, B, C trois points. On a
> > — —> s —2 —a
\B.AC=(20--08)(A0—0B)=120"—0B™
“si O est le milieu de BC.
Il en résulte que si O est le centre d'un cercle dont B et C sont

deux points diamétralement opposés et si A est un point quel-
conque de ’espace, on a

> .
AB.AC = d>—R2
quels que soient les points B et C.

Remarque. — Ceci définit la puissance d’un point quelconque
de I'espace. C’est, d’ailleurs, la puissance de ce point par rapport
a la sphére ayant pour équateur le cercle considéré.

Nous nous proposons de montrer comment I’emploi des nota-
tions vectorielles permet d’utiliser ce résultat pour retrouver sim-
plement des propriétés des cercles, propriétés d’ailleurs classiques
ct bien élémentaires. '

2. Soient deux cercles O, et O, et soit A un de leurs points
communs, réel ou non mais non cyclique.
Soient A, et A, les points diamétralement opposés a A.
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Si un point M a méme puissance par rapport aux deux cercles

\IA W]Al MA MAQ
- d’ou

> > > ——
MA (MK, — MA, ) = MA. A, A, = o.

ES

Le lieu de M est le plan perpendiculaire 4 A3 A, mené par’A. V

3. Les notations étant les mémes que précédemment, soient P,
et P, les puissances de M par rapport aux cercles O, et O,.

Con51derons la quanute

Py xPy  MA(MA, = AMA,) == —
= L 2= ! = MA .M,
T+ A ) I+ A /

si o est le point qui partage A, A, dans le rapport
— . ’

Il en résulte que p est la puissance du point M par rapport au
cercle de diamétre A a.

Lonse’quences. — Le lieu des points pour lesquels P, + 1P, est
constant est une sphére ayant son centre au point w, parta-
geant OO, dans le rapport — i.

Le lieu des points pour\lesquels

Plzkpe :

est la sphere passant par A et dont le centre partage O, 0, dans le
rapport &.

La demi-somme des puissances d’un point par rapport a deux
cercles orthogonaux O,, O, est égale a la puissance de ce point
par rapport au cercle de diamétre O, O,.

QUESTIONS PROPOSEES.

24917.

Soit ABCD un guadrilatére inscriptible, démontrer que le centre w du
cercle circonscrit, le point de concours O des diagonales et le foyer F de
la" parabole inscrite sont sur une droite A. Cette droite est symétrique par
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rapport aux bissectrices des angles des diagonales du quadrilatére, de la
droite joignant O au centre de 'hyperbole équilatére circonscrite.
G. Rov.

2498.
-Soient ABC un triangle et I le centre du cercle inscrit; I'axe radical du
cercle inscrit et du cercle circonscrit coupe BC, CA, AB en «, 8; v.

Les perpendiculaires 2K, 8K’, K" abaissées de «, 3, y sur Al, Bl et CI
sont telles que .

G. Rov.

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

2392.
(1919, p. 4o.)
On considére les paraboles tangentes & une hypocycloide & trois
rebroussements H; et a la tangente et la normale en un sommet S de
cette courbe. Démontrer que les polaires de S par rapport & ces para-
boles enveloppent le cercle décrit sur SA comme diamétre, A étant le
point de rebroussement de H; correspondant a S.
: F. BALITRAND.

P

SoLuTION
Par M. R. BouvaisT.

Soient Sz et S y la tangente et la normale en 8 & Hy. M un point quel-
conque du cercle de diamétre SA, o et Bles projections de M sur Sz et Sy,
1 le milien de « et B, MT la tangente au cercle SA en M. On sait que «f3
touche Hj; au point K intersection de af avec MK symétrique de MT par
rapport a Ma.

Envisageons maintenant la parabole qui touche Sz, Sy et «f au
‘point K. Son foyer est quelque part sur le cercle SaB. Le symétrique ¢ de
ce foyer par rapport & «f définit la directrice S ¢ et la direction de I'axe Ko,
comme l'angle en ¢ est droit Ko va passer par M. MF est symétrique par-
rapport & Ma, c’est donc la tangente MT; cette derniére droite est dgnc la
polaire de S par rapport a la parabole.

Autres solutions de Pauteur et de MM. LHERMITTE, G. RoY, SAGAZAN.
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2397.

(1822, p. 39.)

Soient P et Q-les intersections d’une conique (S) avec lés tan-
gentes a une conique () issues d’un point M de la premiére. On sait
que PQ enveloppe une conique appartenant au faisceau (S, ).
Démontrer que le point de contact de PQ avec son enveloppe est, par
rapport & PQ, le conjugué harmonique de l’intersection de cette
droite avec la polaire de (M) par rapport a (Z). ‘

G. BouLLoup.

SoLuTiON
Par M. H. Mc WEENEY.

Prenons M’ prés de M sur (S), et soient P’; Q! les points de rencontre
de (S) avec les tangentes a (£) issues de M'. Désignons par X, Y, Z les
points (PM, P'M’), (QM, Q'M’), (PQ’, P'Q). Le théoréme de Pascal relatif
a 'hexagone PMQ P'M’'Q’ montre que X, Y, Z sont sur une méme droite.

Faisons tendre M’ vers M. A la limite, XY devient la polaire de M par
rapport a (), et Z devient I'intersection de cette droite avec PQ; enfin, le
point (PQ, P'Q’) devient en méme temps le point de contact de PQ avee
son enveloppe et le conjugué harmonique de Z par rapport a PQ.

Autres solutions de Pauteur et de MM. Favcurux, KeaN, PARROD, RoY, SERBAN
A. GHEORGHIN.
_

2424,

(1919, p. 399.)

-Dans un plan deux courbes de grandeurs invariables roulent res-
pectivement sur deux courbes fizes, et cela de maniére a se couper sous
un angle constant. ’

Démontrer que la normale & la courbe décrite par leur point
d’intersection concourt avec les droites joignant leurs centres de
courbure en ce point respectivement & leurs points de contact avec les
courbes fixes. R. B.

SoLurTIoN ‘
Par JosEpH DENAUX, ~

Nous désignons par G et C’ les deux courbes roulantes, par P et P’
deux plans qui leur sont respectivement liés et qui glissent sur le plan de

référence Py. Soient enfin I et I’ les centres instantanés de rotation dans
)/

P P .
les mouvements (P-—> et <—F—,—) (ce sont les points de contact avec lcs
0 0
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courbes fixes). Puisque les courbes C et C’ se coupent en un point M sous’
un angle constant on peut - considérer les tangentes et normales a ces
courbes en M comme étant quatre droites fixes d'un quatriéme plan Q qui
glisse par rapport a P, P" et P, et dont un point bien déterminé se trouve
constamment en M, point d’intersection de C et C'.

Dans le mouvement (8) le centre instantané est en ®, centre de cour—

bure de C au point M, dans le mouvement - il est en I, donc dans le

P,
Q

P—> il sera sur la droite Iw;.il est de méme sur la droite I'w’,
0

donc a leur intersection et la normale a la trajectoire de M dans Po sera
)
par suite concourante avec Iw et I'w’.

mouvement (

Autre solution de M. A, VANLOT.

2454. S

{1923, p. 189.)

Si Uon choisit un point arbitrairement sur chaque aréte d'un
tétraédre, les quatre sphéres Og4, Oy, O Oq, passant respectivement
par chague sommet A, B, G, D, et par les points situés sur les arétes
adjacentes, ont un point commun K (S. Roberts 1880). '

Montrer que ce point K ‘est 'inverse (conjugué isogonal), par rap-
port au tétraédre 0,0,0.,04, du centre de la sphére circonscrite au
tétraédre dont les sommets sont les points communs & trois des sphéres
sur les faces du tétraédre ABCD. V. TuEBAULT.

SoLuTION
Par E. BaLLy.

Par définition, deux points isogonaux relativement a un tétraédre sont
tels que les deux plans qui les unissent & chaque aréte soient symetuques
relativement aux plans bissecteurs des faces unies a cette aréte.

Cette définition se raméne immédiatement & la suivante () : Chacun de
deux points isogonaux est le centre de la sphére qui contient les symé-
triques de P'autre relatifs aux faces du tétraédre.

Or, dans le probléme actuel, les seconds points de concours X, X,, X,
X4 des quatre spheéres trois a trois sont évidemment les symétriques du
point K, commun aux quatre sphéres, relativement aux plans que forment
trois a trois leurs quatre centres (O).

(1) Car si X, et X, sont les symétriques d’'un méme point X relatifs & deux
plans p, et p,, le plan de symdétrie du couple de points (X, X,) et le plan qui
unit X & Pintersection des plans (p,, p.) sont symétriques relativement aux plans
bissecteurs (e ces plans p, et p,.

Ann. de Vathémat., G° sule t. II. (Avnl 1927.) i
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Le point K et le centre de la sphére circonscrite au tétraédre des
peoints (X)) sont donc isogonaux relativement au tétraedre des centres (O).

Autre solution de MM. Bouvaist, HARMEGNIES, Rov.

2446 .

(1920, p. 79; 1923, p. 188).

Si MN estune corde d’une conique tangente en P et Q & deux cercles
bitangents & la courbe et ayant leurs centres sur le méme axe, les
deux segments MN et PQ ont méme milieu. G. FONTENE.

s

SoLuTION
Par G. Rovy.

Si 'on fait tourner la conique et les deux cercles autour de Vaxe des
centres on obtient une quadrique de révolution et deux sphéres inscrites.
Un plan tangent aux deux sphéres coupe la quadrique suivant une conique
ayant pour foyers les deux points de contact de ce plan avec les sphéres
et pour directrices l'intersection de ce plan et des deux plans des coatacts.
Si'le plan tangent est choisi perpendiculairement au plan méridien initial,
la conique d’intersection a pour foyers P et Q, et MN est I'axe de cette
conique, ce qui démontre la propriété énoncée. On peut méme ajouter que
si M’ et N’ sont les intersections de MN avec les cordes de contact, MN et
M'N’ ont mémes milieux.\\ - , G. Rorv.

Autres solutions de MM. Bouvaist, FAuCHEUX, HARMEGNIES, PIEDVACHE.

SOLUTIONS DE QUESTIONS DE LICENCE.

Question C.31.

[Calcul différentiel et intégral; épreuve théorique; énoncé publié
en janvier 1926, p. 117.]

SoLuT10N
Par BErNARD Paris.

A tout point M(z, y, z) de 'espace on fait correspondre le plan P

2(X—2) -+ y(Y — y) + @ (Z—3z) = o
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et on désigne par ' une courbe gauche telle que le plan osculateur en un
quelconque de ses points M, soit le plan P correspondant & ce point.
1° (@, y) étant donnée on demandait de prouver qu’il-existe en général
deux familles de courbes T, de telle sorte qu’il passe une courbe de chaque
famille et une seule par un point M quelconque de I'espace.
En effet, les accents désignant des dérivées par rapport au parameétre
dont dépend le point courant de T', on doit avoir

zz' + yy' + erz = o,
zx' 4+ yy" + etz = a;

la seconde de ces équations peut étre remplacée par

2ty 4 (Mo + Ny ') = o.
comme on le voit immédiatement en dérivant la premiére. On en déduit,
en éliminant 3’,

(22 y?)— (22’ +yy ) (A2 + X y") =0
ou

dy\r [/ d .., dy\.
(1) 1+ <£) —(z%—‘yd—f;) ()‘z+ A),%J = o.

1y

C'est V'équation différentielle des courbes y, projections des I' sur le
plan 20 y; l'existence (en général) des deux familles de courbes I', résulte
immédiatement du fait que cette équation est du second degré en —l%

. dx

2° Existe-t-il des surfaces dont toutes les lignes asymptotiques sont des
courbes T'?

Le plan P doit étre tangent, donc

p=—etw,  g=—ey
9,
et la condition L _ (_)_q_ conduit 2
d oxr
x(—)i Cah o
Jy Yoz =
c’est-a—dire
A= P(x2+ y?),

ou ® désigne une fonction arbitraire, Il en résulte immédiatement que les
surfaces cherchées sont les surfaces de révolution autour de Oz.

3° On demande de déterminer A pour que les deux familles de courbes I'
soient confondues.

L’équation différentielle précédente (1) conduit immédiatement a

Sy Yy ) (1o e -
(%y‘i_’— dyx> * ‘ydy Toz) = °



_ — 116 —
ou, en désignant par p et ¢ les dérivées partielles de A, &
(2) - (py—gqar—4(1—pz—qy)=o.
Le systéme différentiel associé conduit & Vintégrale 'premiére

py—qr=2a, > ;
d’ou o 4
Y pr+qy=(1—a?)

et enfin, aprés avoir résolu en p et g,

_ , . {ydr—ady) _ axdre+ydy
. d)\._pdx—.—qdy_2a-—-_—_—._xz+y2 +(1— a?) Ty

: k:—-oaarctang——i—(l—'a’)LOgV yi+b;

c’est une intégrale complete de I'équation (2).
-4°> Pour que les courbes I' se projettent sur le plan zO y suivant deux

familles de courbes orthogonales, il faut que le produit des racines en ZI—%

de ’équation (1) soit égal & —1, d’ou la condition

S
ox ‘yd_}f_

équation linéaire qui admet les deux intégrales premiéres
%:\@ « A= Log(z*+ y?) + b,
ct 'intégrale générale :

A= Log(z*—+ y?) + :p(%) .

Inversement soit doané un réseau de courbes orthogonales dans le plan,
il sera défini par une équation différentielle de forme

yi—ou(z.y)y —i=o0

et cetle équation sera identique & (1) si 'on a

2 N N ,
Z oz 'ydy
et 7
o\ 2
y‘ﬂ—kx;};_u(w)\ — Ny )

La formule précédemment trouvée pour A montre que u ne doit dépendre

que de‘g et'la réciproque est immédiate; I'équation différentielle sera donc
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homogéne enZ

et ces courbes seront homothétiques par rapport a I'ori--
gine.

Fxemple. — Il en est ainsi des courbes y2=2Cx qui vérifient I'équa-
tivn différentielle

leurs trajectoires orthogonales vérifient

o
P =—— —
4 14
d’'on
2 a2
A et ety
azxy

on obtient ¢, et par suite A, par une quadrature.

Autre solution de M. A. MONJALLON.

Question C.46.

[Mathématiques générales; épreuve théorique; éroncé publié en
Sévrier 1926, p. 146.] :

SoLuTION

Par A. MONJALLON.

On considére dans le plan O y une courbe passant par’origine et telle
que le cosinus de I'angle que fait Oz avec la normale soit

-

I—x

I+—&

et Von demande d’abord d’évaluer en fonction de z I'arc OM de cette
courbe. On aura )
J

+— Y . 1T—x

;o I—x
T Viagr: i+ Y TLR
d’olt - ) .

f (i) g A
dst=(1+y"2)dx*= T
et, pour 'arc OM, ’

D’autre part
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d’ou le rayon de courbure ' ) :
(1+ z)? B

5 . , -

Enfin

Tr—a I '

= _(lx:ﬁ<l———x> R
Ly f e 7)o
ou -
, s T3 s
Y 9( )

la courbe est une cubique ayant le point double z =3 et passant’ par
Porigine. k

Autres solutions de M M. BERNARD PARts et J. DevISME.

Question C.48.

[Mathématiques générales; épreuve pratique (Mécanique); €énoncé
publié en février 1926, p. 151.]

SoLUTION
Par BERNARD PARIS.

1° L’axe Oy étant vertical et dirigé vers le bas on considére un point m
de masse m, de poids mg, mobile sans frottement sur la courbe

xr = aud, Y =au’.

Il part du point le plus haut de la courbe (v = o) avec la vitesse initiale ¢,

telle que ‘
vi=27ga.

Le théoréme de la force vive donne immédiatement
02=92ag(ut-+ A),
c’est-a-dire, en remplacant ¢ par sa valeur,

5 du\®
a4 +ou?)u (7;‘) =22 (ut+ 1),

2° Dans le cas ol i = o U'intégration donne

Ju—+your+ 4
2

Tg’ U j——— , 2
=t= ;¢91¢-+4+§ng

e 3 / .
3° Dans lecas o A est quelconque (dlﬁ“erent de :—)) on obtient (en



i

2 A

z*dz

\/’_“t—(‘:))“_‘ ‘)f (g_zz)a

posant

Or
21 T 1 )
g—z’l—Q(S—z 3+3z)’
Pintégrale indéfinie est donc
1 dz ‘_‘_ ey f dz s
itJ 3—3p (3+z)= g
1 23 1. 3—3
—"[9_;_5:"“5]{3_1_3]

et I'on revient & la variable u sans difficultés
4° Dans le cas particulier ou A = 5—4) I'équation différentielle se simplifie,

on a
. 2
1L2: -
3 a

[

" Cest-a-dire les coordonnées du mobile

= 2\gat, y)

xr=a (—-
a
La force qui, appliquée au mobile supposé libre et non pesant, produi-

rait ce mouvement aurait les composantes
e 2 a

X=3smg — Y = o.
3 Y

Question C.83.
[ Calcul différentiel et intégral; épreuve théorique; énoncé publié

en janvier 1927, p. 28.]
SoLuTION

Par J. LAUREAU.

1° L'équation aux dérivées partielles
9z | 9z = e sin(z + y)
dxz ' oy Y



— 120 —

s'intégre au moyen du systéme
dz
dr = d)’ =
ezsin(z + y)
d’ou les intégrales premiéres
' 1 -
x—y =c, ;cos(x—‘.—y)—e—z:c,

et la solution générale

) N
ei= ~cos(z +y)—f(z—Y)
2° La surface intégrale qui passe par la courbe
x+y =o, e?cos’y =1
est E
% =— Log cosx — Log cos y.

3° On a, pour cette surface,

. 1
p =tangaz, q =tangy, "= ea s=o,

et 'équation différentielle des lignes de courbure

dy \* [ dz \*
cos_y) “\cosz)’ )

d’olr les deux systémes ingnes de courbure -

' = _ LA
tapg(z 2) tang(4 2) = const.,

4° L’équation différentielle des lignes asymptotiques

(s0s) = (&55)
—_— -+ =0
cosx cos y

montre qu’elles sont imaginaires.

Autre solution de M.M. BERNARD PaARris, R. OpILE, J. DEVISME.
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CERTIFICATS DE MECANIQUE RATIONNELLE.

EPR\EUVE KGRITE. — Un point matériel pesant de masse m est mabile
sans frottement sur une circonférence de rayon I tournant & la vitesse
angulaire constante w autour d’un diamétre vertical.

1. Le mobile étant lancé du point le plus bas a lavitesse initiale V,,
déterminer son mouvement et calculer les composantes de la réaction
suivant le rayon et la normale au plan du cercle en fonction de la
seule position du mobile;

2. Discuter le probléme suivant la valeur de V,; en particulier,
déterminer les valeurs de N, pour lesquelles la liaison dans le plan du
cercle peut étre réalisée par un simple fil; ' .

3. Etudier la stabilité autour de chaque position d’équilibre relatif
sutvant la valeur de w; former l'équation différentielle des petits
mouvements autour de chaque position d’équilibre stable et en déduire
la période T des oscillations;

4. Retrouver la loi du mouvement par la méthode de Jacebi appli-
quée au mouvement absolu;

8. Calculer les deux composantes de la réaction au point le plus bas
pour :
m = 1kg, {=1" Vo= 3 m/sec,

w =10 rad/sec, & = 9,81 m/sec?.

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — 1. Les axes 20y étant-pris dans le plan
du cercle et Oy étantle rayon vertical descendant, I'intégrale des forces
vives donne

Viz=wlat+2gy+ Vi—oagl,
d’od- ‘
. =lf db ,
, Vorlsin20 4 aglcosh + Vi—agl .

§ étant Pangle de position du mobile compté a partir de Oy; les compo-
sants N et Z de la réaction suivant le rayon et la normale Oz au plan du
cercle sont

N, s Vi_, Z = —-2muwV cosb
m 27@'—1—- l}/ T—‘Zg, = —-2MmwYy Ccosu.

2. V? est positif au-dessous de la parabole

2 2
y—-l——‘—[—-—w—w’
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N est positif au-dessous de la parabole

2 Vi 202 4
7= §<l g,) 3¢ 7
On est donc ramené & une discussion analogue a celle du pendule simple,

sauf que les plans horizontaux sont ici remplacés par des paraboles. En
particulier, la liaison dans le plan du cercle peut étre réalisée par un fil

pour ) )
Visogl+ %’ [— gz +‘/<§-> ~+ l=] ou Vaéﬁgl-

3., Pour w’{ %, la seule position d’équilibre stable est 6 = o; ’équation

correspondante des petits mouvements. est

S0 <—l —-w*)ﬁ:o, “d’on Te —2t .
\/7: — ?
Pour w?> élr, la seule position d’équilibre stable est cosf = ﬁ%; I'équa-
tion correspondante des petits mouvements est
s'”—|— [m?——<g> J::o, d’out T= ——20 ..
lw 2
. or—f &
lw

4. Dans le mouvement absolu
2T = ml2(62 -+ w2sin20), U= mglcosh

et 'équation de Jacobi est

Vv ll 1 (V)2 . |
- = = — w?2sin26 | — =o0..
o 7 < 0> w?/2sin20 glcosh =o

En posant v =oat+0(0, ), on a ® par une quadrature et, d’aprés les
conditions initiales, on reconnait que I’équation du mouvement
20
t+— =§
do. '
“ coineide aveg le résultat du n° 4.
5. Au point le plus bas,

‘ V2 .
N=mg(l+ ;ﬁ), Z=—amwV,;
d’ou

N=I+L=x,92kg—f, 7= — o

981 ey 10.3 = —6,12 kg-f.
7 k)

(Toulouse, novembre 1926.)
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EPREUVE THEORIQUE. — Oz, O ¥, Qz étant trois axes rectangulaires -
fizes, Oz vertical ascendant, un tube rectiligne homogéne OA de sec-
tion négligeable, de longueur a, de masse m, peut tourner librement
sans frottement autour de l’axe O z, avec lequel il fait un angle de 45°.

Un. corps solide S pesant est formé d’une petite sphére de masse
négligeable et d'une aiguille homogeéne BC de longueur 21, de masse m.
Cette aiguille peut se mouvoir sans frottement dans le tube OA. La
sphére est seulement destinée a empécher S de pénétrer entiérement
dans le tube OA. ’

1° Calculer la force vive du systéme en fonction des pmametres r
et Y qui définissent sa position et de leurs dérivées (Y désignera l’angle
du plan z0A avec le plan z30z; r désignera la distance du point O au
centre de gravité de l’aiguille).

.- r
2° Ecrire les équations du mouvement, et discuter, en supposant L
N Lo dy : ,

nul a Uinstant initial, et 2= constante donnée. .

3° Il peut arriver que Uaiguille quitte le tube. Etudier le mou-
vement ultérieur.

4° Il peut arriver -que la sphére vienne heurter lextrémité A du
tube; état ultérieur des vitesses, en supposant que la force vive se

conserve. .

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — Les équations du mouvement sont -
‘ o rg+ k2
—_ ) ————

o v= r2 4 k2 P 24 a?

1 = — .

; - I o (r3—+A2) 3
2= or\o+h—- 20" /.
2 & \/ 2 72+ k2

Les zéros de 72 s’obtiennent en coupant la courbe

0 : , o re(rg+ A
2 Ay
par la droite

*) y=—grya+h

et remarquant que l'un de ces zéros est 7.
Si w est suffisamment petit pour que 'on ait

33 -
(2) 16\23 2 (r§+k2) < g /2,

3

la droite (8) coupe (y) en un seul point r = ro; r décroit constamment :
le choc survient nécessairement. Si la condition (2) n’est pas remplie, la
courbe () admet deux tangentes paralléles a (3) dont les points de contact
M; M, ont pour abscisses 7, et ro (r;<rq). La tangente en M, coupe (Y)
en un autre point M; d’abscisse 7.
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Si ro est inférieur & r; ou supérieur a r3, le mouvement a lieu comme
ci-dessus; si 7, est entre ry et r3 le mouvement est oscillatoire.

Le solide S quitte le tube si » atteint la valeur @ -+ Z; son dentre de
-gravité décrit ensuite la parabole définie par la vitesse qu'il posséde a cet
instant. L’épingle tourne avtour de son centre de gravité dans un plan fixe
perpendiculaire & la position du plan zOA au moment ol I'épingle quitie
le tube. - ‘

. 8l y a choc,'avec conservation de la force vive, ' se conserve, ' change

de signe sans changer de valeur absolue.

Epreuve praTiQUE. — Une boite cubique pesante est formée de six
carrés homogénes identiques de c6té 2a, de méme masse m; U'un d’eux
ABA'B’ formant couvercle est articulé sans frottement suivant le
c6té AN & la boite proprement dite.

La boite repose par son fond sur une table horizontale fixe P par-
Jaitement polie.

On abandonne la boite sans vitesses dans la position ou le couvercle
fait avec la verticale un angle 8, infiniment petit. '

1° Calculer, pour chaque inclinaison 9 du couvercle sur la verticale,

. . db . -
la vitesse angulaire T du couvercle et la vitesse de translation de la

boite. [On négligera bien entendu 9,; on supposera que la boite ne
peut se renverser (liaison bilatérale), et que le couvercle se rabat en
arriére dans son mouvement. | ' .

On indiquera en particulier les valeurs de ces vitesses pour 8§ = go°,
et 6 = 180°. ! P

2° Déterminer, en gr%ndeur et position, pour chaque valeur de 9, la
réaction de la table P sur la boite, en particulier pour § = of, 8§ = go°
et 6 = 180°.

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — Si x désigne l'abscisse du centre de
gravité de la boile, comptée parallélement au plan de la figure, on a les
équations

‘ 6z =—asm ,
ab2(7c0s20 + 8sin?0) = 128 (1 — cosb).

La réaction de la table P est verticale, soient Z sa valeur, A sa distance a .
Paréte AA’.

Japplique le théoréme du centre de gravité en projetant sur la verticale,
j'obtiens : i
Z=6mg— m(ab2cosl + ab’sinb).

Pour avoir %, je remarque que les forces d’inertie, la.force Z et. le
poids 5mg de la boite proprement dite ont un moment nul par rapport
aAA’: ‘ i '

- hl —35mga—5max” = o.

(Lille, novembre 1926.)



CERTIFICATS DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.

Eprguve TfEORIQUE. — I. C.97. — On considére la fonction F(z)

dé fini Vi e Ffyde | )
définie par Uégalité F(z) —.::f o outet S(t) sont réelles,
Sf(t) continue pour — 1<t

1° Montrer que F(z)est holomorphe dans le plan des 3 dont on a
supprimé la poriion d’axe réel comprise entre les points —1, -1 (on
montrera que F(z) a une dérivée en chaque point.}

2° Donner sous forme d’intégrales les expressions des coefficients
du développement de Laurent de F(z) pour |z|>1.

3° En supposant f(t) comprise entre de'ux nombres positifs A et B,

que peut-on dire du produit (n + l)f t"f(t) di?

Montrer que dans ces conditions le developpement de Laurent de
F'(2) ne converge plus pour | z| <1 et que 'un des pomts —1ou +r1
est point singulier de F(z).

II. C.98. — Les axes de coordonnées Oxyz étant rectangulaires, on
considére une surface et lon appelle N le point ot la normale en M
a la surface perce le plan des zy.

1° Former l'équation aux dérivées partielles des surfaces telles
que OM = MN.

2° Déterminer les surfaces intégrales qui sont de révolution autour
de Oz. i

3° Déterminer une .intégrale compléte et les car acterzsuques. e
sera commode d’employer les coordonnées semi-polaires.)

EPREUVE PRATIQUE. — C.99. — On donne l'équation aux derwees~
partielles

q*z —py =o.

1° Trouver une intégrale compléte.

2° Trouver la surface intégrale passant par la courbe z =o,
b1z = y3.

3° Montrer que la surface intégrale S passant par laparabole y = o,
az — z*= o0 a pour équation

9(az —x2)2—8ay3=o.

4° Calculer l'aire de la portion de S qui est' & 'intérieur du prisme
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dont les arétes sont paralléles @ Oz et dont la base est le carré de
cotés
y=o0, y=a, x=o0, x=a

(les axes sont rectangulaires). (Strasbourg, novembre 1926.)

EPREUVE THEORIQUE. — C.100. — Soit Oxzyz un triédre rectangulaire.
Former l'équation aux dérivées partielles des surfaces telles que le
plan tangent en un quelconque de leurs points forme avec OM un
angle constant donné V. >

Montrer qu'il y a une caractéristique formée des points d’une
courbe du plan 20z et des plans tangents a cette courbe paralléles
a Oy.

Trouver toutes les caractéristiques.

Exprimer en fonction de deux parametl es les coordonnees des points
de celle des surfaces cherchées qui passe par la droite -

3= o, r=a,
ol a est donné. ’

EPREUVE PRATIQUE. — C.101. — On considére Uintégrale

.thﬁz dz

Soit ABCD un rectangle de cétés paralléles aux awes, le c6té AB
étant porté par Uaxe yéel. Montrer quon peut trouver une suite de
tels rectangles, grandissant indéfiniment, de maniére a contenir, a
partir d'un certain rang, & leur intérieur, n’importe quelle région
du demi-plan y > o et tels que les intégrales prises le long des cotés
autres que AB tendent vers zéro.

Calculer intégrale .

/""” th2z dz : .
Jo. (7:2+zz)u°

(Clermont-Ferrand, novembre 1926.)

CERTIFICAT DE MATIIE’MATIQIJES GENERALES.

EPREUVE THEORIQUE. — I. C.102. — Que devient l’équation différen-
telle . )
zy '+ 20l—2)y + (v —2)y = —e*1,
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quand on y faitle changementde fonction y = Y étant la nouvelle

fonction inconnue.
En déduire Uintégrale générale de l’équation donnée et déterminer
celle des solutions qui satisfait aux conditions initiales suivantes :

y=1, y'=0GC pour r =1.

Construire la courbe représentative de cette solution particuliére.
Combien cette courbe présente-t-elle de points d’inflexion. En déter-
miner les abscisses avec 2 décimales. o

Donner des développements limités du troisiéme ordre de cette fonc- -
tion au voisinage de x =1 et de. x = —1. En déduire la valeur du
rayon de courbure en ce dernier point.

L’aire comprise, dans le premier quadrant, entre l’axe Oz,
U'aze Oy et la courbe et celle comprise, dans le deuxiéme quadrant,

_entre Oz et la courbe sont-elles des aires finies ?

On suppose la deuxiéme des aires ainsi définies recouverte d’une
couche de matiére dont la densité superficielle est égale a Uunité.
Déterminer le moment d’inertie de la plaque ainsi constituée par
rapport a Oy. A

4§

II. C.103. — On considére la parabole d’équations paramétriques
x = apt?, y =apt (en axes rectangulaires).

1° Soit M un point de coordonnées z,, yo. On méne les tangentes MP
et MP' a la parabole. Former, en fonction de x,, y,, l’équation donnant
les valeurs t, et t, des paramétres des points P et P'.

2° On pose .
(ij)*(O/x,m) —

Calculer tanga en fonction :

a. Des coefficients angulaires de MP et MP',
b. Des coordonnées de M.

Déduire de la derniére formule le lieu de M lorsque = est constant.
Ezaminer le cas o = o et justifier le résultat obtenu.

3° Le lieu précédent est une droite (A). Séparer sur cette droite les
parties correspondant a des tangentes MP et MP' réelles. (On sup-
pose o différent de zéro.)

La droite (A) coupe la parabole en deuz points A et B. Démontrer
que les tangentes en ces points a la parabole sont rectangulaires.

Lorsque o varie la droite (A) passe par un point fixe que l'on
caractérisera.
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4° On achéve le parallélogramme dont MP et MP’ sont deux cbtés.
Lor sque o est constant démontrer. que le lieu du quatriéme sommet N
du parallélogramme est une parabole. Cette parabole passe par un
point fixe lorsque x varie. :

MEcaniQue. — C.104. — Un point matériel pesanf M, de masse m,
mobile dans un plan vertical, est soumis, en plus de son poids, a Uac-

tion d’une force représentée par le vecteur mk? M() O étant un pomt
Size du plan et k un coefficient donné.
1° Montrer que.la résultante de ces deux forces dérive d’une fonction
de forces. Tracer les lignes de niveau et les lignes de forces. '
2® Le point M, tout en étant soumis au méme champ de forces, est
assujetti a se déplacer sur une droite A, située dans le plan vertical
donné, passant par le point O et faisant avec la verticale un angle

de 60°. Le coefficient de frottement au contact de la droite et du point
o= o, . . o
a la valeur = 3 V3. Déterminer la partie de la droite on l'on peut

placer le point M sans vitesse initiale pour qu'il y reste en équilibre.
3° Les conditions étant lcs mémes qu'au paragraphe précédent, le
point M est posé sur la droite A, sans vitesse initiale, en une posi-

tion M, située plus haut que le point O et telle que OM,= 2«1 (en

appelant a la quantité k">' Etudier complétement le mouvement qui

se produira et tracer %dmgramme des espaces.

EPREUVE PRATIQUE. — 1° Construire la courbe d’équations paramé-
trigues v
L4221 1
— YET=w

(On précisera la position de la courbe par rappo;t ses asymptotes )
20 En supposant U'unité de longueur du dessin égale a 1°™, évaluer
a 1" prés Uaire limitée A comprise entre va partie de ’aze Oy située
entre les points d’intersection de cet aze et de la courbe, et la portion.
correspondante de la courbe.
3° Calculer de méme a 1™ prés le volume engendré par la rotation
de Uaire A autour de O z.”

(Strasbourg, juin 1926.)

— O ——
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QUELQUES REMARQUES SUR LES DETERMINANTS ET LES MATRICES ;
PR ILIOVICI.

- Dans la Revue de Mathématiques spéciales (numéros d’octobre
et de novembre 1923 ), j’al montré comment on pourrait établir
la théorie des déterminants en partant de la définition suivante :

On appelle déterminant d’ordre n, un polynome fonction
des n? lettres du tableau

1 2 k n

ai al ... af ... af

— 1 2 k n
T=lal a3 ... af§ ... a%}|,

2 k n

al a} ... ay ... al}

qui satisfait aux trois conditions suivantes :

1° Il est fonction linéaire et homogéne des éléments d'une méme
ligne; ‘

2° 1l change de signe lorsqu’on change entre eux les éléments
respectifs de deux lignes consécutives;

3° Il est égal a 'unité, quand tous les éléments de la diagonale
principale sont égaux a I'unité, tous les autres étant nuls.

Jai démontré dans Particle cité D'existence d’'un pareil poly-
nome, et son unicité, Il en résulte que chaque fois qu'on peut
établir les trois conditions précédentes, on est assuré de se trouver
en présence d’un déterminant. ‘

La deuxi¢me condition peut d’ailleurs étre remplacée par la
suivante, qui lui est équivalente : '

Un polynome qui satisfait aux conditions 1° et 3° et qui est nul
lorsque deux lignes sont composées des mémes éléments, satisfait
aussi & la condition 2° et est un déterminant.

C’est en partant de cette définition que j’ai démontré le théoréme
sur le produit de deux déterminants.

Ann. de Mathémat., 6° série, t. L. (Mai 1937.) 9
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On peut aussi essayer de généraliser la notion de déterminant
et Pappliquer aux matrices.

Etant donné un tableau rectangulaire :

[ k‘ n
al ... af ... af .
‘ M=|a} ... df .. af|,
’ , 1 k n
dp e al, PN ap

on appelle matrice déduite de ce tableau et 'on désigne par:
Al

tout polynome fonction des lettres de ce tableau qui satisfait .aux
deux conditions suivantes :

° Il est fonction linéaire et homogéne des éléments d’'une
méme ligne. '
Y . ) ;
2° Il change de signe lorsqu’on change entre eux les éléments
respectifs de deux lignes consécutives.

11 est facile de démontrer que si p > n la matrice est en général
nulle, et pour p < la matrice est une fon(,tlon linéaire et homo-
géne de tous les déterminants d’ordre p que l'on peut tirer du
tableau (). '

Nous allons nous servir de cette remarque pour établir les pro-
positions qui vont suivre :

Produit de deux matrices. — Etant données deux matrices
lap | et [I6p1l
et le déterminant
ct : cs .
, 1 C&| =1.. )
1 W
el cy,

ou Yon a posé

’ cf:al’b,"—-l-.,.—i—-a;‘
on dit que | Gf| est le produit des deux matrices et 'on démontre
qu'il est la somme des produits de tous les déterminants formés
par les colonnes de méme rang tirés des deux matrices. :

>

(1) Yoir la Revue de Mathématiques spéciales, mars et avril 1g27.
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La démonstration se fait en remarquant que [ch| est par ses
hgnes une*fonction linéaire des éléments de chaque ligne de || @ ||
qui change de signe lorsqu’on transpose deux des lignes de cette
matrice et qu'il jouit par ses colonnes des mémes. propriétés par
rapport aux lignes de || 6" ol

Il en résulte que le determinant- est une fonction linéaire des
déterminants qui composent la premiére matrice, et aussi une -
fonction linéaire de ceux de la deuxiéme.

Si dans une des matrices on annule tous les éléments autres que
ceux qui forment un déterminant de || @} ||, on constate que |c% |
est égal au produit de ce déterminant par le déterminant du méme
rang de || 6|, et ceci démontre la proposition.

Produit réduit de deuzx matrices. — Etant données les deux

matrices
: flaptt |l ev [[o3H ],

déduites des deux précédentes par I'adjonction d'une (n - 1)
colonne, j’appellerai produit réduit a la-(n— 1) colonne de ces
deux matrices, la somme des produits de tous les déterminants
de méme rang lirés de ces deux matrices, chacun de ces déter-
minants contenant la (n + 1)‘“‘“‘ colonne. -

Je désignerai ce produit par

“ all+1 >< bll+1 ” ”+1'.

Turorime. — 8¢ U'on considére le déterminant
+14
al’
o
A= .
al{l)+1

O
on a
Ay= — |l @t X BB s

La démonstration est la méme ciue 'dans le cas précédent. Il y a
lieu simplement de faire remarquer que A, ne peut contenir que
des déterminants de || a,* | qui contiennent la derniére colonne,
puisqu’il s’annule lorsque les éléments de cette colonne sont nuls.

La vérification du signe peut se faire en attribuant aux éléments
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des deux dlagonales principales (dans deux détermmants du-
méme rang) des valeurs égales a l'unité, les autrds éléments
étant nuls.
Cette proposition peut étre généralisée.
On désigne par . , o
: “ a?, X bZ ”n—H...q

le produit réduit de deux matrices, qui est la somme des produits
des déterminants de méme rang qui contiennent tous les g der-
niéres colonnes des deux matrices, et par A, le déterminant

> aitt ... af
» .
Gy
A,= ajt az
D Y T
o ... b, o ... o

On démontrerait de la méme maniére la relation

A= (—1)7 I a‘l’, > b%‘”n«{-i...q:

Formule analo gue a celle de Lagr ange —- FEtant donnée la
matrice
a} ... al "
=
et la matrice
lai* ' I=llaf...at af*'||

ou 'on pose
alt' = alal+ ataj+...+ ala},

la formule de Lagrange
I(alal—aka})=Z(a}).| ()| — E(a ah)?
peut s’écrire avec notre notation
(@32l = =(ai)?. E(af)—|| (af*")? [lnsa- -
C’est cette formule qu’il s’agit de generahser :
Silon considére les deux mal;'ices

lapll et llapzill,
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ots U'on a posé pour la derniére colonne de la deuzxiéme matrice

ait' = ajap+...+agap,
on a la relation

@Bl = [(ab )t ot (@) ][ (@Bo )t [l = (@502 flns-

En effet, sil’on désigne par A et D les déterminants qui repré-
sentent les carrés de || ay| et de|la,™ ||, on peut écrire, en tenant
compte de la valeur de a’f“

alll+l

>
]

alpty
at™t ... apt) (ah ).+ (ap)?

ce que l'on peut encore écrire

a?+‘|
D I,ﬁ:.
A=[(ap)~+...+(ap)*]D + . .
- " all+1
- p—
apty ... aft) o

Or, en vertu du théoréme précédent, le deuxiéme terme du
deuxiéme membre est bien égal a —-” (a"“) [ln+1, et la proposi-
tion se trouve ainsi démontrée.

Théoréme de M. Hadamard. — Etant donnée une ma-
trice || aj, ||, on a toujours
(1) [(a3)2|[SE(ai)2.(Zab)?. .. S(ab),

I’égalité ayant lieu lorsque les suivantes sont satisfaites :
i—=n
PP P=1, ..., p t
r—=

Cette relation est évidente dans le cas p = 2, puisqu’elle st une
conséquence de la formule de Lagrange.
- En I'admettant dans le cas d’une matrice a p — 1 lignes, on a

(3) I(ah_ 2| < =(ai)?.S(a)). .. S(ab),



IR — 134 —

Végalité ayant lieu lorsque les relations (2. sont satisfaites pour
toutes les valeurs de et de s comprises entre 1 et p — 1. Mais. en
vertu de ’égalité établie, on a
Haprll=l(ap-_1 2 ll-E(a))— ([ (aft])? [ln+1y’
d’Ol:l ' B : .
\ I Cagp)2 sl (af- )2 Nl 2(ap)?,

légalité ayant lieu lorsque les relations (2) sont satisfaites
pourr=i, 2, .‘..,p;lets:p. R )
En remplagant ||(a}_,)?|| par le deuxiéme membre de Piné-
galité (3), on démontre la formule (1) qui, dans le cas ou n = p,
c’est-a-dire dans le cas d’un déterminant, n’est autre chose que le
théoréme de M. Hadamard. ,
La démonstration précédente suppose des éléments réels, mais
on peut facilement étendre le théoréme aux quantités complexes.
Il suffit de remplacer le carré d’une matrice par le produit de
cette matrice par la conjuguée. Tout carré qui intervient dans la
formule se trouve alors remplacé par le carré du module.

Limite du carré d’une matrice. — Etant donnée une ma-
trice || @} ||, on peut supposer que n croit indéfiniment, p restant

fixe; dans ce cas || («,)?|| devient une série multiple d’ordre p a
termes tous positifs.

Tutorkme. — Siles séries Z(ay)?, ..., X(a})?, & termes tous
positifs sont convergentes, il en est de méme de la série mul-
tinle représentée par || (ay)?|| lorsque n croit indéfiniment.

Ceci est une conséquence de 'inégalité (1).

On peut d’ailleurs ajouter que si les séries Zaja; sont conver-
gentes et ont des sommes nulles pour rs£s et r=u, ..., p;
$=1, ..., p,on obtient la somme de || (a},)?| en faisantle produit
des séries Z(a})?, ..., Z(ap)?.

Dans le cas ot p croit aussi indéfiniment, le théoréme pré-
cédent doit étre un peu modifié.

11 devient, si nous remplagons dans la matrice a} par 1 + a2(*):

Si la série Xal est absolument convergente, ainsi que la

(1) Théoréme de Helge von- Koch.
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série a double entrée 33 (a})?, il en est de méme de la série
multiple ||(a})? | lorsque n et p croissent indéfiniment.

Pour la demonstratlon de ce theareme, on -se sert du Jemme
suivant :

Si la suite a, a termes positifs est bornée supéricurement et

Qnip

st a partir d’une certaine valeur de n a sa plus grande

n
limite, inférieure ou égale a Uunité, la suite a, a une limite
lorsque n croit indéfiniment. '

Geci est évident si la plus grande des limites est inférieure a 1,
car alors @, tend vers zéro, comme le terme général d’une série
convergente. k

Dans le cas général, -étant donné un nembre g,”on.aura, A.partir
d’une certaine valeur de n,

‘

; an+n
Vs <1--¢g, *
N an . .

quel que soit le nombre p.
Si @, n’a pas de limite, comme la suite est bornée, soient p et A
la plus petite et la plus grande limite de a,,

2 <ASr

On peutalors choisir 7 et n + p de telle maniére que I'on ait

, un-rp>)\"'7l)
Up < @+ 7,

et Pon peut choisir 7 suffisamment petit de maniére que

“ce qui est contraire & 'hypothése.
Revenons a la démonstration du théoréme.
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Posons ) ;
Ar=(a) )2+ (ag)t+...+(a})+

La série A est convergente, et si l'on désigne par-

I ap)? I

v

ce que devient |[(a})?|| lorsque n croit indéfiniment, on a
l(ap)tlSa+2lal|+A)(+2a]+Ay)...(1+2af+A)p).

Or, étant données nos hypothéses, le produit du deuxiéme
membre est convergent et a une limite P.
On a donc

lI(ap)*|[SP.

~ La suite || (a,)?|| est donc bornée supérieurement.
D’un autre c6té on a
k=g

I(ap+re Il <l (ap)l | | (142 abrf| 4+ Apis]s

|[(<lp+k) i <Il p

1—|—z]a1’+'l+A e
“(ap ( prk ’?+ )

et Pon peut choisir p suffisamment grand de maniére a avoir

. k=g

I |1+2]a/jj§‘|+1(P‘*"<|i|—e
k=1

On en déduit, comme conséquence du lemme pxecedent que la'
suite || (@p)?| @ une limite.

Remarque. — 1l est facile d’étendre ce qui précéde au domaine
imaginaire.
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-SURFACES SE DEFORMANT DE SORTE QUE LES LIGNES DE NIVEAU
‘ RESTENT LIGNES DE NIVEAU;

Par M. BerTrRAND GAMBIER.

1. M. Goursat a déterminé les surfaces telles qu’au cours
d’une déformation continue au sens de Gauss les lignes de
niveau restent lignes de niveau (American Journal of Mathe-
matics, t. 14, 1892, p. 1-8). Je vais indiquer briévement le prin-
cipe de la recherche analytique, puis montrer comment de simples
réflexions géométx;iques permettent d’obtenir, sans calculs, tous
les résultats (').

2. Silon prend les lignes de niveau dans les plans z = const.,
on a pour deux surfaces applicables de cette espéce

dz?+ dy? + dz? = dX? + dY2+ dZ12,
7. = fonction de z.

(1)
On peut donc obtenir, quand le couple (z, y, z), (X, Y, Z) est
connu, la quantité nouvelle z,, fonction de z, par une quadrature,

(2) } dz} = dz?*— dI2,
et la premiére égalité (1) revient a écrire
(3) o dz? + dy?+ dz} = dX2+ dY?2. )
Cela prouve que la surface (z, y, z,) est développable : si
donc on pose

0934 d2 z, 0%z, 0%z

dz
(4)]’1:()_;’ ‘91=W’ ry= Jz2’ .31—'0—1‘—‘)7: ti-——d-y—,-,,

on aura I’équation

(5) ~ rity—st=o,

(1) Cette question a fait le sujet du certificat de Géométrie supérieure,
juillet 1926, de Lille.
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ou, en posant

. ,_ diL , AL
(6) L= r="7
) ' p=pV1—2%  q=q\V1—177%,
— Z’Z’I
r=ryi—42—p2— —
1 ~/ 14 ‘/.__I-le’
S— ZIZH
. TR
®) : B=svi—t Pq\/l—_z'z’
ZVZH R

) t=t\y1—7"2— R
5 ' v ? ~/,1——Z'2’

lb’équation. de Monge-Ampeére,

yY g

(9) . r{—st— I_,Z'z(q2r+P2t_9‘qu):°‘

Cette équation s’intégre aisément par la méthode classique : les.
deux systémes de caractéristiques sont confondus et les équations
différentielles de ces caractéristiques admettent trois combinaisons
intégrables; en. continuant les. calculs, il y a lieu d’introduire la

. . 7'7"
notation { pour représenter la fonction de 3 s quand ¢ est
choisie, d'ailleurs arbitrairement, 'intégration compléte de (g)
s’achéve aisément en“termes finis avec’ deux nouvelles fonctions
arbitraires d’une variable; on a ainsi les expressions (z, y, z) des
coordonnées d’un point de la premiére surface. On voit alors qu’il
y a une déformation continue, car Z est donnée par l'équation

du premier ordre en 7/,

(10) = . . 7" = (1—171"?)¢

qui donne 7’2 par une quadrature; I’équation (3) donne ensuite X
et Y. : :

On peut remarquer que si I'on prend les lignes de niveau dans
les plans x = const., on aura

dxr+ dy?+ dz* = dX®+ dYr+ d71?, °

(1) _ . ]
X = fonction de x;

on posera

(2") " dx} = dar*— dX?

et la surface (#(, ¥, 3) sera développable, de sorte que si p,, ».q" ,
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: . 4. < , 10z .03
T, 8y, t; sont 'les dérivées -.. de

==, 3 rimée -en x, ‘6t
9z’ ay .exprlmee en » Y,
on a au lieu de (g) I'équation
. e \* .d-%yz'
(11) (:t—s-)<(—lz> +pt3x—‘{=0’

toujours de Monge-Ampére et 'on continue comme plus haut.
Les équations (g) et (11) constituent d’excellents exercices d’ap-
plication des méthodes générales. Il reste ensuite a montrer que
le réseau de Keenigs, formé avec les lignes de niveau et les courbes
de contact des cylindres circonscrits avec génératrices paralléles
aux plans de niveau, se correspond a lui-méme sur toutes les sur-
‘faces (on le sait déja pour les lignes de niveau, mais il faut le
montrer pour la seconde famille).

3. Traitons la question complétement par la géométrie; sup-
posons les plans de niveau x = const. On a posé,

(1) dx? = da?—. dX?2,
(2) dz? + dy*+ dzr =dY? 4+ dZ2.

La surfaceD (z,, y, z) est développable : donc on peut exprimer
en termes finis (2, y, z) par les formules

Ty = &4,
(3) . ) Y =, 0;(a) + ni(a),
z =z 0 (a)+n(a),

les fonctions 6, 0, n,, n de la variable a satisfaisant a la relation
() o= =Ma),

ou x(a) est une fonction arbitraire de a; la surface S(z, y, 3).
sera représentée par les équations paramétrigues

.

=z,
¢ - Ay =f(@)0(a)+m(a),
| s=f(2)0 (a)+n (a),

qui ne font intervenir que les fonctions arbitraires f(z), A(a),
0(a), 6,(a); en prenant I'une des .fonctians 2, § ou 6, comme
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nouveau paramétre (ce qui est possible si cette fonction ne se
réduit pas & une constante), on réduit bien a trois le nombre des
fonctions arbitraires. On peut remarquer dés maintenant que la
transformation ponctuelle, étendue a tout U’espace, '

(6) . z=[(x), 1=, =3

remplace la surface S par la développable D; dans cette transfor-
mation, les lignes de niveau (relatives a yOz) restent hgnes de
niveau, chacune restant égale a elle méme et n’ayant subi qu’une
translation paralléle & Oz, d’intensité variable, fonction continue
de son abscisse primitive; les tangentes de la surface S paralléles
4 ¥ Oz deviennent les tangentes paralléles 4 Oz de la surface D;
or les courbes @ = const. sont, sur D, les génératrices; en tous les
points d’une méme génératrice G de D, les tangentes & D paral-
léles a y O s sont toutes paralleles entre elles et a la trace sur yO z
du plan tangent & D le long de G : donc tout le long de la
courbe @ = a,, correspondant a G sur S, les tangentes a S paral-
leles a O3 ont conservé la méme direction : elles forment le
cylindre circonscrit a S parallélement a cette direction; autrement
dit les courbes x = const. et @ = const. sont conjuguées sur S;
d’ailleurs la courbé a, est plane et son plan est celw qui pro-
jette G sur yOz par'allelement aOx. 4 '

Les surfaces S étudiées ici sont toutes celles qui sont réductibles
a une développable par la transformation (6) qui consiste a faire
varier d'une fagon continue les distances successives des plans
paralléles & un méme plan. Si S ou D est réalisée, a la fagon d'un
‘accordéon, par une série de cadres métalliques (réduits a leur
pourtour), tous paralléles au plan yOz et reliés par un tissu
souple, extensible, on peut dilater ou comprimer la surface de
fagon que les cadres conservent leur orientation commune,
chaque point décrivant une perpendiculaire a cette direction de
plan. On peut remarquer que faire la carte de D sur le plan » Oz
est trés simple : on figure la projection sur Oz de la section par
le plan z,, c’est une courbe G, arbitraire; la projection de la
section x, est une autre courbe C, arbitraire; en un point M,
de G, on méne la tangente et 'on prend sur G, le point M, ou la
tangente est parallele a celle de My; M, M, est la projection de la
génératrice issue de M,; la section par le plan 2 ¢z, s'obtient
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MoM t‘
MM;
en grandeur et signe; cela fait, cette carte peul servir pour S a

condition d’inscrire comme éloignement de chaque section de S
non plus z relatif 4 D, mais ¢(x) ou ¢ est une fonction arbitraire
de x. L’aréte de rebroussement de D a pour homologue sur S une
aréte de rebroussement, enveloppe des courbes a = const. de S;
le cylindre circonscrit a S le long de la courbe (a,) est osculateur
a S au point particulier ou (a,) touche son enveloppe [mais le

plan osculateur a cette courbe (a,) au pointen jeu n’est pas le plan
tangent a S}.

en divisant chaque segment My M, par le point M tel que

Nous avons ainsi complétement intégré les équations équiva-
lentes : .

rt—st—(q*r +p*t—opgqs)f(z) =o,
rt— s+ pto(x) = o,

ou fet ¢ sent des fonctions arbitraires, et cela sans calcul, mais
nous n’avons pas achevé le probléme, c’est-a-dire trouvé les
déformées d’une surface solution en nouvelle surface 'du méme
type. L’élimination de f ou ¢ donne une équation d’ordre 3,
complétement intégrée aussi.

4. Nous arrivons au résultat en remarquant /qﬁe st la sur-
face (x,, y, 5) est développable [formules (3) du numéro précé-
dent|, la surface (kz,, y, z), ou k est une constante numérique
arbitraire, est égalempent développable. On écrit done

dzt +dy? - dz* = dY? + d1?,
k2dz? + dy? + dz? = dY* + dZ2,
dx} = dx?— dX2,
L k*dz} = do?— dX?

- (1)

et de la résultent évidemment les relations

dax? -+ dy? + dzt = dX? -+ dY?+ dL?,
2 _ - _
(2) dut+dy? + dz* = dX? + dY? + dZ?,

quand k varie, nous obtenons les déformées Sy de S; la déformée S,
ne se distingue pas des autres; raisonnons donc sur S et Sy.
Démontrons d’abord que les courbes @ = const. de S ont pour
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homologues sur S; les courbes de méme définition : ce résultat
n’est pas évident, car si sur S et S; nous connaissons les systémes
de Keenigs relatifs aux sections planes par les plans # = const., le -
fait que les courbes x = const. se correspondent n’entraine pas
que les courbes de contact des cylindres circonscrits a'S paralléle-
ment a une direction de »'O z aient pour homologues dans Pappli-
cation les courbes de méme définition de 'S;. En tout cas S et Sy
" ontun systéme conjugué commun et I'équation de Laplace relative
a ce systéme est, toujours d’aprés M. Keenigs (mais un autre
théoréme), la méme pour les deux surfaces, soit

' a9%0
(3) Jdu ov

—+ A(u, v) 3‘2 —I—B(u,v)g% = 0.
Elle admet pour solution z, ¥, 3, X = f(#), Y, Z (et méme

x4 Y24 32— Xr— Y2 72);

substituons z et X dans (3); la comparaison donne

X dx dx <
v(‘i) drt du dv .
. ..
Si 'on choisit \ o <
T sk

ot /i ‘est une constante, on a aussi

dx?

dx} = 7= (1— h?),

ka,
Vi— k2
. pable, ainsi que toutes ses déformées : la construction géométrique
de S a partir d’'une développable D devait nous fournir cette

de sorte que la surface (x, y, ) ou ( Y,y z) est dévelop--

ox
i Ju
jouent un rodle interchangeable; donc le réseau conjugué est
- formé du systéme ¢ = const. ou z = const. plus de la famille con-
juguée sur chaque surface : c'est donc le réseau de Kawnigs.

solution, banale, a éliminer. 1l reste donc - = o, puisque u et ¢

Nous avons maintenant, sans effort, la forme de X, Y, Z en for-
mant effectivement I'équation de Laplace, en employant les for-
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mules (5) du numéro précédent, avec les variables z et @a.Ona }~
~ a ’ ay , ' 02. 7 ’

) L =r@u@, L=f@n@+n@, Ho=r@.

En remplagant v, par A(a)?,(a), on voit‘kque I'équation de

Laplace ' ' '

) P f'(z) 08

dzda ~ f(z)+Ada

est satisfaite pour @ égal & z, ou y, ou z. L'intégrale générale
de (6) est manifestement, en dehors des solutions uniquement
fonction de x,

(7) G),:j(m)ﬁ(a)—%—;‘(a).
avec la relation »

(8) : wla) _y

N ¢ (a) '

Telle sera'do.nc la forme de Y et Z (nous pouvbns en effet nous
dispenser de barrer les lettres X, Y et Z). Ecrivons donc

Q’ Y :f(x)(i(a) —F;u(a),,

Z=f(2)0 (a)+7 (a)

(9) {
[ X=g(a).

En égalant les ds?, Eda?+ 2 F dx da + G da?; le terme en dz?
nous donne I'équation aux variables séparées,

I— o2

(10:) 7 =07+ 02— 02— 02

Egalons chague membre 4 une constante (— n) et nous avens
(1) 0202 =03 403 — n,
(¥2) X:fM1+nf’2(m)dm

(la surface S sera done oblenue pour n=0). Le terme en dzda
nous donne la relation )

0,0, + 66/ = 0, 0, -+ 8,

conséquence de (11). Le terme en da® nous donne la relation
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complémentaire
(13) ‘ b 2-02=0\2402.

. La forme de (11) et (13) conduit a poser

(14) . Elzpsinw, 6 = pcosw,

ol p et w sont fonctions de a et Pon trouve immédiatement

_ VO T ) (0 0% — (0,0 00 )
02 +02—n

(15)

d’ou o par une quadrature etla déformée est complétement connue
pour chaque valeur de 7; on a en effet, pour finir,

; 7y (a) =20 (a) = 5; 0,
(16) .

il

0
= — a8 7)—
7 (a)=x (a)= Fﬁ

Chaque déformée s’obtient donc par quatre quadratures
[formules (12), (15) et (16)]. Jai respecté dans ce travail toutes
les notations de M. Goursat dans Darticle cité et j’ai voulu montrer
comment la géométrie supprime les calculs.

B. Il reste a indiquer quelques éxemples simples : 1l suffit de se
reporter aux courbes G, et G, dun° 3. »

1° Si G, et G; sont des cercles concentriques, S est de révolu-
tion, la développable D étant un cdéne de révolution (ou du moins
un assemblage de troncs de cone de révolution coaxiaux).

2° Si Gy et G, sont des courbes paralléles, S est surface mou-
lure, la développable D étant constituée par les tangentes a une
hélice quelconque.

3° Si Gy et G, sont égales, C, se déduisant de G, par transla-
tion, la surface D est un cylindre, la surface S une surface de
translation dont les profils de translation sont plans, dans deux
plans rectangulaires.

4° On peut essayer de trouver des surfaces qui apparuennent
de plusieurs fagons au type indiqué. Les surtaces du second degré
en donnent un exemple : il suffit de les couper par des plans paral-
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leles a un plan principal; un ellipsoide est donc, de trois fagons
~différentes, solution; un paraboloide, de deux fagons.

5° Silon suppose A constant, on a n, == A9, -+ y,, n = A + 3,
et il suffit d’'un décalage de 'axe des & pour écrire

Y= f(»’v)e(a), i=f(z)0(a).

Les courbes a = const. sont alors les sections de la surface par
les plans pivotant autour de Oz en méme temps que les courbes
de contact des cylindres circonscrits a génératrices paralléles
a Oz, de sorte que les courbes conjuguées 2 = const. sont aussi_
courbes de contact des cénes circonscrits ayant leur sommet
sur Oz : le réseau est donc conjugué, au sens de Keenigs, double-
ment. Ce sont ces surfaces qii sont étudiées, d’aprés Peterson,
par Darboux (7Théorie des surfaces, t. 1, 2° édition, p. 181-184).
Les déformées sont du méme type. La développable D est un cone.
A tout couple obtenu ici correspond en annulant purement et

simplement les fonctions 0, m, 7, n, un couple de Darboux-
Peterson, la développable D étant remplacée par le cone directeur
de ses génératrices.

6° Sauf ce cas spécial, ot A cst constant, on pourra simplifier
les formules en supposant que 1 et @ coincident. S’il ne s’agit que -
d’une surface a représenter, comme

n) = ab), 71’=a6’),

on pourra, pourn’avoir plus de quadratures du tout dans les
expressions paramétriques de la surface, remplacer 6, et 6 par 6,
et 0/, de sorte que la surface S serait représentée par

y=f(x)8)(a)+ ab,—0,
z=f(2)0 (a)+at — 0.

7° Donnons un exemple particuliérement simple ou toutes les
surfaces S applicables entre elles sont algébriques. Je 'emprunte,
en partie tout au moins, 3 mon Mémoire Sur les mécanismes
transformables ou déformables (Journal de Liouville, g° série,
t. 1, 1922). Je considére un polynome arbitraire f(z), de
degré 3 ou 2, tel que f'(x) ne soit pas carré parfait; faisons varier
la constante réelle C dans un intervalle convenable de fagon que
I'équation f(z) — C = o ait deux racines imaginaires conjuguées

Ann. de Mathémat., G¢ sévie, L. 1. (Mai 1927 ) 10
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et une seuleréelle : & chaque valeur de C ainsi choisie carrespondent
donc, par une équation du second degré, deux valeurs, oy
w, réelles et deux nombres %, A, réels, tels que L'on ait (u,, u,,
3¢, A, étant fonction de C).

f () —C€= 2(u—w)*+ holuw—u, 3,
(1) ’f’(u) =3 Ay (U — w2+ ho(u — 11y)?],
Sf(w) =6[M(u—up) +N(u—u)]

En éerivant

X = [&/H‘(l‘)'-k'(:d”l, : ' -

(Y =t \[hy (. — )P+ sz Vi (w — wy) du,

(2)
" Z=1t\ho(u—u )+ Z—fU Vie(u — wy) du,

ot H est une fonction arbitraire de ¢, U une fonction arbitraire
de u, nous définissons une infinité de surfaces (une pour chaque
valeur de C) ayant pour ds?,

(3) dst=[flu)+ H(t)]dt*+ (¢ +U) f(u) dt du + %(!t -+ U)2f" (w) du?,

Ces surfaces sont donc applicables les unes sur les autres. Pour
avoir des surfaces algébriques, il suffit par exemple de définir la
relation entre H(¢) et ¢ par I'équation ¢ =¢(H), ou ¢ est un
polynome entier; en posant H-+ C = H,, on a encore ¢t = {(H,),
ou H,; est un nouveau polynome et l'intégrale X devient '

x= [V ),

qui est un polynome entier en /H, ou yH + C; de méme il
suffira de prendre pour U un polynome entier en w et de faire le
changement de variable v = uy—+ ¢? ou w = u, - w?* pour avoir Y
et Z algébriquement. On a ainsi une applicaiion élégante de la
méthode classique de résolution del équation générale da troisiéme

degré.

6. Enfin, conformément & un théoréme général sur les surfaces
admettant dewx séries de lignes planes, conjuguées, on vérifie que

il
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la surface S est I'enveloppe du plan radical des deux sphéres

X2 Y2 Z3—2Xf' —a(f—2f)=o,
. B 0/ 6/ 7] ﬂ/ - 6/ ‘r]
2 /2 2, N I T
Xt Vo 2o e Y+ 2 e, 27 2 5,0 =00,
et le plan radical de deux sphéres infiniment voisines d’'une méme
série est le plan de I'une des deux lignes conjuguées relatives au
point de contact.

THEOREMES DE PUISEUX ET DE HALPUEN SUR LE PENDULE SPIIERIQUE;
Par Louis GERARD.

En prenant pour unité le diamétre de la sphére, pour origine le
point le plus bas, on trouve, dans les traités de mécanique, que
I'accroissement o de I'azimut pendant une oscillation simple est

i b
: 1:/ ‘dz v abe
Jo 30—=23)/(s—a)(b—z)(c—23)

Javec
o<a<_b<x—a,’ c=%%%@=1+f%>r.
De plus _
/" dzVab %w=fb dsVT=ai—8)
J o s/(z—a)(b—3) J o (1=2)/(z—a)(6—%)

Donc, pour montrer que a > 7, il suffit de remarquer que

Ve
(1—az)ye—23 -t
Pour montrer que o < 2, il suffit de prouver que
(1) ———iabc——<@é+‘/(_l__ﬂ(_l———b).
s(1—2)/c—=z z 1—3

En posant A =/(1 — a)(1 — b), B =/ab et en remplagant:c
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2 . . .
par sa valeur A!-A:B!’ Pinégalité (1) devient
(2) [Az+B(1—=s)]yA*—z(A*—B?) — AB>o0.

M. Hadamard m’a fait remarquer que le f)remier membre de
cette inégalité s’annule pour z=o0 et z=1. De plus, A > B (a
cause de I'hypothése 1 —a — b >0); donc la variation de ce

premier membre est représentée par la courbe ci-dessus; donc ce
premier membre est positif pour o <<z < 1. -
Pour le voir algébriquement, posons

VAT —Z(AT—BY) = u;

I'inégalité (2) devient

(A2 4+ AB + B2 — u?)u — AB(A+B)>o0
ou

(3) (u—A)(u—B)(u+A+B)<o.

Quand z varie de o a 1, u varie de A a B; donc I'inégalité (3) est
vérifiée. ' '

QUESTION PROPOSEE.

2499.

1° Soit‘un systéme d’axes rectangulaires dans un plan; soient A un point
du demi-plan y > o0, A’ son symétrique par rapport a x'z. Trouver les
lignes de plus grande pente de la fonction g(A, M) =1log(MA’: MA),
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montrer qu’elles sont identiques aux géodésiques de I'intégrale f‘ﬁ, et
\ , ¥

que la ligne de p. g. p. de g(A, M) passant par B se confond avec la
ligne de p. g. p. de g(B, M) passant par A.

2° Par une transformation conforme sz(z), on Tfait correspondre
biunivoquement au demi-plan y > o un domaine simplement connexe du
plan z; soient A, M les images de A, M. On pose g(K, M) =g(A, M).
Montrer que les lignes-de p. g. p. de 2 (A, M) forment encore un systéme
de géodésiques et, par suite, possédent la propriété de réciprocité précé-
dente. ’

3° Soient trois axes rectangulaires dans I'espace, soient A et A’ deux

" points de l'axe des y tels que OA'=—"0A. Reprendre les calculs de la
. L . s . L |
premiére partie en substituant & g la fonction G(A, M) = MmN

Montrer que la propriété de réciprocité des lignes de p. g. p. n’a plus lieu.

Nota. — Les lecteurs possédant les éléments de la théorie du potentiel
(tome III du Cours de M. Goursat) reconnaitront en g la fonction de Green
du demi-plan ¥ > o, en g celle du domaine qu’on en déduit par représen-
tation conforme (1); en G la fonction de Green du domaine spatial défini
par l'inégalité y > o. Notre probléme montre I'impossibilité &étendre a
I'espace la propriété de réciprocité des lignes de p. g. p. obtenue pour les
domaines plans simplement connexes.

G. BouLIGAND.

SOLUTIONS DE QUESTIONS DE LICENCE.
Question C.70.

[Mathématiques générales, épreuve théorique de Mécanique,; énoncé
- publié en juillet 1926, p. 315.]

SoLuTION
Par R. WEINZAEPFEL.

Une plaque en forme de triangle rectangle isoscéle OAB tourne autour
du coté de I'angle droit OA, placé verticalement avec la vitesse angulaire

(') En vertu d’un théoréme classique de Riemann, les résultats du 2° s’appli-
quent 4 tout domaine simplemeat conngxe du,plan z.
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constante w. Une masse pesante m glisse sur I'hypoténuse AB et est reliée
au point A par un fil élastique, de longueur naturelle / et dont la tension
est proportionnelle & I’allongement (T = k=).

t° On suppose qu’a I'instant initial la longueur,du fil est 7 et Ia vitesse
relative de m nulle et on demande d’étudier le mouvement.
‘On peut écrire I’équation du mouvement relatif de m sur AB en 'faisant
intervenir seulement la force d’inertie d’entrainement, on a immédiatement
2 2
%-g =<%— — ;’%)w—&— — (w2l + gw/a)
ou
d*x

W=am+b.

L’ allure du mouvement dépend du signe de a.
.a > o0; on a, avec les conditions initiales (zy=-0, &} _.'o),

&= ;(ch Vat—r)

et le mouvement sur-AB a lieu toujours dans.le méme sens (vers le.bas);
2° . @=0; 0na

I
= ‘b2,
2
3° a<o;en posant\alors a = —c, il vient
b -
z = ;(1—-—005 Vet),

le mouvement est oscillatoire autour de la position,

. - . ' 2b (e 2T

les limites d’oscillation pour z étant o et - la période étant —. Pour
: c

que ‘'la -vibration ‘puisse pratiquement avoir lieu, il faut naturellement

2b
que —?gmoB;

2° Etant donné
w=10T

et le poids de la masse m égal a 5%, on-a observé un:mouvement celatif
de 150 .oscillations a la minute. On demande de .calculer la .constante £ .et
Pamplitude de l'oscillation, en supposant I'allongement z exprimé en
métres, la tension T en kilogrammes et en prenant

£ = 10'm|sec; l=16".



La période est

o1 2,
v
d’otr .
¢ =25m? >
- et
10k
c=—a= —g———501:‘5_—_9.57c7,
d’od .
7h=?

k=

= 369
et 'amplitude de I'oscillation est

2b _ 50072+10 Va

c 2572
de Pordre de 20.

Question C.76.

[Mécanique rationnelle, épreuve pratique; énoncé publié en juul-
let 1926, p. 320.] ‘

, ) SoLuTioN
Par R. WEINZAEPFEL.

Un gyroscope est constitué par un disque circulaire de 20°® de diamétre,
6™ d'épaisseur et par un tore, dont le centre coincide avec celui du
disque, de rayons équatoriaux 10°™ et 14°". Le point de suspension est
a 10°™ du centre. On demande la période du mouvement de précession,
sachant que le gyroscope fait 3000 tours a la minute..

On sait que, ¢’ étant la vitesse angulaire de précession, on a

tmg
Vo=
Y= Cw

)

ou ! est la distance du centre de gravité au point de suspension et C le
moment d'inertie par rapport & I'axe. :
On a ici, dans le systéme C. G. S,,
[ =10, w=§_"ﬁ‘32ﬁ=,00ﬁ ‘ .
- 6o ) ' ) Lo
m = np(60—+ gbx), ‘

p désignant la densité. Calculons C. Pour le cylindre le monient d'inertie
est 3ooo7p. Pour le tore il vaut

2
my (R’—!— 3—?—) = 96n2p<12‘1+ 222>= 9672 p 147.
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Donc : i -
[ (5 8“)g ) -
' 207 [175 + 588 7]

et la période demandée est

Bl

om . '
- T = =+ = 27 secondes environ.

¥
Question C.86."

[Calcul différentiel et mtegral ‘épreuve théorique; énoncé publié
en février 1927, p 62.]

SoLuTioN
. Par R. OpILE.

On ddnnait la surface réglée (S), non développable engendrée par la
droite (D)
(B)

{x=az+1,
(y=bz+f1,

ou'a, b, A, j sont fonctions données d’un paramétre variable. (L) étant la
ligne de striction de (S), on demande la condition pour que (L) soit courbe
de contact d’un cylindre circonscrit & (S) et paralléle a Oz

Soit z la cote du point central de D, on sait que_

o @V b (ab—ba) (e — b))
AN a4+ b2+ (ab'—ba')? ’

ol les accents désignent des dérivées par rapport au paraméc'rel dont
dépend D. Le plan tangent en ce point '
“(2) (Oz+ ) (X—a —N)—(dz2+N)(Y—bL—p)=o0
doit étre vertical, d’ol .
_wa—Nb
SO T —ab

En égalant les seconds membres de (1) et (3),ily a des réductions évv-

dentes et il reste
(a'p'— b )\’)(aa +bb')=o0;

le premier crochet ne peut étre ldenuquemem nul puisque la surface n'est
pas développable; reste
aa'+ bbb =o;

a?+ b2+ 1= const, ’ .
ou
I

————————— = cosa = consl.,
Var+ bt 1

I'angle de (D) avec O z doit rester constant; telle est la condition cherchée.
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Géométriquement le résultat est évident. Soit le cone directeur de
sommet O, de la surface (S). Le plan tangent a ce céne le long de la
génératrice OG paralléle 4 D doit étre perpendiculaire au plan wver-
tical (OG, O3). Ce plan tangent est en effet paralléle au plan asymptote
a (S) passant par D, tandis que le plan OG, O z est paralléle au plan central

supposé vertical. En conséquence le cone directeur est de révolution autour
de Oz. ~ '

Si I'on pose a®+ b2= c¢? (¢ = const.), on pourra écrire

a = ccosb, b =csinb,

ou 0 est 'angle du plan central avec le plan 203, d’ou la nouvelle forme
des équations paramétriques de (S): -

2 = czcosh+ A(0),

(8) o
y=czsin® 4+ u(0).

On veut que la ligne de striction (L) soit ligne de courbure sur (S).
Le z d’un point de (L) est déterminé par

3= (X(8)sin — ' (0) cosh). .

Les paramétres directeurs de la normale a S en un tel point sont
A =sinb, B = — cos, C=o,

et pour qué cette normale engendre une surface développable, il faut que

dx dy dsz :
A B C |=dzs=o.
dA dB dC

Il faut doﬁc, entre A et i, la relation
(4) A'(0)sin0 — p'(0) cosb = const.; - '

L sera plane et dans un plan paralléle au plan 20O y.
Ses équations seront : ‘

z = hcosh + A(0),
%) L ‘ y:ﬁbsmﬂ—f—p(G), S
Z=E; -

il est facile de voir que P'équation de la tangente a (L) s’écrit dans son
plan, en tenant compte de (4), )

(6) zsind —y cos® — A(0)sinh + p(0)cosd =o.
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Mais toute courbe (I') de ce méme plan, quelle qu’elle soit, peut étre con- _
sidérée comme enveloppe d’une droite (A), :
(A) xsinﬂ—ycosﬁ—#/(ﬁ):o,

.

J(0) fenction absolument quelconque. )
Or il est évidemment possible d’identifier (A) a la tangente qui a pour
équation (6); il suffira de choisir A(0) et (0) de telle sorte que

(7) © = A(B)sin0 + £(6) cosb = £(0);
en dérivant cette relation et en tenant compte de (4), on obtient une
nouvelle relation linéaire en A(8) et @(8) :
(8) . — = — (D) cosh — p(B)sinb = f(8);
les équations (7)et (8) donnent :
( A(B) =—£(8) sin® — [ £(8) - k] cosb,
w(0) =" f(0)cost —[f'(0)~+ h]sinb;

ceci montre que, comme ligne L, on peut prendre une courbe horizan-
tale (I') entiérement arbitraire; la surface (S) correspondante dépend des
fonctions A(0) et p(0) déterminées par les relations (g).

(9)

Autre solution par J. DrvisME et R. WEINZAEPFEL,

. Question C.88.

[Caleul différentiel et intégral, épreuve théerique; énoncé publié
en féorier 1927, p. 63.]
' SoLuTION

Par JacqueEs DEVISME.

* On donnait une courbe~gauche, sur chaque normale principale MN on
portait MP = e = const. et par P on menait une parall¢le (D) a la tan-
gente MT. Il s’agissait de trouver la ligne de striction de la surface réglée =
engendrée par (D). o
Un point quelconque de Z s’écrit (avec des notations évidentes)
w=M-+eN+2T,
/T B N
dp = Tds+e<— -~ ;)ds—t—kgds—i-Td)\;
on en tire ) .
Tdy = ds(x— é>+d)\’

Ndu =

ol >

Bdp= —éds;
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. d’ou la: combinaison:

ox Tdu+ (— é)N«dy.—i—(%)de.:o.

Le vecteur v normal & = au point . est donc proportionnel a
i X
—-N+ -B;
T p -

a Uinfini sur D le vecteur est proportionmel a

A

o |3

Pour trouver le point central, on écrira. que.
VoV = O,

ce qui.s’écrira. encore, & un facteur prés,

<__5N+3—°B>§=L°'=
T P p »9’

0. 4

d'on .
: ho= 0. o "

Et la ligne de striction est la courbe lieu du point P, ce que I'on pouvait

prévoir a priori. En effet. [a tangente a cette 'courbe lest :normale 3 MP,

de sorte que le plan tangent en P & la surface (2) est normal au plan oscu-

lateur a la courbe G en M; il en résulte immédiatement que P est bien le
point central de (D) sur (Z).

Autre solution de R. OpILE et. R. WEINZAEPFEL.

CERTIFICAT DE MATHEMATIQUES GENERALES.

EpREUVE THEORIQUE. — 1. On considére Uéquation du deuxiéme
degré en z a coefficients complexes

22— o(1+ i12) 3 + (1—t*) = o,

t désignant une variable réelle, pouvant prendre toutes les valeurs
de — o a + . ' .

1° Donner Uexpression des deux racines z,(t) et 5,(t) de cette e’qud-
tion sous la forme )

zl(t)=x1(t)+ty,(t‘), 29(t) = @5 (1) + Lya(8).
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2° Pour chaque valeur de t on marque dans le plan complexe
3=+ iy,

les points Py et P, représentant z, et z;; quand t varie de —» @ + o,

P, et P, décrivent respectivement les courbes C, et C,; tracer ces.

courbes [on pourra d’abord former leurs équations explicites y = f(x)].
3° Marquer de méme les points P; et P; correspondant a

zl(t)+zﬁ(t),

Z;(t)-_— >

z5(8) = z1(¢)52(2)
ettracer les courbes C; et C, décrites par ces points.

II. Soit Cle centre de courbure correspondant au point M qui décrit
unre courbe (y).

1° Déterminer ’équation y = f(x) de (y) de maniére que la pro-

Jjection du vecteur MG sur l'axe Oy soit égale a une constante
donnée k.

2° Dans la famille de courbes obtenue, déterminer celle qui passe
par O et qui est tangente a O,

Y .
Ty = 0, Yo=0, )’o=0,

indiquer U’allure générale de cette courbe (y,).
3° Sur la courbe (v,) on prend comme origine des arcs s le point O

et un sens tel que scroisse avec x. Calculer en fonction de x :
a. l'arc s;

T —> | .
b. l'angle 6 = (Ox, MT), MT désignant la tangente positive;
c. le rayon de courbure R.
INDICATIONS SUR LA soLUTION. — [. Les racines sont
Z =1+ 2= t(14 7).
Les points qui les représentent décrivent la parabole ’.
Yy =x2—u.
Le point P; décrit une partie de la droite
=1,
cetle point P,, une partie de 'axe Ox.

11. La courbe (y) a pour équation

y—yo=—Klog cosx———_l:,xo-
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L’arc s a pour valeur
w AN

Klog tang (Z;- + ET()

z
L’angle o est = ; le rayon de courbure R a pour valeur

K
.
cos 2 :

X

K v .
EPREUVE PRATIOUE. — 1. Etudier la variation et tracer la courbe
représentative de la fonction ’
x . .
Y=gy

décomposer cette fraction en éléments simples et calculer les deux
intégrales :

“+ »

I,:fydm, I,= ydx
- 0

avec quatre chiffres significatifs. N

II. On considére une ellipse d’axes AN = 2a, BB = 2b; soit MM'M"M"
un rectangle inscrit dans cette ellipse. Donner U'expression du péri-
métre p du rectangle en fonction de l’anomalie excentrique

¢t (6, 08)

de son sommet M. Etudier la variation de p lorsque M décrit
U'arc AB; déterminer si p passe par un maximum ou un minimum
et, dans U'affirmative, donner une construction simple de la position
correspondante de M.

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — I. La fonction est décroissante. Son
intégrale générale est
1 22—
- lO r )
. 4 x?41
d’ou B
1 3 . I 2
Il=—0gg, 2=-10g—'

- II. Le périmétre p passe par un maximum pour

tangt = b’
) B gl = a:
ON est alors paralléle 3 A’B.

. (Lille, novembre 1926.)
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CERTIFICAT DE GEOMETRIE SUPERIEURE.

EPREUVE THEORIQUE. — I. a étant une longueur donnée, soit S la sur-.

face d’équation
252+ (x—a)(x?+yr*—a2ax) =o.

Elle est coupée par le plan des xy suivant une circonférence I' et une
droite A qui se coupent en deux points A et B.

1° Montrer que les sections de S par les plans passant par Oz sont
des circonférences C. En déduire une définition géométrigue de S.

2° Que devient S quand on la transforme par une inversion de
pble A ou B? Quand on prend pour péle d’inversion un point quel-
conque de A (sauf A et B)ou un point réel de ’axe Oz et une puis-
sance d’inversion convenable, S se transforme en elle-méme. '

3° Montrer que les lignes de courbure de S sont les circonférences G
et une autre famille de circonférences (C'). Donner une définition
géométrique des circonférences (C'). Quel est le lieu des centres de
courbure principauz de S?

4° Les équations y =ux, z2=v(x—a) pel mettent d’obtenir deg
équations paramétrigues de S. On fait correspondre au point (u, ¢)
de S le point d’un plan qui a pour coordonnées X = ¢(u), Y = {(v).
Déterminer les fonctions ¢ et { de maniére que cette correspondance
$0it une représentation conforme.

Nota.

coordonnées curvilignes u, ¢ définies dans la question n° 4 pour la
recherche des lignes de courbure de S (question 3°).

EpreuvE PRATIQUE. — II. On donne la congruence de droites

2= R cosw cosf — Xk sinw sin0,
¥ =Rsinwcos® + X coswsinb,
3 =.\cosb;

R étant une longueur donnée, \ le paramétre fixant la position du
point courant sur chaque droite, v et § les deux paramétres de la
congruence.

1° Déterminer la surface focale de la congruence et préciser sa
nature;
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2° Déterminer les développables de la congruence, leurs arétes de
rebroussement et les trajectoires orthogonales de ces arétes;

" 3° Déterminer le point central et le paramétre de distribution de la
génératrice, vy, by quand on la considére comme faisant partie de la
surface w = w,.

INDICATIONS SUR LA SOLUTION PAR A. MonarLon. — IL 1° La surface
fccale est les sphéres 22+ 2+ z22= 2Rz = o;
. . . - dh .

2° Les développables sont définies par = dw = prvrs) leurs arétes de

tebroussement correspondent 8 A = 2= R cos0; elles sont situées sur da sur-
. N ' » db
face focale et leurs trajectoires orthogonales correspondent & = dw =2550"
les signes se correspondant;
3° Le point central est défini par A = o et le pal‘ametle de distribution a
pour valeur & = R sin0.
(Rennes, juin 1926.)

L

GERTIFICATS DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL,

EPRELVE THEORIQUE. — C.108. — 1° Les surfaces S d’équation
y(z4+b)=a(z+a),

ou a et b sont des constantes, vérifient, quelles que soient a et b, une
‘équation E aux dérivées partielles du premier ordre que l'on formera.
2° Trouver la surface I intégrale générale de cette équation E.
Montrer que X est réglée; que sont les génératrices de % wvis-a-vis
de E?
3° Le long de chaque caractéristique de B, z, y, 2, p, q satisfont a
un systéeme différentiel D que l'on intégrera complétement en
exprzmant ¥, &, P, g au moyen de x et de trois constantes arbitraires.
° On considére la surface réglée définie parametnquement par
les équations
x =13+ (), Yy =103z-+1t9(t).

Former [Uéquation des asymptotiques; déterminer ¢ de sorte
que z = o donne une asymptotique particuliére et intégrer l'équation
correspondante. :

(Lille, juillet 1926.)
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EprEUVE THEORIQUE. — I1.C.106. — 1° On considére U'équation auz
dérivées partielles '

(E) : 2p —qx = o.

Former les équations différentielles des caractéristiques et les
intégrer, en mettant en évidence les coordonnées xo, Yo, 3o, Po, Qo A€
Uélément de contact initial (liées par la relation 2p,— q3xy= o).
Montrer que la courbe (z, y, 3) support de la caractéristique

(2, 7,5 P, 9)
est une parabole.

2° Trouver une intégrale compléte; en déduire U'intégrale générale.
3° Trouver en se servant des équations des caractéristiques formées
au n° 1, U'intégrale de E contenant la courbe
1

z=0; z* 42y =o.
11.C.107. On considére les deux équations différenticlles

(E) v Y'+plx)y +q(z)y =o,
(Ey) '—p(x)3'+[q(z)— p'(z)]z=o.

Montrer qu’une intégrale arbitraire y de (E) et une intégrale arbi-
traire 3 de (Ey) sont liées par la relation
: o

(A) ‘ zy' =2y +pys =G,

ot C est une constante (variable avec le choiz des intégrales y ou z).
Déduire de la que si l'on connait une intégrale particuliére z de E,,
Uintégrale générale de E s’obtient en intégrant l’éguation (A) on G
sera laissée indéterminée.
Montrer qu'en réalité on pourra se borner, pour intégrer (A) dans sa
généralité, auzx deux cas C=o et C =1.
(Lille, novembre 1926.)

——— O —
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LE PROBLENE DE LA CUBIQUE LACUNAIRE ;
Par Anpré BLOCH. "

¥
.

1. Dans le présent article, on verra comment on peut étre
conduit, par les considérations les plus élémentaires, a se poser,
en obtenant méme des indications sur sa solution, un probléme
qui dépasse la puissance actuelle de l'analyse; et 'on aura en
méme temps un exemple de cette fameuse « arithmétisation des
mathématiques », dont on a beaucoup parlé, mais que jusqu’a
présent on n’a guére fait passer dans le domaine des réalités.

2. Considérons une cubique plane indécomposable et sans point
double. Nous allons envisager les courbes unicursales d’ordre
m qu’elle coupe en un seul point (analytique). Une' courbe

m(m +3) X .
————= parameltres; pour que ses 3m points

d’ordre m dépend de.

d’intersection avec la cublque soient confondus, il ya3m —1 con-
ditions; d’autre part pour qu’elle soit unicursale, il faut qu’elle
(m—r1) (m

ait pomts doubles, qui entrainent autant de condi-
tions. Or :
m‘n;—o— 3) —(3m—1)— (m—-—l)'z(m—z) —o.

~ Ainsi les courbes cherchées sont en nombre Jini pour chaque
valeur de l'ordre m; nous ne nous arrétons pas a en calculer le
nombre, égal d’ailleurs a 9, comme il est bien connu, pour m =1.
Nous appellerons ces courbes, pour abréger courbes de type
rationnel.

Cherchons de méme les courbes unicursales d’ordre m rencon-
trant la cubique en deux points au lieu d’un seul; nous n’avons
plus de ce dernier chef que 3m — 2 conditions au lieu de 3m — 1.
Ainsi les courbes cherchées dépendent d’un paramétre, ou,
plus exactement, se répartissent pour chaque wvaleur de
Uordre m, en un certain nombre de familles a un paramétre.

Ann. de Mathémat., 6° série, t. 1I. (Juin 1927.) ) It
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Ce nombre est visiblement au moins égal a la partie entiére
de 37'"; mais il la dépasse dés que m > 1; en effet, a chaque décom-
position 3m = o + {3 correspond bien une seule famille de courbes
algébriques coupant la cubique ¢n deux points, si « et 8 sont pre-
miers entre eux, mais plus d’une au contraire, d’aprés le théoréme
d’Abel, s’ils ne le sont pas. Nous ne cherchons pas ici le nombre
de ces familles a un paramétre, il nous suffit de le savoir fini pour
chaque valeur de m. Appelons les courbes unicursales correspon-
dantes courbes de type elliptique : chaque famille de courbes de
type elliptique contient un nombre fini de courbes de type
rationnel.

Par un point générique du plan ne passe pas de courbe de type
rationnel, mais passent une infinité dénombrable de courbes de
type elliptique (un nombre fini pour chaque famille). Un élément
de contact générique du plan (systéme d’un point et d’'une droite
passant par ce point) n’appartient a aucune courbe de type ellip-
tique ou rationnel.

11 est vraisemblable que par un point du plan ne peuvent jamais
passer qu’'un nombre fini de courbes de type rationnel, et il n’est
pas impossible que I'on puisse choisir le point en sorte que ce
nombre soit aussi grand qu’on veut. Des réflexions analogues
s’appliquent a un élément de contact du plan, envisagé par rapport
aux courbes de type elliptique.

Nous admettrons que tout point du plan est aussi voisin que
Pon veut d'un point d’une courbe de type rationnel; et pareille-
ment que tout élément de contact du plan est aussi voisin que 'on.
veut d’'un élément de contact d'une courbe de type elliptique.
Ainsi la question de savoir si un point appartient & une courbe de
type rationnel, un élément de contact & une courbe de type ellip-
tique est une question de nature arithmétique. v

3. Au point de vue de la pure géométrie, joignons maintenant
celui de la théorie des fonctions. Considérons les systémes de fonc-
tions méromorphes dans tout le plan complexe admettant la
cubique lacunaire, c’est-a-dire tels que, st x = f(¢t), y = g(¢)
sont ces deux fonctions, le point (z, ¥) ne coincide jamais, pour
une valeur finie de ¢, avec un point a distance finie ou infinie de
la cubique. Une courbe de type elliptique est alors représentable
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par un systéme de deux telles fonctions ‘méromorphes, & savoir
deux fractions rationnelles en ef; et pour une courbe de type.
rationnel, on peut prendre simplement deux fractions rationnelles
en ¢t. D’aprés des théorémes connus ('), il n’existe pas d’autres
courbes algébriques uniformisables par des systémes de foncuons
méromorphes admettant la cubique lacunaire.

Considérons un élément de contact quelconque du plan de la
cubique formée d’un point M(z,, y,) non situé sur la courbe et
d’une droite MZ passant par ce point. Soient deux fonc-
tions z(t) et y(t), méromorphes dans le cercle-unité |¢|<
admettant la cubique lacunaire, telles que pour ¢ =ole pomt (z,5)

(0)

soit en M et quey( )501t égal au coefficient angulalre de MZ.
Considérons I’expression : -

w’<o>a7<o>+y'<o)y"'<é>,

ouz "(o) ety (o) sont les quantités imaginaires conJugues dea’ (0)
ety (o).

Si z(t) et y(t) sont assujetties & satisfaire a I'équation d’une
courbe’ algebmque déterminée, tangente en M 4 MZ, et non com-
prises parmi les courbes de type elliptique ou rationnel, s’il en
existe, auxquelles appartient cet élément de contact, on sait que
’expression ci-dessus admet un certain maximum fini déterminé
par 'intégration de I’équation Au = e* sur la surface de Riemann
correspondante.

Mais considérons le maximum »? de la méme expression lorsque 2
et ¥ ne sont snpposées liées par aucune relation, maximum qui ne
dépend que de la cubique et de I'élément de conta@t donné. Ce
maximum est infini lorsque I'élément de contact donné appartient
a une courbe de type elliptique ou rationnel; il peut a priort étre
fini ou infini lorsque cela n’a pas lieu; mais si, dans ce dernier cas,
il lui arrive d’étre infini, nous pouvons étre certain, en vertu du
principe : Vihil est in mﬁnzto quod non pr lusfuerlt in finito,
qu’il existe un systéme de deux t’onctlons méromorphes dans tout
le plan complexe, admettant la cubique lacunaire, et gui ne sont

(') Voir, par exemple, pour tous renseignements bibliowaphiqueé un fascicule
du Mémorial des Sciences mathématiques : Les fonctions holomorphes et
méromorphes dans le cercle-unité, Paris, 1926 (fascicule XX).
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pas liées par une relation algébrique; et si donc nous n'admet-
tons pas la possibilité d’un tel fait, nous sommes conduit a con-
clure que o est fini lorsque ’élément de contact n’appartient pas
a une courbe de type rationnel ou elliptique. Autrement dit :

Si Uon suppose fixe le point M,.mais variable la direc-
tion MZ de U’élément de contact issu de M, le nombre » attaché
a cet élément est infini quand [’élément appartient a une
courbe elliptique, ou rationnel, fini quand cela n’a pas lieu;
c’est donc une fonction discontinue du coefficient angulaire
de MZ, dépendant essentiellement de la nature arithmétique
de ce coefficient.

(’est, naturellement, ce dernier énoncé qu'’il faudra démontrer,
pour en déduire ensuite 'impossibilité d'une courbe transcendante
uniformisable par des fonctions méromorphes dans tout le plan
admettant la cubique lacunaire. On aura fait un grand pas dans la
direction de ce théoréme lorsqu’on aura démontré le suivant :

Deux fonctions méromorphes dans tout le plan, admettant
la cubique lacunaire et d’ordre inférieur a U'unité, sont néces-
sairement lides\par une relation algébrique, équation d’'une
courbe de type rationnel.

Cette derniére proposition pourra d'ailleurs étre précisée par
une inégalité en termes finis relative a la croissance des fonctions
méromorphes dans le cercle-unité, admettant la cubique lacunaire,
et possédant pour ¢=o0 unélément de contact donné n’appar-
tenant a aucune courbe de type rationnel (ou méme peut-étre
simplement telles que le point M correspondant a I'origine ait une
position donnée, non située sur une telle courbe); mais n’y insis-
tons pas. :

Observons que le fait pour la cubique d’étre supposée sans point
double joue un réle essentiel dans ce qui précéde; par exemple

. . I . \
la cubique unicursale y = 22+ - st lacunaire pour le systéme de

fonctions entiéres
@=efW;  y = et S0 eqlD),

ou f(¢) et g(¢) sont des fonctions entiéres quelconques; les deux
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tangentes au point double (la droite de l'infini et la droite x = 0) -
le sont d’ailleurs aussi.

Quant au cas d’une conique lacunaire, il suffit, pour étre con-
vaincu qu’il ne peut étre considéré avec profit, d’observer que le
systétme ‘de deux fractions rationnelles, indépendantes, de deux
variables : :

u _v(uv +2)
up +1 T w1

2

ne vient sur 'hyperbole zy — 1 pour aucun systéme de valeurs
finies de u« et v.

4. Passons maintenant a la considération d’une variété pré-
sentant une grande analogie avec le plan affecté d’'une cubique
lacunaire : c’est le plan affecté d’une courbe du sixiéme ordre
avec Uindice deux, associé a la surface appelée plan double
sextique, d’équation : '

2= F¢(x, ), '

oi Fy¢(z,y) est un polynome du sixiéme degré en x et y. Nous
supposons que la sextique est a coefficients génériques, c’est-a-dire
ne satisfaisant a aucune relation particuliére.

Considérons les courbes unicursales d’ordre m dont les 6 m points
d’intersection avec la sextique sont confondus deux & deux sur la
courbe sécante al'exception de deux d’entre eux qui sont distincts,
autrement dit qui sont 3m — 1 fois tangentes a la sextique : leur
nombre est fini I.)o'ur chaque valeur de m; ce sont les courbes de
type rationnel. :

De méme, les courbes unicursales d’ordre m qui sont 3 m — 2 fois
tangentes a la sextique se répartissent pour chaque valeur de m
en un nombre fini de familles & un paramétre; ce sont les courbes
de type elliptique.

Le cylindre droit ayant pour base une courbe de type rationnel
coupe la surface dite plan double suivant une courbe unicursale,
symétrique par rapport au plan 2O y. Le cylindre droit ayant pour
" base une courbe de type elliptique la coupe suivant une courbe
de genre un, symétrique par rapport au plan 2 Oy.

Des considérations géométriques analogues a celles exposées
pour le cas de la cubique lacunaire s’appliquent a ces courbes. Et
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des théorémes de théorie des fonctions, selon toute apparence, sont
vrais aussi, entiérement semblables 4 ceux énoncés plus haut. Ils
se rattachent au fait certain que les courbes de type elliptique ou
rationnel sont les seules courbes algébriques uniformisables par
des fonctions méromorphes admettant la sextique avec l'indice
deux, et au fait trés vraisemblable que, la sextique étant générique,
le mot « algébriques » est ici superflu. A tout élément de contact
en position générique correspond, de la maniére indiquée plus
haut, un certain nombre fini .

5. Nous avons supposé jusqu’ici que la sextique d’indice deux
était gé€nérique, et alors I'analogie est compléte avec la cubique
lacunaire sans point double. Mais dés que 1’on cesse de supposer la
sextique générique, de grandes différences se manifestent avec le
cas de la cubique.

Tout d’abord il peut exister des courbes unicursales d’ordre m
qui soient 3 m fois tangentes a la sextique (il n’y avait aucune pro-
priété analogue pour la cubique). S'il existe une telle courbe, que
I'on peut appeler courbe de type wltra-rationnel, lintersection
de la surface plan double avec le cylindre droit qui I'a pour base
se décompose : ‘elle consiste en deux courbes unicursales, symé-
triques l'une de I’autre par rapport au plan de la sextique. La
condition pour qu’il y ait une telle courbe d’ordre m dépend
de m. 1l est donc bien probable que si ’on ne spécifie pas la valeur
de m, cette condition devient de nature arithmétique,. c’est-a-dire
qué toute sextique est infiniment voisine d’une sextique pour .
laquelle il existe une pareille courbe, et méme un nombre donné
aussi grand qu’on veut de pareilles courbes.

Si nous passons au point de vue de la théorie des fonctions, des
différences plus importantes encore paraissent devoir se révéler.
D’une part, lexistence de points multiples sur la sextique ne
semble pas suffisante par elle-méme pour entrainer un changement
dans les théorémes qui ont lieu pour la sextique générique, entié-
rement analogues a ceux énoncés pour la cubique lacunaire sans
point double; par exemple, méme si la sextique se décompose en
six droites en position générique, tout subsiste. Et d’autre part,
toute sextique est probablement infiniment voisine d'une sextique
telle que le plan double correspondant contienne une courbe
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transcendante uniformisable par les fonctions méromorphes; il
suffira d’ailleurs qu’il en contienne une seule pour qu’il en con-
tienne une infinité, et méme pour qu’a un élément de contact
quelconque corresponde un nombre  infini; en général, les condi-
tions pour qu’il en soit ainsi s’obtiendront en exprimant I’existence
d’un nombre suffisant de courbes de type ultra-rationnel; la
sextique composée de six droites tangentes & une méme conique
est dans ce dernier cas, car le plan double correspondant s’obtient
en projetant d'un de ses points doubles coniques une surface de
Kummer; mais nous ne pouvons insister sur cette question, iden-
tique a celle de la représentation sur le plan double des surfaces
hyperelliptiques de rang deux et de diviseur quelconque. Il résulte
en tout cas de ce qui précéde qu'au point de vue de la théorie des
fonctions les conséquences de la particularisation de la sextique
sont le contre-pied de ce qu'elles étaient pour la cubique lacu-
naire : tandis que pour cette derniére l'existence d’un point double
suffisait & entrainer celle de courbes transcendantes uniformisables
par des fonctions méromorphes, ici I'existence d’un nombre de
points doubles aussi éleveé quil peut I'étre est insuffisante; et
inversement, tandis qu’une propriété de nature arithmétique de la
cubique ne pbuvait aucunement engendrer le méme résultat, ici
des propriétés de cette nature, en nombre convenable, peuvent
suffire a Uentrainer. ,

On voit aussi que pour le probléme de la sextique d’'indice deux,
que U'on se place au point de vue géométrique ou a celui de la
théorie des fonctions, I’ « arithmétisation » est encore beaucoup
plus caractérisée que pour le probléme de la cubique lacunaire.

6. Les plans doubles sextiques constituent la premiére des
familles des surfaces de genres un, surfaces découvertes par
M. 'Enriques et se répartissant en une infinité dénombrable de
familles, chacune dépendant de 19 modules. Pour chacune de ces
familles auront lieu des propositions entiérement analogues aux
précédentes, au point de vue géométrique comme a celui de la
théorie des fonctions.

Au sujet du probléme de la cubique lacunaire, observons
encore que la détermination des courbes unicursales coupant la
cubique en p points seulement revient évidemment a celle des



. : — 168 —

courbes unicursales situées sur une surface du troisiéme ordre
d’équation Fs(z, ¥, 3) =1, ot F, est un polynome homogeéne,
coupant p fois seulement le plan de I'infini; ce qui s’applique en
particulier aux courbes de type rationnel et elliptique. De méme,
les systémes de fonctions méromorphes admettant la cubique lacu-
naire correspondent aux systémes de fonctions holomorphes liées
par I'équation de la surface. D’ailleurs le probléme concernant la
surface cubique se pose aussi lorsque son équation n’a pas la
forme spéciale ci-dessus, et les résultats semblent devoir étre les
mémes. ) _
Terminons en remarquant que le présent article contient bien
moins de propositions complétement démontrées que de proposi-
tions seulement vraisemblables ; mais si une partie de ces derniéres
se trouvait inexacte, le sujet actuel n’en deviendrait en aucune
maniére moins intéressant.

LES ROULETTES PLANES
E’I‘ L'INTEGRATI()N DE GERTAINES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ;

Par R. DELTHEIL

I. Soit une courbe plane (C), qui roule sans glissement sur
Paxe Oz ; un point A invariablement lié a cette courbe décrit une
trajectoire (I'). La courbe (C) est habituellement nommée roulante,
la courbe (T) roulette. 11 y a sans doute peu de chose a dire sur
la théorie des roulettes aprés les travaux de Cesaro et de Haton
de la Goupilliére; le présent article a pour but d’attirer Pattention
des lecteurs des Nouvelles Annales sur une catégorie intéressante
d’exercices s’y rapportant.

Si nous définissons la roulante en coordonnées polaires, le pole
étant le point A, le roulement sera caractérisé par la relation

. E=s

entre l'abscisse £ du point de contact I a un moment donné
sur Oz et I'abscisse curviligne s du méme point sur la roulante.
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L’application du théoréme des projections au contour OIA
(fig. 1) nous donne, pour les coordonnées x, y du point A, les

Fig. 1.
¥
A
lo
) . - (¢)
y /
) 0 i x

expressions ,
(1) Co x=s—pcosV, ‘ y =psinV.

Dans ces formules, V désigne 'angle que fait avec Oz, demi-
tangente a la roulante dans le sens des arcs croissants, la direction
positive de rayon vecteur sur laquelle le segment AT a pour
mesure p. Si 0 est 'angle polaire correspondant, on a

pdb
dp

(2) do = cosV ds, e db =sinV ds, tangV =
11 résulte immédiatement des relations (1), dans ces conditions,
que

(3) dx = sinV do, dy = cosV ds, ‘% =cotV,
ou
(4) de = o dV -+ sinVds

est la mesure de I’élément d’arc de la roulette sur la demi-tangenté

a cette courbe définie par la valeur 6 4 g de I'angle polaire autour

de A.

Ces résultats étant établis, nous pouvons remplacer le pro-
bléme de la recherche d'une courbe (I') définie par une
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proprié¢té différentielle par celui de la recherche de' la
courbe (C) correspondante. 11 s’agit, pourl'équation différentielle
dont dépend la courbe (T'), d’'un changement simultané de variable
et de fonction, p fonction de 6 remplacant y fonction de z. Les
formules précédentes permettent de trouver I'équation trans-
formée, en faisant disparaitre les variables s, V, o si on le désire;
mais il y a souvent avantage i conserver tout ou partie de ces
variables.

II. L’applipation de cette méthode aux équations différentielles
du type '

qu’on sait évidemment intégrer directement par une quadrature,
conduit a la génération comme roulettes de nombreuses courbes
simples. Le tableau suivant indique, dans cet ordre d’idées,
quelques résultats immédiats. "

EQUATIONS.

RouLeTTES (I').

RouranTESs (C).

y =m g

P ‘Za_.}:
Y "\/ I

y=mx—+x

Cycloide de base Oz
et de parameétre a

Chainette de base Oz
et de paramétre a

Tractrice de base Oz
et de parameétre a

o — em(0—9)

Cercle
p=2asin(0—0,)
Parabole

2a
1—cos(0—0,)
Spirale hyperbolique
*+a
5 — 0,

PI

o0 =
b

Développons les calculs dans le cas de l’équatidn

.7.)/1“""}% = a,

dont les courbes intégrales possédent la propriété que la tangente
et la normale en un point découpent sur Oz un segment T1 de

mesure constante a.
De

ay’
|
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nous concluons immédiatement
p=acosV;

P d
et puisque tangV — 75 hous avons

dﬂ:-——tanngdV. _ B}
Dou ‘ : oo
: 0— 0=V —tangV. '
La roulante est la spirale tractrice
o = a cost,

6 — 0= ¢t— tangt,

courbe inverse de la développante de cercle dont les équt;ltions
parametrlques par rapport a des axes AX et AY d’angles polalres

B, et Og—+ =  sont, en posant tangt = u,

X =a( cosu—+ usinu),

Y =a(ucosu— sinu). .ot

La figure 2 représente les courbes (C) et (T') relatives a ce

dernier exemple. Le point de rebroussement de (I') est obtenu
lorsque vient sur Oz le point d’inflexion de la spirale tractrice.

III. Soit w le centre de courbure de la roulette en A ; la mesure
du segment Aw sur la demi-normale d’angle polaire 6+
(faisant Pangle + g avec la demi-tangente positive) est

ds
;?;,
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o étant l’angle’-; — V de cette demi-tangente positive avec Oz.

Sur le rayoun vecteur d’angle polaire 6, nous avons donc

5) AA_LJ:R:;;—:,:\p—é—sinVZ(l{é,d:p(]-;—%). : <

" Du reste, les formules A
x=s5—pcosV, ¥y =cotV

entrainent :

(6)" ) . dy —dv . v

Y T dx T siwoV(pdV +sinVds)  psmiV(dl—dV)

Les formules (5) et (6) sont- équivalentes, et nous pouvons
grace a elles, appliquer aux équations différentielles du second
ordre la méthode définie plus haut.

Un probléme classique est celui de la recherche des courbes
telles que —%)— = k (courbes de Ribaucour); les formules (5) nous

montrent que les roulantes correspondantes vérifient la condition

- o

T+ W = k,
d’ou 'on tire ‘
" 0 — 6,
V= =’ )

puis

. 06— 0,
= k—1 .
p=asinf—

—1

Ces roulantes sont aussi des courbes classiques, appelées
souvent spirales sinusoides. Cette correspondance entre les
courbes de Ribaucour et les spirales sinusoides parait avoir été
signalée pour la premiére fois, longtemps avant les travaux de
Ribaucour, par Ossian Bonnet, en 1844, dans le Journal de
Liouville. L'étude des cas particuliers les plus simples permet
de retrouver les générations comme roulettes des courbes de
Ribaucour familiéres; nous laissons au lecteur le soin d’en
examiner le détail.

La courbe de Ribaucour relative a £ = 3 est la roulette décrite



par le point de rebroussement d’une cardioide rvoulant sur Oz.
En prenant

a
o= ;(Ifcosﬁ)

¥

pour équation polaire de cette cardioide, le sommet étant origine
des arcs, nous avons '

s=4Rsingo v="
2 2
d’ou
x:a<3sin9—sin3‘9>,
2 2

0
= acos® —»
Y 2

La figure 3 représente les courbes (C) et (F), celle-ci admet les

Fig. 3.
4

mémes sommets que Pellipse 224432 = fa?, mais elle est tout
entiére intérieure a cette ellipse.

1V. Cherchons enfin les roulantes (C) telles que (T') vérifie
I'équation - . ‘ '
1 1 1

_— == = ="
Al Aw a

c’est-a-dire soit susceptible d’engendrer, en tournant autour
de Oz, une surface a courbure moyenne constante. Ces surfaces,
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étudiées notamment par M. Lindelof, jouent un role fondamental
dans la théorie de la capillarité.

Puisque
R = e (I i %> s’

la,courbe (C) doit vérifier I'équation

4 _2a—e
AV~ o—a
. ' N d 12 "o
qul se raméne, en posant a_lg =9, f%% =p",.a la forme-
PP 2a—op
Pr—pd p—a

Or, cette équation du second ordre est la méme que celle
obtenuc dans I'étude du mouvement des planétes, si I'on veut
caractériser en coordonnées polaires toutes les trajectoires répon-
dant a une valeur donnée de la constante des forces vives.

Eliminant en effet le temps entre les équations fondamentales
des aires et des forces vives

o
02:29&—&—11, pﬂcﬁ):C,

nous avons I’équation ‘

C2(p2-+p") = 2pp®+ hpt;

en égalant les dérivées logarithmiques des deux membres par

rapport a 0, et posant @ = _h“, nous avons pour caractériser les

trajectbires envisagées |’équation

p2+po"  "3a—ap
e? T sa—p’

qui se’ raméne immédiatement a celle des courbes (G) cherchées.
Les résultats élémentaires de¢ la théorie du mouvement newtonien
nous permettent d’écrire toul de suite 'équation polaire générale

de ces courbes,
: a%— 2

= @+ hcos(0—0p)
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Ce sont toutes les coniques de foyer A et d’axe focal 2a. Ainsi
les lignes (T') sont les trajectoires d’un foyer d’une telle conique
roulant sur une.droite; M. Lindelof les appelle chatnettes ellip-
tique ou hyperbolique, la chainette parabolique étant la chainette
proprement dite, qui correspond & une valeur infinie de a et est
engendrée par le foyer d’une parabole roulant sur une droite. Les
trois surfaces de révolution a courbure moyenne constante qm
correspondent ainsi a Vellipse, 'hyperbole et la parabolo, sont
appelées onduloide, nodoide et caténoide.

SUR UNE GENERALISATION DES CAUSTIQUES PAR nEFRMlTl()N;
Par L. BICKART. '

Le physicien Cornu a donné la construction du point- o un
rayon réfracté touche son enveloppe, connaissant le point ou le

rayon incident touche la sienne. Je vais résoudre le probléme plus
général suivant :

On considére sur une courbe (A) donnée dans le vlan un

Fig. 1.

.

point A quelconque oi se rencontrent deux droites mobiles AP,
AQ, faisant respectivement avec la normale en A les angles i



— 176 —

et r. Ces angles étant liés par une relation connue f(i,r)=o
trouver le point ot I’une des droites mobiles touche son enve-
" loppe connaissant le point ou Uautre droite touche la sienne.

1° Rappel de formule (fig. 1). — Si deux droites se coupent
en A sous l'angle «, soient M et P les points ou elles touchent
respectivement leurs enveloppes. Les normales a ces droites, en M
et P rencontrent la normale en A aux points m et p. Si ds est
I'élément d’arc en A sur la courbe (A) on a

(1) d“Z(XI}}—KirZ)dS'

2° Corollaire. — Si AM se confond avec la normale en A
a (A) les points M et m viennent se confondre au centre de cour-

Fig. 2.

t

bure Cde (A)en A. Soit R = AC le rayon de courbure ( fig. 2). Si
I'on appelle 7 I'angle de AP avec la normale AC, on aura

. 1 1\
dz:<A—p—E>ds.

3° Projetons G en H sur AP, et soit dt I'angle de contingence

en A; on a
. ds/ R AH
dL:E(K[-J—I>~—<A_P_I>dL
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Projetons de méme C en K sur AQ et soit Q le point ou AQ
‘touche son enveloppe. On aura aussi

- /AK
dr= <m—1>dt.
Entre les deux équations qui donnent di et dr éliminons dt; il
vient ’

(2) : <§g—l> dr = (%g —ﬁ)di. \

) . . . . SH
Appelons S le point ou PQ rencontre HK et soit g =" On

a, en introduisant la notation vectorielle,

- —> — —>
Kg— AH—mAK AP —)AQ

1—m I— A

_ En identifiant les composantes dirigées suivant AP, AQ il vient

o AH AP dor,  AH__x—m
o 1—m  1—2x " N " N
AK AQ s AK L A—m,
I—m—)‘l—)\’ d'ott AT T o=’
d’ou en portant dans I'équation (2) et aprés réduction
_di
. =

‘Telle est la relation que je voulais établir et d’ou résulte la
construction :

Projeter le centre de courbure C de la courbe (A) en H et K
sur les deux droites mobiles. Construire sur HK le point S qui

7 di . L.
divise HK dans le rapport — . La droite qui Joint les contacts
de AP, AQ avec leurs enveloppes passe au point S.

Cas particulier. — Si le centre de courbure G est a U'intini la
construction se modifie comme suit : :

Prendre sur la normale en A un point C quelconque et cons-
truire S comme ci-dessus. La droite PQ sera paralléle a AS.

Applications diverses. — Je me borne a énoncer quelques
résultats faciles a vérifier : '
Ann. de Mathémat., 6° série, t. II. (Juin 1927.) L 12
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a. (fig. 3). — Soient J la projection de A sur HK, L celle de

Fig. 3.

C sur HK, N et T les points ou HK coupe la normale AC et la
tangente AT.

S sera en L si sinr = n sini,
» enJ si cosr = ncost,
» en N si tangr = ntangi,

» en T si tangr — tangi = const.,

» & linfini si | r — i = const.

'b. Centre de.courbure des podaires. g Soient M un point
d’une courbe (M), P un point fixe, 7 sa projection sur la tangente
en M. La normale en « a la podaire (7) passe au milien I de PM.
Soient G le centre de courbure de (M) en M, H sa projection
sur PM, S la projection de H sur MC. La droite PS rencontre =1
au centre de courbure de (7).

c. Centre de courbure des coniques. — Soient P et Q les
foyers, A le point mobile; la normale en A rencontre PQ en S. La
perpendiculaire a AS en S rencontre AP, AQ, en H et K. Les
perpendiculaires a AP en H, a AQ en K se coupent sur AS au
centre de courbure C.

(Pour ces deux derniers paragraphes, le lecteur est prié de faire
la figure. . '



— 179 — '

BIBLIOGRAPHIE.

Cours 0’ ANALysE proFEsst A L'EcoLe PoLyTECHNIQUE, tome premier,
par J. Hadamard, Membre de 1'Institut. 1 vol. grand in-8
de xxxi1 + 624 pages. Paris, J. Hermann, 1927.

" Qu’un livre de M. Hadamard abonde en vues ingénieuses et profondes,
il est presque impertinent de le signaler.

L'auteur fait connaitre qu’il n’a pas voulu écrire un ¢raité d’Analyse
proprement dit, mais qu’il a reproduit & peu prés exactement son cours de
’Ecole Polytechnique. La tradition de cette Ecole veut que I'enseignement
y soit élevé, conforme aux idées directrices de la science contemporaine.
D’autre part, cet enseignement s’adresse a de futurs ingénieurs qui auront
surtout & traiter des problémes concrets et que certains développements
excessivement. théoriques n’intéresseraient que médiocrement. La notion
d’intégrale fondée sur Uintuition géométrique de I'aire, ce serait ‘trop peu.
L'intégrale de Lebesgue; ce serait trop. Tout en satisfaisant le désir
moderne de rigueur et de généralité, M. Hadamard ne perd jamais de vue
Vapplication ultérieure de ce qu’il enseigne a la Mécanique et a la Physique,

Ses.auditeurs ont acquis en Mathématiques spéciales des connaissances
assez étendues déja, et M. Hadamard n’a pas a revenir, si ce n’est pour
donner quelques indications complémentaires, sur les premiéres notions
de calcul infinitésimal, sur les propriétés fondamentales des séries, sur les
quadratures élémentaires, etc.

Ce qui est nouveau pour ces jeunes gens, c’est la définition rigoureuse
de l'intégrale, ce sont les intégrales curvilignes, multiples, eulériennes, les
séries trigonométriques. Viennent ensuite les applications géométriques du
calcul différentiel et des intégrales multiples (aire d’une surface, intégrales
de surface, formules d’Ostrogradski, de Stokes), et enfin les régles de -
calcul élémentaires relatives aux équations différentielles.
~ La place me fait malheureusement défaut pour un commentaire plus
détaillé. Je dois me contenter de dire, trop sommairement, qu’'en ouvrant
le livre au hasard, les plus instruits trouveront presque toujours & y
glaner quelque chose d'instructif. Il faut cependant mentionner, comme
témoignant des pféoccupations pratiques de I'Auteur, I'étude approfondie
du calcul numérique des intégrales définies, celle des champs de vecteurs,
indispensable aux physiciens. D’un ordre plus abstrait sont les belles
Notes consacrées a la sommation par moyennes, a I'approximation des
fonctions continues par des polynomes, & la géométrie vectorielle affine.

R. B.
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ExERCICES DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL, T. I : Resume
THEORIQUE ET ENONCES D'EXErcicks par ’Abbé Potron. t vol.
gr. in-8, de xviir—+ 332 pages. Paris, J. Hermann, 1926.

I

Voici un remarquable recueil d’exercices d’Analyse. .

Il se distingue de beaucoup d’Ouvrages similaires par les résumés
substantiels qui précédent chaque série de problémes. Ce n’est pas une
compilation, c'est un livre soigneusement et patiemment ordonné.
Comme la division de la doctrine est poussée loin, I'étudiant qu’arréte
telle difficulté trouvera sans peine les applications les plus propres a lever
ses doutes.

L’Ouvrage s’étend & toutes les parties d’un cours ordmalre de calcul
différentiel et intégral : dérivées, différentielles, applications géométriques,
quadratures, intégrales multiples, équations différentielles, équations aux
dérivées partielles, fonctions analytiques, séries trigonométriques, calcul
des variations. i

La rédaction est d’une concision élégante et un systéme développé
d’abréviations a permis a I’Auteur de condenser beaucoup de matiére en
un nombre de pages relativement restreint.

Le/ présent Volume ne contient, comme le titre le signale, que les énoncés
‘des ‘exercices. Les solutions sont réservées pour un tome II qui paraitra

.

sans doute prochainement. : R. B.

N

QUESTIONS PROPOSEES:
Par A. LABROUSSE.

2500. On pose P,+iQ, = (z +iy)?, P, et.Q, étant des polynomes
~enx et y a coefficients réels. Montrer que Paire de la portion de surface
du cylindre droit 2+ 2~ R? =0 comprise entre le plan z =0 et la

surface d’équation
n

3 =A0+Zk(AkPk+ Bka)
1

reste constante lorsque les coefficients A et By varient.

Il en est de méme pour le volume V compris entre le cylindre, le
plan z = o et la surface S. -
Trouver a quelles conditions le centre de gravité du volume V supposé

homogéne reste fixe lorsque les coefficients A et B, varient.
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2501. Les contours apparents d'un ellipsoide sur les faces d'un triédre
trirectangle sont trois ellipses.

Montrer que lorsque Porientation du triédre varie la somme des carrés
des aires de ces ellipses reste constante, ainsi que la somme des aires de
leurs cercles orthoptiques.

2502. Si un plan 1I coupe une biquadratique gauche en quatre points
situés sur un cercle, il en est de méme de tout plan paralléle au plan IL.
Quelle est I'enveloppe des plans IT passant par un point donné?

2503. Si un plan Il coupe une biquadratique gauche en quatre points
formant un groupe orthocentrique (chaque point orthocentre du triangle
déterminé par les trois autres), il en est de méme de tout plan paral-
léle au plan IT.

Quelle est ’'enveloppe des plans IT passant par un point donné?

2504. Les courbes gauches dont la longueur d’arc est invariante par une
homographie conservant le plan de l'infini ont aussi leur torsion invariante
dans une autre homographie de méme type.

2505. x et y désignant deux variables réelles établir les relations

'L . & AR sin?z + Sh?y
an og (cos i Sh o Log Taa g
1

. z Y\ ytangr —x Thj
EHArc tang (lang " Th 2") = Arc tang wtange — 5 Thy
1 v .

2506. Pour que la perpendiculaire commune a une droite A et aux géné-
ratrices G de méme systéme d’un hyperboloide 4 une nappe (H) décrive un
cylindroide il faut et il suffit que A soit un axe de symétrie de H ou située
dans le plan central d’une génératrice G déterminée et paralléle a cette
génératrice. )

2507. Pour que les droites rencontrant normalement une droite A et
touchant une.quadrique Q engendrent un cylindroide, il faut et il suffit
que Q soit ou un paraboloide de révolution d’axe paralléele a A, ou un
cone coupé par les plans normaux a A suivant des paraboles dont les foyers
décrivent une paralléle a A.

2508. Soit S une conique fixe inscrite dans un triangle ABC. Les
coniques T circonscrites au triangle ABC et tangentes & S coupent S en
deux points MM’ autres que le point de contact. Démontrer que la corres-
pondance (MM’) sur la conique S se décompose en quatre involutions.
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CERTIFICAT DE GEOMETRIE SUPERIEURE.

‘EPREUVE THEORIQUE. — On donne la surface de révolution = qui a
pour équations paramétriques

. . . 2
x =sintcosw, y=sintsinw, z=cost—e—logtang§o

o Calculer les cosinus directeurs de la normale & £, les rayons de
courbure principauz, l’angle sous lequel les lignes asymptotiques
coupent les méridiens, la courbure géodésique des paraliéles et la
courbure totale, Déterminer les lignes asymptotiques.

2° Déterminer les lignes géodésiques de. 3.
3o Par chaque point M(t, w) de £ on méne les deux tangentes a =
qui font avec le méridien de M un angle 0 tel que

sin¢ sin® = sint,,

t, étant une constante donnée. Montrer que ces droites forment une
congruence de normales.
Parmi les arétes de rebroussement des développables de cette con-
gruence, il y en a qui sont sur' %, que peut-on en dire?
4° Calculer la co%rbme totale de la surface 2, d’equattons parame-
triques
= ucosy, _y*:.usmv, z=v~x—f(u).

Former une équation différentielle a laquelle doit satisfaire la
fonction f(u) pour que = soit applicable sur . Suffit-il que f(u) soit '
une intégrale de cette équation dzferenttelle pour que I, soit appli-
cable sur £?

EPREUVE PRATIQUE. — Par chaque point P(t) de U’hélice circu-
laire (G) N : : ) ‘
x = cost, ¥y =sint, z=1,

on méne dans le plan rectifiant de C une droite A faisant un angle
constant avec Oz. On suppose A orientée de maniére que, dans le plan
rectifiant de C, la demi-droite positive A et la demi-tangente a C dans
le sens des t croissants, soient du méme cété de la paralléle a Oz
menée par P, et lU'on désignera par o langle constant, compris
entre O el =, des directions positives de A et de Oz. On fize la position

d’un point M quelconque de A par PM = o. Soit S la surface lieu des
droites A.
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‘Calculer les cosinus directeurs de A. Calculer les coordonnées de M
en fonction de t, p et 3. :

Calculer les coefficients du plan tangenta S aupomt M(t, p). Déter-
miner pour chaque droite A le plan asymptote, le plan central, le
point central et le paramétre de distribution. Déterminer les arétes de
rebroussement des développables enveloppées par les plans asymptotes
et les plans centraux.

‘Déterminer les trajectoires orthogonales des droites A. Par chaque
point (¢, p) de S il passe une de ces trajectoires orthogonales; déter-
miner son centre de courbure géodésique en ce point. '

INDICATIONS SUR LA SOLUTION, PAR A. MoNjaLLON. — 1. La surface = pro-
posée est la pseudosphére, la méridienne est une tractrice. On obtient
facilement par un calcul classique les cosinus directeurs de la normale a =,

X\ = costcosw, @ =costsino, v = — sint,

les rayons de courbure principaux sont, calculés d'aprés les formules
d’Olinde Rodrigues,
: Ry = —coty, R, = tangt,

ce sont R; rayon de courbure de la méridienne, R, rayon de courbure
correspondant au paralléle. :

On trouve ensuite que les angles des asymptotiques avec les méridiens
sont + ¢ et — £. La courbure géodésique des paralléles est 1, longueur

T I
de la tangente au méridien et la courbure totale est r=—" elle est
. 1 Re
constante et négative,
. . . . . s dt
Les lignes asymptotiques ont pour équation différentielle dw = == i’

d’our en intégrant,

t
tang 5= exwe,

20 Les lignes géodésiques de £ se déterminent facilement au moyen de
Péquation de Clairaut rsin = const., r rayon du paralléle, 6 angle avec
le méridien, ce sont les courbes satisfaisant a

sin¢sin @ = sin¢, (¢, constante arbitraire).

3° Les lignes envisagées étant des géodésiques de X, leurs tangentes
forment une congruence de normales, les arétes de rebroussement des
développables de cette congruence sont géodésiques de 3.

4° La -courbure totale de la surface &4 est R

I ulf' ff —1

R{Re [u’j”-&— u’—l—l]z

Pour que X, soit applicable sur X, il faut qu’elle ait méme courbure
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totale <
Wf—1=—[uf2+ u2+1)2
ou ' .
WL b fe 4 2u (ut+1) 24 ut(u+2)=o,

condition d’ailleurs suffisante.

II. Le plan rectifiant de I'hélice étant tangent au cylindre, les cosinus
directeurs de A sont —sin¢ sing, cosZsing et cos¢ et les coordonnées de M
sont '

x = —psintsing 4+ cost, y =pcostsing + sin¢, 3= pcosy 1.
L_eé coefficients du plan tangent 3 S en M (¢, p) sont

cost(sing — coéc?) ~+ psintsing coso,
sint(sing — cosy) — p cost sin¢ coseg,.
psin?o, ‘

Les coefficients du plan asymptote sont alors
sint sing cosg, — costsing cosg, sino,

Le point central correspond 4 p = o, les coefficients du plan central sont
alors cost(sing — cos¢), sint(sing — cos¢), o. Le ‘paramétre de distribu-
tion est K =cot.9 —1. L'hélice donnée est la ligne de striction de la
surface S. L’aréte de'rebroussement de I'enveloppe des plans asymptotes
est ’hélice circulaire ) .

5

x = tange cost, y =tangesint, z =t

L’enveloppe des plans centraux étant le cylindre 22 + y* =, I'aréte de
rebroussement est rejetée a I'infini vers OZ. Les trajectoires orthogonales
des génératrices sont définies par p =(sin¢ + cos¢)?. Le centre de cour—
bure géodésique est le point défini par p < p'= — K2. K paramétre de

distribution. :
(Rennes, novembre 1926.)

GERTIFICAT DE MECANIQUE APPLIQUEE.

EPREUVE THEORIQUE. — Un anneau AB semi-circulaire, de section
constante, est articulé a ses deux extrémités A, B sur deux axes hori-
zontaux, fizes, de méme niveau, et perpendiculaires au plan de
Danneau. Un systéme de serrage permet au besoin. d’empécher toute
rotation aux articulations.
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1° Les articulations étant serrées aw repos, on applique une
charge P verticale au sommet C de l'anneau. Déterminer les réactions
des appuis et le fléchissement de l’anneau @ son sommet.

2° Les articulations sont libérées, de sorte que tlout frottement
devienne négligeable, mais l'on ne touche pas la charge P. Déter-
miner les nouvelles réactions des appuis, ce que devient le fléchisse-
ment au sommet, l’angle dont tournent les axes, ainsi que les cour-
bures de l'anneau & ses extrémités et & son sommet.

3° On serre de nouveau les articulations dans ce nouvel état de
déformation, puis on supprime la charge P. De combien se déplace
le sommet de I’anneau ?

N. B. — L'anneau est supposé de poids négligeable par rapport
a P, et sa section normale est assez faible pour qu'on puisse négliger,
.devant son aire, son moment d’inertie par rapport a la normale au
plan de ’anneau passant par son centre de gravité.

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — 1° Les réactions d’encastrement en A
. . R . P
et B ont méme composante horizontale H, méme composante verticale 5’

les couples d’encastrement ont la méme valeur I', et I'on a

_ph—m _ 7:3—271—4.
H=ro—s T=PSm—s

Le fléchissement au sommet a la valeur

__ Pad ©3—o0m + 32
T El T 8(=m*—8)

»
®

2° Dans ce cas T est nul, et 'on a pour la composante H, pour le fléchis-

sement %, et pour I'angle © dont tournent les extrémités de l'arc les valeurs
P Pa*3m—8m— Pad j+ o —x2

H=—,. ::————-——4, Q;)_——_-_—i_.__.——..

EI 4=

k3 El 8w

En B, M étant nul, le rayon de courbure conserve sa valeur a; au
sommet C, la formule d’Euler donne

3° Dans le premier probléme le sommet C descend en C’; dans le second,
il descend en C’. .

Dans le troisiéme, il rencontre en C”, et, en raison de la nature linéaire
de la loi de Hooke, on a

v i Pad a3—a20x 4 32
¢'c"=C0C= ET 8(—8) .
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EpREUVE PRATIQUE. — Trois poutres rectangulaires identiques sont
lides entre elles par une articulation sans frottement O (cette articu-
ldation consiste par exemple en un triangle de cétés négligeables,
autour de chacun desquels peut tourner librement l’une des poutres).

Les poutres OA, OB sont encastrées horizontalement & leurs extré—
mités A, B, et OC repose en C sur un appui fize, les deuzx encastre-
ments et I’appui sont au méme niveau. ,

Dans ces conditions, une charge P est répartie uniformément sur
Uune de ces trois poutres; une charge égale est concentrée dans la
section médiane de chacune des deux autres poutres.

Pour quelle répartition des trois charges P Uarticulation O
subit-elle un fléchissement minimum? Calculer le minimum.

Données : Longueur 1 des trois poutres, 1™; largeur, 10°™; épais-
seur, 1°™; coeficient E d'élasticité, 15000 kg/mm?2.

’ P = 15k,

N. B. On néglige le poids p}'opre des poutres et l'influence des
efforts tranchants.

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — Supposons que la poutre AO supporte

la charge répartie. Les poutres AO et BO supportent en O de la part de CO
des réactions

P , P .
&Q=“;’ Q=(1—u)—- i
Le fléchissement { en O de la poutre OA est donné par

P

Le fléchissement ¢ de la poutre OB, égal au précédent, est donné par

P
Elf = —4—8—(13—814)
Il en résulte

u =

PN

Supposons maintenant QUe la ~poutre OCG supporte la charge répartie. Le
fléchissement { est alors donné par

3P
y .
EI = —

Ce fléchissement est moindre qu’avec la premiére répartition.
Calcul numérique : § = 2¢™ 2, - -
(Lille, novembre 1926.)
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CERTIFICATS DE MATHEMATIQUES GENERALES.

EPREUVE THEORIQUE — C.108. — 1° Former Uintégrale générale de
Véquation différentielle

vy
dz?

- 4y + 4sin2x = o.

2° Trouver une courbe intégrale tangente, a lorigine, a la
droite y = x.

3¢ Déterminer tous les points de contact de cette courbe y =2xcosax
avec les deux bissectrices des angles des axes.

4o Calculer ’aire limitée par l'une de ces bissectrices et l'arc de
courbe compris entre deux points de contact consécutifs.

5° Déterminer le rayon de courbure en chacun de ces points de
contact.

60 Montrer que les centres de courbure en ces points sont sur une
hyperbole.

EPREUVE PRATIQUE. — G.109. — Le plan est rapporté a deux axes de
coordonnées rectangulaires Oz, Oy.

“Un point A décrit l’axe Ox d’un mouvement uniforme, avec une
vitesse égale a l'unité (systéme C. G. S.); il se trouve en O a l’instant
zéro.

Un pomt matériel M, de masse égale & 1%, assujetti a se mouvozr
dans le plan Oy, est soumis.a la force représentée par le vecteur MA
A Uinstant zéro le point M se trouve sur la demi-droite Oy, & une
distance de O égale a 1°™ et sa vitesse est nulle.

° Etudier le mouvement du point M, et construire sa trajectoire.
2° Lyaluer en fonction du temps le rayon de courbure de cette
trajectoire.
(Marseille, novembre 1926.)

EPREUVE THEORIQUE. — L. Intégrer
y'+ ¥y (tangx — 2) + y(1— tangz) = o
en posant y = e*z.
II. Calculer

ffexey(,_x —y)dx d_y).

étendue au triangle délimité par les axes et la droite x + y =1.
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C.110. — III. Soient O le péle, Ox ’axe polaire, M un point d’'une
courbe G, P le point o la normale en M & C coupe la perpendicu-
laire en O @ OM, v la courbe décrite par P et Q, le point ot la normale
en P a y rencontre la droite OM. Construire U'une des courbes C telles

qwon ait OQ = OM. — Revenant en cartésiennes, montrer que cette
courbe est unicursale. Que devient son équation quand on prend l'ori-
gine au point doyble réel et ’axe de symétrie pour azxe O z? Revenant
aux coordonnées polaires dans ce nouveau systéme d’axes, définir
géométriguement C.

22 + 1
/3
suivant les ~puissances. croissantes de x. Le développement obtenu

est-il toujours valable ?

EPREUVE PRATIQUE. — 1° Développer la Sonction y = Arc tang

x

2° Construire la courbey = ' ~*. Asymptotes. Tangentes aux points
situés sur les axes. Sens de la concavité.

- (Poitiers, novembre 1926).

GERTIFICATS DE MECANIQUE RATIONNELLE.

N

EpREUVE THEORIQUE. — 1. Un plan P tourne uniformément autour de
la verticale Oz, située dans ce plan. Une tige rectiligne, rigide,
homogéne et pesante AB est astreinte a se mouvoir dans le plan P et
son extrémité A a glisser sur 'horizontale Ou du plan P. Les liaisons
sont bilatérales et sans frottement.

NotaTioNs. — 2! longueur de la barre; G centre de gravité de cette

barre; u = projo. OE; 0 = m (sens positif de Oz vers Ou).

a. Sous quelle forme est-il permis d'appliquer. ici Uintégrale des
forces vives (raisonnement direct, sur l'exemple proposé).

b. Déterminer u et 8 en fonction de t. Caractéres du moeuvement.

I. -a. Traduire analytiquement le non-glissement d'un cerceau sur
un plan horizontal fixze. Cette condition sera réalisée dans la suite de
Uénoncé. ‘

b. Quelle est la direction de la vitesse du centre du cerceau, quand
son plan conserve une inclinaison constante? Cette condition sera
également remplie dans ce qui suit.

¢. Le bord du cerceauest enfin astreint a s’appuyer sur une verticale
fize. Montrer que son centre décrit généralement un hypocycloide,
exceptionnellement une circonférence. Retrouver 'géométriquement ces
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résultats, en "étudiant le mouvement dans son plan de Uellipse,
projection horizontale du cerceau.

Sovurion. — I. Prenons la masse du systéme pour unité. On a pour la
force vive :

2T = w24 l29’2<% +sin26> -+ w?<u'-'+ = s:n“i\ )

la fonction de forces est
U= — glcosh.

L’équation de Lagrange relative au paramétre u est
(1) ' ' — wlu=o.
" On a d’autre part 'intégrale des forces vives (forme de M. Painlevé)

, I . 2. ‘
uz_0)2u2+129'2<§ +sm‘10>—m2 = sin?f = — 2 glcosh + Ry.
J

En vertu de (1), le terme u’2— w?u? est constant. D’ou ’équation

0,,<§ + Singe) - ';‘;_' sin2® — 3-15—7 cosO'—l—rh
/

qui détermine 9.

IT. Les conditions de non-glissement sont

. £
d—R’ —(cosfy dy—+ do) cosd = o,
J ’ %’l — (cos0, dY+ do) sin@:o.
s . i3 Y .
On en déduit Ja relation 5030 — sy’ montrant que la vitesse du centre

est portée par le rayon horizontal. En traduisant la liaison supplémentaire
suivantlaquelle le cerceau s’appuie sur'la verticale O, zy,0n obtient ’équation

(Ecosy + msind )2+ (¥§sin-'g+-qcos¢)2=R2;

cos20,

éliminant 4, on a I'’équation différenticlle de la trajectoire du centre du
cerceau :

3 I
(B ndn)t — o (ndf —Edn): = Re(dE + d?).
0 .

Pour intégrer, on pose £ =pcosw, = psinw. On trouve une intégrale
singuliére o = “R cosf, et I'intégrale générale

w — 0o = cosfy arc tangu — arc tang(wu cosly),



— 190 —

en posant : . ' c ‘ ’

2__ o2
e R—p
- : p2— R2cos26,’
si I'on pose maintenant v
m = cosf, u =tanga, wcosfo= tang 3,

Y

on obtient finalement

t = R(cosa cosma -+ msinasinma),

n = R(cosasinma — msina cosma),

équations paramétriques de l’hypocydoi’de annoncee.

La solution géométrique se raméne a 1'étude du déplacement continu
d’une ellipse, tel que cette courbe passe par un point fixe, et que la vitesse
de son centre soit dirigée suivant le grand axe. Voir sur cette question
un article de M. Bouligand (Nouvelles Annales de Mathématiques,
janvier 1926).

EPREUVE PRATIQUE. — Un systéme primitivement au repos se compose
d'une tige rectiligne et homogene AB, de longueur 21, de masse 2M,
portant a ses extrémités deux pendules simples, ayant chacun la lon-
gueur 2l et la masse M. La tige AB est initialement horizontale. Ce
systéme est abandonné en chute libre (donc, sans vitesses initiales), et
a Uinstant précison il est tombé de la hauteur 21, on fize le point C
de la tige tel que AC=3CB. Trouver létat des vitesses succédant a
cette opération. On prendra pour origine le milieu O de la barre a
Uinstant du choc, pour axe Oz la verticale ascendante, pour aze Oy
la demi-droite OB. On déterminera une position virtuelle du systéme
par les coordonnées £, 7 de son centre de gravité et les angles a, B, 6
des pendules et de la barre avec Ox.

SoLutioN. — Dans la position ol se produit le choc, la force vive du
systéme total est

4M'% B2 % 02+ I2(22 -+ B2) + In' (2 + B) -

Les liaisons introduites imposent aux variations virtuelles des parameétres
" les conditions
l
8 ——-¢80=0 et 3n = o.
2

Comme ces liaisons persistent, les vitesses postérieures au choc, satisfont-
aux conditions . |

! ll 7
El“‘;ot=°7 N =0
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ou"
(1) ’ 2 Vgl 4+ A — é AV =o0;
(2) ’ An'=o.

"Il reste a écrire que I'équation générale de la dynamique des percussions

AFBE A[:q'+ f;(a'+@')] B 2 a0 30

N N LAY
+l‘A<0€—:—n>8X—‘—l'A(B - ;-2>8‘3—-0

est satisfaite moyennant les conditions qui correspondent aux liaisons
introduites. On obtient aussi trois nouvelles équations

) AF -+ g 180’ =o,
(4) Ao/ = o, *
() Af'=o,

qui, jointes & (1) et (2), donnent la solution cherchée.
. (Poitiers, juin 1925.)

EPREUVE THEORIQUE. — C.111. — Deux solides de révolution identiques
homogenes et pesants sont fixés par un point O commun & leurs ares
(OG =0T, G et T étant les centres de gravité).

Sur OT et sur le prolongement de GO sont calés deux cénes de fric-
tion identiques immatériels et & contact forcé qui ne peuvent que
rouler sans glisser Uun sur Uautre. ' '

Le plan des deuxr azes est assujelti a toujours rester vertical.

;g v T
L’angle constant des deux axes est supposé égal & 5

Mouvement du systéme. — Variation de tous les paramétres. —
Diverses formes de la trajectoire sphérique d’un point de 8 génératrice
de contact des deux cénes de friction, génératrice dont on désignera
par 8 Pangle avec la verticale descendante.

EpREUVE PRATIQUE. — C.112. — D’une plaque circulaire homogéne
de centre O et de rayon 12°™, on enléve lintérieur d'un cercle de
centre G, passant par O et de rayon 5. :

Parmi les droites que Uon peut tracer, issues de C, dans la plague
restante, déterminer celle que lon doit fixer horizontalement pour
que la durée des petites oscillations du pendule composé ainsi formé
avec la plaque évidée soit aussi faible que possible. .

(Bordeaux, juin 1922.)
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EPREUVE THEORIQUE. — C.113. — Soient deux axes rectangulaires Oz y.
Deuz points A et B, de masse commune m, décrivent Pun O z, lautre Oy,
avec un coeﬁcwnt de frottement f. Ils s'attirent mutuellement suivant
une force égale a k.AB. :

1° Déterminer leur mouvement, en supposant les conditions initiales
quelconques. Indiquer quelles sont les différentes espéces de mouve-

ments possibles. Montrer que, lorsque les distances OA et OB varient

dans le méme sens, le travail absorbé par le frottement est propor-
tionnel & la diminution de Uaire du triangle OAB et que, lorsque les
distances OA, OB varient en sens inverse, ledit travail est proportionnel
@& Uaire balayée par le vecteur OP, en appelant P le quatriéme sommet
du rectangle dont les trois premiers sommets sont O, A, B.

2° Que se passe-t-il quand on abandonne A et B sansvitesse initiale?

3° On suppose f = 0,6 et l'on abandonne A et B, sans vitesse initiale,
dans des positions telles qu’\ils se metlent tous deuxr en mouvement.
Quel-est celut qui arrive le premier en O? Calculer le travail absorbé
par le frottement a cet instant. '
- 4° Etudier complétement le mouvement, en supposant <1, les
vitesses initiales nulles et les positions initiales équidistantes de O.
Calculer les abscisses des positions extrémes successives et les époques
_correspondantes. Quelles sont les positions limites de A et de B, quand
le temps augmente indéfiniment? Calculer le travail absorbé par le

rottement au bout de la niéme élongation maxima. Limite de ce
&

travail pour n infini.

N.B. — On sﬁpposera gue Oz et Oy ne sont pas tout & fait dans.

le méme plan, pour éviter les chocs.
A
EpreUVE PRATIQUE. — C.114. — Un cube, d’aréte a, peut pivoler sans
Jrottement autour d'un de ses sommets O. Une tige, de masse négli-
geable, le traverse suivant la diagonale qui joint O au sommet
opposé A. Cette tige se prolonge du cété de O et traverse diamétrale-

N a s , ;
ment une sphére de rayon 5 Le cube et la sphére étant supposés

homogénes, de méme densité et solidaires de la tige, on demande a
quelle distance x de O il faut placer le centre O’ de la sphére pour
que le corps solide ainsi formé soit en équilibre indifférent, quand on
le suppose soumis & la seule action de la pesanteur.

Cette condition étant supposée remplie, on place les arétes du cube
.issues de O suivant les axes de coordonnées et 'on imprime au systéme
la vitesse angulaire v autour de Oz. Calculer les équations de la
trajectoire du point A et le temps mis pour la parcourir.

“Application numérique : w = 230 tours par minute.

(Clermeont, juin 1925.)
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SUR DES EXPRESSIONS DE C ET DE C* PAR DES SERIES;

. Par Pavr APPELL,

1° La constante C d’Euler, avec la fonction S (%), a été définie
dans l'article que j’ai publié en juillet 1926 dans les Nouvelles
Annales. On peut y joindre S(1)a S(2),S(3), ..., la conclusion
reste la mé&me. )

2° On trouve, dans le caleul intégral de J. Bertrand, pour C,
la formule

() G f (log(1~z) )dz-—f <p(z)dz

Supf)osons un développement quelconque, limité ou non
de ¢ (z),
(2) o(z2)=90(58) +91(8)+..+9n(3)+....

On aura évidemment, en posant

. .
I, =f on(2)dz,
0 .

G C=Toa [t Tpe.

Si le développement (2) est illimité les séries (2) et (3) sont
supposées convergentes.

En prenant le développement en série entiére de M. Ser (Inter-
médiaire des mathématiciens, 1925),

4) l—pg-r-paz—r - Ppae 3t ...,

t
logu-—-z)

ou

'e(1—2z).. . (v—1— 2z
Pv+1= [ ¢ )12'(1 )d.z‘,

Jo LoV

on obtient par (3) la formule de Fontana-Bessel. Puis en faisant

comme lui
log(1—3)= =z, z=1—¢€%,

Ann. de Mathémat., 6¢ série, t. II. (Juillet 1927.) i 13



on a :
: n—ow®=
(—1)"By

1 Ll LA
logli—3) 3 =2 2n!
. v n=1

a2n—1
K

ou les B, sont les nombres de Bernoulli. En identifiant avec (4)
on a les relations données par M. Ser (loc. cit.) entre les B, et
les p,,+. Mais on a, d’aprés x =log(1 — z),

n—ow

-+ 2 Bu logz'l-i(l—-—z)

n=—1i

1 1

: 1
9(2) = og1—2z) "z 2

g, ’ .
]"=(_l)""z?f log*»—1(1—z) da3,

1
I°=7z'
. VA

1
= (—1)" ;1-3% / log?—1u du,
: 0

~ Alors

en faisant u = ef,
® B.T (2n )

B e—ten—ldt = (—1)n+1
VA an!

= (— 1)1
In=(—1) an!
B,
B T e
= ( l) T

Alors -
: 1 B, B, -B;

c’est 'une des série divergentes d’Euler que Ion peut remplacer

par un développement en série limité. On a, en effet

! 1 Bh+1 )
= 2 (— I)h xzh L (— I)n+l mm.nﬂ_e’

]
x 1—ex 2
1

ou O est compris entre o et 1.
En intégrant comme plus haut, on obtient

! B, B, - B*" ok (—1)m—t E’L‘ + (—1)m 0, ._.'é'_”:_"l_,
2m om—+2"

c—l=21_ 2
4 6
ou 0, est compris entre o et 1. Je pense revenir sur ces formules

dans un autre article. .
3° A chacune des séries (2) on peut faire correspondre une
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série donnant C? pourvua qu’on sache calculer les intégrales

3n(y) =f on(@)dz, K= f I()9(y) dy.
Yy 0 )

On a, en effer,
= [ [o@)e(r) dway,

I'intégrale étant étendue a I'aire du carré OABA’ dont les sommets
ont pour coordonnées

(0,0), (1,0), (1,1), (0, 1)

On a alors, a cause de la symétrie,

5= [o@edzdy,

I'intégrale étant etendue au triangle T = OAB. En mtégrant
d’abord par rapport & , on doit calculer I'intégrale

v = [ va)ds

'1_.00 ll.—-

4»<y>=f 2 on(a)do= Y a2

. n‘—O )
Donc

ou

1
K,= In dy.
S e ar
Par exemple, en prenant le développement ({), on a

n(.}’) —/ pn_..zx"dx = ﬁ’i-a—l[ ._}/n-H],

_&_ﬁ < an+1 -_ l]d
K"_n+lf(l J*>[1og(,_y)+ 4

1 n-+1 n-+1
/)n-m d f < Y 7 )d :
T noa I f log!——y y) 4 0 log(l—)’) Y 4
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La premi‘ére intégrale est C. Sil'on prose?
_ ynt ) o f’ y+l
f (log(l—y) +yn)dy = n+t + A log(l—y)dy’
— Z n+2 (C Ln).

Comme, d’aprés la formule de Fontana-Bessel, le coefficient
de C est la série donnant G, on a

ona

S

. n=w

— Z pn.+2 L
n—+1
L’intégrale L,, est connue, on a

I / (l—-u)"""
T logu

en retranchant au numérateur (1— 1)"*‘ qui est nul

k" 1_.(@(”_[)4_&1__}_)_2(“2_1)‘_.;.
Lo 1 . I 1.2
e n+1'+/ N ~ logu
/o ) 8

et en remarquant

P—[
log(p+|) f logu u,
il vient
_ 1 n++1 (n+1)n
L"_n+l ; loga + - -log3 —., ..,

la série est convergente parce que

i ‘ Yu—1 '
L"—n+rl<[ Togu du =loga, .
. -
onaalo‘rs—2—-

On obtient de méme C? par une série dont les termes con-
tiennent les nombres de Bernoulli.
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SUR LES DROITES GﬂNJUGUEES COMMUNES
A DEUX COMPLEXES LINEAIRES;

Par D. WOLKOWITSCH.

Nous supposons connus pour les deux complexes linéaires C
et Gy, les axes centraux A et A, supports des vecteurs résultants Z
et Z, et des axes des couples résultants correspondants N et N,.

I. D’aprés une propriété connue des droites conjuguées, la
perpendiculaire commune aux droites cherchées D,D, coupe
normalement les deux axes A,A,, elle coincide donc avec la
perpendiculaire commune G a ces deux axes A, A,. Nous appel-
lerons O et O, les pomts d’intersection des deux axes avec la
droite G.

Nous avens a déterminer les directions des deux droites D et D,,
normales a G, et leurs points d’intersection avec G.

z
J
N
c/
zl
&’ 0
A

II. Considérons le complexe C.

Enunpoint quelconque b de G, I'axe du couple estun vecteur bn,
résultant du vecteur N et d’un vecteur normal au plan 6.7, de’
grandeur bO.Z qui représente le moment du vecteur Z par
rapport au point b.

Rappelons que le lieu de la droite bn, quand le point b décrit
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la droite G, est un paraboloide hyperbolique dont un plan

directeur est normal & G et 'autre normal a A. Nous désignerons

ce paraboloide par P. : B

III. Cherchons : maintenant, dans le complexe C, la droite
conjuguée d’'une droite b¢c normale a G.

D’aprés les propriétés élémentaires des systemes de vecteurs, la
droite cherchée &'c’ est normale au plan G.bn et coupeladroite G
‘en un point 4" que nous allons déterminer.

Décomposons le vecteur Z suivant les deux directions connues be
et b'c’ et appelons s et z' les-deux composantes. La distance b8’
est déterminée par la relation

200 =bn

qui exprime que le syst¢éme ZN cst équivalent au systéme des
deux vecteurs z et z', portés par la droite bc et par sa conjuguée.

On notera que la direction de la droite 'c’ est constante quelle
que soit la direction de bc dans le plan normal a G mené par le
point b, et que la distance bbd’ seule varie avec cette direction,
puisqu’elle dépend de la composante z'.

IV. Le complexe C, donne lieu & des considérations identiques, -
soit Py le paraboloide correspondant.

Le point b appartiendra a I'une des droites cherchées D ou D,
st les deux droites bn et bn, sont confondues; autrement dit si le
point b est 'un des points ou les deux surfaces P et P, qui ont en
commun la génératrice G, se raccordent.

Le point &' sera le deuxiéme point de raccordement.

La droite D est normale au plan tangent commun en &' et la
droite D" normale au plan tangent commun en b.

Les deux droites conjuguées communes sont donc réelles ou
imaginaires conjuguées comme les points & et b’ eux-mémes.
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sun LES COUPLES DE CONTOURS FERMES DE MENE LONGUEUR
. ET DE MEME SURFACE;

Par P. VINCENSINI.

‘1. Etablissement d’une correspondance par aires constantes
entre deuw points d’un plan. — Envisageons dans un plan deux
courbes fixes quelconques (C) et (C'), que nous supposerons for-
mées d’un nombre fini d’arc analytiques, et une droite variable (A)
coupant (C)et (C')yenMet M.

Nous allons montrer que si P et P’ constituent un couple quel-
conque de points- de (A) syméiriques par rapport au milieu
de MM/, assujetti a cette condition que pendant le déplacement
de (A) (déplacement quelconque a deux paramétres), les segments
déterminés par M, M/, P et P’ sur (A) conservent leurs rapports
mutuels, la correspondance ainsi établie entre P et P’ est une
correspondance par aires constantes. ’

Soient en effet u et ¢ les paramétres fixant les positions -des

points M et M" sur (C) et (C'),

xr = x(u), L2 =2(v),
y =y ), y'=y'(0).
Sil'on pose A =— E:ll:[l,—, les coordonnées des points P et P/ sont
x4z Xh,_ z'+ A
p) R ’ pr ) 1+ ’
y o X v N,
o X 1+ X

T+ WM du do du do

La forme du résultat montre que dsp a la méme valeur.
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La correspondance entre P et P’ est bien une correspondance
par aires constantes comme nous l’avions annoncé ().

1. Supposons maintenant que M et M’ se déplacent, non plus
indépendamment 'un de 'autre sur (C) et (C'), mais de fagon a
décrire des arcs homologues égaux. Dans ce cas P et P" décrivent
deux courbes (T'), (I') du plan. Il est aisé de montrer que (I')
et (I") se correspondent avec égalité des arcs homologues.

On a en effet en désignant par ds 'élément d’arc décrit par P,
el par ds’ I’élément d’arc homologue décrit par P’,

ds? = (1_—:—)\_)’ [daﬂ +dy? + N (dz'*+ dy'?) + 2 M (dx dz’' + dy dy’)] )

ds'? = (T—:_l)” [c{x’2—+— dy'?+ 22 (dz* + dy?) + 2A(dz dz'+ dy dy’)] .

Si dz?+ dy* = dz'* +dy'? on a bien : ds*=ds'2. )

Les différents couples de points tels que P, P’, correspondant
aux différentes valeurs de 1, établissent donc sur les courbes qu’ils
décrivent des correspondances par égalité d’arcs. Ce résultat
s’établit d’ailleurs simplement par la géométrie.

III. Supposons enfin que (G) et (C') soient deux contours
fermés de méme longueur, et que M et M décrivent (C) et (C') en
parcourant des arcs égaux. P et P’ décrivent alors eux aussi deux
contours fermés (I), (I') de méme longueur. A quelle condition
(L) et (I') auront-ils aussi méme aire?

Si { est la longueur commune a (C) et a (C'), et si 'on suppose
(z,y), (2', ') exprimés en fonction de I'arc s de (C) ou de (C/),
on aura, aprés un calcul facile, pour les expressions des surfaces

limitées par (C) et (C'),
) .
I ’ 7 ! !
S, = m[ (zdy —y de)+Nady'+2' dy — y dx'— y' dz)
+ A (2’ dy' — y' dz"),

. .
1 U ’ ! ’ ’ ! U ’
sc,=m./; (2" dy'— y'dz") + Na'dy +~xdy'— y' dz — y dz')

+- A (xdy —ydz).

(1) La correspondance simple ci-dessus est en relation avec I'étude des con-
gruences rectilignes a surface moyenne plane (Annales de la Faculté des
Sciences de Toulouse, 1927, en cours d’impression).
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S¢ sera égale a S, si

{

7 v '
f(xdy ——ydx)—k—)ﬂf(x’dy’-—y'dx')
0 0 l
=f (x'dy’——_}f’dx’)—i—)\?f(xdy —ydz).
0 : : 0 i

Cela exige que
‘ ' -
[ wdy—ydn)= [ wdy—y o),
0 0

c'ést-a-dire que les contours de départ (G) et (C') aient méme
surface. On peut donc énoncer ce résultat :

A -tout ensemble de deux contours fermés ayant méme
longueur et méme. surface, on peut faire correspondre une infi-
nité de couples de contours possédant les mémes propriétés; il
suffit d'établir entre les deux contours une correspondance par
arcs égaux et de prendre sur la droite joignant deux points
homologues M, M' deux points P et P' tels que

.

P et P’ décrivent deux-contours de méme longueur et de méme
aire. ’

Tout couple de contours jouissant des propriétés ci-dessus est
d’ailleurs susceptible du mode de génération précédent, d’une
infinité de fagons.

- Signalons que le résultat du n° I est un cas particulier du
suivant qu’il serait aisé de vérifier :

Si M et M, au liew de décrire deux courbes (C) et (C') du
plan, se déplacent en restant homologues dans une transfor-
mation quelconque par aires constantes du plan, il en est de
méme de tous les couples (P; P'), définis comme au n° 1, portés
par la droite MM'. :
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IV. La propriété qui fait 'objet du n° IT's etend 4 deux courbes
de I’espace.

Bl

Si¢ M et M' sont deux points homologues quelconques de deuz
courbes (C) et (C') de lespace sur lesquelles se trouve établie
une correspondance par arcs égauz, lés couples de points P et P!
< °M E_I_N_—I, = 7\> » déterminent sur les courbes (I') et (I")

PV’ P'M
sur lesquelles ils sont distribués, une correspondance par arcs
égau.

- Pour s’en rendre compte, on peut par exemple projeter la figure
formée par quatre éléments d’arcs associés (dsy, dsy, dsp, dsp) sur
le plan paralléle aux quatre tangentes correspondantes, les éléments
d’arcs envisagés se prbjettént suivant des éléments équivalents, et
la propriété annoncée résulte du n® II méme.

La propriété actuelle peut intervenir dans certaines questions
intéressant la géométrie des surfaces.

Voici un exemple qui vient naturellement a I’esprit.

Imaginons que M et M' décrivent deux surfaces applicables
quelconques (8) et (S'), en restant homologues dans application.

P et P’ décrivent alors. d’apres ce qui précéde, deux surfaces (2)
et (2') telles que deux arcs homologues quelconques soient égaux.
(%) et (') sont applicables. )

"A tout couple de surfaces applicables la construction géomé-
trique indiquée ci-dessus en fait donc correspondre une infinité
d’autres. ‘ ' '
~ Sien particulier X est intiniment voisin de 1, (Z) et (') sont
infiniment voisins, et on voit apparaitre, ‘'de fagon purement
géométrique, le lien qui existe entre le probléme de la recherche
des couples de surfaces apphcables et celui de la déformation infi- .
niment petite.
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- ST SUR UN.SYSTEME DE CONDITIONS
ASSURANT L’HOLOMORPHIE D'UNE FONCTION ;

Par Anprée ROUSSEL.

Dans cet.article sans prétentions je me propose d’indiquer
comment on peut former trés simplement un systéme de conditions -
nécessaires et suffisantes, qui ne semble pas avoir été signalé
encore, permettant d’affirmer I’holomorphie d’une fonction uni-
forme f(z) de la variable complexe z.

Pour cela, nous démontrerons un théoréme sur 'existence de la
dérivée d’une fonction de variable réelle o(xz). Ce théoréme est
d’ailleurs bien connu, mais nous allons montrer qu’on peut le faire
apparaitre comme une conséquence presque immédiate d’une pro-
position d’Ascoli relative a 'existence de la fonction d’accumulation
d’un ensemble de fonctions également continues et également
bornées.

On sait (principe de Bolzano-Weierstrass) qu’'un ensemble E
formé de points contenus sur un segment de droite D admet au
moins un point d’accumulation, ¢’est-a-dire un point d’abscisse z,,
tel qu’a tout ¢ > o corresponde une infinité de points de E satis-
faisant a Pinégalité
: |2 — 20| L.

Si I'on considére maintenant un ensemble W contenant une
infinité de fonctions définies dans un méme intervalle {o,1) par
exemple, et satisfaisant a 'inégalité

flz)l<M

(on dit alors que les f sont également bornées), ot M ne dépend
pas de la fonction considérée, on peut se demander si W admet
une fonction d’accumulation, c’est-a-dire s’il existe une fonction.
So(x) telle qu’a tout e > o on puisse faire correspondre une infi-
nité de f(x) appartenant a W et vérifiant la condition

f(z)—folz)i<e  (o,1).

8
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“ Or il est facile de voir que I'on ne peut pas répondre toujours
par laffirmative, comme le montre l'exemple trés simple des
fonctions : e
y = sinmnx (0,1). (n=o0,1, ..., %)

Mais il ‘est possiblev d’introduire une condition supplémentaire
grace a laquelle on a le droit d’affirmer I'existence de la fonction
d’accumulation : c’est la condition d’égale continuité dont voici
la définition : Les fonctions d’un ensemble W sont également
continues si & tout nombre positif ¢ on peut faire correspondre
un nombre positif o tel que pour tout éouple (24, x2) satis-
Saisant & ’ oo

ix‘t—'xl'éaa

on ait pour chaque fonction de W :
If(z2) —f{@r) | e
Cela aura lieu en particulier si les f ont des rapports incré-
mentaux bornés dans leur ensemble, autrementdit sil’onaquel que
soit f, 24, Z, :

Zog— X4

Slx)—f(zy) <M,
\ .

en effet, il suffira de prendre

»

. L _
5 < 5 o o
pour avoir -

[fl@e) —f(21)] <e.

Le théoréeme d!Ascoli que nous admettrons sans démons- -
tration (') s’énonce alors ainsi :

Tout ensemble formé d’une infinité de fonctions également
continues et également bornées admet au moins une fonction
d’'accumulation continue (*?).

Nous allons en déduire le corollaire suivant :

Toute’ fonction ¢(x) (alzx<b) satisfaisant, quels que~

(*) Pour la démonstration, woir par exemple A. RoussEL, Recherches sur le
Calcul des Variations (Thése de Doctorat) (Journal de Mathématiques pures
et appliquées, t. V, pages fjo4y a 408). :

(*) Ceci est encore vrai sans qu’il soit néeessaire de supposer les fonctions
également barrées, mais la fonction d’accumulation pourra alors étre y = = w0 .
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sotent x et h a la condition

) ¢<x+h>+9(hﬁ—h>—w<w> <,

admet dans tout lintervalle (a, b) une dérivée premiére con-
tinue.

Soit T la courbe représentant la fonction
’ y=9(z) (a, b).
~ Divisons (a, b) en n parties égales par les points
A=y, Xy, ..., T,=20 .

et considérons la ligne polygonale II, inscrite dans I' dont les
sommets successifs ont pour abscisses z, 2, ..., Z», et soient

’ ’ !
yl’.}/23 "‘9.}’/1

les coefficients angulaires des cdtés de II,. Soit dans un systéme
d’axes auxiliaires (O'z)") la courbe en paliers qui représente la
fonction discontinue u,(z) ainsi définie

un(@) =y wimla <ay)

.y,:q"ﬂ(‘z‘) . (a> b)

et soilt

I'équation de la ligne brisée continue X, qu'on obtient en jqignant
le point (z,, ») au point (z, ¥,) puis (zi, ¥5) & (Tay ¥)-«+»
(Znl2) Yes) & (Znory ¥0)s 8 (Znmry 70) & (Zny §)0)-

Chaque coté de X, fait avec Oz un angle dont la tangente est,
en vertu de (1), inférieure & M. Par suite les y, (z) sont également
continues, comme ayant chacune un rapport incrémental inférieur
a M; donc les §,(z) admettent une fonction d’accumulation ¢, (),
continue ou égale & &= %, et ’on peut trouver une suite '

) T2, $2(2), s By (),
de fonction ¢ qui convergent vers Yo (x). Or
' M
[4n(2) —un(x)|< 7"
Donc la suite

(3) : C m(z), ua(@), s, up (),
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formee des u; correspondant aux ¢; de (2 ), converge elle aussi
vers ‘Fo(.z'), et par suite

lim Vu_,,(x)n’mz‘/r-%(x)dx. ,

n=w,

Mais, d’aprés la facon dont on a formé les fonctions u, on a
aussi

lim f":?,‘(x) 4w = o(x) — p(a).

n—w= a

Donc

¢(e)—s(a) = [ du(a)da,

ce qui prouve que ¢(z) admet une dérivée égale a ¢, (x), et que
cette derniére fonction est finie.

Ceci posé, soit
S(z)=P(z,y)+iQ(z, y)

une fonction uniforme de la variable complexe z = = +iy. Nous
allons appliquer le théoréme précédent en donnant d’abord a z un

. r
accroissement ﬁurement réel que nous pouvons prendre égal a ~

. . o . . . . 0
(n,entler), puts un accroissement purement imaginaire ¢ o
Sil'bn a, quel que soit u,

Feo ) (o= 2) e

ou M est une constante positive, on en déduit I'existence dé la
dérivée en z pour des accroissements réels. En ‘effet 'inégalité
précédente est équivalente a deux inégalités etles deux conditions

Q

obtenues, on en tire’existence de —et de = De méme de liné-

n2

galité ’
n2? |j <z -+ L%) +f ("—" L',I'L) —2f(z)

<M,

on déduit Vexistence de la dérivée de f(z) quand z recoit un
accroissement purement imaginaire. ,
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o
i

Sil'on a de plus |

(4)

NS

1 .
- 14
n

sz ) =ro 1+ z£> —/(3)
n

ou encore

SICERE

'—|—i§f(z+.i;—ll)> ;-f(z)$

les deux dérivées en z définies plus haut seront égales En eﬁ'et
leur différence qui est

JP 9 :
- (d_x—.‘d%> *“(d?c* dy>
posséde, d’aprés (4), un module arbitrairement petit, donc nul,
d’ou ‘ :

o _Q.  Q__ P

oz~ dy’ dz —  dy
et ces relations expriment comme on sait que f(z) posséde en z une
dérivée unique pour un accroissement quelconque de la varlable
complexe.

En résumé : si une fonction uniforme de z satisfait a Uin-
térieur d'un certain domaine D, aux trois Lnegalttes suwantes

on n est un entier arbitraire,

n?

f(z—i—'%) +f<z~— %)——2f('z)
f< +t77;> +f<z+z~> —2f ()
ey

<M,

n?

+i%f<5fi,—ll> —rf] <,

ot M désigne une constante positive, f(z) est holomorphe
dans D. ‘

Il est d’ailleurs clair que la réciproque est exacte, car si f(z)
est holomorphe dans D elle a des dérivées de tous.les ordres holo-
morphes dans ce domaine, d’ou 'on déduit sans peine le résultat
_ précédent.
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QUESTION PROPOSEE.

2509. Le cercle osculateur en un point variable m d'une courbe
gauche (y) engendre une surface gyrocyclide (S) qui admet pour ligne de’
courbure cette circonférence. P. Sicarp.

CERTIFICATS DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.

EprEUVE THEORIQUE. — I. C. 118. — 1° Sodent une courbe plane C, P
la projection orthogonale d’'un point donné O du plan sur la
tangente au point courant M. Déterminer les courbes C telles que Uon

ait 'cﬁ‘ = a.0P, a étant une longueur donnée.

2° Soient une surface S, P la projection orthogonale d’'un point
donné O sur le plan tangent au point courant M. Former ’équation
aux dérivées partielles qui caractérise les surfaces S telles que U'or.

ait -C—)MJ = a.0P, a longueur donnée.

3° Montrer géométriguement . qu'il existe une intégrale compléte
formée de sphéres. La déterminer ainsi que l'intégrale singuliére.

A défaut de cette solution géométrique, déterminer analytiquement
une intégrale compléte soit en employant les coordonnées polaires de
Uespace, soit en effectuant une inversion de péle O.

4o Indiquer la nature géométrique des caractéristiques et montrer
que ce sont des lignes de courbure des surfaces intégrales. Donner une
définition géométrique simple de l'autre famille de-lignes de cour-
bure.

II. C. 116. — 1° On considére les intégrales

1 ®
F(z)= [ e—tta—1 dt, G(z)::[ e—tiz—1dt,

o 1

ol t est réel et positif et 3 = x -+ iy complexe. Dans quelles conditions
ont-elles un sens?
20 Montrer que F(z) est holomorphe dans tout domaine borné dans
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lequel x est positif et que, dans ces conditions,

(1) F(z>=i—"z:—x+"';+n—!((}£—|)?—n)+""

Etablir que la série du second membre de (1) converge uniformément

dans tout domaine borné ne-contenant pas les points 0, —1, — 2, ....

En déduire que F(z) est prolongeable analytiquement dans tout le,

plan et est méromorphe. =
39 On pose

’Gm(z) r—f e—tts=—1dt (i entier positif).
1

Montrer que G, (z) est holomorphe dans tout domaine borné. En
déduire que G(z) est une fonction holomorphe en tout point a distance

Jinie. :

4° Montrer que, pour y =o et x > o,

1

I
x(x+1) <F(2) <A;

et que, quel que soit 3, ’
: 1G(2)| <T(]z[+),

I'(u) étant la fonction eulérienne. En déduire que G(z) est de genre 1
et est décomposable en facteurs sous la forme

) s
G(3) = Aesz(l— f;)e"_n,

1

. .
la série E étant divergente.
|an|

EPREUVE PRATIQUE. ~— ‘Les axes Ozxyz sont rectangulaires. Une
droite MP se déplace de telle facon que le point M décrive le cercle
z =0, 22+ y2= a?, que le point P décrive le cercle y = o, x>+ z2= b?
et que les angles de OM et OP avec Ox soient égaux (ces angles
sont comptés dans le sens de Ox vers Oy et dans le sens de Oz vers
Oz respectivement). On appellera b ’angle (O x, OM). Soit S la sur-
Sface engendrée par la droite MP. ’

1° Calculer le volume compris entre la surface S et les plans de
coordonnées dans la portion de l'espace ot x >0, y >0, 3> 0. Quel
est le maximum de ce volume lorsque a et b varient de telle facon
que a*+ b2= R?, R étant donné?

20 Trouver les lignes asymptotiques de la surface S. On donnera
notamment l’équation cartésienne de leurs projections sur le plany O z.

Nota. — Dans la premiére question on pourra, par exemple, remar-
Ann. de Mathém:t., 6° série, L. II. (Juillet 1927.) 14
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quer qu'un point du volume considéré a pour ‘coordonnées :
. x:u[a—}-v(a——b)]cos(')
¥ = ua(1+v)sinf,
% = — upb sinb,
u et v étant deux paramétres variant entre certaines limites et 9

variant de o & g (Strasbhourg, juin 1927.)

EpReUVE THEORIQUE. — 1. C. 117. — Soit I’équation différentielle

dy 4K2Au
DT (eI —R) (M @1+ Ky

)

ow \, p sont deux coordonnées rectangulaires dans le plan O)\p, K une
constante réelle positive. On pose

i 2K
(2) WNEY S K
‘Vérifier que l’équation (1) est équivalente a

dp
3) | dg+ 3 =o.

Il On suppos>la Jonction ¢ des deux variables mdépendantes A,
u définie par la formule (2).

a. Pour K =1, donner linterprétation géométrique de tango, point
critique, quand ()\ ) tourne autour de l’orzgme et revient au point de
départ quel changement subit ¢.

b. Pour o <K <1, la fonction ¢(\, 1) est uniforme. :

¢. Pour 1<K, lafonctzon o admet les points critiques (\/K —1,0)
et (— K21, 0). On suppose que (X, ) suive une courbe continue
partant de Uorigine et allant en un point M donné; la valeur initiale
de ¢ est prise égale & o; classer les déterminations de ¢ & Uarrivée
en M; influence d’une circulation autour d'un point critique.

III. L’expression

dU:2K[

(R—p2+1—K2)dp —2hpdh] .
()\2+ }L'-’—FI—K")?%—Z';KZ}L?

est une différentielle totale exacte; calculer la valeur de l'inté-

graléj dU prise le long d’un circuit fermé de dimensions suf fisam-

ment petites entourant I’un des points (MKI—I 0) ou (— yK2—1, 0) en
supposant K >T.
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IV. En changeant X en u, nen X, K en K, montrer que U’ mtegrale
générale de
dh — K2
(4 dp =~ (e i—K) (i + pr 1+ K2)

est donnée par

Il A2 p2 +2K)\+1+K’
A p2— 2K\ + 1+ K2

= const.

A
K

V. Par un point du plan passe une intégrale de (1), une de (4) : elles
sont orthogonales.

EpREUVE PRATIQUE. — C. 118. — 10 Soit l’équation différentielle

zv' _ .y2 — 2
- ' VTV T aaEaba o’
ow @, b, c désignent des constantes réelles.

Montrer qu'elle admet des intégrales particuliéres mdependantes
de a, b, c;

2° Ecmre Uintégrale générale en distinguant les trois cas suivants :

b2— ae > o,
b2—ac =o,
2—ac < o;

3° Pour que I’ intégrale générale soit ratwnnelle il faut et il suffit
que
1
b2 — ac
soit le carré d’un entier.

Lintégrale générale peut-elle étre uniforme dans tout le plan de'la
variable complexe, sans se réduire @ une fraction rationnelle?
Trouver dans ce cas les points singuliers d’'une intégrale. Préciser leur
nature en remontant aux définitions. Prouver qu’ils sont sur une
méme circonférence. ~(Lille, juin 1927.)

KeREUVE THEORIQUE. — I. Question de Cours. — Existence des solutions
de Uéquation en y

% =f(z )

f étant une fonction donnée de variable réelle non nécessairement
analytique, satisfaisant a des hypothéses que l’on précisera.
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II. Probleme. — C. 119. — En sappuyant sur les expressions de

sintz
T(1+2) et de

en produit infini, p»rouvér que

. I sinxw I+
logT -1lo I _2 2n—1,
g (1—1—3:)-1—2 802 5 log—— anx

le second membre étant une série entiére dont on donn’era le rayon de
convergence et dont on exprimera les coefficients & l’aide de séries.

EvREUVE PRATIQUE. — C. 120. — 3= 2+ iy étant une variable
complezxe, calculer Uintégrale

dz
: fz—'g—c—\/l—zz '

prise : 1° Le long du cercle
224+ y?—3zx =0

dans le sens diréct, le point z partant de lorigine et le radical partant
de la valeur 1. .
2° Le long du méme cercle, dans le méme sens, avec le méme point
de ciépart, le radical partant de la valeur — 1.’
30 et 4° Mémes questions pour le cercle
. 22+ y2—3y =o0

le point de départ étant encore o. (Clermont, juin 1927.)

CERTIFICATS DE MECANIQUE RATIONNELLE.

EprEuve THEORIQUE. — C. 121. — Un losange articulé ABCD est
constitué par quatre tiges identiques, homogénes, de longueur a, de
masse m.:

Les sommets opposés AC, BD sont assujettis & se déplacer respecti-
vement sur les glissiéres rectangulaires x'Ox,y O y'. Enfin le plan 20 y
est librement mobile autour de y'O y quireste fixe et verticale.

On prendra pour paramétre 0, demi-angle en A du losange et ¢ angle
du plan 0Oy avec un plan f:ve passant par Oy. On négligera les
frottements et la masse des glissiéres x' Oz, y' O y.

1. Déterminer le mouvement du losange pour des données initiales
quelconques !



— 213 —

I, On suppose de plus quil sexerce entre les points B et D une-
attraction proportionnelle & la distance BD (prendre cette attraction
égale a mk>DB, ou k est une constante donnée).

1° Discuter sommairement les circonstances du mouvement. Il sera
commade de faire cette discussion sur l'équation différentielle qui
détermine cos = u en fonction du temps.

2° Préciser la discussion précédente dans le cas particulier ou, &
T db do V
§a =
rapport a w, et l’on examinera si, dans le mouvement, 0 prend des

Uinstant initial, b = =w (donnée). On discutera par

valeurs plus grandes ou plus petites que 7-
. 4

3¢ Les données initiales restant celles de la question précédente, on
suppose que le sommet G est au contact d’un plan horizontal fize,
placé au-dessous du losange. Evaluer la réaction au contact (on
pourra traiter la question comme probléme d’équilibre relatif).

EprEUVE PRATIQUE. — Un fil inextensible, homogéne et pesant, est
fizé par l'une de ses extrémités A. La portion AB du fil est verticale,
il Senroule ensuite suivant la section droite BCDB d’un cylindre fize '
de révolution dont l'axe est horizontal; enfin Uextrémité BE du fil
pend verticalement.

On donne : p = poids de l’unité de longueur du fil; a = longueu/' BE;
on néglige les frottements au contact du fil et du cylindre.

Condition de possibilité de l'équilibre :

On, suppose que lextrémité A, au lieu d'étre fxee, est tenue a la
main et qu’on lui imprime un mouvement uniforme suivant la verti~ -
cale. Qu'y a-t-il de changé dans les réactions du cylindre?

(Marseille, juin 1927.)

EpREUVE THEORIQUE. — I. C. 122. — Un triangle équilatéral ABC est
constitué par trois tiges homogénes infiniment minces, de masse

commune m et de longueur commune 2a /3. Ce triangle peut tourner
sans frottement autour d’un axe vertical, perpendiculaire a son plan
et passant par son centre O.

Un point P, de masse 2m, peut glisser sans frottement le long de la
tige BC. Il est en outre attiré par O suivant une force égale a k.PO,
k désignant un facteur constant.

On place ce point P en une position initiale quelconque Py, sur BC,
et l'on abandonne tout le systéme sans vitesse initiale. Déterminer le
mouvement qui prend naissance.

On établira, en particulier, les éguations paramétriques cartésiennes
de la trajectoire du point P, en prenant pour origine le point O et
pour axze des x la position occupée par la hauteur AW issue du
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sommet A au sommet ot P passe au milieu de BG. On prendra pour
paramétre Uangle 8 de O 2 avec OH..

1. Un disque circulaire homogéne, infiniment plat, peut tourner
sans frottement autour d’un axe fize Ox perpendiculaire & son plan
et passant par son centre. Il peut également g‘llSS@l sans frottement
le long de cet axe. Il-est en outlre appuyé, avec une force normale
constante N, contre un plan P paralléle & Oxz. Le coefficient de
frottement entre ce plan et le disque est f. -

On lance le disque, @ partir du point O, avec une vitesse de trans—
lation V et une vitesse angulaire de rotation w. Déterminer le moure-
ment qui prend naissance. -

On construira l’hodographe correspondant au wvecteur vitesse de
glissement du disque sur le plan P. Puis, on calculera la durée totale
du mouvement, le chemin total parcouru par le centre du disque et
Uangle total dont tourne le disque autour de O z.

On examinera d part les cas particuliers V = o, w> oetV>o,
w = 0.

EPREUVE PRATIQUE. — Un cylindre creux horizontal H a pour
rayon 4. A lintérieur de ce cylindre reposent deux autres cylindres
pleins et homogénes, A et B, de rayons respectifs o™ et \™ et de masses
respectives 3 et 2. Ces deux cylindres roulent sans glissex sur H et
glissent sans frottement l’un contre l'autre. Le cylindre H étant
supposé fize, déterminer la position d’équilibre des cylindres A et B.
Démontrer que cet équilibre est stable et calculer la durée des petites
oscillations obtenues en abandonnant le systéme sans vitesse initiale

dans une position trés voisine.

- On donne g = 9™ 81.
(Clermont, juin 1927.)

EPREUVE THEORIQUE. — Entre deux planshorizontaux fixes P ow 2, Q,)q
et P' dont la distance est 2R se meut sans frottement. un corps solide
pesant S formé d’un cylindre de révolution homogéne de masse M,

de rayon R, de hauteur 2h = R\/3, auquel sont fixrés deux points

YR s M . -
matériels AA' de méme masse m = — ; ces deux points sont symétriques

4
Uun de Uautre par rapport au centre G du cylindre et sont situés sur
les circonférences de base. Etudier le mouvement de ce solide.

On désignera par Gz Uaxe de figure du cylindre (cet aze est
horizontal), par Gy la perpendiculaire au plan AGz, et par Gz la
pelpendwulaue au plan Gay. La position du corps sera déter-
minée par

:‘Pz(olxla Gz), b = (0,3, Gz),
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et par § et v, coor‘donnees du point G suivant les axes fixés Oz
et Oy yy.

1° Calculer en fonctionde &, 7, ¥, 8,’et de leurs dérivées par rapport
au temps, la force vive du corps et les composantes suivant Gz,
Gy, Gz, du moment cinétique de son mouvement autour de G.

2° Ecrire les équations du mouvement : a, en s'aidant des équations
de Lagrange; b, en n’utilisant que les théorémes générauzx,

3° Discuter le mouvement. Différents aspects. Montrer en particulier-

dy
que, si 0, est suffisamment grand clmnge de signe au cours du

mouvement, pour quelle valeur de 0 ce changement se produit-il?

4° Déterminer en grandeur et position la résultante des actions de
contact des plans P et P sur le corps a U’instant ou 9 passe par la
valeur zéro.

Distinguer le cas o le cylindre appuie sur le plan P seul, ou sur
les deux plans PP'.

5° Le cylindre étant dépouillé de ses deux points matériels A et A"
et se trouvant au.repos entre les deux plans PP', on lance ces deux
points matériels avec des vitesses V égales et de sens opposés paralléle-
ment & Gz, de telle maniére que ces points matériels viennent s'in-
cruster dans le cylindre en des points AN' symétrigues par rapport
a G le long des circonférences de bases, le plan AAN'Gx faisant 45°
(0 = 45°) avec la verticule.

Déterminer les vitesses prises par le corps a la suite de ce choc.

INDICATIONS SUR LA soLUTION. — L’ellipsoide central d'inertie a pour
équation

MR?

s

(822 +112+ 722 — 4 /3zz) =1.
La force. vive a pour expression

2T = % (&2 +7'2) + MQ-R: [80'2—}- 11¢/2sin20 4742 cos20 — 4 /30"’ cosb].
Les composantes du moment cinétique en G sont

«(70_. —_— [80’ 2v/3¢ cosb],

Yy"—“‘ M—SR—, 11¢’sin0,

Ya= L%E[W’cosﬂ —ayae];

€ et n' sont évidemment constants; ¢ et 0 se déterminent soit par le
théoréme de la force vive et le théoréme du moment cinétique appliqué a
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la verticale de G dans le mouvement autour de G, soit en remplagant

cette derniére équation par I'équation de Lagrange du parametle d.
Les équations du mouvement sont de la forme

V' (115in20 + 7 cos20) — 2 /30" cos b = £,
s §3(2sin20 + co0s20)02= A2(11sin20 + 7 cos20) — A2

h et k étant des constantes d’intégrations. 11 A2 est nécessairement supérieur
a k2. Si 7h? est inférieur a £2, 0 oscille de part et d’autre de 50 s 7h? est
supérieur a A2, le mouvement est révolutif.

Y’ change de signe au cours du mouvement, si 0" prend la valeur ——— |
2 \/3cos
ce qui donne la condition

2k2= 3 h2cos20.

Ce changement de signe ne se produit que dans le cas du mouvement
révolutif, a condition bien entendu que 3 A2 soit supérieur a 242.

La résultante des réactions est évidemment égale au poids du corps.
L’abscisse X du point ob elle rencontre Gz s'obtient en appliquant le
théoréme du moment cinétique par projection sur Gy.

On obtient ainsi

d Mg
(;,{;’+r~( —pYs=—)—=cosb);

:’soit, dans l’hypotl}és'e 0=o0: ’ _ .
2 C _ 3 M
M [0y (30— 54) —0 (47— y50)] = 3228,

ou l'on a. B
TV —o 300 =k;  4402=gh2— k2

Dans le choc mentionné dans I'énoncé, le centre de gravité reste fixe,
I'état’des vitesses s'obtient en écrivant la conservation du_moment ciné-
tique par rapport 3 Gz et par rapport a Ia verticale de G, de maniére &
éliminer les percussions de contact dues aux plans P et P’."On a donc

80'—2 /3¢ cosl = o,

- 2
MR [7¢ cos0 —2 /30 ] cos 0+ N—ISR— 11¢/sin26 = —%Rsinev.

EPREUVE PRATIQUE. — Une sphére homogéne pesante S de masse M,
de rayon R, repose sur une sphére creuse concentrique fixe S’ de
_centre O, par l'intermédiaire d’une couronne de billes =; la sphére S
a ainsi son centre fixe en O, elle peut prendre autour de ce point
toutes les orientations.
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La couronne X est un anneau de révolution présentant des cavités
contenant des billes (par exemple trois billes au sommet d’'un triangle
équilatéral). Le frottement sera négligé au contact de la couronne et des
billes, mais non pas bien entendu au contact des billes et des sphéres S
et 8, ot I’on supposera nulle la vitesse de glissement.

La masse des billes sera négligée. La masse de la couronne T sera
désignée par m, la distance de son centre de gravité au point O sera
désignée par l; a, a,, ¢ désignant les moments principauz d’inertie de
la couronne au point O. : :

1° Le diamétre des billes étant négligé vis-a-vis de R, montrer sans
calculs que dans tout mouvement ou les billes roulent sans glisser
sur S et 8', la rotation instantanée de la couronne a la méme direc-
tion que la rotation instantanée de la sphére S et en vaut la moitié.

2° Montrer, sans calculs, que les forces de frottement aux deux
points P et P’ ou une bille touche S et S’ sont égales et paralléles.

3° Cela posé, on définira la position de la couronne par les angles
d’Euler classiques v, 9, o, b désignant Uangle de la verticale avec la
perpendiculaire Oz abaissée du point O sur le plan de la couronne et
Uon déterminera les composantes du moment cinétique de la sphére S
et de la couronne % au point O, composantes prises suivant Oz hori-
zontale, perpendiculaire au plan vertical contenant Oz; suivant Oy
perpendiculaire au plan z0 z; et suivant O z. ' :

On exprimera le théoréme du moment cinétique pour la sphére, puis
pour la couronne, en utilisant : 1° Ia verticale de O; 2° l’aze Oz
comme axes de projection. On désignera par £ O 9L les moments par
rapport @ Oz, Oy, Oz des réactions de S sur U'ensemble des trois
billes. Ces moments sont aussi ceux des réactions de S' d’aprés 2°.
On exprimera également le théoréme de la force vive.

Des équations ainsi écrites, on déduira que le mouvement de la cou-
ronne est tdentique a celui d'une toupie pesante dont on indiquera les
caractéristiques.

Dire si ’emploi des équations de Lagrange se justifie ici?

4° Le mouvement peut avoir lieu avec 0 constant; dans cette hypo-
thése, sachant que la rotation propre ¢' de la couronne est de 100 tours

par seconde, que § = GE’ que M = 500%; gue R = 5, 1 = 3°", m = 58, que

a et ¢ sont égaux entre eux et définis par un méme rayon de giration
valant 4™, calculer la vitesse angulaire ' du plan vertical con-
tenant Os; indiquer les moments. par rapport & Oz, Oy, Oz des
réactions exercées par les billes sur la sphére S, et indiguer quel est
le diamétre de la sphére S qui décrit un céne de révolution autour de
la verticale. ‘

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — 1° Le point P d’une bille a la méme
vitesse que le point P de la sphére S, puisqu’il n’y a pas glissement. Or la
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vitesse du centre de la bille est la moitié de la précédente. Il existe donc
trois points de X (les centres des trois billes) dont les vitesses s’obtiennent
en réduisant dans le rapport > les vitesses des points de S immédiatement
voisins. ’

La rotation instantanée de la couronne s’obtient donc en réduisant dans

le rapport ~ “la rotation instantanée de S.

2° La bl“(} considérée étant sans masse; les réactions en P et P’ dowent
avoir un moment résultant nul au centre de la bille, d’ou Ia propriété.
3° Le théoréme du moment cinétique en projetant sur la verticale
de O s’éerit
MR2 d

(sphére) o—— 3 dt(mqa’+2:pcose)_—(31151n649lc056)

(couronne) z-t[aq;’ sin20 + ¢ (¢’ - ¢’ cosh) cosf] = 2I1 sin + 2 I cosH.

En projetant sur O z, on obtient

(sphére) 2M5R :llt(zrp + 2y cos0) = — 9T,
(couronne) cz{—t(cp’—i—q»’cos()):-_zm.

De ces équatioré’, ‘on déduit, par élimination de J1L et de I,

sM . MR2 .
<a+ R? )q/ in? 0~< +8——2—)(tg’+¢’cosﬂ)cosﬂ—_—.const,,

@'+ @'cosl = const.

Le théoréme de la force vive au systéme entier donne .

w [0+ 4"26in20 + (9" + V' c0s 0)2] + a (02 + $'2sin20) + c (9’ + x‘g’cosﬁ)

= amgl cosb + h.

Ces équations sont celles du mouvement d’une toupie pesante dont les

8 MR? 8§ MR2

et ¢+ » le moment

moments principaux d’inertie seraient @ —-

de la pesanteur étant mgl.

L’emploi des équations de Lagrange ne se justifie pas, car les liaisons ne
sont pas holonomes. L’établissement de ces équations suppose en effet la
possibilité de calculer, avant toute étude du mouvement, les coordonnées
de chaque élément de matiére en fonction des paramétres choisis ¢, 0, {3
il n’en est pas ainsi pour les éléments matériels de la sphére. Cependant
les équations de Lagrange qu’on écrivait avec I’expression ci-dessus de la
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force vive sont exactes, mais le raisonnement par lequel on les établit ne
les justifie pas. Elles se justifient cependant indirectement puisqu’on est
ramené au mouvement d’une toupie pesante. ‘

4° L’équation de Lagrange relative au paramétre 0 donnela condmon de
mouvement stationnaire (0 = const.) :

v mgl
¥ ( 8MR=> ;
et —5— )¢

soit, avec les chiffres donnés, 53

tour par seconde.

CERTIFIGATS DE MATHEMATIQUES GENERALES.

Eereuve 1akoriQuE. — 1. C.128. — Que devient Uéqiiation différen-
tielle

z(x3+ 3xy2+2y3) —y(223+ 322y +y3)% =0

aprés le changement de variable y = tx? Montrer que la solution de
Uéquation qui relie x et t peut se mettre sous la forme '

_ A
t*—l

A(2) étant un polynome que l'on déterminera.
Construire celle des courbes intégrales de Uéquation (E) quz ren-
contre Ox au point d’absczsse —1.

II. On considére trois axes rectangulaires Oz, Oy, Os. Un seg-
ment AB, de longueur 1, se déplace en restant paralléle auplan Oy,
de telle sorte que son extrémité A décrive l’axe Oz et son extrémité B
Uarc d’hélice

x =cosp, y=sing, F=¢ <0<?<§>-

1l engendre ainsi une surface (S).

Evaluer le volume compris entre cette surface, le plan zOy, le
plan yOz et le cylindre a2+ y2=1.

Calculer le moment d’inertie par rapport a Oz de ce méme volume
supposé rempli de matiére homogéne de densité 1.
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III Etudier la fonclton de x

_f*”-tdt
YT TR

et en donner la représentation graphique.

On ne cherchera pas a évaluer la primitive; on se contentera d’exa-
miner st la fonction a un sens pour toutes les valeurs de x, si elle prc-
sente des mawxima et des minima et d’en faire U'étude & U’infini en
déterminant s'il y a lieu asymptote

MecaniQue. — I. C. 124. — Un [fil élastique dont la longueur natu-
relle est 1 est attaché par une de ses extrémités en un point fixe A, il
passe sur une petite poulie fize O située sur la verticale du point A et
a@ une distance 1 au-dessus de ce point, il supporte ensuite une petite
poulie mobile B a laquelle est suspendue un poids P; enfin, lautre
extrémité C du fil est soumise & une force F.

La position du point G étant supposée donnée, déterminer la force F
de telle fagon que le systéme soit en équilibre.

La force F varie naturellement suivant la position du point G. Mon-
trer que le champ de forces ainsi défini dérive d’une fonction de
Sforces. En tracer les surfaces de niveau et les lignes de forces.

N. B. — On admettra que la tension du fl est proportionnelle a son
allongement & ’on assimilera les poulies & des points.

1. Un pendule simple de longueur 5a oscille dans un plan vertical.
Sur la verticale du point de suspension. et & une distance 4a en dessous
est fixé un clou perpendiculaire au plan d’oscillation. Le pendule
oscille alors vers la gauche avec la longieur 5a et vers la droite avec
la longueur a seulement. )

On écarte le pendule a partir de la position verticale et vers la
gauche d’un angle a. Entre quelles limites cet angle doit-il étre com-
pris pour que le fil reste tendu dans la suite de son mouvement?

EPREUVE PRATIQUE. — Etudier les variations de la Sfonction
y=ax—1oxt— 522+ fozx.

Combien l'équation 2z5—102*— 522+ foxr =0 a-t-elle de racines
réelles? Calculer & 0,001 prés la plus petile racine positive a.

Evaluer U’aire comprise entre la courbe représentative de la fonc-
tion proposée et le segment de l’axe Ox compris entre les poiuls
d’abscisses O et a. Avec quelle approximation le calcul précédemment
fait permet-il de trouver l’'aire demandée ?

(Strasbourg, novembre 1926.)



— 221 —

EPREUVE THEORIQUE. — I. Les awes étant rectangulaires, on considére,
dans la région ou z et y sont positifs, une boucle de lemniscate, que
Uon pourra définir & volonté par l'équation

(22 + 2y =2ay,
ou par les équations paramétriques

t t?

€r = — =
1+ 2+ 4

ou enfin par Uéquation polaire

p2 = cosf sin.

1° Calculer Uintégrale double 1 =ff(x?+ y2)dxz dy, étendue a
Uaire limitée par celte boucle. )

2° Calculer Uintégrale curviligne J = | «3 dy — y3 dx, étendue au
contour de cette boucle, parcouru dans le sens positif.

3° Expliquer la relatwn simple qui existe entre les mtegrales Iet],
que lon vient de calculer directement.

1. C.125. — Soit une courbe plane (C), rapportée ¢ deux axes
rectangulaires Oz, Oy. Sotent M un point quelconque de cette courbe,

R le rayon de courbure algébrique en ce point et T le point de ren-
contre de la tangante en M avec O x.

1° Déterminer la courbe (C) de telle maniére que Uon ait

R:W-{—z.

2° Montrer que, parmi les courbes (C), il en existe une T, qui passe

par le point de coordonnées (1, 1) et qui joutt en outre de la propriété
suivante : :

On peut construire un carré de sommet M et ayant un cété portg

par MT et de longueur constante, tel que le sommet P opposé a M soit
constamment sur Oz. ’

3° Construire la courbe T'.

EPREUVE PRATIQUE. — Un point pesant M, de poids 3%, est attiré par
un point fixe O proportionnellement & la distance OM. Lorsque
OM = 10™, cette attraction est égale & 5,24,

On lance le point, & partir de O, avec une vitesse de 8™ par seconde.
Dans quelle direction faut-zl le lancer pour qu'il rencontre le plan
korizontal passant par O & 3™,50 de ce dernier point et dans le mini-
mum de temps. Calculer ce temps.

On donne g =981 C. G. S. (Clermont, juin 1927.)

EpreUVE THEORIQUE. — L. 1° Calculer les racines complewes de l’equa-

tion binome Zh——1

et marquer les points représentatifs sur le plan z = re®.
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2° Déduire de ce calcul une décomposition du polynome z*—+1 en
deux polynomes du deuxiéme degré a.coefficients réels
1= (22+pz+q){82+p'z+q’).

30 Caleuler Vintégrale j ﬁ%ﬂ

trouvée au calcul de

W g '
- (a, b, cconstantes).
o AR ) :

dx; appliquer la formule

II. Ayant choisi une origine | et un sens positif sur une courbe
plane (y), ondésigne par S UVarc IM et par s Uangle de Oz avec la tan-
s !

gente positive u.

1° Démontrer que si le rayon de courbure est une fonction connue
de 5 : R = f(q), on peut, par deux quadratures, obtenir Uexpression
paramétrique des coordonnées x et y de M en fonction de s; on peut,
sans nouvelle quadrature, en déduire les coordonnées x. et y. du centre
de courbure c, ce qui définit paramétriguement la développée (&)
de (Y). On désignera par =, y, les coordonnées du point arbitraire 1,
par a la valeur de s en ce point. :

" 2° Appliquer ces résultats générauzx & R = ko ; construire en parti-
culier les courbes (3,) et (v,) correspondant & x, = y =0, a=0; démon-
trer géométriquement sur cet ezemple la propriété du rayon de cour-
bure exprimée par U'équation R= ko ; déduire de ce cas particulier la
construction gegzérale de (3) et () quand xq, yo, @ sont arbitraires.

3° On considére sur la courbe précédente (y,) le point My, on, en par-
tant de lo, la courbe coupe pour la premiére fois la droite x = — 2 k;
calculer la longueur de Uarc 1yM,.

“ EPREUVE PRATIQUE. — On considére Uéquation différentielle
Y=y 4+ Ay =106 —2e2%,

° Déterminer son intégrale générale, en indiquant toutes lesformes
qu elle prend lorsque la constante \ varie de — ® & + .
2° En supposant \ = o, déterminer l'intégrale particuliére qui passe
par le point xy = o, Yo=—1, sa tangente en ce poi'nt ayant pour
pente mo= 8 ; construire la courbe représentative, déterminer les points
remarquables (maxzima, minima, racines, inflexions) avec 3 chzﬂres
exacts.

Nota. — Toute méthode correcte (construction graphique, formule
d'interpolation) sera admise pour la résolution des équations qui déter-
minent les points demandés. - (Lille, juin 1927.)

EpREUVE THEORIQUE. — . Etant donnée la séric entiére en x
xr2 x3 xb n

(—1)n ——— +
PR B AR SR prory
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déterminer l'intervalle de convergence de cette serie : est-elle conver-
gente aux extrémités? ' '
Former dans cet intervalle une expression simple de la somme S(x)
de la série, par comparaison avec une série entiére connue.
Représenter graphiquement la somme S(x) : la courbe obtenue
a-t-elle des potnts d’inflexion ?” )

II. Déterminer le centre de gravité de U’arc de cycloide supposé
homogeéne représenté par les équations

z = R(p —sing), y:R(I—cos;D)

quand le paramétre ¢ varie de o ¢ =. On calculera successivement :

1° La longueur de cet arc;
2° L'ordonnée y du centre de gravité;
3° Son abscisse X.

III. Donner U'intégrale du systeme différentiel .

dy

——~ = 3 -+ €0SZ + c0s2x,

dx . .

dz R . s
Zi;’ =——y+d’) -+ e*cosx, ..

dé finie par les conditions initiales

r=0,y=0,5=0

- et deux intégrales premiéres qui soient des polynomes du premier
degré en y et z, dont les coefficients dépendent de x. '

SoLuTioN. — Dans la série des valeurs absolues le rapport d'un terme
au précédent . .
u n
n+1 — ix, v
Un n-+

tend, quand n tend vers linfini, vers |x|. Donc, d’aprés la régle de
d’Alembert,'intervalle deconvergenceestl'intervalle— 1, + 1. Pourz = —1,
la série a pour terme général

1 ) I

n}n+1):n n+1’

T y e g
» et Ja série est
-+ .

et la somme des n premiers termes est égale a 1 —
convergente et a pour somme I'unité; d’ailleurs aussi le terme général a
rtie principale — et le produit n?u, tend vers 1, d’ott résult

pour partie principale —- et le produit n*u, tend vers 1, d’olt résulte encore
la convergence de la série. Pour # =1, la série est par suite absolument
convergente, et d’aillenrs aussi c'est une série alternée dont le terme
général tend vers zéro en déeroissant constamment. .

En dérivant terme a terme la série proposée, on obtient la série qui

donne le développement classique de log(1.+ «); donc pour —1< & <1,
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on a
S((L')=frlog(1+x)dx-‘_—(x+1)log(l+x)—-x.

D’ou résulte la courbe qui n’a {)as de poinls d’inflexions, puisque

S"(a) =

1+
On peut remarquer que, si 'on forme directement pour z =—1 etz =1

la somme de la série, soit 1 et 2 log2 —1, on obtient les valeurs limites
de I'expression précédente quand 2 tend vers —1 ou +-1.

II. Le carré de I'élément d’arc a pour expression
ds? = R2[(1— cos¢)2+sin?p ] do?= 2 R2(1— cos¢) do? = 4R2sin? ;—? dy?,
d’ou
41 (P o\ 7
L:f 2Rsin Ldp = 4R <—cos #> =4R
o 2 2/

et

. o T
4Ry =f 2R2(1— cos¢) sin j de, = 4Rz = / 4R2(p —sino) sinE dg.
0 v o0

Les deux intégrales se calculent par les procédés classiques, et ont pour

16 R2 . .
valeur commune ——- Donc les coordonnées z et y sont égales toutes

. 4R
deux a -4— k
3. .
IIL. L’élimination de la fonction z donne I'équation linéaire du second
ordre en y :
cdry .
Zz, “+y =&+ e*cosx —sinx — 2sin2x;

dont I'intégrale générale se forme par les procédés classiques :

. ex . r 2 .
y=Acosz+Bsinz + 22— 2+ 5 (cosx —+ 2sinx) + S CosT + zsin2,
A et B désignant deux constantes arbitraires. On tire de la premiére équa-
tion la valeur correspondante de z :

cosz asinz  cos2w
z=—Asmx+Bcosx+9w+-—-(3cosx+smx)——-———+ .

2 2 3

Les conditions initiales # = o0, ¥ = 0, 5= o donnent les valeurs des
constantes ’

9 p_ 13
A_S’B 30

On obtient les deux intégrales premiéres demandées en résolvant les
deux formules donnant les expressions de y et z, par rapport aux deux

constantes A et B. . (Paris, juin 1927).
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SUR L'INTERSECTION D'UN TORE ET D'U’NE"QUADRIQUE;
Par Henrt LEBESGUE.

1. M. Iliovici a donné récemment (Nouvelles Annales, jan-
vier 1927), une démonstration trés élémentaire et trés élégante
de la proposition suivante :

La courbe intersection d’une sphére et d’un tore est située
sur un céne du second ordre dont le sommet est sur ’axe du
tore et qui admet cet axe pour droite focale, ¢’est-a-dire que la
section du cone par un plan perpendiculaire a 'axe du tore est
une conique qui admet le pied de cet axe pour foyer. Dans cet
énoncé, on n’envisage pasle cercle a I'infini commun a toute spheére
et & tout tore.

Je vais d'abord reprendre la démonstration du théoréme de
M. Iliovici pdur attirer Dattention des Lecteurs des Nouvelles
Annales sur deux remarques trés simples qui fournissent la raison
profonde de bien des propriétés du tore.

2. La premiére de ces remarques peut s'énoncer ainsi : le tore
se transforme en lui-méme dans une infinité d’inversions; on
peut prendre pour centre d’'une de ces inversions un point quel-
conque I de I'axe X'X du tore T. Cette remarque bien connue
conduit naturellement, dans la question actuclle, & se demander
si I ne peut pas étre choisi de fagon que cette inversion transforme
aussi en elle-méme la sphére donnée S. Cela est évidemment pos-
sible, il faut et il suffit que I soit a I'intersection I, de X' X avec le
plan radical de S et de 'une des sphéres ayant pour grand cercle
un méridien de T. _

Or, la courbe A, commune a S et T est, non compris le cercle
a l'infini, du quatriéme ordre; tout cone ayant pour directrice A
et un sommet non situé sur \, sera donc du quatriéme ordre. Mais
si ce sommet est en I,, toute génératrice du cdne contient deux
points de la courbe A, le cone sera donc double, il se réduira a un

~

Ann. de Mathémat., 6° série, t. IL. (Octobre 1927.) - 19
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cone C du second ordre, pris deux fois. C’est la premiére partie
du théoréme de M. Iliovici.

3. La deuxiéme partie, qui est en réalité une propriété com-
mune’ & toutes les courbes du tore, résulte de la remarque sui-
vante : chacun des deux plans isotropes passant par Uaxe d’un
tore touche ce tore suivant deux droites isotropes paralléles.

Un plan P passant par Paxe X'X du tore T le coupe suivant
deux cercles méridiens; ces cercles passent par les deux points
coniques A et A’ du tore, situés sur X'X, et sont les lieux des
points en lesquels P coupe les divers paralléles de T. Si I'on prend
pour P le plan isotrope Py, il ne coupe plus a distance linie aucun
des paralléles de T, sauf ceux de rayon nul des points A et A'.
Chacun de ceux-ci donne, dans P, une droite isotrope : la droite
isotrope issue de A ou A'; droite bien déterminée puisque, dans
le plan isotrope P,, il n’y a qu’une direction isotrope. L’ensemble
de ces deux droites isotropes paralleles constitue la position
limite de I'un comme de Pautre des deux cercles méridiens que
Pon trouvait dans P quand P n’était pas isotrope. La section de T
par le plan isotrope P, est donc constituée par ces deux droites
prises doubles, ce qui justifie notre remarque.

Si donc une courbe A du tore, rencontre en n points, situés a
distance finie et différents de A et A’, les deux droites du tore
situées dans le plan isotrope P, passant par I'axe X'X, A est tan-
gente en ces n points a Py, sauf si ces points sont singuliers pour A.
Et comme il en est de méme pour le second plan isotrope P pas-
sant par X' X, tout cone, admettant A pour directrice et pour som-
met un point I de X’X, admettra X'X comme droite focale n"';
a moins que I n’ait été choisi en 'un des points oa X'X rencontre
les tangentes a A situées dans P, ou P). La seconde partie du_
théoréme de M. Iliovici est comprise dans ce qui précéde, que 'on
peut encore énoncer en disant que, sauf les exceptions indiquées,
la perspective de la courbe A, faite sur un plan perpendiculaire a

Iaxe” X'X d’un point I de cet axe, admet le pied de 'axe pour
foyer ntre. ' '

4. L’application la plus fréquente de cette'remarque est relative
au cas ou I est pris & l'infini; on peut alors 'énoncer en disant :
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le contour apparent d’un tore sur un plan perpend;culaue a
son axe comprend, outre les deux cercles que U'on a U'habitude
de considérer, le cercle de rayon nul, dont le centre est le pied
de Uaze, pris deux fois. Utilisons, par exemple, cet énoncé pour
caractériser la projection, sur un plan perpendiculaire a 'axe, d’un
cercle 4 du tore situé¢ dans un plan bitangent. ) rencontre une
fois et une seule chaque paralléle du tore, il rencontre donc une
et une seule des droites isotropes du tore passant par A, soit d; le
cercle 2’ symétrique de A par rapport au centre O de T rencontre
la droite 0 symétrique de & par rapport a O, c’est-a-dire la paral-
léle a 0 issue de A'; donc % rencontre Vautre droite isotrope issue
de A’, celle qui n’est pas parallele 4 3. On s’explique ainsi que la
projection de 2 sur un plan perpendiculaire a l’axe ait, comme
l'on sait, le pied de cet axe ‘pour foyer, et seulement pour foyer
simple.

5. M. Iliovici donne encore ala conclusion de son étude la forme
suivante : Pour qu'un céne ayant son sommet sur U'axe X'X
d’un tore T le coupe suivant deuzx courbes sphériques, il faut
et il suffit qu’il admette X'X pour focale. Cette transformation
d’énoncé se justifie de suite; on a vu que la condition était néces-
saire. Elle est suffisante, car si un cone admet X'X pour focale, et
si MN, PQ sont les deux génératrices de ce cone situées dans le
plan principal passant par X'X, M et N étant sur I'un des cercles
méridiens de ce plan et P et Q sur’autre, les quatre points M, N, P, Q
sont sur une circonférence, et la sphére dont cette circonférence
est un grand cercle coupe le tore suivant une courbe située sur
un cone, qui, admettant MN et PQ comme génératrices principales
et X'X pour focale, est celui proposé; Pautre courbe sphérique
s'oblient en associant différemment les génératrices principales
et les cercles méridiens situés dans le plan principal du céne qui
contient X'X.

La seconde de nos remarques nous permet de donner a la pro-
position de M. Iliovici la forme suivante : Pour qu’un céne du
second ordre ayant son sommet sur Uaxe d’un tore coupe ce
tore suivant deux courbes sphériques, il faut et il suffit qu’il
soit quadruplement tangent au tore. Le cone et le tore que
nous avons considérés sont, en effet, tangents aux quatre points
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ou les deux génératrices du cone situées dans les plans isotropes
passant par X'X coupent les quatre droites du tore. Cette forme

d’énoncé, que je ne justifierai pas plus complétement, suggere des
genérallsatlons que nous allons examiner.

6. L’intersection d’un tore et d’une quadrique est du huitiéme
ordre, les cas de décomposition sont donc les suivants :

Une courbe du septxeme ordre et une droite; SR

Une courbe du sixiéme ordre et une conique ou deux dr01tes,

Une courbe du cinquiéme ordre et une cubique, ou une conique
et une droite, ou trois droites;

Deux courbes du quatriéme ordre, lesquelles peuvent se décom-
poser. ’

Nous connaissons les drbites situées sur le tore; les coniques du
tore sont les trois espéces de circonférences qu'il contient et le
cercle de U'infini; quelles sont les cubiques du tore? Si A est une
de ces cublques, faisons passer une sphére X par quatre points
de A, pris a distance finie. Cette sphére coupe A en ces quatre
points et aux trois points a Uinfini de A, car A, comme toute
courbe du \tare, n’a que des directions isotropes pour directions
asymptotiques. Donc Z coupe A en sept points, Z contient A. L’in-
terseéction a distance finie de ¥ et du tore contient donc, outre A,
une droite; cette droite passant nécessairement par 'un des deux
points coniques du tore donc X et A passent par I'un de ces points.

En se reportant a notre tableau de décomposition, on voit alors
que les courbes du septiéme et du cinquiéme ordre sont fournies
par des quadriques passant par l'un au moins des points coniques
du tore, et, par suite, passent elles-mémes par un de ces points (*).

Si donc nous laissons de c6té les quadriques passant par les
points coniques du tore, nous n’aurons plus a nous occuper que
des cas de décomposition en courbes d’ordre pair; les décompo-
sitions ainsi laissées de coté sont d‘ailleurs relatives au domaine
imaginaire seulement puisque les courbes d’ordre impair du tore,
n’ayant aucune direction asymptotique réelle, sont imaginaires.

(1) La proposition est plus générale : toute courbe d’ordre impair tracée sur
un tore passe par I'un de ses points coniques; on le voit & Paide de I'i inversion
transformant le tore en uncone. .

~
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Si nous laissons aussi de coté les quadriques passant par 'un des
cercles du tore, il ne restera plus a considérer que les décompo-
sitions en deux courbes du quatriéme ordre. Nous serons ainsi
dispensés de 'étude de tous les cas de décomposition possibles —
étude d’ailleurs facile et excellente comme exercice — et nous
pourrons plus rapidement généraliser le résultat de M. Tliovici.

7. Si une quadrique QQ coupe un tore T suivant deux courbes
du quatriéeme ordre A, A,, deux cas sont possibles : ou bien
une génératrice de Q rencontre A en deux points, elle rencontre
alors A; en deux points, A et A, sont deux biquadratiques; ou
bien une génératrice de Q rencontre 'une des deux courbes A
et A, en trois points ct 'autre en un point, A el A, sont deux
courbes unicursales du -quatriéme ordre. Examinons d’abord ce
cas. i

Faisons la perspective (ou projection stéréographique) d’un
point © de Q, non situé sur A et A,, comme centre. A et A, se
projettent suivant deux quartiques A et A, qui passent par les
points d’intersection ¢ et ;j du plan de projection et des généra-
trices de Q passant par Q. A aura, par exemple, { pour point triple
et j pour point simple; alors A, admet ¢ pour point simple et j
pour point triple. ¢ et'j comptent donc pour 2><3 =06 points,
dans l'intersection de A et A,; il reste 10 autres points d’inter-
section de k et &, qui correspondent a 10 points de rencontre de A
et A,. Quatre de ces points sont les points de rencontre de Q et du
cercle a I'infini; il reste 6 points qui sont en général distincts et a
distance finie. Ce sont 6 points de contact de Q et de T.

Réciproquement, si Q et T sont tangents en 6 points, la perspec-
tive de lintersection de Q et de T est une courbe du huitiéme
ordre admettant ¢ et j pour points quadruples, donc comptant
chacun pour 6 points doubles. En plus de ces 12 points doubles,
la perspective admet 6 points doubles provenant des 6 points de
contact et 4 points doubles provenant des points de rencontre de Q
et du cercle de l'infini; soit au total 22 points doubles. Or, le
nombre maximum des points doubles d'une courbe du huitiéme
ordre indécomposable est 21, donc lintersection de Q et T se
décompose ct.en deux quartiques puisque nous avons écarté les
autres cas de décomposition. Nous ne.pouvons cependant pas affir-
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mer que ces quartiques sont de la nature considérée, mais en anti-
cipant sur les résultats du paragraphe précédent, on peut conclure :

Pour qu'une quadrique Q, ne contenant aucun des cercles
ni aucun des points coniques d’un tore T, le coupe suivant
deux quartiques unicursales, il faut que Q et T soient tan-
gentes en six points; si cette condition est réalisée, Uinter-
section de Q et T se décompose en deux quartiques qui sont
unicursales; lorsque la condition indigquée au paragraphe
suivant est aussi vérifiée, les quartiques sont des biquadra-
tiques a point double.

8. Pour qu'une quadrique Q coupe un tore'T suivant deux
biquadratiques, il faut et il suffit que Q et T soient tangentes
en quatre points formant un quadrilatére plan et inscriptible.
En effet, si I'intersection de Q et T'se compose de deux biquadra-
tiques Ay, Ay, on peut par A, et un point du cercle de l'infini, non
situé sur A,, faire passer une quadrique X,, laquelle est une
sphére puisqu’elle coupe le cercle a 'infini en cing points. Ainsi,
Ay et A, sont tracées sur deux sphéres X,, X,; ces sphéres se
coupent stivant une circonférence ¢ dont les quatre points de ren-
contre & distance finie avec T sont des points communs a A, et A,,
en lesquels Q et T sont tangents. ‘

Réciproquement, si(Q et T sont tangents en quatre points situés
sur une circonférence o, faisons passer une sphére X par ¢ et un
point P commun a Q et T, situé a distance finie et en dehors de o.
2 coupe l'intersection totale A de Q et T en les quatre points
doubles de A situés sur g, qui comptent chacun pour deux, en les
quatre points doubles a l'infini de A et au point P. Cela fait
17 points, donc Z contient une partie de A, et comme nous avons
écarté les cas ou A contiendrait une courbe dé degré inférieur
a quatre, la biquadratique commune a Q) et X fait partie de A. La
réciproque est démontrée.

9. On peut considérer ces propriétés sous un aulre aspect:
supposer donnée une biquadratique et se demander si I'on peut ou
non la placer sur un tore? La réponse est immédiate : il faut et il
suffit que la biquadratique soit sphérique et ait un plan de
symétrie. '
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Il est clair que ces conditions sont nécessaires; si elles sont
remplies, considérons 'un des cones passant par la biquadra-
tique A et qui ont leur sommet dans le plan de symétrie de A.
Soient SAB, SCD les deux génératrices principales de ce cone T';
A, B, G, D étant sur A. Soit SF une focale de T située dans le
plan de symétrie de A. Considérons le tore T d’axe SF et dont les
deux cercles méridiens passent respectivement par A, B et G, D;
il coupe la sphére contenant A suivant une biquadratique, qui,
d’aprés le premier énoncé de M. lliovici, est précisément située -
sur I', donc se confond avec A.

Ainsi, par la biquadratique passent six tores; on vérifiera de suite
que les deux tores dont les axes SF, S® sont les deux focales d’un
méme cone I' ont des méridiens égaux. Une étude des relations
entre ces tores et avec la biquadratique supposerait bien connue
les propriétés des cyclides; le Lecteur se reportera au Mémoire
de Darboux : Sur une classe remalquable de courbes et de
surfaces algébriques.

10. On sait que la projection de l'intersection de deux tores
dont les axes se rencontrent, faite sur le plan de ces axes, est une,
gonique; en d’autres termes, il passe une quadrique par la partie
a distance finie de l'intersection de deux tores dont les axes se
rencontrent. Donc, les résultats précédents relatifs a la décompo-
sition de l'intersection d’un tore et d’une quadrique s’étendent a
la courbe d’intersection de deux tores dont les axes se coupent.
On pourrait sans difficultés examiner tous les cas de décomposition
de la courbe commune & deux tores; lorsque les axes se rencon-
trent des simplifications proviennent de l'existence du plan de
symétrie de la figure.

SUR LES SERIES NUMERIQUES CONVERGENTES A TERMES POSITIFS
' DONT LA SOMME EST RATIONNELLE;

Par Paur APPELL.

° On peut établir un théoréme général pour les séries numé-
riques convergentes a termes positifs dont la somme est rationnelle.
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Soit une série numérique
Uy Us .o Uy ..

oonvergente i termes posmfs.

La somme de la série est supposée ratlonnelle et egale a4 une
fraction irréductible 2. ‘

On écrit . ’

%: u; + u2+...;|— upn+R,=2,+ R, .
ou
Lk =3, +B,l,

p étant un entier quelconque.

On peut prendro n assez grand pour que R, smt plus petit que
‘tout nombre ¢ si petit soit-il.

D’autre part ,
pr(Ui+Us+.. .4 uUp)=ppZ,

est une expression qu'on peut mettre sous la forme E,l—}—f,,, "

étant le plus grand entier contenu dans ppX, et f,l un nombre
moindre que 1.

On a aldors une relation de la forme
]7)\ = Eni+fn+p{4 R,.

On peut prendre n assez graﬁd pour que pp.R, <1.
On a alors, E étant un entier égal a pk—E,,

“E =fn+PP~ Ry,
E est donc un entier positif. Comme f,, est au plus égala 1, on a
E<i+ppR,

ou
E <2, -car prR, <1,

I'entier po_sisif\E étant inférieur a 2 ne peat étre que 1. Onadonc:
pPr=E,+1,
. (1) ) ’ Jr+ppRp=1’

Tel est le théoréme que nous voulions établir,
Si la relation (1) n’a pas lieu pour tous les n tels que ppR, <1,
I'hypothése est fausse et la somme de la série n’est pas rationnelle.
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S o® Exemples

a une série dont la.
somme est évidemment rationnelle et 'autre se rapportant-a une

" série dont la somme est évidemment irrationnelle.

Voici deux exemples, I'un se rapportant

En désignant par # un nombre rationnel positif infériear a 1 on
a évidemment :

E=x+x?+fw3+...+w"+;..

D’autre part ) _
' /1 I
: 6p (- — 7?1) :

I
ppEa=—Zl T/ o p < >
“Comme '

1 I
P

7
7—” : <0_n suppose 7% > 1)) :

la partie entiére de pp.Z, est bien p —1 pour les valeurs de n
convenables.

Prenons comme second exemple le nombre e qui est manifes-
tement incommensurable. On a alors

T

I f 1
pHE"ZPH[xT;—FE_’-"'n.].

Prenons v
p=r12...(p—1D(p+1)...n.

Alors pp2, est entier, donc
. . Sf=o.
D’autre part

- ' 1
pp By =

T 1 I
n+1 (n+1)(n+12) <,n_+1 (n+1)2 . n’
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il est donc impossible que
Sfrn+pueR,=1.

3° Dans les exemples précédents les termes u, sont rationnels
mais le théoréme est général et s’applique a des séries dont le
terme général scrait irrationnel, par exemple a la série donnant C,

C=uj+uUy~+...Up~+...,

=1 _tog(1+2
. uy = - —log =)

Le fait que pp.2, 4+ ppR, c'est-a-dire que 2,4 R, est indépen-
dant de », pour n suffisamment grand, est évident car

ou.

3,4+ R, =S8.

Ce fait est général, que la somme soit rationnelle ou non.

La condition f,~+ppR,=1 qui est nécessaire pour que la
somme de la série soit rationnelle est aussi suffisante; en effet,
Jn différe par un entier de ppZX,; donc la série X, 4 R, est
rationnelle. . '

La série qui définit C a ses termes irrationnels mais, d’aprés une V
remarque de M. Vacca, on peut les rendre rationnels.

On a, en effet,
: C=lim[H(h)—logh]

ou
I
H(h)=1+ 5 +'”+h_———_1'
On a alors _
(k—1)C=lim[kH (n+ 1) — H(n + 1)%]
S = lim 2, (pour n infini), '
Dés lors,

Untt1=Zp41—Zp

=k[H(n+2)—H(n+1)]—[H(n+2)t—H (n+1)t]

k 1 1
Tna1 ((n—\—l)k +"'+(n+2)/~‘—|>'
La somme de la série est égale a

2+ Ryp=Z 0+ Roga; -
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donc ,
‘ Up = Zn_,.[ —_— 2"n = Rn had Rn+1,'

quantité positive d’apres les formules de M. Ser rappelées précé-
demment (Nouvelles Annales, juillet 1926).

ESQUISSE D'UNE METHODE D'INTEGRATION DE L'EQUATION (1)
AUX DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ORDRE

a(p,g)<r—+2b(p,q) xXs+c(p,q) <X t=o0;

 Par Pierre SICARD,
Chef d’escadron au 157° d’Artillerie (Nice).

Soit une équation.aux dérivées partielles de second ordre
(1) : F (2, y, B, Py gy TS, t) =o,

ou p, q, r, s,t démgnent suivant les notations habituelles les
dérivées partielles de la fonction inconnue z(x, y).

‘Soit une intégrale de (1) (axes rectangulaires). Le plan tangent
en un point peut étre mis sous la forme

(2) X cosg + Ysine +~Zcoth + (0, 9) =o,

ou les deux variables ¢ et 0, ot la fonctlon % ont des significa-
tions évidentes.

L’équation (1) donne alors une équation du second ordre pour
la fonction inconnue % des deux variables ¢ et 6.

La transformation ainsi réalisée -n’est pas nouvelle. Elle se rat-
tache d’ailleurs, tout a fait simplement, a la transformation de
contact bien connue de¢ Legendre.

Elle intervenait indirectement dans quelques problémes pro-

) Equation linéaire et homogéne par rapport aux dérivées secondes r, s, ¢
et dont les coefficients a(p, q), b(p, ¢), .c(p, q), sont des fonctions quel.
conques a deux variables des dérivées premiéres p et gq.
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posés aux examens ('), et ce sera notre justification pour en déve-
lopper ici quelques applications.
1. Les formules fondamentales sont les suivantes :

D’abord les coordonnées z, y, z du point de contact du plan (2)
sont

oh . dh
r = ;Esmqp——-dasmﬂcosecos?—kcos(p,
(3) /f:——(z—]—lcoscp— sinf cosf sing — A sing
- dg 08 ’

. oh’
z ::  smz()d—(j-

" Les dérivées premiéres p et g sont
(%) p=—cosptangh, g =—sinp tangh.

Quant aux dérivées secondes

0p dp _ dg .. 0q.
"= §= ay = oz’ t—'d—y’

clles découlent immédiatement du systeme (5) sulvant d’équations
linéaires )

Dz Ay dp
’3;_\_30_0‘) = smcgtangﬁ_%,‘
or dy - cose _ dp
TH T T T o8 T 0
(8) o
s ‘2f+ tglb—~—coswtan06——
. de do PR T 5e”
oz Iy sino  dg
SHTIN T T oo T 9B

De ce systeme d’équations, il résulte, en désignant par J le
jacobien,
dz  Jdy
¢ dy
dx  dy’
98 9f

(') Foir, au sujet de celte transformation, ma solution de la question d’analyse -

du concours d’agrégation de 1905. Voir aussi Solution et question, C.80, ce
tome, p. 27.
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les relations suivantes (5'),

| 9 90 96 d9

T s :dep_ dr dp ox dp]’

‘J><7':J i)ﬁ_—_ [9p oy 0pd_}_/]\
dx

dy do 00 90 do

(%) (‘ 0 hd‘ dy g9

- o9 _ %99 _%9 %

Ixs=1 az“[oode dedq;]
,\sz:in":

[dx dq d_x&q]
dy — [dg 98 96 oo

Appliquée a une éq’ﬁation quelconque aux dérivées partielles de
second ordre, il ne semble pas que la présente transformation
conduise a une simplification du probléme, loin de la. Elle est
facheusement dissymétrique, et se préte mal aux calculs algé-
briques. 7

Mais elle conduit & un essai d’intégration intéressant, apppli-
quée a une équation aux dérivées partielles de la forme précitée

6) a(p, q)r-+2b(p,q)s+c(p,g)t=o0.

2. Proposons-nous de transformer 1'équation (6)
(6) a(pyq)r—+2b(p,q)s+c(p,g)t=o.

I est facile de remarquer en remplagant dans cette équation les
dérivées secondes r, s, t, par leurs expressions tirées du sys-
téme (5'), ['s a deux expressions], que cette équation (6) peut
s’écrire

. ap . dq) 0z op dq> ox

(7) 0 = <bm-‘v—0‘d—6 b—!;_<b5¥+c()—@: W
. , ap 0g\dy ([ dp  ,9gq\ dy

) -r<ad—<P+ba—??>;(T <a()6 } b(—ﬁ)—>—

d'p,

. .+, Odp Odq O ' )
ou les diverses dérivées 3%), 5%’- T:’ .-+ peuvent étre calculées

d’apreés (3) et (4).

L’équation transformée, obtenue, sera linéaire et homogéne
par rapport a la fonction %, et a ses dérivées premiéres et
secondes, les coefficients étant des fonctions données de 0 et
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de ¢ (1). Une particularité d’'une grande i{nlporiance dans Poccur-

rence, c’est que le coefficient de g—é est identiquement nul.
‘ . . ’h . oh
Cherchons a quelles conditions, les termes en PFe et -
manquent dans I'équation transformée (7), qui se réduirait a la
forme classique de Laplace, et méme d'une forme de Laplace
tronquée, puisque B est identiquement nul.
Ces conditions sont visiblement les deux conditions sui-
vantes (7): ’

- .

ap g . ap I\

[b <06_> “+c <%)] sing + [a <()—0> + b <(—E>J cose = o,
ap dg \ . ap

(a -d—@ —+b (')7‘2‘ >am<p——<b ()—(P .

 Relations linéaires et homogénes en a, b, c¢. Ces coefficients
sont facdes a calculer, mais d’ailleurs in utlles pour la suite. 11 est
en effet visible que, eu égard aux relations (7"), dans I'équation
de Laplace (L) tronquée, les coefficients A et G sont nuls. En
effet, les expressions de (A) et de (C) peuvent s’écrire

A=sin60056[<b()p—|—cd—q>sin<p+< dp+b()q>coécp]

(7"

29 J0 d0
/[, Op dq Jap aq\ .
-+ 2.¢0s20 [(b @{— cd—> coso— < E‘P +b 'Ts > sin q:] )
_ ap ag\ . ap dq
c [(b()() +ch>sm<lo—|— ( 5% +bde>cos<p]-
L’équation de Laplace se réduit a
P2h
90 d¢ =%
d’ou
h =a(e)+B(0).

Les surfaces obtenues sont celles qu’envisageait le probléme

(1) Cette équation aux dérivées partielles de second ordre linéaire et homogéne
a fait 'objet de quantité de recherches de géométres éminents. Voir 'immortel
Ouvrage de Gaston Darboux, sur la théorie générale des surfaces, qui cherche
la ramener (méthode dite des caractéristiques) a lequauon de Laplace
0*h dh oh
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d’agrégation de 1905, précédemment cité. Surfaces dont les
lignes de courbure sont planes

© = const., 0 = const.,

et qui, lorsqu’elles sont de ‘révolution, sont a courbure moyenne
constante.

3. Surfaces réglées a plan directeur. — Un autre cas parti-
culier de I'équation (6) est celui des surfaces réglées qui dépen- -
dent de I’équation aux dérivées partielles

(8) q>r — 2pgs 4= p*t =o.
La transformation conduit trés aisément a I’équation réduite

. ,0%h dh
(Ay) sme—d@ +23§COSO=O"
dont I'intégration” est presque immédiate comme suit :
L'équation (%) peut s’écrire visiblement

Jd [oh . oh
(X) —06(7%5m0>+0059<%>-
Posons ‘
Z: %%lsin(‘),
' §%+Ccot6=o,-
o190 cosb oh . .o
T® — smer  apomi=rle),

y étant une fonction de ¢ seule (fonction arbitraire),
h=—x(9)cotd+g(¢),
g fonction arbitraire de ¢ seule.

Nota. — Parmi les surfaces réglées a plan directeur, le fameux
conoide de Plucker
A C )
e

joue un réle trés important dans la théorie cinématique des sur-
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faces. Voir dans la derniére édition du Livre de M. G. Darboux,
les ¢études de M. P. Appell et celles de M. Raoul Bricard.

4. La transformation indiquée présente de I'intérét dans le cas
de Péquation générale des surfaces minima
(9) ) (l—i—pé)t-—2pqs+(1+q?)r=o.
"Eu égard a la relation évidente
P sing — g cose =0
et 4 la relation non moins évidente

2% _ 9 _
790 =P =
la transformation de I'équation (9) en équation (7) peut étre- trés
rapide el présente une certaine élégance.
L’équation (9) peut s’écrire successivement

dg oz dp Iq aq]m%'
%do d@+[p<qd<p pdq>>—d<p Pl
op dy Jdq ap op dy
300 dgo+[q<pd\p_qd®> s | 96

dg ox dq ap dy Jdy
30 Jo [ptang 0—\—0?"66 5 d‘P gtang”)——— 55

[gg Zz—i—d tangﬁ(l—e—tangﬂi)cosq)] _d—g Q‘Z—(Ztaﬁgﬂ(1~+ tang2f)sin o,

pour se muer finalement en I’équation

Ph_0h ok .
, —_— —_ 2 e - =
(m). Jot + gz Sin 0+ 360 sin@ cos + A =o.
5. Bien des solutions sim{;les de cette équation aux dérivées
partielles (10) sont en évidence (il n’y a pas lieu d’insister sur son
intégration générale). "
Cherchons d’abord des solutions de la forme
h=hi(9)+ ha(0).

On doit avoir
02 hy

(hl) . ‘ B _d_q>7+h‘= o, )
, 0hy 1o g dhy ‘-
(h2) o (-i—OTsm 6+3 7 sinf cos0 4 hy= o0,
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d’ou I'on tire immédiatement, en introduisant les constantes arbi-
traires ¢, ¢, d,, da, '

hy= cycosp + cysing,

3 : dy 6
hy= coth [dl—i— 00 ~+d, L tang 5].'

L'intégration de I'équation (%) est évidente. Celle de I'équa-
tion (%,), assez facile, soit a la faveur de la remarque, qu’elle a

unc solution particuliére évidente cotf, soit aprés transformation

Judd

en posant h=e en une éqﬁation de Riccati

e [oH \ .
sin20 [%6— + H‘l:l +3H+1=0,
équation dont il est assez aisé d’obtenir umne solution particuliére
(équation intégrable par conséquent).

Nous laissons aux lecteurs le soin de vérifier que I'on retrouve
ainsi la caténoide de révolution de Lindelsf.

6. On peut encore chercher une solution de la forme
_h = hy(9) ha(0).

L’équation (10) donne alors

d2 hy d2h

Ty M * o

hy hsy

fsin’ﬂ —+ B%Sinﬁcose

ou en posant «, la valeur commune (évidemment constante) des
deux rapports

azh
(l'l) (l@zl —I—hl(x—a):o,
. d’hg s ‘ dhs . _
(12) - ¥iE sin ﬂ—i—SWschoseq-ochz_o,

L’intégrale générale de (11) est évidente. Celle de (12) est élémen-
taire dans le cas a =1 (cas ou elle se trouve écrite précédem-
ment), et dans le cas « = o.

Pour o =1, on retrouvera en particulier I'hélicoide réglé o
plan directeur qui correspond a hy=d, cotf.

Ann. de Mathémat., 6° série, t. II. (Octobre 1927.) ' 16
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Pour «a == 0, on a

20
s eping) (4 s tang S — S50,

Intégration de ’équation différenticlle

(H) sm20dd:)’ 3%’;—51[10 cosb +ak,=o0 (o quelconque).

Posons
x = coth,

I'équation se transforme en I'équation

(X) - : dh, dh,

(1+x2)d )—xd —l—ah—;:o‘

Cette équation est une forme réduite de I’équation classique
d’Euler, généralisée par Gauss

d h»

(ap2?+ by + ¢y) {/; k(zl0x+co) “ifohg-—(),
équation étudiée dans les traités complets d’analyse (voir inci-
demment sur la constriction de l'intégration générale des équations
différentielles ou le nombrg de points critiques est limité, le cours
d’analyse de Jordan a I'Ecole Polytechnique en 19o1).

L’équation (X)) prend une forme ¢élégante en y posant z = sh ¢,
il vient alors

2
(T) d h2 sht dh,

a5 " Yeh: dr T Am=o

Posons encore
- hy=w(t)cht.

L’équation (¢) transformée est

' d?w 2 ‘
(Q) W—&—[(a—1)cht+ Eh_t]w=0,'

Cette derniére ¢quation différentielle est de la forme .
(w) w4+ wAy () = o,

ou Ay (t) désigne une fonction analytiqué de la variable indépen-
dante t réelle et réguliére pour toutes les valeurs réelles et fmes
dc t. :



Elle rentre donc dans la catégorie d’équations différentielles du
second ordre, étudiée tout derniérement (Nouvelles annales de
mathématiques, janvier 1927. Concours d’agrégation de mathé-
matiques 1926. Question d’analyse. Solution de M. Bertrand Gam-
bier) en utilisant des remarques de mécanique rationnelle.

Remarques. — 1° 11 est est bon de remarquer a propos de
I'équation (X) qu’elle peut étre intégrée par série (solution parti-
culiére par la série entiére)

Yot V1T = Y2 X2 o= Y p &P = Y p § TP Y o P T AL
Les différents y pouvant étre calculés par la formule de récurrence
(F) (p+0)(p~+2)p+e+[a+p(p—2)]yp =o.

2° A propos de 'équation () Jacobi a démontré (voir recueil
d’exercices sur le calcul infinitésimal de Frenet (1891) que sil'on
a unc intégrale premiére de 1'équation % =F(w, t) on peut
obtenir une intégrale générale au moyen de quadratures. Dans
I'occurrence Pintégrale premiére est loin d’étre évidente.

Le lecteur pouri'a mettre en évidence les propriétés géomé-

triques des surfaces qui correspondent a la forme

h=hy(o)hy(0),

AGREGATION DES SCIENCES l\l;\'l‘llfiMA’l‘lQlJES
‘ (SESSION DE 1927).

Composition de Géométrie.

On considére deux droites A et A’ qui se coupenten O et font
entre elles un angle sa. Soient A un point de A, A' un point
de A'. Le cercle qui a pour diamétre AA' recoupe A en B,
A en B'. Soient w lecentre de ce cercle, »' le centre du cercle
de diamétre BB'. ’

1° On suppose que o décrive une droite 9. Démontrer que o'
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décrit une droite &' et que ww' enveloppe une conique P dont on
construira les éléments géométriques usuels.
2° Cette conique P étant fixée, il lui correspond une droite d
et une droite ¢' qui se coupent en 1. Lieu du point 1 quand les
droites A et A" varient en conservant des bissectrices fixes, la
conique P ne variant pas. .
~3° Les droites A et A’ étant de nouveau fizes, on suppose que
la droite AA" varie de maniére que le triangle OAA’ conserve,
soit une aire, soit un périmétre constant. Montrer que dans
chacun de ces cas, les cercles w sont orthogonaux a un cercle
fize dont on précisera la position. '
Méme question pour les cercles o'
4° On suppose enfin' que l'axe radwal des deu:c cercles o
et o passe par un point fixe P'. Montrer que les cercles o
restent orthogonaux a un cercle fize de centre Q et que les
cercles o' restent orthogonaux a un cercle fixe de centre Q'.
Etudier la disposition des quatre points O, P', Q, Q'. Quel est
le lieu des P’ quand Q ou Q' décrit un cercle de centre O et de
rayon a.

SoruTioN par M. BERTRAND GAMBIER.

]. Le point B/ s’obtient en projetant A sur A’; onpeut dire que,
si I'on a choisi un sens sur A et sur A’, B’ se déduit de A par les
deux opérations suivantes : d’abord symétrie autour de la bissec-
trice 0> des deux droites orientées A et A', puis homothéiie par
rapport a O, le rapport d’homothétie étant cos2c, ou 2a est
I'angle des deux droites orientées A et A'; I'ordre des deux opéra-
tions est échangeable; changer le sens de A’ par exemple revient a
remplacer 03 par la bissectrice perpendiculaire 03, et a changer le
signe du rapport d’homothétie, ce qui, au total, est indifférent. Le
point B se déduit de A’ par la méme construction, donc ' se
déduit de » par la méme transformation; si donc w décrit une
certaine courbe y, le point ' décrit une courbe y', inversement
semblable & y. Iciles courbes sont deux droites d et &". Pour cons-
truire &' quand 0 est donnée, il est commode d’introduire les

_points w;, wy o d coupe A et A’ respectivement, de fagon a avoir
aussitot o) et w, par simple projection sur I'autre droite A’ et A.
Quand » décrit la droite indéfinie d, w, w, (orientée par exemple
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de o, vers w,), ' décrit la droite indéfinie &', ), ), (orientée dans

le sens correspondant) et le rapport:%u% reste constant en gran-
1

deur et signe : c’est une propriété connue que la droite ww' enve-

loppe une parabole P tangente a d et &'. Pour avoir les éléments

usuels de P, il est commode de démontrer ainsi la propriété

(fig. 1) : les perpendiculaires & 6 en w, et ' en w, se coupent

en i, ; de méme w, et w, donnent p,; on joint p, ., et on déplace
un point p. sur p o ; les projections de p sur d et ¢’ sont évidem-
ment deux points w et o’ homologues. Projetons I, point commun
adetd, sirpp,en I le cercle décrit sur I comme diamétre
passe en w, o' et ', de sorte que la droite de Simson de F relative-
ment au triangle formé par 6, &' et wo' est fixe : ¢’est la droite T
joignant les projections de F sur d et ¢'; ww’ enveloppe donc la
parabole de foyer IF admettant T pour tangente au sommet. D’autre
pact la bissectrice (3 coupe évidemment d et &' en deux points
et »' homologues, donc (3 est une tangente particuliére de P. Pour
la méme raison, la seconde bissectrice 03, touche P de sorte que la
directrice D de P passe en O.

2. Soit une parabole P, un point O de sa directrice, B et 3,
les tangentes rectangulaires entre elles, issues de O a P; si I'on
trace au hasard, un couple de deux droites A et A’ issues de O et
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admettant @ et @3, ‘pour bissectrices, on reconstitue aussitot la
figure précédente en menant a P la tangente perpendiculaire a A,
qui coupe A en w), et A’ en v, de méme la tangente a P perpendi-
culaire 2 A’ coupe A en o, et A’ en w'; ¢ est la droite w, w, et &',
w, ;. Les droites o, w, et ', w}, sont, en direction, symétriques

par rapport & (3 ou (3,; les perpendiculaires Fe, Fe' (fig. 2)

Fig. 2.

n

abaissées de F sur ces droites w,w; et w, w, ont leur pied ¢ ou ¢’
sur T et sont symétriques en direction relativement aux paral-
leles FB et FB, a 03 et 3, issues de F : comme (3 et 3, pieds de ces
paralléles sur la droite T sont conjugués harmoniques par rapport
acete',lecercle Fee'l de diamétre FI est orthogonal au cercle F 33,
* de diamétre B3, de sorte que FI est une droite fixe, tangente en F
au cercle fixe FB3, : c’est le lieu de 1.

3. La puissance de O relativement au cercle de diamétre AA’
est OA.OB (re\marquons, ce qui sera commode pour la suite,
que cette puissance est la. mesure du produit vectoriel inté-

. - . ) . 7
rieur OA.OA’); cette puissance p est égafe 8 OA.OA'. cos2a; or
l'aire du triangle OAA’ qui est ibOA.OA’ sin2 o« reste constante par
hypothése : donc OA.OB reste constant aussi et le cercle AA’

reste orthogonal au cercle de centre O et rayon \/p; il est bon de
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remarquer que p n’est positif que si le segment AA’ est contenu
dans I'un ou l'autre des angles aigus de A et A"

Je vais maintenant démontrer, d’une fagon générale mais élé-
mentaire, la proposition suivante :

Si la droite AA’ enveloppe une conique T tangente a A et A', le .
cercle w, de diamétre AA’, reste orthogonal a un cercle fixe.

Cette proposition comprend comme cas particulier celui ou le
-triangle OA A’ garde une aire constante (AA’enveloppe une hyper-
bole d’asymptotes A et A’), celui oa le triangle OAA’ garde un
périmétre constant [AA’ enveloppe un cercle tangent a A et A’ (*)],
celui o AA' passe par un point fixe P'(quatriéme partie), la
conique se réduisant dans ce cas aux deux points P et O. La pro-
priété est basée sur ce fait que A et A’ étant orientées, les abscisses a
et.a’ de A et A’ sur A et A’ sont liées homographiquement, pro-
priété qui se démontre en remarquant que, F étant foyer de T,
langle (FA, FA’) de droites illimitées est constant.
La seconde tangente a I' supposée non parabolique parallele aA'
donne sur A le point J a distance finie dont le correspondant J' est
rejeté a infini; on définit de méme sur A’ le point K’ homologue

A

2

du point a l'infini de A; la perpendiculaire abaissée de K’ sur A
est un cercle dégénéré de la famille; de méme la perpendiculaire
abaissée de J sur A" : ces deux perpendiculaires se coupent en un

(') AA’ n’enveloppe qu’une partie du cercle; mais en généralisant et aftec-
tant OA et OA’ de signes convenables on peut avoir tout le cercle; a la rigueur
on peut méme faire intervenir quatre cercles, deux & deux symétriques relative-
ment & O; mais ce n'est qu'un détail.
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point £ et tout revient a démontrer que le produit scalaire QA. QA’
est constant (fig. 3).
Or la figure 3 donne aussitdt

> >
QA =QJ +JA,
—
QA'= QK'—i— K'A'

d’ou par multnphcatlon scalalre et se rappelant que QK’ et JA d'une

part, puis SZJ et K’A ont des supports perpendiculaires
> > > > > =
QA.QA’' = 0J.0K'+ JA.K A,

- s ‘
ce qui démontre la propmete, car QJ et QK’ sont fixes et d’autre
part la relanon d’homographie est

mesure JA < mesure K'A’' = const.

- On déduit aussitot de la que le cercle w de diamétre AA' enve-
loppe une courbe bicirculaire anallagmatique de degré 4 : le lieu
de w est en effet une conique; I' étant supposée non parabolique,
on peut.regarder la figure comme projection cylindrique d’un
hyperboloide & une nappe, I étant le contour apparent en projec-
jection, A et A’ les projections de deux génératrices fixes G, G’
d’un méme systéme et AA’ la projection d’une génératrice variable
de Vautre systéme : le plan paralléle a G, G’ et équidistant de G
et G’ coupe I'hyperboloide suivant une conique contenant le milieu
du segment de génératrice projeté en AA'; le milieu de AA’ décrit
donc une conique d’asymptotes paralleles a A et A’; le reste s’en
déduit. Si la corde AA’ passe par un point fixe P il n’y a rien de
changé sauf que I'hyperboloide admet deux génératrices verti-
cales projetées en P et O (la démonstration élémentaire donnée
plus haut subsiste puisque I'on sait aussitét que A et A’ se corres-
pondent homographiquement; la notion de conique dégénérée en
les deux points distincts P et O n’est utile que pour ce complément;
les secondes tangentes paralléles a A et A’ sont bien les paralléles.
a A ét A" menées par P). Dans ce cas ou la corde AA' passe
par le point fixe P, on peut remarquer, de plus, que si A et A’
viennent simultanément en O, le cercle AA’ se réduit au cercle-
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point O; donc tous les cercles w sont orthogonaux a un cerclé fixe,
dont le centre Q se trouve comme plus haut, et qui de plus passe -
en O.

Il est intéressant & ce propos de revenir sur la premiére partie
ou  décrit une droite 9; si de w 'on méne la paralléle a A" on
obtient sur A le milieu a de OA, donc » et o ou w et A décrivent
sur d et A des divisions proportioﬁnelles; de méme w et A’ sur
et A’ : donc, comme cela a été expliqué plus haut, la droite AA'
enveloppe une parabole P, tangente a A, A’ et J; cc¢ raisonnement
démontre d'ailleurs que, réciproquement, le milieu du segment
découpé sur une tangenle mobile de la parabole P, par deux tan-
gentes fixes est une droite ¢ tangente elle aussi a P, (le raisonne-
ment déduit de la géométrie dans 'espace le démontre aussi, mais
d’'une fagon moins élémentaire); dans ce cas le cercle w reste
manifestement orthogonal a la droite ¢ lieu de son centre et le
principe de continuité permet d’affirmer que l'enveloppe du
cercle w est une quartique bicirculaire ayant ¢ pour axe.

Fig. 4.

Calculons d’une fagon précise la position de & et la puissance
constante dans le cas ou le triangle OAA’ a un périmétre cons-
tant 2 p; AA’ reste tangente a un cercle fixe de rayon ptanga, le
point K' (fig. 4)s’obtient par la tangente paralléle a A; la perpen-
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. . \ . . . N . tanga
diculaire 4 A issue de ce point est a la distance 22 278%
: ) tangaa
cos2a
p(1—tang?a) ou 222222 de O de sorte que
cos“a
0q — Pcos2a
cos?a

‘

Q étant par raison de symétrie sur la bissectrice de 'angle A, A";
prenons comme sécante AA’ particuliére celle pour laquelle A est

confondu avec O el' A’ avec le point de contact A' de A’ et du

cercle; A’ se projette en &' sur la bissecirice O; la puissance
constante est

— p cosaa
cos3a

00 x Qa' = u]

cosda

[p coso —
Si l'on remarque que

cos 200 = cos?a — sin%2o = costo — sinka,
on trouve aussitot que la puissance est

— p cosaasinta
cosba

Elle est négative si I'angle 2o est aigu, positive si 2a est obtus.
Le cas de 2« droit est un cas de dégénérescence étudié aussitot.

D’autre part tout ce qui est relatif au cercle ' se déduit par la
similitude déja employée des résultats relatifs au cercle .

4. Cette derniére question a été résolue en partie. L’axe radical
de w et o' est en effet BB'; la droite BB passe par le point fixe P :
on obtient le point Q' par la construction simple suivante : la
paralléle a A issue de P’ donne (fig. 5) B sur A" et par B} on
méne la perpendiculaire a A; de méme la paralléle a A’ issue de P’
donne B, sur A, la perpendiculaire & A" issue de B, donne Q' par
intersection avec la droite homologue issue de B/ ; le point Q s’ob-
tient manifestement comme intersection de la perpendiculaire
en B| a A’, et 2 A en B, de sorte que la figure B, QB Q’ est un
parallélogramme; comme il en est de méme de P'B,OB,, il en
résulte que le centre commun des deux parallélogrammes est le

milien de OP’, B, B}, QQ’; la figure OQP'Q’ est donc un parallé-
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logramme. OQ et OQ’ sont, comme nous le savons, symétrique- -

Fig. 5.
Q
AI
| o /
B}
B
2 0 A
Ql

ment inclinées sur les bissectrices 03 et 3,. Figurons donc (3, 0Q

et 0Q'; soit (B3, OQ)=10. On suppose OQ constant égal a a :

; Fig. 6.

A3, '

By
Q
pr
0
g &
Q'

donc par rapport aux axes O, O3, les coordonnées de Q, Q,
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P’ sont respectivement (b = a cos2a) (fig. 6) :

Qe @ cosh asinb
Qe P b cosl . —bsint
P (a —+ b)cosb (a—b)sinf

‘Le lieu de P’ est donc une ellipse de demi-axes a+b,a-—b
portés sur @3 et 03, ; d’ailleurs la droite QP’ perce 03 et (3, aux

_points et 8, et L'on a P'By=a + b, P'f = a— &, ce qui redonne
la génération connue de Uellipse par la bande de papier. .

SOLUTION DE QUESTION PROPOSEE. o

. ; . 2497.

(1927 p. 110).

Soit ABCD un guadrilatére inscriptible, démontrer que le centre O
du cercle circonscrit, le point de concours 1 des diagonales et le
foyer F de la parabole inscrite sont sur une droite. Cette droite est
symétrique, par rapport aux bissectrices des angles des diagonales

du quadrzlatere de la drotte joignant! aucentre de I'hyperbole équi-
latére circonscrite. . G. Rov.

SOLUTION.
Par E. BaLLy.

1° Si un quadragone est inscrit & un cercle et circonscrit & une parabole :
Ie pole O de I'un de ses cOtés relatif au cercle, le point de concours F’
de ses deux cdtés opposés qui sont adjacents au cbté envisagé et le point
de concouxs ‘I de ses diagonales sont alignés (sur la polaire, relative au
cercle, du point de concours du cOté envisagé avec son opposé).

Quand le quadragone varie en restant inscrit au cercle et circonscrit a
la parabole, on sait que le point de concours I de ses dlagonales reste fixe.
Dans la position olt I'un des cdtés devient la droite de l'infini, les points O’
et F’ correspondant & ce icoté deviennent respectivement le centre O du
cercle et le foyet F de la parabole, qui sont donc alignés avec le point de
concours [ des diagonales du premier quadragone.

29 On sait que les centres des conigues circonscrites 3 un quadrangle
sont sur une conique (G) (conique des neuf points), circonscrite au
triangle conjugué et aux milieux des six segments du quadrangle, et qui a
pour centre le centre de gravité G des sommets du quadrangle (point
commun aux trois droites de jonction des milieux des segments opposés,
et relativement auquel ces milieux sont deux 3 deux symétriques). -



— 283 —

Si le quadrangle est inscriptible, la conique (G) lieu des centres est une
hyperbole équilatére, qui a pour directions asymptotiques les directions
rectangulaires fixes d’axes communes aux coniques circonscrites au qua—
drangle (directions des bissectrices des paires de -cotés opposés du qua-—
drangle inscriptible).

Admettons que les centres O et H du cercle (O) et de ’hyperbole équi-
latére (H) circonscrits au quadrangle, points situés sur ’hyperbole équila-
tére (G) lieu des centres, soient symétriques relativement au centre G de
cette derniére.

Alors, les droites IO et TH qui joignent ces centres & un sommet I du
triangle conjugué du quadrangle, point situé¢ sur (G), sont paralléles a
deux diamétres conjugués de I'hyperbole (G), et leurs bissectrices sont
paralléles aux asymptotes de (G), ce qui résout la fin du probléme.

Reste a établir que si un quadrangle ABCD est inscrit & un cercle de
centre O, le symétrique de O relatif au centre de gravité du quadrangle
est le centre de ’hyperbole équilatére circonscrite.

Soient K T'orthocentre du triangle ABC; M et N les milieux de AB et
de CD; G, le milieu de MN (centre de gravité des sommets du quadrangle);
H, le symétrique de-O relatif a G. . v

Le.segment OM étant égal et paralléle & la moitié du segment CK, il en
est de méme du segment NH, symétrique de OM relatif 3 G. Donc H est
le milieu de DK.

- Tout sommet D du quadrangle et lorthocentre K du triangle ABC de
ses trois autres sommets étant donc symétriques relativement 4 ce point H,
ce dernier est bien le centre de 'hyperbole équilatére circonscrite & ABCD,
puisque celle-ci contient les orthocentres des quatre triangles du quadrangle.

Nota. — Cette derniére démonstration résout aussi la premiére partie
de la question n° 2487, proposée par E. Bally (V. 4., 1925, p. 24).

" Autre solution de R. BoUuVAIST.

SOLUTIONS DE QUESTIONS DE LICENCE.

Question C.90.

| Mécanique rationnelle; épreuve théorique; énoncé publié en
Sévrier 1927, p. 64.]
. SoLUTION
Par J. LEDURE.

Une plaque a la forme d'un triangle équilateral de coté a. Un coté est
astreint 3 demeurer dans le plan fixe z; Oy, le sommet opposé sur la ver-
ticale O, z, (axes rectangulaires).sOn demande d’étudier le mouvement.
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Les axes liés & la plaque sont Oz paralléle au coté horizontal, O y pas-
sant par le sommet de la plaque qui est sur O,z, O3 perpendlculaxre
O est le centre de la plaque. Les angles d’Euler sont

p=o0, = Cﬁ,\}ﬂf), b= <(ﬁ,\0z>,

les moments d’inertie de la plaque par rapport aux axes qui lui sont liés
sont

A=B=
La force vive de'la plaque est, tous caleuls faiisr
2 ' 1 -2
2T = MS“_ (14 2sin20)62 + Mz%- (1+geos2B)¢'2;

et la fonction des forces

U=— w sinf.
6
Le théoréme des forces vives donne
(1) 3(1+25sin20)02 4+ (1+ g cos2 )2 = h g‘/—sme

et, d’autre part, ’équation de Lagrange appliquée au paramétre ¢ donne
(2) o (1 geosf)Y = c. '

On voit donc que §' conserve toujours le méme signe et que la rota-
tion ¢ se fait toujours dans le méme sens.
Eliminons ¢ entre (1) et (2),

3(1+ 25in20)(1+ g cos26)82= <h — 8457—‘/5sin())(lo——gsinzﬁ)—cz.

Pour discuter graphiquement, on posera sinf = z et lon coupera la
courbe

I
}/:

10— gat
par la droite » ] ~ «
on trouvera, suivant les cas, oscillation du paramétre § entre deux valeurs 9,
et 8,, oscillations symétriques par rappoi‘t a0 :—g ou mouvement
révolutif. 4

Autre solution par J. LAUREAU.
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Question C.91.

[ Mécanique rationnelle; épreuve pratique; énoncé publié en
Sévorier 1927, p. 64.]
SoLuTiON
- Par Jacques DEVISME.

On donnait le systéme suivant : En O et O (sur une méme horizontale,
00'=1) pendent deux fils OAB et O'C reliés par un autre fil AC, la
figure d’équilibre formant un carré OO'CA dont le cdté OA a été pro-
longé d'une longueur égale AB = OA. En A, B, C sont trois masses ponc-
tuelles pesantes de masse m, les fils sont inextensibles et sans masse. -

O'C ayant été écarté d’un angle « dans le plan du tableau il s’agissait
d’étudier I'état des vitesses au moment de la tension b(usque de AC,
quand O'C redevient vertical. ‘

Considérons une position virtuelle du systeme donnée par les angles 6,
9, ¢ de OA, AB, O'C avec la verticale. La force vive est

2T = mBP[202 - Y24 0249200 cos (0 — ¢)].
. L’équation de liaison exprimant que AC =/ s'écrit
. (cosb— cosy)2—+(sinh —siny —1)2 =
Au moment du choc on a § = o =¢ = o, il faut donc écrire que I'on a
AYBY + A(20 )30 -+ A+ 0)39 = o, ‘

pour toutes les valeurs 36, 8¢, 8¢ liées par

30 — &Y = o.
Donc .
A(e'+6") = o,
A(Y 420"+ 9¢) = o
ou encore .
‘ A(s'+0) =o,
A(Y'+0)=o0.

Les valeurs initiales des vitesses sont

28 . &
T — o) — L. =
00_?0_0, 0—\/—[ Sln2

Les valeurs finales seront donc

: 28 . a '
0 = —AY; o) = A, %:\/—l sm;—i—AlH.
Ces valeurs doivent étre compatibles avec la liaison, donc
0y — 1 =o,
28

.o ,
—sin-+2Ad, =o0
1 2 q’t )



et I'on-a .
: 1,7/2 %€
0, = - 28 ¢in =
- 2 X 2 -
1, /og
=—=(/ & sin -,
1 2 ]

CERTIFICAT DE MATHEMATIOUES GENERALES.

EPREUVE THEORIQUE. — . Etudier les courbes dont le rayon de cour-
bure se projette sur O x suivant un segment constant a > o (réponse :
ces courbes sont les homoth. directes dans le rapport a de

X;i—loglsin Y|=o0).

II. Calculer [l’tntégrale doubleff(xz—i—yﬂ)dxdy étendue au

domaine défini par les inég;zlités
0 <p< \/sinw cosw o<w <§,' Rép.&.

1. Déterminer une fonction f telle que I’expression
ex @i+ y)[ardy + y 0+ yr— ) de] |

soit une différentielle totale dU. Calculer la fonction U -corres-
‘pondante. : ’

Comparer au résultat obtenu en intégrant l’équation différentielle
22y + ylxt+ y2—az) =0

par passage en coordonnées polaires.

A yer
Rép. U= A T7F— +
Var+y?
EPREUVE PRATIQUE. — 1° Intégrer l'équation différentielle
y—y=u=zy.

2° Construire les courbes intégrales répondant aux conditions
suivantes : :

a. . Pourx =0, y=o, (courbe A),.
b, - Pour # = o, y=1I, (courbe B),
c. Pourz =0, y=o, (courbe C).

(Poitiers, juin 1927.)

|

——

7
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RECENTS PROGRES DE LA GEOMETRIE ANALLAGMATIQUE (');
Par J. HADAMARD.

Dans un beau Mémoire inséré au Journal de Mathéma-
tiques (*), M. André Bloch établit relativement aux cercles de
Vespace une série de propriétés dont quelques-unes avaient été
apercues par plusieurs auteurs, mais qui, dans leur ensemble,
constituent, pouc la Géométrie pure, une série de conquétes vérita-
blement surprenantes et inattenducs. Ses démonstrations reposent
sur la considération si féconde des foyers d’un cercle et sur celle.
des génératrices imaginaires de la sphére : il appelle I'attention
sur Tutilité qu’il y aurait a obtenir, pour les mémes résultats, des
démonstration purcment géométriques, anallagmatiques et réelles.

J'ai constaté que les propriétés des rotations (au sens anallagma-
tique du mot) telles que je les avais énoncées dans mes Lecons de
Géométrie élémentaire (3) permettent de développer la théorie
en satisfaisant & cette triple condition, et méme de simplifier et de
compléter sur quelques points (voir particuliérement ci~aprés,
section VI) les résultats de M. André Bloch. C est ce que je vais
exposer dans le present travail. '

Le premier qui se soit occupé, au point de vue anallagmatique,
de la figure formée par deux cercles arbitraires de l'espace est
M. Keenigs (*), qui a obtenu un des invariants (lesquels sont au
nombre de deux distincts) de la figure ainsi constituée, pendant’
que, un peu auparavant, M. Goursat () avait résolu une autre
question que nous verrons fondamentale pour notre objet.

(1) Loriginal de ce travail a paru en langue espagnole dans Revista Matema-
tica Hispano-Américana, 1927,

(2) g¢° séric, tome III, 1924, p. 51. Voir aussi Comptes rendus Ac. Sc., t. 177,
1923, 0°° 17 et 19, et Bulletin des Sciences mathématiques.

(3) Tome II, 1901, ex. 1249-1254.

(%) Annales Fac. Sc. Toulouse, t.11, 1888. Un second invariant a été foxmé en 1915
sans connaissance de notre propre travail par M. D. F. Barrow ( Transactions of
the American Math. Soc., t. XVI;).

(®) Annales Scient. Ecole Normale supérieure, t. VI,, 188q.

Ann. de Mathémat., 6° série, t. 1. (Novémbre 1927.) 17
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Quelques années aprés (loc. cit.) nous avons formé les deux
invariants du systéme de deux cercles G, C;, en méme temps que
nous mettions ce probléme en relation avec celui qui fait la base
de la présente théorie, la recherche des cercles perpendiculaires
communs a G, et a C,. '

La résolution de ce dernier probléme aurait dii, semble-t-il, for-
cément conduire & noter qu’il pouvait devenir indéterminé. Cette
circonstance m’avait pourtant échappé. Elle est, au contraire,
mise en lumiére dans 'Ouvrage bien connu, A Treatise on the
Circle and the Sphere (Oxford, 1916), dans lequel M. Coolidge
reprend de son coté la méme question et ou les cercles paratac-
tigues, dénomination crée par M. Coolidge pour ce cas remarquable
‘d’indétermination, sont étudiés en détail au double point de vue
analytique et géométrique et définis de maniére particuliérement
simple al’aide de la relation qui existe entre leursfoyers. Cependant,
a son tour, le géométre américain laissait de cOté certaines des
conséquences geométrlques les plus curieuses et les plus simples de
la notion de parataxie ainsi 1ntrodu1te

Or, entre temps, ces propriétés avaient €té decouvertes Dans
une courte Note des Archiv der Math. und Phys., tome VII;,
1904, E. von Weberavait obtenu quelques-uns des plus importants
résultats retrouvés aepuis par M. André Bloch, non seulement la
notion de cercles paratactiques et leur propriété géométrique
caractéristique, mais aussi, avec la forme canonique déja donnée
par M. Goursat, le fait que la réduction d’une transformation sphé-
rique a cette forme canonique peut, elle aussi, étre un probléme
indéterminé, et, des lors, par voie de conséquence, la congruence
“que, avec M. André Bloch, nous appellerons paratactique (voir
notre Section 1V). La beauté des-résultats de E, von Weber n’aurait
certes pas manqué d’attirer la vive attention des mathématiciens si
Pauteur Pavait lui-méme soulignée comme elle le méritait (*).

D’autre part, en 1911, la propriété angulaire fondamentale des
cercles paratactiques (I'un d’eux étant réduit a une droite) ﬁgu-
rait dans un probléme d’admission a I’Ecole Normale supérieure
posé par M. H. Lebesgue (voirletome X, des presentes Annales,
P- 558 et suiv.).

(2) Le travail plus étendu, annoncé par von Weber sur le méme sujet, n’a pas
paru, & notre connaissance.
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Aprés les Notes ou M. Demoulin (), puis M. Vessiot (), en vue
de recherches de Géométrie infinitésimale, reprennent tout d’abord
Pétude des invariants du systéme de deux cercles, celle des cercles
perpendiculaires communs et du cas paratactique, ont paru les
travaux de M. A. Bloch cités plus haut et dont le contenu fait
Vobjet principal de la présente étude, Parti de nos résultats de
1go1, M. A. Bloch a d’ailleurs été inspiré, sur certains points,
par les travaux et méme par quelques suggestions personnelles de
M. Demoulin. Au contraire, & notre connaissance, les travaux
antérieurs a 1921 cités dans ce qui précéde sont sans relation les
uns avec les autres.

M. André Bloch, comme E. von Weber ainsi que MM. Goursat
et Keenigs, fait systématiquement appel aux propriétés des foyers
et des aulres éléments isotropes. Nous espérons montrer que des
considérations de Géométrie réelle et, somme toute, élémentaire,
fournissent des démonstrations ne laissant rien a désirer au point
de vue de la simplicité et ne le cédant méme pas aux premiéres
(sauf peut-étre en ce qui regarde la congruence paratactique a ‘
"laquelle la considération des foyers conduit d’'une maniére parti-
culiérement directe et immédiate).

Je me borne d’ailleurs, dans ce qui va suivre, a ce point de vue
strictement élémentaire, a 'exclusion des points de vue de Géo-

. métrie analytique ou de Géométrie infinitésimale auxquels se sont
‘placés des auteurs tels que MM. Cosserat, Demartres, Le Vavasseur,
Demoulin, Guichard, Besserve, Vessiot, etc. Aussi ai-je cru. pou-
voir me contenter souvent d'indiquer ’essentiel des raisonnements,
en omettant des détails faciles a suppléer.

Dans toute la Géométrie anallagmatique, sans méme parler de la
théorie actuelle, qui, on vient de le voir, a été étudiée a plusieurs
reprises par des auteurs s’ignorant réciproquement, les termi-
nologies se sont multipliées plus que de raison. Nous avons em-

(') Comptes rendus Ac. Sc., 8 aout 1921, et surtout Bull. Ac. Roy. Belgique,
5 aout 1922, n° §, p. 499 et suiv. )
(?) Comptes rendus, 1o et 25 avril 1922. Voir aussi Journal de Mathéma-
tiques, g° série, t.1I, 1923, p. g9 & 165 : la propriété angulaire remarquable qui
_caractérise deux cercles paratactiques figure, en particulier, & la page 116 de
ce dernier travail.
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prunté a M. Coolidge, dont I ouvrage est classique en la matiére,
celle de cercles en-involution (voir notre Section I) et aussi celle
de cercles paratactiques : toutefois il y aurait déja lieu de se
demander si, pour cette derniére, le mot de cercles isogonauz,
employé par M. Vessiot (loc. cit) ('), ou celui de cercles périal-
léles ne conviendraient pas mieux pour exprimer, le premier, la
constance (découverte par E. von Weber, E. Vessiot et A. Bloch)
de I'angle dit de parataxie; le second, I'analogie de la propriété
dont il s’agit avec celle de parallélisme (que l'interprétation non
euclidienne signalée par M. Demoulin (2) a permis de préciser si
heureusement ), ainsi que I’enlacement mutuel qu’offrent nécessai-
rement deux cercles qui la possédent. A la dénomination de cercles
en biinvolution, adoptée par M. Keenigs, puis (concurremment
avee celle de croiz de cercles), par M. Coolidge pour le cas fde
notre section 1 (anneau orthogonal de Guichard, cercles harmo-
nigues de M. A. Bloch) jai préféré celle de cercles conjugués,
employée par M. Vessiot (loc. cit.) et qui, étant donnés les cercles
conjugués spéciaux qui interviennent dans la congruence paratac-
tique, m’offrait I’économie d’une dénomination ; mais je ne sais s¥
une relation aussi remarquable et aussi classique ne réclamerait pas
un terme plus intuitif, tel que celui de cercles axiaux, rappelant
que cette relation est celle d’un cercle avec son axe et' n’est que la
traduction anallagmatique (voir ci-aprés n° 7) de ce cas particu- .
lier. Les locutions de cercles perpendiculaires et de symétrie
par rapport & un cercle sont également dues a M. Vessiot.

I. — RAPPEL DE PRINCIPES.

1. En géuéral, non seulement les énoncés auxquels nous arri-
verons, mais les raisonnements, seront anallagmatiques, c’est-a-dire
ne feront intervenir que des propriétés se conservant dans une
inversion quelconque: cercles, sphéres, angles sous lesquels
peuvent se couper ces divers éléments, rapports anharmoniques.
Toutefois, bien entendu, les déductions initiales, qui sont pour la

(1) Page 116 da Mémoire cité du Journal de Mathématiques. Dans le méme
ordre d’idées, M. A. Bloch, dans la rédaction qu'il m a\alt comuniquée tout
d’abord, proposait le nom de cercles monogonaux.

(?) Voir A. BrocH, loc. cit., n°5, p. 6o.
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plupart bien connues et que nous rappelons dans cette premiére
Section, sont forcément empruntées a la Géométrie générale. On
ne pourrait opérer autrement qu’en constituant au préalable, pour
la Géométrie anallagmatique une Axiomatique propre, ce qui a pu
d’ailleurs étre fait sans parvenir a notre connaissance, et qui a déja
été fait pour la Géométrie projective.

Le mot « inversion » signifiera toujours, dans ce qui va suivre,
une inversion a puissance positive, et par conséquent, a sphére
d’inversion réelle, 4 moins que nous ne parlions d’une «inversion
négative». ,

Les deux cas se dﬁiﬁ‘éreﬁcient d’ailleurs par un caractére essentiel ;-
une «inversion proprement dite», a notre sens, c’est-a-dire une
inversion & puissance positive, change les dispositions des divers
triédres, au lieu qu’une inversion négative les conserve. Une inver-
sion négative de puissance — k2 sera, pour nous, le produit de
quatre inversions proprement dites: par exemple, de l'inversion
de méme pole et de puissance k2 combinée avec une symétrie par'
rapport a ce pole, c’est-a-dire avec des symétries par rapport aux
trois faces d’un triédre trirectangle ayant ce point pour sommet.

- Nous appellerons, avec M. A. Bloch, « transformation ou opéra-
tion sphérique» (ce que nous 'préférons a « transformation con-
forme », en raison de la profonde différence qui sépare a ce point
de vue le plan et 'espace) un produit d’inversions (proprement
dites) en nombre pair et qui conserve par conséquent les disposi-
tions des angles polyédres. :

2. Nous ne nous interdirons pas d’ailleurs de raisonner a la
maniére ordinaire sur les diverses directions de droites (tangentes a
divers cercles) et de plans (plans tangents a diverses sphéres ) issues
d’un méme point. Cela n’empéchera nullement nos considérations
d’étre anallagmatiques, puisque toute transformation sphérique
respecte dans loutes ses propriétés la figure formée par les direc-
tions en question.

" L’introduction du rapport anharmonique pourra se faire sous
forme anallagmatique par emploi de la proposition suivante, tra-
duction anallagmatique de la propriété fondamentale classique.

Le rapport anharmonique de quatre points a, b, c, d d'un
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méme cercle est égal & celui que forment, er O, les tangentes
aux quatre cercles Opa, Opb, Opc, O pd, en désignant
par O un point du cercle considéré et par p un pomt pris
arbitrairement en dehors de ce cercle.

3. Nous nous astreignons a ne raisonner que sur des figures
réelles. Toutefois, nous pourrons faire intervenir des sphéres ima-
ginaires pures et des cercles imaginaires purs. L'un et 'autre
de ces éléments sont en effet susceptibles d’une définition réelle.
La sphere de centre O et de rayon purement imaginaire & V—1 se
définit par Uinversion (négative) correspondante; et, de méme que,
dans une inversion proprement dite, les spheéres et les cercles qui
se conservent sont ceux qui sont orthogonaux a la spheére d'inver-
sion (abstraction faite de cette sphére elle-meme et des cercles
qui sont situés sur elle), nous pourrons parler de sphéres ou de
cercles orthogonaux a la sphére imaginaire pure, ou méme, par
extension, éventuellement, « orthogonaux a 'inversion négative » :
ce seront par définition les cercles ou sphéres qui se conserveront
dans cette inversion, par exemple, tout cercle dont le plan passera
par le pole d’inversion, ce dernier point ayant, par rapport a lui,
la puissance — A%.

Quant au cercle imaginaire de centre O et de rayon ky/—1
tracé dans un plan P qui passe par O, ou, ce quirevient au méme,
au cercle intersection du plan P avec le cercle-point (cone isotrope)
ayant pour centre I'un des deux points f, f/ situés symétrique-
ment 'un de I'aatre sur la perpendiculaire élevée a P au point O a
une distance O f =0 f' = £, il est défini par le faisceau des sphéres
par rapport a chacune desquelles les points f, f' (quine sont autres
que les foyers du cercle) sont inverses 'un de lautre, de méme
qu’un cercle réel peut étre défini par le faisceau des sphéres quile
contiennent. Tout faisceau de sphéres et, par conséquent, tout
cercle réel ou imaginaire pur définit d’ailleurs une famille a deux
paramétres de cercles dont chacun est orthogonal a toutes les
sphéres du faisceau : dans le cas du cercle imaginaire pur, cette
famille est formée des cercles qui passent par les deux foyers f
et f'; ces points exceptés, 1l passe un cercle G orthogonal au
faisceau et un seul par un point donné @ quelconque de V’espace.
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4. Le cercle dont il s’agit est le lien des inverses du point a par
rapport aux diverses sphéres du faisceau. Mais, de plus, cette consi-
dération permet de définir la notion (importante a notre point de
vue) de rapport anharmonique de quatre de ces sphéres: on
appellera ainsi, par définition, le rapport anharmonique formé par
les quatre positions correspondantes de I'inverse de a, et qui est
indépendant du choix de @, en vertu de la proposition énoncée
au n® 2. Le rapport anharmonique en question est celui des quatre
centres ou, si le cercle d’intersection G est réel, celui des quatre
plans tangents en un méme point quelconque de G, comme on le
voit en prenant le point arbitraire @ soit a U'infini, soit infiniment
voisin du cercle G.

5. Lorsque deux sphéeres S, 8’ se coupent suivant un cercle
réel G, la figure qu’elles forment a un invariant anallagmatique et
un seul, qui estl’angle V sous lequel ces sphéres se coupent. On sait
qu’un tel invariant peut éire formé méme dans le cas de deux
sphéres S, S"sans point commun, en considérant le rapport anhar-
‘monique (constant) intercepté par S et S’ sur un cercle quelconque
orthogonal & toutes deux.

Dans le cas des sphéres sécantes, leur angle V est défini au signe'
et a w pres; il peut I'étre, toutefois, & 27 (et au signe) prés si 'on
a orienté la surface de chacune des sphéres ou, ce qui revient au
méme, donné un signe au rayon correspondant. ‘

Pareillement, nous aurons, conformément a la conception bien
connue de Laguerre, a considérer des cycles, ¢'est-a-dire des
cercles sur chacun desquels un sens aura été choisi. Le signe de
Pangle de deux sphéres est déterminé si 'on a choisi un sens sur
leur cercle d’intersection.

6. On sait (et nous reviendrons d’ailleuars sur ce point dans la
suite) qu’une transformation sphérique quelconque, ou méme un
produit d’un nombre quelconque (pairfou impair) d’inversions
peut étre obtenu par quatre inversions au plus.

Mais il y a lieu de considérer spécialement celles qui résultent
de deux inversions par rapport a deux sphéres S, S'. Si ces der-
niéres sont réelles et sécantes, 'opération est anallagmatiquement
équivalente a une rotation, a laquelle elle se réduit si 'on transforme
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toute la figure par inversion de maniére i changerlecercle d’inter-
section en une droite et, par conséquent, S et S’ en des plans.
Lorsque S et S’ seront des sphéres quelconques, on pourra, par
extension, parler d’une rotation anallagmatique et, étant donné
le point de vue auquel nous nous placerons dans tout ce qui va
suivre, 'épithéte d’anallagmatique pourra étre sous-entendue
sans inconvénient. L’angle de la rotation est le double de celui
sous lequel se coupent S et §', et 'opération-produit ne change
pas lorsqu’on remplace S et S’ par deux autres sphéres quel-
conques se coupant suivant le méme cercle et sous le méme
angle que les premiéres. ,

Le cas de deux inversions, par rapport a des sphéres tangentes
(translation anallagmatique) ou sans points communs (Zomo-
thétie anallagmatique) est moins intéressant pour nous. Mais il
pourra arfiver que nous ignorons a priori dans lequel des trois cas
qui viennent d’étre énumérés on se trouve : lorsqu’il en sera ainsi,
le produit de deux inversions sera dit opération simple. Une homo-
thétie anallagmalique peut d’ailleurs étre considérée comme une

rotation (d’angle imaginaire) autour d’un cercle imaginaire.

Lorsque les sphéres S, S’ se coupent & angle droit, le produit
des deux inversions correspondantes (anallagmatiquement équiva-
lent & une rotation de 180° autour d’une droite) prendra le nom de
transposition anallagmatique ou (comme l'a fait Darboux dans
le cas d’une droite) de renversement; on peut évidemment encore
lui donner le nom de symétrie par rapport au cercle d’intersection,
en appelant symétrique d'un point a par rapport a ce cercle, le
transformé a’ de @ par 'opération en question. Dans le cas dont il
s’agit et dans ce cas seulement (*) : 1°’opération-produit est indé-
pendante de I'ordre des inversions-facteurs; 2° elle est remproque,
c’est-a-dire que le transformé a' n’est autre que a.

On remarquera que tout cercle perpendiculaire (voir n® 7)
au cercle considéré qui passe par a passe également par son symé-
trique @', et que le symétrique, par rapport a un cercle quelconque,
du point a l'infini, n’est autre que le centre du cercle.

7. Positions particuliéres de deux cercles. — Nous aurons,

(1) On écarte, bien entendu, le cas ou S et S’ coincident et ou l'on trouve
I'opération identique.

S
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avant tout, a nous occuper de la figure formée par deux cercles G,
C, de I'espace. Les résultats que nous énoncerons pourront éven-
tuellement subir des modifications dans les cas specxaux bien
connus suivants :

~a. Cercles ayant un point commun (il peut étre commode de
. noter que ce cas correspond anallagmatiquement a celui de deux
droites). Plus spécialement :
b. Cercles cosp/zel iques, avec les deux cas plus particuliers .
encore; .
c. Cercles tangents
d. Cercles perpendiculaires (nous appellerons ainsi, avec
M. Vessiot, deux cercles qui se coupent en deux points et a angle
droit);
e. Cercles en involution (Kenigs), ¢’est-a-dire que, par chacun
d’eux, on puisse faire passer une sphére orthogonale a I'autre;
S Gercles conjugués de M. Vessiot (cercles en biinvolution de
M. Koemgs) on appellera ainsi deux cercles tels que toute sphere
menée par l'un soit orthogonale a I'autre

Il serait également indiqué de les appeler cercles aziaux. En
effet cette relation est celle de deux cercles C;, G, dont le second
est décrit par un point déterminé a dans sa révolution (¢’est-a-dire
dans sa rotation d’angle contintiment variable) autour de G,.

8. Nous examinerons plus loin dans quels cas une opération
sphérique quelconque conserve un cercle déterminé C. Pour une
rotation, les cas pour lesquels il en est ainsi sont les suivants :

1° L’axe de rotation n’est autre que C;

2° L’axe est axial a C;

3° L’axe est perpendiculaire a CG. Mais alors il s’agit d'une
transposition et, de plus, il y a inversion du sens sur G, tandis que
dans les cas 1° et 2°, le ¢ycle C est conservé.

Cet énoncé reste valable (son interprétation résultant des con-
ventions précédentes) pour un cercle imaginaire, pour une homo-
thétie anallagmatique et méme pour une translation (I’axe A de la
rotation se réduisant & un point et les cercles axiaux a A a des
cercles passant par ce point). ’
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9. On sait que toute sphére qui coupe sous des angles égaux
deux sphéres données S, et S, est invariante par chacune des
deux inversions qui transforment ces sphéres I'une dans l'autre.

Un énoncé analogue s’applique a tout cercle G- qui coupe S,
et S, sous le méme angle. ll existe deux transpositions (Uune
au moins réelle) qui échangent S, avec S, et laissent C inva-
riant (les axes de ces transpositions.étant perpendiculaires a C)."

10. Deux cercles non cosphériques admettent une sphére ortho-
gonale commune et une seule. Cette sphére — laquelle se réduit
a un point dans le cas spécial @ (n° 7) — peut toutefois étre
imaginaire, et c’est précisément ce qui se produira, en général,
dans toutes les déductions qui vont suivre, et au cours desquelles-
cette sphére imaginaire ou (n°® 3) inversion négative restera cons-
tamment la méme. Tous les cercles et toutes les sphéres sur les-
quels nous aurons a raisonner seront, sans méme qu’il soit utile
de indiquer pour chacun d’eux, orthogonaux a cetfe méme inver-
sion négative fondamentale. Nous appellerons points opposés
ceux qui se correspondent par cette inversion : ce sera en particu—
lier le cas pour les points d’intersection d’un des cercles avec une -

'spﬁére'arbitraire passant par un autre d’entre eux. Ces points
seront toujours réels, étant donné que la sphére orthogonale
commune sera imaginaire.

11. Notons enfin que le produit de deux tranépositioné dont
les axes sont conjugués entre eux est linversion négative
orthogonale a ces deux axes : cet énoncé est la traduction anal-
lagmatique, autrement dit le transformé par inversion, de celui
par lequel, au n° 1, nous avons représenté une inversion négative.

1. — LES CERCLES PERPENDICULAIRES COMMUNS ET LA PARATAXIE.

12. Le probléme fondamental dans le sujet qui nous occupe,
celui que nous nous étions posé dans 1'Ouvrage précédemment
cité et dont sont partis également les auteurs dont nous avons
parlé ci-dessus, est le suivant :

Prosrime. — Trouver un cercle perpendiculaire commun a
deux cercles donnés Gy, G, de Uespace.
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On reconnait immédiatement que la recherche d’un tel ‘cercle
équivaut a celle de deux sphéres S, S| orthogonales entre elles
passant par Gy, et de deux sphéres S,, S|, orthogonales entre elles
passant par C, de maniére que S, soit orthogonale a S} et S, a S/.
Le cercle cherché sera l'intersection de S, avec S,, si ces sphéres
sont sécantes ou, pareillement, celle de S avec Sj.

Or, lorsque deux sphéres variables passent 'une par le cercle
fixe G;, I'autre par C, et sont assujetties a étre constamment
orthogonales entre elles, elles varient homographiquement.

La définition précédemment donnée (n° 2) du rapport anhar-
monique de quatre sphéres S (i =1, 2, 3, 4) passant par C
permet de mettre la démonstration de ce fail sous forme enuere—
ment anallagmatique.

D’aprés cela, a deux sphéres orthogonales arbitraires passant
par G, correspondront, de par 'homographie H qui vient d’étre
définie, deux sphéres (respectivement orthogonales aux premiéres)
qui décriront une involution. Il est clair que la solution cherchée
est fournie par les sphéres rectangulaires de cette involution.

On voit, du méme coup, que les quatre sphéres S;, S sont tou-
jours réelles. Il n’en est pas nécessairement de méme des cercles -
perpendiculaires communs T (intersection de S, avec S,) et IV
(intersection de S| avec S)); toutefois, 'un d’entre eux au moins
est réel. Dans le cas ou ils existent tous deux, on voit que le pro-
bléeme a deux solutions qui sont deuz cercles.conjugués entre
eux.

I est aisé de voir ce que devient ce résultat dans les divers cas
spéciaux énumérés tout a ’heure et ou, fik ailleurs, il ne tombe pas
véritablement en défaut. Dans les seuls cas ¢ et f, le probleme
relatif aux spheres S;, S; a une infinité de solutions. Mais ¢’est
que, en réalité, les deux cas relévent de celui de la parataxie dont
il nous reste a parler.

13. Auparavant, rappelons que le probléme que nous venons
de traiter est en relation (') avec les variations de I'angle v, que
“fait C, avec une sphére arbitraire S, menée par C,, ou encore
avec les rapports anharmoniques extrémes que G, et G, sont sus-

(') Voir les travaux cités en commencan].
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ceptibles de déterminer sur un cercle cosphérique commun. Cette
relation résulte immédiatement du n° 9 : il suffit que I'on ait tracé -
par G, deux sphéres coupant C, sous le méme angle pour en
déduire un cercle perpendiculaire commun; en particulier, les
valeurs extrémes V, V' de ¢, ne peuvent correspondre qu aux
spheres S, ou S,. On voit bien ainsi immédiatement qu’un au
mains des cercles I, T est réel, et I'on voit en outre que Pautre
l est ou non suivant que les cercles donnés sont ou non « enlacés »

Pun dans I’autre, au sens topologique. ‘

Une sphére quelconque passant par C; sera déterminée par

angle 3, qu'elle fait avec S,; une sphére quelconque conte-
nant, C, par Pangle J;, qu’elle fait avec S,. Pour que les deux
_spheéres ainsi définies soient orthogonales entre elles, il faut une
relation d’homographie qui (étant donné que S, et S, sont homo-
logues, ainsi que S, et S| ) est de la forme ‘

(1) tangJ, tangJ, = const.

Mais on peut aller plus loin et établir, en réduisant I'un des
deux cercles a une droite, les formules suivantes (pour lesquelles
je ne posséde pas de démonstration purement anallagmatique) :

cosJ, ,sin$
cospy = cosV = cosV —=1,
inS, cos Ty
cosY sin 3.
cosp, = cosV 2 — cosV’ 2,
sing, cosJ,

vy étant I'angle analogue a ¢, c’est-a~-dire celui sous lequel la
sphére S, coupe C,,formules qui donnent la valeur de la constante

la relation entro v, et vy, savoir

del equatlon (1), savmr V”

cosp cospy==cosVcosV’,

et la valeur de ¢, en fonction de 3, donnée par -

c0s?y; = cos2V cos2 Y, + cos2 V' sin2 3y,

14. Le cas paratactique. — Nous venons de déterminer les
quatre sphéres S;, S; et les cercles T, I a 'aide du diédre droit"
d’une involution, — celle qui correspond, par ’homographie H, a
Pinvolution des sphéres orthogonales passant par G, —, et trouvé
ainsi deux cercles perpendiculaires communs (au plus)..
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Mais supposons qu’a deux sphéres orthogonales entre elles pas-
sant par G, correspondent toujours, de par la relation indiquée,
deux sphéres orthogonales entre elles passant par C,; alorsle pro-
bléme précédent devient indéterminé, et il y a une infinité de
cercles perpendiculaires communs.

Nous dirons, dans ce cas, avec M. Coolidge, que les deux cercles
donnés sont PARATACTIQUES.

Cela aura nécessairement lieu, d’aprés ce qui précede (sauf si
les cercles donnés sont cosphemques), dés qu'il existera, soit plus
de deux cercles perpendiculaires communs, soit deux cercles per-
pendiculaires communs non conjugués entre eux. : -

‘Les cercles paratactiques existent effectivement, Nous en don-
nerons une construction générale dans un instant. Dés mainte-

nant, ils peuvent étre fournis par la résolution. du probléme
suwan‘[.

~Par deux points donnés, a, b, faire passer un cercle para-
tactique & un cercle donné C. -

Résolution qui résulte sans difficulté de ce qui vient d’étre
‘combiné avec ce qui a été dit au n® 4. '

Il y aurait lieu d’ailleurs d’obtenir également une solution géo-
métrique (anallagmatique aatant que possible) (') et réelle des
problémes suivants, lesquels sont tous quadratiques ainsi qu’on le
‘reconnait par la considération des foyers :’

Trouver un cercle paratactique & un cercle donné et con-
Jugué c un autre cercle donné;

Faire passer par un point donné un cercle paratactique a
deux cercles donnés;

Trouver un cercle paratactique & deux cercles donnés et
orthogonal it une sphére donnée;

Trouver un cercle paratactique a trois cercles donnés.

15. Deux faisceaux de plans homographiques, tels que deux
plans rectangulaires de l'un correspondent toujours & deux plans

(') Si Von renonce a remplir cette condition dans le probléme dont nous
venons de parler, il suffit de faire passer le point & & linfini et, ceci fait, de
prendre les focales réelles du cone qui a a pour sommet et C pour base (cf
A. Brocu, loc. cit.).
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rectangulaires de I'autre, sont nécessairement, ainsi qu’il est facile
de s’en assurer, deux faisceaux égaux. On voit donc déja que
lorsque, par deux cercles paratactiques, on fait passer deux sphéres
orthogonales entre elles arbitraires, ces sphéres tournent d’angles
égaux; et ceci définit, sur les deux cercles, des sens correspon-
dants. Il est aisé de voir que les sens correspondants en question
sont aussi ceux dans lesquels se déplacent, sur G, et G, respective-
ment, les points de rencontre avec un méme cercle perpendiculaire
commun variable. :

Nous aurons éventuellement a considérer deux cycles paratac-
tiques au sens prés, c’est-a-dire tels que le second soit paratac-
tique du premier pris en sens inverse : deux tels cycles seront dits
antitactiques. (A suivre.)

SOLUTION DE QUESTION PROPOSEE.

k 2505.

o i (1927, p. 181.)

x et y désignant deux variables réelles, établir les relations

Log< 052 ?71_ —+ sh? {)« Log 5___"1;;?_:-‘;"‘)’,

n

3 tangz — 2 th
E Arctang tang th ) = Ave tang Juangy — W),
dn 7 o xtangxr =y thy

A. LABROUSSE.

SoLuTION
N Par M. R. MARCHAY.

La demonstlanon directe des relations annoncées peut s ‘obtenir de Ia
fagcon suivante :

Envisageons d’'abord la premiére et soit f(x, y) le second membre, il
vient
sin2ax —sin22y
4(sin2z —sin2iy)

Sz, 2y)=f(z, y)-+ Lo
puis

(1 f(2z, 2y) = f(2, y) -+ Log(cos>z -+ sh2y)
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en remarquant que

sin?2x — sin?2iy = cos?2iy — cos22x .
= (cos2iy —+ cos2&)(Co82iy — €os2x)
= 4(cos2iy -+ cos2z —1)(cos2iy — cos2x)

= 4(cos2z + sh2y)(sin2z — sin2iy).

La formule (1) conduit immédiatement a

sinz -+ sh2y Y z Y.
Log———— pE—— 2 Log(cos-——-—l— sh2 2n> f(ﬁ’ Sh )

si m tend vers l'infini, le dernier terme tend vers zéro et 'on obtient la
formule de I’énoncé.

La seconde formule s’établit de facon analogue : en désignant par f(x,y)
la quantité qui figure au second membre sous le signe arc tang, on vérifie
que .

Sf(z, y) +tangz thy
1—(tangz thy) f(z, )’

Jf(Ez,2y)=
d’on
(2) arctangf(2=, 2y) = arc tang f(x, y) -+ arc tang(tangz thy),

les arc tang prenant la valeur zéro pour z et y nuls.
On achévera comme dans le cas de la formule (1). ‘

Remarque. — On arrive au résultat plus simplement en remarquant que

sin%z —+ sh? tangz — z th
——.;i—.l et .__alctano_‘y___g_—__‘y
22+ y? ® ztangx +y thy

) . i 3 sin z -,
sont respectivement le carré du module et Pargument de —= lorsque l'on
2 .

pose z=x +1y.
La formule évidente
sin2z sinz

= —=c¢083,
23 b4
d’'ou 'on tire
sin =
sinz 3 3 3 27
—— =05 =C0S - +++COS — y
z 4 on z
on

donne immédiatement, en passant a la limite pour n infini et prenant les
logarithmes dont on égale partie réelle et coefficient de ¢, les deux formules
annoncées,
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AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES (SESSION DEV=1927)._ »

Mathématiques spéciales.

On donne deux droites (D), (D') non situées dans un méme
plan. L'axze Oz est placé sur la perpendiculaire commune a
ces deux droites, Uorigine O en son milieu, les axes Oz, Oy
sont paralléles aux bissectrices de U'angle de ces deux droites.

On propose d’étudier le complexe des droites\§A ), telles que
chacune d’elles soit Uaxe central d’un lexe linéaire
auquel appartiennent (D) et (D).

1° On déterminera le céne G engan\blle par les droites (A)
qui passent par un point quelconqu, S de Uespace et U'enve-
loppe T de celles de ces droites, 6nt. situées dans un plan

quelconque . L'enveloppe T est une parabole dont on placera
le foyer. ’

gie-t-il un point S et un plan W, & distance finie ou
ls que toutes les droites passant par S, ou situées
partiennent au complexe des droites (A)? %

tes (A), par rapport al’'une quelconque de ces quadrigues,
par rapport & l'un quelconque de ces complexes linéaires,
appartiennent & ce méme complexe des droites (A)?

3° Trouver le lieu des positions particuliéres du point S, a
distance finie ou infinie, pour lesquelles le céne C se décom-
pose ‘en deux plans, et I’enveloppe des pluns 1 pour lesquels
Uenveloppe T se décompose en deux points. ‘

Ce lieu et cette enveloppe ont une partie commune 2. Dans
les cas de décomposition, on placera par rapport & X les deuz
plans ou les deux points de la décomposition. X

4° Lorsque S est sur X, le céne C se décompose en deux
plans T,, Ty, lesquels se coupent suivant une droite A; trouver
les plans tangents a X menés par cette droite (A).
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Lorsque 1 est tangent & %, Uenveloppe T se décompose en
deuz points 1,, 1, qui définissent une droite (A"); trouver les
points d’intersection de X et de cette droite (A').

Démontrer que les droites (A) ou (A") sont tangentes ¢ deux
surfaces conoides, dont on déterminera le degré et les sections
par des plans contenant Oz ou perpendiculaires a O z.

On indiquera comment les points 1,, 1, se placent par rap-
port aux points de contaci de (A') avec ces deux surfaces
conoides, comment les plans T, T, se placent par rapport aux
plans tangents a ces surfaces en leurs points de contact avec
la droite (4).

SorurioN pArR M. Berrraxp GAMBIER.

1° La droite (D) est définie par le point (o, o, k) et ses para-
métres directeurs (1, i, 0), de sorte qu’elle a pour coordonnées
plickériennes

(1) ’ 1, w, o, —hu, h, o.

s

Un complexe linéaire d’axe central (A) peut étre défini d’abord
par un vecteur porté par (A), de coordonnées pliickériennes,

(2) . a, b, ¢, I, m, n,

avec les notations consacrées [a, b, ¢, composantes da vecteur;

{, m, n, moments par rapport aux axes Oz, Oy, Oz], puis par’
un couple d’axe (A), correspondant aux éléments de réduction

habituels pour les systémes de vecteurs

(3), o, o, o, ta, tb, tc,

ou ¢ est un paramétre numeérique; le complexe linéaire correspon- -
dant est formé par les droites de moment nul relativement au
systéme de vecteurs formé par la réunion du vecteur (2) et du
couple (3), soit

4) a, b, ¢, l+ta, m-+1tb, n-—+tc.
En écrivant gette condition pour (D) ona
(3) I t@—+ (m~+tb)yp —hpa-hb=o.

La droite (D') donne I'équation analogue a (3), obtenue en chan-

Ann. de Mathémat., 6° série, t. II. (Novembre 1927.) 18
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geant A et p. simultanément de signe. On a ainsiles deux équations
(6) - l—ahp +ta = o, mp.—l—hb—{«tp.b:o.

En éliminant le paramétre auxiliaire ¢, on obtient I'équation da
complexe des droites (A) '

.

(7) . bl — am — kab = o,

ou l'on a, pour simplifier, écrit

N S
(8) . k:h(p+ﬁ>=sinqcos?’
¢ étant 'angle de Oz avec D, ou le demi-angle (D, D). Remar--
quons tout de suite que le couple (D, D') peut étre remplacé
* par o' autres couples, engendrant, d’aprés la définition méme de £,
le conoide droit de Pliicker X

(9) i%;—y*l =k
qui joue, d’aprés cette remarque, un réle important relativement
au complexe; nous retrouverons X plus loin.

Une droite du complexe (A) peut étre définie par un point (2,y,3)
et ses paramétres (a, b, c), de sorte qu’elle 'a pour coordonnées
pliickériennes (a, b, ¢; cy — bz, as — cx, br — ay). Ona donc.

Iéquation équivalente & (7)

(7) bley—bz)—a(as—czx)—kab = o.

Si donc nous laissons le point a distance finie (z, y, z) fixe, ce que
nous traduirons par l'indice o donné a (z, y, ), nous avons
I'équation du céne C de sommet Sz, 3y, 5) :

(10) ;zo(q‘l—}— b2)~yobc—xoca+kab=o. .

Si nous laissons au contraire (a, b, c) fixes, ce que nous traduirons
par I'indice o donné a (a, b, ¢), nous avons I'équation du cylindre
paralléle a la direction (a,, by, ¢,) :

(11) agCox + bocoy — (ag+ b))z — kayby= o.

Ce cylindre se réduit a un plan; en réalité, comme ce cylindre
est ce que devient le cone C quand son sommet s’éloigne a l'infini,
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nous devrons considérer le cylindre comme formé du plan (11) et
‘du plan de linfini.
Pour avoir I'enveloppe I' des droites (A) situées dans le

plan (4o, 90y W, So) on se rappellera les coordonnées plucks-
riennes d'une droite définie par les deux plans

) GG
. J,‘ ? b :
-(]3)"00“7—(!10\7, woU— e W, we,V—ooU, sU—uyS, sV—9y8S,
| .

S0 W — Wy S‘
Nous avons ainsi 'équation tangentielle

(‘4) (WO'U'—IL()W)(SOU—"UOS)_ (()OXV_WOV)-( SOV__V()S)
—k(0oW —wo V) (0o U —uy W) =o.

C’est une parabole parce que le coeficient de S2 est nul; d’aprés la
théorie des coniques-dans 'espace a deux dimensions, transportée
* dans l'espace a ¢rois dimensions, on mettra cette équation (14)
sous la forme canonique

(1) /\[x1U+y1V+W][:c,L + 1V +W]
+[00(0eW —wy V) — 1y (wo U —-roV)][EUA—qV—l—L’W’—i—S]——o

Les deux crochets, multiplicateurs de {1, sont les equaudns tan-
gentielles des points cycliques (&4, ¥4, 1, 0) et (&2, ¥2, ¥, 0)- du
plan (o, ¢4, %0, 5,); dans le second groupe de termes, le premier
crochet est I'équation tangentielle du point a l'infini sur 'axe de
la parabole (14), obtenue en prenant dans (14) les termes en S et
enfin le dernier crochet est l'équation langenticlle du foyer
(%, ny ¢ 1) cherché. En identifiant (14) et (14'), ou les termes
en S sont les mémes, on a, en prenant les termes en U2, V2, W2

les équations
: ([ haxyra— Uy E = Wy Sy,

(13) WY1 Ya— 0oWeh, = Wo Sy,

(- o)t = kuy 00,
auxquelles on adjoint
(16). Uk = v -+ wo§ -+ 56= 0.

On a ainsi quatre équations lin,éaix:es aux inconnues £, n, ¢,
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D’ailleurs (z,, 4, 1, 0) s’obtient par le sys’téme

WXy oY1+ Wy=0, = Z}+yi--1=o0,
b
d’ou
(woxy+ wo )2+ (3 +1)¢3 = o,
(17) vg -+ w} © U+ w
Xy Xy = —5——— V1Yo = V=
ug—+ ¢ Ui+ v§

Ajoutant les deux premiéres équations (15) ‘et tenant compte

de (16) on a
(18) -

de sorte que la derniére (15) et (18) donnent hoet . Le calcul
~s’achéve sans difficulté et donne '

)[uo_"“n*_ )“u]

' 9
+ w3l = wySo
ILU -+ V 0 : b

MU o+ w3 ] = [so(ud -+ 03) — kg rowy ]woy

/ l—Ssouy : kogwo (03 -+ w3)
S i= uz—+ vg—+wg  (ud=+-e3) (U3 + 03+ w;{),
(19) ] — 80,00 kuywo (03 - w3)
i wr (ui e (U3 eg - w3)
v — — S0 N kugeo(ug—+ o3+ 2w3) .
VP T wg e wd 0 (udEe3) (ug e~ wp)

Ce calcul suppose w,3£ 0, car on a eu a simplifier des fractions
ou w, est en facteur haut et bas; mais le résultat du calcul con-
tinue a étre vrai pour vy = o : d’ailleurs dans ce cas I'équation (14)
se décompose en deux facteurs : W =o, qui donne le point a
Pinfini sur Oz, et un autre facteul, équation, tangentielle d’un
point qui est le foyer a distance finie. Je n’indique pas ce qui
arrive pour les plans isotropes (u;—+¢;— w; =o0) ni pour les
solutions imaginaires de u;—¢;=o0; je signale simplement que
s1 Uy = v, = 0, autrement dit s’il s’agit d’'un plan horizontal,
I'éguation (14) se réduit a s,(U?+ V2)4-Aw, UV = o, de sorte
que I'on obtient deux points a I'infini et qu’il n’y a plus a parler de
foyer :les droites du complexe (A) situées dans un plan horizontal
sont perpendiculaires aux génératrices de.la surface X contenues
dans ce plan.

2° Sile point S est a distance finie, I'équation du céne C n’est
jamais indéterminée; si S est a distance infinie, il ny a indéter-
mination, pour le plan indiqué plus haut, que si le point S
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s'éloigne dans la direction Oz; toutes les droites paralléles a O,
sont des droites du complexe (A). L’équation de T n’est indéter-
minée que si wg= ¢, = w,=o0, comme ‘on le voit aisément en
regardant les termes en U2, V2, W2 déja utilisés ctles termes con-
tenant S en facteur. Autrement dit toute droite du plan de I'infini
appartient au complexe et c¢’est d’ailleurs pourquoi chaque enve-
loppe I' est une parabole.

Si la quadrique Q demandée. existe, cela prouve que le com-
plexe (A) coincide avec sa figure polaire réciproque relativement
4 Q; mais alors, le cone C de sommet S se transforme en la para-
bole I située dans le plan IT polaire de S relativement a Q) : cela

_entraine que le centre o (a distance finie ou infinie) de Q soit
situé sur C, de fagon que T soit tangente au plan de I'infini; donc,
puisque le point S est arbitraire, toutes les droites partant de o

- sont des droites du complexe et w est le point a I'infini de Oz;
Q est un paraboloide d’axe paralléle a O z.

D’autre part, d’aprés sa définition, le complexe (A) admer
trois axes de symétrie, a savoir les axes coordonnés. Cela ne
prouve pas, bien entendu, que Q doive admettre ces axes comme
axes de symétrie, mais il est permis d’essayer d’abord un -parabo-
loide les admettant : or un paraboloide ne peut avoir trois axes de
symétrie que s’il est équilatére et nous avons ainsi a essayer les
paraboloides (A constante numérique)

(1) ' . xy+hrz=o.
Si donc on part d’une droite A joignant deux points,

- ro Jo B0 to

(2> ‘ xy Y1 B U4 ’

d’ou ' ' .
3 ;ale to— xo ty, b=y, to—yo ti, L C= 5 l— 5o Uy,
) } l = yo2— Y1 Zo, m = 3yxr,— 3T, n= ZoY1— L1 Y0,

la droite polaire réciproque A est l'intersection des plans

Yo &o hlop X3z

(%)
d’on

yi & AN W5

(a=M@tr—zt), b=2(Qoti—yity), ©=yize— 210,
(

(5)?.2:)

Yosi—yi1%0), - =M ZoZ— 2130), =1ty B—1 %)
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ou plus simplement IR e
6) a=ta . b=—2b e=n,
DA m=—>Am, n = Ac,

et Uon constate aussitot que la substitution (a, b, I, m; a, b, 1, m)
n’altére pas I'équation du complexe A. On a donc obtenu o' qua-
driques Q de I'espéce demandée. Pour découvrir les autres qua-
driques Q' raisonnons ainsi : deux transformations successives par
polaires réciproques relativement a Q puis Q' équivalent, comme
on sait, a une transformation homographique dans laquelle la
surface % définie plus haut doit se conserver (si, en ne se servant
que de la notion d’axe central, cette propriété n’est pas immé-
diate, elle le devient si 'on songe aux propriétés énoncées dans la
partie 3° pour X); or X a quatre droites remarquables : l'axe Oz
ligne double de la surface; la droite a I'infini du plan 20y, droite.

accidentelle de 2; les deux droites z =12 - qui sont des généra-

trices G et G’ stationnaires. Donc, dans ’homographie, en jeu,
qui conserve d’ailleurs le plan de l'infini et le point a l'infini
sur Oz, 'axe des 3 doit se conserver (au moins dans son ensemble);
la droite a I'infini du plan Oy se conserve dans les mémes con-
ditions; quant a G et G' ou bien chacune se conserve (dans son
ensemble) ou bien elles s’échangent I'une avec I'autre. Dans le
premier cas, les points de 'axe des z sont soumis a une homographie
sur O z laissant trois points invariants, de sorte que Oz s’échange
avec lui-méme point pour point : chaque plan horizontal s’échange
donc (dans son ensemble) avec lui-méme, de sorte qne I'origine O
s’échange avec elle-méme, le plan 2Oy avec lui-méme, et les
deux génératrices O z, Oy de X ne peuvent que s’échanger chacune
avec elle-méme ou chacune avec l'autre; dans la seconde hypo-
thése, chaque point de Oz est remplacé par son symétrique rela-
tivement a O, ainsi que chaque plan horizontal, de sorte que fina-
lement O, zOy, Oz, Oy se trouvent échangés dans les mémes
conditions que précédemment; bien que nous n’ayons pas achevé
la discussion, cette conclusion suffit. En effet la quadrique parti-
culiére Q = xy + 2z =0 change O en 0y, zOy en O; donc Q'
doit changer zOy en O et O en zOy, autrement dit Q' est aussi
tangente au plan Oy en O; d’autre part Q change Oz en O«
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et Oy en Oy donc Q' doitchanger, soit Oz, avec Oz et Oy en Oy,
soit Oz avec Oy; dans le premier cas Q' admet Oz et Oy comme
génératrices, et nous retrouvons les quadriques xy + 1z = o déja
trouvées et ’homographie annoncée est (z; y; z; t|hz; hy; 25 t);
dans le second cas, Oz et Oy, tangentes a Q', sont conjuguées
par rapport & Q' (au sens a la fois de la théorie des quadriques et
de I'indicatrice de Dupin), de sorte que les plans directeurs de Q'
sont donnés par une équation 2% + 1y2= o0, ot A est une certaine

constante. On essaie donc la quadrique
(7) Q=a2+iy2+o2us=o0

’

onremplace ainsi les tableaux (.4), (5),(6) par

(8)- ” Zy Ayo Mty M3y )
Zy Ay1 Pl pE,
a= b b=—pa ¢ =—"n,
(9) i o *a, )
l=—pm, m=ul, n=plec.

L’équatioh
) bl—am—kab=o
équivaut a
am —)\2bl + khab =o;

 —

pour que le complexe réciproque de {.A) coincide avec (A), il faut
donc que A =1; Q' est un paraboloide quelconque de révolution
de sommet O et axe Oz; on constate bien que les deux points
(z,y,5,t) et (py, px, 5, t) ont méme plan polaire, le premier par
rapport a Q, le second par rapport a Q'.

Des considérations de méme nature font découvrir les com-
plexes'C demandés; comme le cone C doit étre remplacé par une
parabole T, axe du complexe C doit étre génératrice du cone,
quel que soitS; donc 'axe du complexe est paralléle a O z; d’autre
part, la transformation de (A) par rapport a l'une des qua-
driques Q précédemment obtenues, suivie de la transformation
relativement au complexe C, doit reconstituer comme précédem-
ment (A) et X; or I'axe Oz est devenu la droite de l'infini du
plan zOy dans la premiére transformation; donc Oz est préci-
sément l'axe central de C. On constate aussitot que, récipro-
quement,le complexe n 4-12c¢ = o ou A est une constante arbitraive,
jouit bien de la propriété; le plan polaire du point (z, y, z) est,
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en effet 1(Z — z) + Yo — Xy = o; la droite polaire de celle qui
joint (g, ¥y a0y to) €t (21, ¥4y 34, t1) est Uintersection des plans

(10)

y . . oo

) : —JXo Z‘o‘ A to —_—A 2o
o —¥1 x A F_—)\,zl

d’ou, par calcul analogue a celui du tableau (4),
(10) @=%ra, b=Ab, T=—n, I=xl, T =im, 7=—hc,

et méme vérification. On a ainsi vérifié que les points (z, y, z, t),
(¥, x, 5, t), (xy, —y, — 3, t) ont méme plan polaire relativement
aux quadriques zy -2z = o pour le premier, 2 4 y* + 223 =0
pour le second, ou au complexe n —+ Ac = o pour le dernier. On
n’obtient qu’une série ' de complexes C, tandis que l'on avait
obtenu deux séries «' de quadriques; le procédé employé permet
d’affirmer que n +c=o étant un complexe particulier,’les com-
plexes polaires de ce premier par rapport aux quadriques '

2y + Az =o0 ou 224yt 4 92pz =0
sont toutes les solutions; or les transformés de n 4 ¢ =o0 sont

respectivement A*c +n =0 el p2c —n=o, de sorte que nous
pouvons néanmoins dire que nous avons deux séries o' de com-

. . . . c .« L, . c
plexes et non une seule, suivant le signe de la quantité constante =

du reste, on sait que dans la théorie de la réduction d’un systéme
de vecteurs, il y a deux cas bien distincts au point de vue de 'orien-
tation, suivant que, sur axe central, la résultante générale et 'axe
du couple sont ou non du méme sens.

3° Le cone C de sommet S(z,, ¥, 3,) se décompose si le som-
met est sur la surface X déja rencontrée
(1) z(22+y2)—kay =o.

La parabole T ne se décompose que, si dans le calcul fait plus
haut, on trouve » = o, d’oa une équation tangentielle décomposée
(2). ) o wls(u2+ v2) — kurw] = o.

On voit aisément que I'équation tangentielle de X est préci-
sément donnée par le crochet multiplicateur de w dans (2). Sans
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calcul, cela résulte de ce que la conjuguée d’une droite horizon-
tale rencontrant O 5 est, relativement au paraboloide zy + sz =o,

la droite horizontale obtenue en changeant z et "—’ simultanément de

signe, de sorte que X est a elle-méme sa surface rec1proque cette
transformation revient a prendre

(3) S ulevLwlsiiylxit:z

~ Je rappelle que w =0 est Péquation tangentielle du point a
linfini sur Oz; d’autre part, S a distance infinie décompose le
cone C en le plan de l'infini et un plan a distance finie.

‘Pour la clarté, je prends sur X un point M

(M) 5,089, e sino, ksing cos g,

ot p et o sont deux coordonnées curvilignes de signification évi-
dente; un calcul aisé donne pour coordonnées du plan tangent T
AZen M (J’adopte la notation T = MEpour rappeler la deﬁmuon "
du plan T),

(M2)=(T) kpsinocosas, — kscosocosag, o2 —kpesinocosg.

Le foyer F du plan T a pour coordonnées (fin de partie 1°),
avec notation semblable F=TX pour rappeler la définition du’
point F, ‘
cose - —p sing
COS29. co82 9

(Fy=(TZ) 0 s '_/(sin?cos;p.

La droite MF est tangente a X en M; le plan méridien OzF
correspond a l'angle — ¢ tandis que OzM correspond a o, et la
cote de F est égale a celle de M changée de signe; autrement dit,
F est sur la génératrice G’ associée a celle G de M, le couple GG’
pouvant remplacer DD’ comme il a été dit plus haut; la droite MF
a pour paramétres directeurs .

(4) osiny, —pcosyp, — kcosag,

de sorte qu’en projection horizontale MF est orthogonale aG:

cela donne une construction simple du plan tangent en M; car
nous pouvons figurer X en cotée . les génératrices deviennent les
rayons issus de O, G et G' sont deux droites symétriques par rap-
port a Oz (ou Oy) et MF est perpendiculaire en M a OM; c’est
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la ligne de plus grande pente du plan tangent qui se trouve ainsi
coté (le lecteur est prié de faire cette figure trés 51mple nécessaire
pour la suite).

Cela posé, au point M, le cone G se decomp05e mamfestement

k .
en remplagant z, par —::0_—};2, on obtient v ‘

a o |
(5) (@oa+yot) (5 + 72— %)=

Le p}'emier facteur donne le plan T,

(X —fxo) +yo(Y—po)=0
ou, si Von préfere, : B
Xcosc—t—Ysino—p:o, ’I- , -
perpendiculaire en M a la génératrice G; ce plan donne mamfes-A
tement une parabole dégénérée en deux points, 'un a Vinfini-
sur Oz, l'autre étant M lui~-méme ; réciproquement, un plan paral-
lele 2Oz admet pour foyer le pled sur ce plan de I'unique généra-
trice de X perpendiculaire a ce plan. Le second facteur donne un
plan T, pour lequel la parabole I' se décompose pour la méme
raison en deux points dont 'un est M lui-méme ; quuatlon du
plan T, peut s’écrire
(6) (Ty). X XY Lo,

Zo Jo o 3o

de sorte que ce plan perce les axes aux points (%), (¥4), (— 50);
une figfre simple que le lecteur fera, montre donc que ce plan
contient la génératrice G'; il est tangent a X, et pour ce plan le
point M est foyer : d’aprés ce qui a été dit plus haut (il n’y a ici
qua échanger les roles de G et de G') le point de contact de ce
second plan avec X s'obtient sur le plan horizontal coté en abais-
sant de M la perpendiculaire My sur G’ et le point . a pour coor-
données

() £ C0S29COSP, — p cOS20siny, — ksing coso.

On remarque sur cette figure simple que la droite MF est con-
tenue : dans le plan tangent 4 X en M, dans le premier plan T, qui
est perpendiculaire a G, puis dans le second plan T, qui est tan-
gent a X en p, et par suite, contient G’ et F. Or, dans le plan T,
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la parabole T' se décompose en deux points dont 'un est M et
I'autre rejeté a 'infini précisément dans la direction M.
Cela devient évident si nous étudions le plan

(11) ) aycox ~+ bycoy — (a+ 03)z — kaybog=o

correspondant & la direction a,, b,, ¢, : on voit immédiatement
qu’il est tangent & X; si nous choisissons pour a,, by, ¢y la direc-
tion MF, 'équation (11) devient celle du plan T tangent & Zen M;
donc en échangeant les roles de G et G/, le plan T, tangent a h>
en.p. correspond a la direction Mp. '
La discussion a donc, pour le cas de décomposition de T, fourni-

les deux points : siw = o, c’est le pied de la génératrice de X per-
pendiculaire au plan, réuni au point a 'infini de O z; si le plan est

tangent & Z en un point M, on a comme points de décomposition E
et le point a I'infini sur la direction MI" (ce qui est d’ailleurs évi-
dent puisque MF est droite double du cone dégénéré C de som-
met M).

4° Cette question se trouve déja traitée au moins en partié;
quand le point S vient coincider avec le point M de 2, la droite A
est la droite MF de la figure déja tracée; A coupe X en trois
points : deux confondus avec M, un avec IV, de sorte que les trois
plans tangents issus de (A) a Zsont : le plan tangent en M compté
deux fois et le plan tangent en F (tout de suite coté d’aprés la
remarque faite plus haut, grice a la perpendiculaire menée a G’
par I).

Si le plan II devient tangent a 2 en M, les points [, et [, sont F
et le point a I'infini de MF, de sorte que la droite (A’) est la méme
que précédemment, pourvu que S et Il soient un point de X et son
plan tangent.

Le fait que chaque droite A peut étre définie comme droite (A)
ou (A') tient & ce fait bien connu de la théorie des congruences et
complexes que chaque droite peut étre définie a deux points de
vue corrélatifs, comme lieu de points ou comme cnveloppe de
plans; ceci s’applique aux surfaces focales des congruences, aux
surfaces des singularités des complexes. .

Ici la surface des singularités du complexe (A) est: au point de
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vue ponctuel, constltuee par X et le plan de I'infini; au poznt de -
vue tangentiel, par X et le point a l'infini de Oz; la surface 2
d’une part (considérée avec ses éléments de contact) se correspond
a elle-méme et, d’autre part, 'élément de contact isolé (point a -
Vinfini sur O z et plan de I'infini) se correspond a lui-méme.

Sur chaque droite du complexe (A), il y a une relation homo-
graphique entre le point S de la droite et le planIl tangent au cone
du complexe de sommet S, suivant la droite considérée; ici, si I'on
prend la droite MF, au point M le cone du complexe de sommet M
se compose du plan tangent-en p et du plan perpendiculaire sur-la
génératrice G; MF est leur droite d’intersection, de sorte que tout
plan passant par MF doit étre considéré comme tangent au céne
dégénéré; 'homographie annoncée est singuli¢re, le plan corres-
pondant a M étant indéterminé; & un plan quelconque passant
‘par MF correspond toujours le point M; pour le plan tangent en M
a X le point correspondant (point de contact de T avec MI') est
indéterminé, puisque I' se réduit alors & deux points situés sur MF
(F etle point a I'infini sur MF)

Les droites A dépendent de deux paramétres (ceux qui fixent M
sur X); donc elles engendrent une congruence; I'une des surfaces
focales est évidemment X.

Fapplique maintenant la méthode classique relative aux con-
gruences : une droite de la congruence étant définie par des
équations paramétriques

(1) X=x+)f, Y=y+1hg, L=z Mh,

ou z, y, z fy &, h sont des fonctions connues de deux para-
métres u, ¢, on cherche a déterminer une relation entre u, ¢ pour
que la droite (1) engendre une développable; cela se traduit par

: de dy dz
(2) df dg dh|=o0 .
S & h.

et le paramétre } est alors déterminé par les deux équations com-
patibles

(3)' de +)df dy +)dg dz+idh
f 8 b
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Lci on prend, avec les paramétres p, ¢ pour la droite MF,

0 {‘”=PCOS?7 ¥y = psing, z= ksingcosy,
! J =psing, & =—0C089, h:—Lcoszo

VLe déterminant (2) se simplifie aussitot en aJoutant a la premiére
ligne le produit de la derniére par do; dp est mis en facteur (ce -
facteur donne sur le conoide X les tra]ectowes orthogonales des”
génératrices, p = G ou C est une cohstante arbitraire); dans le
déterminant ainsi réduit, on retranche de la deuxiéme ligne le

produit de la nouvelle premiére ligne par p dog, et il reste 'équa- -
tion trés simple

(3) dacosap --2psin2ode =o
qui s’intégre en divisant par p cos2¢ et donne
(6) . 2 = Gj cosavo,

_ou G, est une constante arbitraire : cela détermine ainsi sur X les
courbes conjuguées des courbes p = C. En remplagant dans (3) =,
v, % [, &, h par les valeurs (4) avec p = (i, cos2¢, on trouve aus- -
) ‘SltOt N
' ‘ -~ 2sinao

- )= .
(7) cos2g ’
de la sorte les droites A restent tangentes a une nouvelle surface X'
définie par les équations paramétriques (C; et ¢ étant regardés
comme paramétres curvilignes) : ‘

X = C;(cosy cos20 + 2 sing sin2e) = C, cosp(3 — 2 cos2g),

(8) Y = C,(singcosa2g —2cosgsinag) = Gy sing(2sin2o — 3), -

i

Z = k(singcos o— 2sin29) =—3ksino coso.

Sur cette surface les courbes G, = const. sont les enveloppes des
droites MF'; les courbes conjuguées s’obtiennent en écrivant

Cycos2y =C,

o C est une constante arbitraire (celle qui a été employée plus
haut).

- Si l'on appelle f le point ou MF touche X', on a une relation
simple entre M, I, f; il suffit de considérer leurs cotes :

ksinocoso, — ksingcosg, ~—3ksingcosg; -
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le point ¥ est le milieu de M f; le plan tangent en M a X a été
déterminé par G et MF; le plan tangent en f'a X' est le plan oscu-
lateur en M & la trajectoire orthogonale de G qui passe en M : or
pour A, considérée comme droite (A’), les points I, et I, sont F
et le point a I'infini, de sorte que M etz f sont conjugués harmo-
niques relativement a 1, et 1,; d’aprés les propriétés corré-
latives [ d’ailleurs (A) se transforme en lui-méme par les trans-
formations dualistiques indiquées dans la seconde partie], les
deux plans T, Ty (T, perpendiculaire a-G en M, contenant MF,
puis T, tangent 4 % en p, contenant MF aussi) sont conjugués
harmoniques relativement aux planstangents a X et XenMet f.

Il reste a indiquer le degré de X', Les équations paramétriques (8)
donnent

v X — 3 —tang2¢
' y = tange 3tangle 1~
9
Z= _tangy |
I+ tang?o

On voit bien que X est un conoide; un plan horizontal donne
deux valeurs de tangy donnant deux génératrices symétriques par
rapport aux bissecteurs du diédre #(Oz)y (comme sur X); un
plan contenant Oz donne trois valeurs de tangg; il résulte de la
que Oz est ligne double de la surface et que X' est un conoide de
degré 5; la ligne a l'infini du plan 20 y est ligne triple de X'

Remarques géométriqgues. — A priori il est évident que si M
est un point de la droite D, toute droite issue de M et s’appuyant
sur D' est 'axe central d'un complexe spécial dont D et D’ font
‘partie : le lieu de ces droites est le plan M(D'); de méme si par M
on, méne une droite ¢ perpendiculaire a D, cette droite répond
évidemment a la question pour D, car un vecteur quelconque

‘porté par 9 et un couple quelconque d’axe & ont séparément un
moment nul relativement 2 D; or on peut disposer-du rapport
numérique des longueurs représentant le vecteur et l'axe du
couple de fagon que le systéme ainsi obtenu ait un moment nul
relativement a D’ : done pour chaque point de D, il y a un lieu de
droites (A) réduit a deux plans. Comme le probléme reste le
méme si nous remplagons le couple D, D’ par un couple G, G’ de
deux génératrices de X symétriques relativement a Oz (ou Oy),
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nous voyons aussitét que 2 est lieu des points pour lesquels le
cone G se décompose. '

D’autre part M étant un point quelconque de 'espace, la droite |
issue de M et s’appuyant sur D et D’ est axe d’'un complexe spé-
cial répondant a la question. Cette propriété donne le moyen
d’obtenir successivement les w! génératrices du cone C, en utili-
sant successivement tous les systémes G, G’ : les points ainsi
obtenus sur G et G’ décrivent, comme on le verra plus bas, une.
biquadratique gauche.

11 faut remarquer a ce propos que si l'on remplace un couple D,
D’ par un autre G, G’ on ne change pas le résultat du probléme,
‘mais sur chaque droite du complexe (A) le paramétre ¢ introduit

dauns la premiére partie varie. Ce paraméire correspond a l'inva-

AL - BM + CN L o
rlanl; e T o du complexe linéaire introduit : il ne faut pas

oublier cette remarque, si 'on veut éviter des fautes.

D’autre part la surface X est le lieu des axes centraux des com-
plexes linéaires du faisceau G+ 1C = o, ou C et C' sont les com-
plexes spéciaux définis par D et D', '

Nous allons indiquer une seconde construction géométrique du
cone C relatif au point M; puisque toute droite qui coupe a angle
‘droit une génératrice G de X appartient au complexe (A), on
obtient C en abaissant de M la perpendiculaire sur chaque généra-
trice de ¥; la figure précédemment faite en cotée montre que les
pieds de ces perpendiculaires sont sur le cylindre de révolution
d’axe vertical ayant pour section droite le cercle décrit, dans le
plan de projection sur O m comme diamétre, m étant la projection
horizontale de M. Or un cylindre de révolution vertical quel-
conque coupe I suivant une biquadratique gauche (complétée par
les droites a Pinfini des plans z == iy =o0); si le cylindre con- -
tient O z, cette biquadratique comprend Oz comptant pour deux
unités, et il reste une ellipse E; cette ellipse E est la base du
cone C. [Je rappelle la propriété classique que I'intersection de X
avec un cylindre de révolution vertical contenant Oz reste inva-
riable en grandeur quand le cylindre tournc autour de Oaz.]|
L’intersection de C et de X se compose donc de lellipse trouvée
par cette seconde construction et d'une biquadratique gauche
donnée au contraire par la premiére construction. -



— 988 —

CERTIFICAT DE CALCUL DIFFERBNTIEL ET INTEGRAL.

EPREUVE THEORIQUE — C.122. — I. Sozt A equatwn aux dérivées par-
tielles

(B) pr—gr=2f(2).

1° Quelle que soit la fonction f(z), (E) admet une intégrale com-
pléte formée de surfaces developpables Quelle est la nature de ces
développables ?

2° Calculer le rayon de courbure des projections sur le plan 2Oy
des courbes caractéristigues C de (E). En déduire un caractére géo-
métrique des courbes C.

3° Trouver sur chaque surface intégrale S de (E) les conjuguées des
courbes G situées sur S.

4o Les courbes C peuvent elles étre lignes de courbure des sur-
faces S?

5° Déterminer f(z) de fagon que (E) admette pour intégrales des
surfaces de révolution.autour d’une paralléle a Ox située dans le
plan zOy. Quelles sont ces surfaces de révolution ?

6° Peut-on choisir f(z) de facon que (E) admette pour intégrales
des surfaces hélicoides d’axes O x? Et quelles sont ces surfaces (1)?

C.123, — II. Déterminer la fonction U{u) de maniére que les
images dans le plan (u, v) des- géodésiques des surfaces d’élément

linéaire
ds? = U2(u)(du®+ do?)

solent des circonférences. [On pourra exprimer, st l'on veut, que le
rayon de courbure de ces courbes images est constant.]

EPRECVE PRATIQUE.. — C.124. — Déterminer une fonction monogéne
: iznalytique f(a)=P(z, )+ iQ(x, y) de la variable compleze
=z + iy telle que Uargument de f(z) ne dépende que du pr oduit

xy, et que l'on ait f(o) =1; f'(0) =12

N. B. — On pourra exprimer P et Q en fonction du module et de
Dargument de S(z); 0n pourra également utiliser une transformation
analynque z =o(u) quz, appliguée & u = f(z), abrége les calculs.

(Poitiers, juin 1927)

(') Cette derniére question n’était pas posée aux candidats.
q pas p

———
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RECENTS PROGRES DE LA GEOMETRIE ANALLAGMATIQUE ;
Par J. HADAMARD.

S (Suite et fin.)

III. — Lks SYMETRIES DU SYSTEME DE DEUX CERCLES.

16. Les propriétés précédentes découlent immédiatement de la
notion de parataxie. Mais, comme nous l'avons dit, d’autres plus
cachées et plus importantes se rattachent naturellement a la consi-
dération des transpositions admises par les cercles donnés.

Il est clair, en effet, que chaque cercle perpendiculaire
commun & deux cercles C,, Gy (quelconques jusqu'a nouvel
ordre) est l'axe d’une transposition qui conserve ces deux
cercles, tout en en renversant le sens.

Réciproquement, sauf si les cercles donnés sont cosphéric}ues
ou en involution, on obtient ainsi toutes les rotations qui les con-
servent tous deux.

Dans le cas général, on voit qu’on a ainsi soit une, soit deux
symétries communes a G, et & G,.

Ceci rend tout d’abord intuitives les conséquences relatives a la
variation de I'angle ¢, sous lequel C, est coupé par une spheére
arbitraire & menée par C,. Deux telles sphéres symétriques 'une
de Vautre par rapport a un cercle perpendiculaire commun T
donnant évidemment la méme valeur de ¢y, une sphére passant
par I donne nécessairement un maximum ou un minimum.

Inversement, d’aprés le n° 9, deux sphéres passant par G, et
coupant G, sous le méme angle sont nécessairement symétriques
I'une de l'autre par rapport a un cercle perpendiculaire commun.

A7. Supposons maintenant G, et C, paratactiques.
Il y a alors une infinité de cercles perpendiculaires communs;
d’une maniére plus précise, on peut se donner arbitrairement I'un

nn. de Mathémat., 6¢ série, t. II. (Décembre 1927.) 19



— 290 —

des points @, @ ou un tel cercle coupe C, ('autre étant évidem-
ment Popposé du premier).

Donc il y a une infinité de transpositions qui conservent chacun
des deux cercles G, C,; et, plus précisément, on peut en trouver
une qui échange entre eux deux points m, n arbitrairement -
donnés sur C,, ou encore, 'qui échange entre elles deux sphéres
&8,, 8, arbitrairement données passant par C.

Donc enfin deux sphéres quelconques passant par C, cou-
.pant C, sous le méme angle (comme on le voit immédiatement
en échangeant ces sphéres 'une avec I'autre par la transposition
dont nous venons de parler). '

C’est le premier résultat fondamental de MM. von Weber,
Vessiot et André Bloch.

18. Inversement, on obtient, de la maniére la plus générale,
deux cercles paratactiques par la construction suivante : deux -
cercles cosphériques et sécants C,, C étant coupés par un cercle
orthogonal commun T', on fait tourner (n° 6) C autour de I’ d’un

“angle égal a celui sous lequel se coupent C et C,. La nouvelle
position C, occupée par C aprés cette rotation est un cercle para-
tactique avec Gy : car on leur connait déja deux cercles perpendi-
culaires communs, I' et le lieu = engendré, dans sa rotation autour
de T, par un point d’'intersection de C et de C; et, de plus, les
sphéres (C,, C) et (C,, ®) coupent C, sous le méme angle, d’on
(n® 9) l'existence d’un troisiéme cercle perpendiculaire commun,

- assurément distinct des deux premiers.

19. G, et C, étant supposés paratactiques et non conjugu»és,'
soient I'y, I'; deux de leurs cercles perpendic¢ulaires communs,
non conjugués entre eux. I'y et I, sont paratactiqucs, puisqu’ils
admettent les cercles perpendiculaires communs C,, G, non conju-
gués. Ils admettent donc, eux aussi, une infinité de cercles per-
pendiculaires communs C, tous paratactiques les uns aux autres.

La nouvelle série de cercles ainsi obtenue est indépendante
du choiz deT, et de T, parmi les diverses positions qu’ils peuvent
occuper. On peut, en effet (avec la précaution de prendre opposés
I'un de l'autre les points ou le cercle variable C coupe a angle
droit I'y) construire C par la méthode du numéro précédent en
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partant de G, et de I'y, et Pon voit ainsi qu’elle est indépendante
de T;. Semblablement, elle est indépendante de T.

En particulier, le conjugué de C,, dans la série en question, est
bien déterminé. »

On a ainsi deux séries de cercles en relations parfaitement réci-
proques I'une avec ’autre, tout cercle de 'une étant perpendicu-
laire a tout cercle de I'autre. Chacune d’elles sera ce que nous
appellerons (pour une raison qui apparaitra dans la suite) une
série de Villarceau droite. »

Les deux cercles donnés, ainsi que tous ceux de la série dont ils
font partie, sont conservés, mais avec inversion du sens, par 'une
quelconque des transpositions I'. Si maintenant on combine deux
ou un nombre pair quelconque de telles transpositions, 'opé-
ration-produit conservera chacun des cycles C,, Gy, C. Sans
aborder immédiatementI'étude du groupe continu ainsi engendré,
contentons-nous pour le moment de noter qu'il est transitif : il
existe manifestement une de ses transformations qui change un
point quelconque donné de G, en un autre point donné quel-
conque du méme cercle, et, par conséquent aussi, il existe deux
transformations de ce groupe changeant un quelconque donné
des cercles perpendiculaires communs en un autre quelconque
.donné de ces cercles. '

20. Aprés avoir parlé des opératidns qui conservent chacun
des cercles donnés, occupons-nous de celles qui les changent 'un
dans lautre.

Il existe une infinité d’opérations simples qui changent G, en C,.
11 est facile d’en donner une construction générale : I'une quel-
conque d’entre elles est le produit de deux inversions dont la pre-
miére changera C, en un cercle y cosphérique tant avec G,
qu’avec C,. Inversement, dés lors, en se donnant le cercle cosphé-
rique y, on construira immédiatement les deux inversions en ques-
tion; d’une maniére plus précise, si I'on s’est donné les deux
cycles Cy, Gy et que 'on se donne aussi le cycle y, la construc-
tion sera parfaitement déterminée. Toutefois, on ne doit pas oublier
que chaque opération peut étre obtenue par une infinité de choix
de ces inversions.

I1 résulte de la aisément qu’il existe une opération de 'espéce
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considérée et une seule, qui, changeant G, en C,, change un point
donné @, de G, en un point donné a, de C,.

21. Mais parmi les opérations précédentes, nous avons encore
a considérer spécialement les transpositions, qui, changeant C,
en C,, changent également C; en C,.

Soit G I'axe d’une telle transposition, que nous appellerons un
bisecteur des deux cercles (ou, s'il y a lieu, des deux cycles)
donnés. Tout cercle perpendiculaire commun a G et a G, sera
également perpendiculaire a C, et, un tel cercle étant connu, on
pourra trouver, de deux maniéres différentes (dont I'une au moins
sera réelle), ses points d’intersection avec G, et, dés lors, obtenir G
lui-méme de deux ou de quatre maniéres différentes suivant que
V'on se sera donné seulement les cercles ou, plus précisément, les
cycles que 'on se propose d’échanger I'un avec l'autre.

Si les cercles donnés ne sont pas paratactiques, il n’y a que
deux ou quatre solutions, déterminées comme nous venons de le
dire. Mais dans le cas de parataxie des cercles donnés, nous ne
savons pas a priori si C, et le cercle inconnu ( auront ou non
entre eux cette méme relation. Dans le premier cas, tous les cercles
perpendiculaires communs a G, et a C; seront aussi perpendi-
culaires a G, et ne fourniront qu’un seul et méme systéme de deux
ou de quatre solutions; il n’en sera rien dans le second, et le
nombre des solutions sera infini.

Pour décider entre ces deux hypothéses, aprés avoir construit
les deux points d’intersection p, p' d’un cercle perpendiculaire
commun I' avec G, remarquons que par 'un de ces points et, par
conséquent, par les deux, puisqu’ils sont opposés, passe un cercle
déterminé de la série de Villarceau droite (C., C,); la transposi-
tion correspondante change nécessairement C, en un cercle de la
méme série coupant I' aux mémes points que Cg, c’est-a-dire (n° 18)
en G, lui-méme. Plus précisément, ce seront les deux cycles C,,
C. qui sont ainsi permutés puisqu’une telle transposition conserve
tous les cercles de la série perpendiculaire.

Les deux solutions du probléme sont ainsi obtenues pour deux
cycles paratactiques : on voit qu’elles correspondent a la premiére
des deux hypothéses précédemment envisagées.

Au contraire, c’est la seconde qui se présente evidemment pour
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deux cycles antitactiques. Dans ce cas, et dans ce cas seulement ('),
on a une infinité de bissecteurs. ‘ '

Dans ce cas aussi, et dans ce cas seulement, on a cette circon-
stance remarquable que toutes les opérations simples qui trans-
Sforment Uun des cycles dans U'autre sont des transpositions
d’aprés ce que nous avons vu au numéro précédent.

Nous appellerons encore faux bissecteurs de deux cycles para-
tactiques, les bissecteurs du premier cycle et du second renversé.

22. L'existence des transpositions (toutes deux réelles, d’ail-
leurs, dans ce cas), qui changent Tun dans l'autre deux’cycles
paratactiques, montre que les pieds d’un cercle perpendiculaire
commun variable décrivent des divisions homographiques. Laméme
conclusion appliquée a la série perpendiculaire exprime que le
rapport anharmonique déterminé par les deux cercles donnés sur
un cercle perpendiculaire commun est constant, comme 1’ont noté
les deux auteurs précités. '

Le théoréme énoncé par les mémes auteurs, que tout cercle
cosphérique commun v coupe G, et Cy sous des angles égaux,
résulte de I'existence des faux bissecteurs, dont il existe toujours
un perpendiculaire a .

1V. — FoRrRME CANONIQUE DES OPERATIONS SPHERIQUES.
OPERATIONS PARATACTIQUES.

23. C’est M. Goursat (*) qui, le premier, a remarqué que 1'opé-
ration sphérique la plus générale pouvait étre représentée par un
‘produit de deux opérations simples ('une an moins étant une
rotation proprement dite) autour de deux cercles conjugués entre
‘eux. Cette conclusion a été retrouvée également par MM. von
Weber et André Bloch. Pour I'établir par voie purement géomé-
trique, anallagmatique et réelle, nous allons avoir besoin d’autres
formes intermédiaires données a 'opération la plus générale en
question.

Il est bien connu que toute opération sphérique w peut étre,

(') Nous laissons de coté les cas spéciaux du n° 7.
(?) Annales scientifiques de !’Ecole Normale supérieure, 188g.
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d’une infinité de maniéres, décomposée en quatre inversions. On
peut aisément présenter la démonstration sous forme anallagma-
tique et méme s’arranger pour que les deux premiéres sphéres
d’inversion soient sécantes entre elles, ainsi que les deux derniéres,
de maniére a avoir affaire au produit de deux rotations propre-
ment dites. - _

Notons tout de suite, en vue de notre résultat final, ce qui arrive
dans le cas ou 'on sait que I'opération sphérique donnée conserve
un cycle donné C. On peut alors aisément diriger le raisonnement
auquel il vient d’étre fait allusion de maniére & décomposer en
une rotation autour de G et une opération simple conjuguée a G
(produit de deux inversions par rapport a des sphéres orthogo-
nales a C); ma.li/s cette fois, la seconde opération simple pourra ne
pas étre une rotation proprement dite. Le fait que toute rotation
anallagmatique conserve son axe et conserve aussi tout cycle con-
jugué trouve ainsi sa réciproque.

24. On a, en second lieu, le théoréme suivant, tout analogue
au résultat bien connu, relatif aux déplacements ordinaires :

Une transformation sphérique peut se représenter d’une
infinité de maniéres par un produit de deux transpositions.

En partant de notre premier résultat, celui-ci se démontre sans
difficulté par l]a méme méthode qui a servi a Halphen dans le cas
des déplacements ordinaires.

Remarque ('). — Le résultat ainsi démontré n’a pas la méme
portée que dans cette derniére théorie, parce qu’il ne permet pas
d’obtenir aisément le produit de deux opérations quelconques.

Il nous sera toutefois utile de noter qu’on péut trés aisément
combiner un nombre quelconque de rotations d’axes tous conju-
gués a un méme cercle, grace au fait que deux quelconques de ces
axes sont toujours cosphériques entre eux.

(') La décomposition en quatre inversions ou deux rotalions pouvant se faire
d’une infinité de maniéres, il en est de méme de la construction du texte. Il
n'en résulte pas en toute évidence qu’il en soit de méme pour le résuitat, c'est-
a-dire pour la décomposition en deux transpositions; mais cela ressort au contraire
immédiatement de notre résultat définitif (numéro suivant).
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25. Du théoréme qui vient d'étre démontré, on déduit mainte-
nant sans difficulté le théoréme que nous avons en vue :

Tutorkme: — Toute transformation sphérique est le produit
(évidemment permutable) de deux opérations simples conju-
guées entre elles.

(L’une au moins de ces opérations est d’ailleurs une véritable
rotation. )

En effet, I'opération étant, conformément a ce que nous venons -

de voir, décomposée en deux transpositions A, A,, construisons
les quatre sphéres S;, S, S,;, S, qui conduisent aux deux
cerclesT', I' perpendiculaires communs & A, et a A, : la premiére
transposition est le prodﬁit des deux inversions S,, S ; la seconde,
celui des inversions S,, S),. En vertu des relations d’orthogonalité
qui existent entre les quatre sphéres et des permutabilités qu’elles
-entrainent entre les inversions correspondantes, on arrive immé-
diatement a représenter 'opération par le produit de deux opéra-
tions simples d’axes respectifs T', I, une d’elles au moins étant
une vraie rotation puisque I'un au moins des cercles I', 17 est réel.

23 bis. Mais on voit aussi apparaitre immédiatement le résultat
remarquable de MM. von Weber et André Bloch : il se peut que
la décomposition précédente soit possible d’une infinité de
maniéres. ‘ v

C’est ce qui arrivera en effet dés que les axes A,, A, des deux
transpositions seront paratactiques entre eux : il suffira de prendre
pour I' 'un des cercles perpendiculaires communs, a condition de
prendre pour I' son conjugué. C'est la transformation paratac-
tique de M. A. Bloch. Dans ce cas, les angles des deux rotations
sont égaux entre eux : ils sont doubles de I'angle de parataxie
de A, et A,. Ceci nous renseigne en particulier sur le groupe
continu envisagé au n" 19 : il est évidemment a un paramétre et
obtenu par la variation continue del’angle commun des deux rota-
tions que nous venons d’obtenir, les axes conjugués restant fixes.

Pour ’angle de rotation 7, chacun des cercles perpendiculaires
communs est conservé, avec changement de 'un quelconque de
ses points en son opposé. En un mot, on retombe ainsi sur I’in-
version négative fondamentale.

f
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26 Inversement, le produit de deux rotations égales autour de
deux cycles T, I" conjugués entre eux est une transformation -
paratactique, conformément a la définition précédente. '

Chaque série de Villarceau droite contenant I et I'" donne, pour
cette transformation, une infinité de décompositions canoniques.

Mais il existe une infinité de séries de Villarceau de cette espéce.
Tout cercle A perpendiculaire commun a T et a I définit une telle
série, formée de cercles C perpendiculaires a A. :

I' et I'" étant donnés, il passe un cercle A par un point arbi-
traire m de l’espace (cercle unique si m n’appartient ni a I' ni
aT") etla série de Villarceau qui en résulte contient egalement un
cercle G qui est issu de m.

Donc, notre transformation, produit de deux rotations
conjuguées et égales entre elles, admet une (nfinité pouvsLE de.
représentations sous la forme canonique de M. Goursat.

Elle laisse invariant chaque cercle d’une congruence (C);
il passe un cercle de (C) par un point quelconque de Uespace.

C’est la congruence paratactique de M. A. Bloch.

Deuz cercles (C) quelconques sont paratactiques entre euzx.

Les cercles de la congruence sont conjugués deux & deux.
Le produit de deux rotations égales quelconques autour de T
et de I peut se remplacer par le produit analogue (avec rota-
tions de méme angle) autour de deux cercles conjugués pris
arbitrairement dans la congruence.

Tel est le beau théoreme découvert par MM. von Weber et
André Bloch, a 'aide de la considération des foyers et des généra-
trices imaginaires de la sphére imaginaire fondamentale (celle qui
est orthogonale commune aT' et aI").

27. 11 est assez curieux de rattacher ce méme résultat a un prin-
cipe classique de la théorie des substitutions. On sait que la con-
dition nécessaire et suffisante pour que deux opérations R et T
soient permutables entre elles est que R coincide avec sa trans-
formée par T, de sorte que, s'il en est ainsi, T coincidera égale- -
ment avec sa transformee par R.

Prenons pour R notre produit & de deux rotations du méme
angle o autour de I et de I, et soit G un de leurs hissecteurs. 11
est clair que la transposition G laisse invariante notre opéra-
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tion Q. Donc d’aprés le principe qui vient d’étre rappelé, celle-ci
conserve la transposition G et, par conséquent, G lui méme (').
On a ainsi déja une simple infinité de cercles invariants par
I'opération Q; mais si maintenant on remarque que, d’aprés ce
qui vient d’étre établi, cette derniére laisse invariante toute rota-
tion d’axe G, on en déduira encore, par une nouvelle application
du méme principe, que Q est invariante par une telle rotation et,
par exemple, que, pour I'engendrer, on peut remplacer T' et I'
par leurs nouvelles positions aprés la rotation en question.

Les cercles de notre congruence sont les seuls qui soient inva-
riants par l'opération lorsque son angle reste arbitraire : si, en
effet, on fait varier cet angle, le transformé d’un point déter-
miné m de 'espace décrit un lieu parfaitement déterminé, lequel
‘ne peut étre autre que le cercle C de la congruence issu de ce
point.

Les cercles de la congruence sont méme les seuls qui soient inva-
riants par 'opération & pour une valeur déterminée quelconque
de I'angle o autre que 7. Il ne peut passer par un méme point de
I'espace deux cercles différents invariants par 'opération & pour
une valeur déterminée de son angle, pourvu que cette valeur ne
soit pas un multiple de 7 : car on apergoit immédiatement a ces
deux cercles trois points communs.

Il en résulte que les décompositions, en nombre doublement
infini, de notre opération en deux rotations conjuguées sont les
seules qui existent.

28. Ilya lieu également d’établir que la décomposition en deux
rotations conjuguées est unique toutes les fois que les angles de
‘ces deux rotations ne sont pas égaux, c’est-a-dire que le produit
de deux rotations conjuguées a angles inégaux et non multiples
de 7 ne laisse invariant aucun cercle de I'espace autre que les axes.
C’est & quoi on arrive sans difficulté en distinguant les cas d'un
cercle perpendiculaire a I'un des axes, d'un cercle paratactique a
I'un des axes, et d'un cercle ne présentant aucune de ces deux
propriétés.

(') L’hypothése dans laquelle le sens sur G serait inversé par Q est écartée du
moment que le fait a lieu pour toute valeur de I'angle a.
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Dans le méme ordre d’ 1dees, deux cercles dlstmcts de la con-
gruence ne sont jamais cosphériques et, par conséquent, un cercle
de la congruence n’a dans celle-ci qu’un seul conjugué ().

Une congruence paratactique est définie par deux quelconques
de ses cycles conjugués (ou méme par deux quelconques de  ces
cycles) : il en résulte qu’elle est transformée en elle-méme par une
rotation arbitraire autour d'un des cercles qui la composent. -

Toutes les congruences de cette espéce sont d’ailleurs transfor-
mables les unes dans les autres par opérations sphériques. La
figure que nous venons de définir est anallagmatiquement unique.

29. 1l est encore intéressant de définir chaque cercle de la con-
gruence précédente, non plus comme lieu d’un point variable,
mais au contraire, par 'ensemble des sphéres qui le contiennent.

L’opération paratactigue, lorsque son angle n’est pas mul-
tiplede r, ne laisse invariante aucune sphére, réelle ou imagi-
naire pure, autre que la sphére imaginaire fondamentale,
comme on le voit immédiatement en considérant les points limites
d'une telle sphére et de la sphére fondamentale, et notant que
I'opération en question, lorsqu’elle ne se réduit pas a 'opération
identique, ne laisse aucun point réel ( 2) invariant.

Toute sphére orthogonale a U'inversion négative fondamen—
tale contient un cercle de la congruence (et évidemment un

seul), cercle que I'on déterminera comme intersection de la sphere :
donnée avec une de ses transformées. :

V. — PROPRIETES DE LA CYCLIDE DE DuPIN. PUISSANCE REDUITE.
OPERATIONS PERMUTABLES AVEC L'OPERATION PARATACTIQUE.

30. La cyclide de Dupin, anallagmatiquement équivalente au
tore, peut étre, comme lui, définie par la révolution d’un cercle
autour d’un autre cosphérique avec lui. Si — seul cas qui inter~-
viendra dans ce qui va suivre, et qui correspond autore véri-
table — les deux cercles sont sans point commun, la surface peut

(%) Ceci ressort d’ailleurs immédiatement de ce qu'un cercle conjugué au
cercle donné et orthogonal a la sphére imaginaire fondamentale est parfaitement
défini par cet ensemble de conditions {Note ajoutée lors de la trad.).

(?) On sait, au contraire, qu’elle conserve les foyers des dllférents cercles (C)
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encore étre définie en disant que tous ses points dérivent de I'un
déterminé quelconque d’entre eux par deux rotations arbitraires
(permutables entre elles) respectivement autour de deux cercles
fixes ', I conjugués ‘entre eux (cercles principaux ou axes de la
surface). ‘

Lorsque les deux angles de rotation varient en restant égaux
entre eux ou égaux et de signes contraires, ou, plus généralement,
‘en gardant une différence ou une somme constante, le point
mobile décrit sur la surface, d’aprés ce qui précéde, un cercle.
C’est le théoréeme d’Yvon Villarceau, dont la démonstration ainsi
obtenue dégage ainsi la cause véritable et profonde.

31. Rappelons maintenant une notion remarquable qui appar-
tient en propre a M. André Bloch : celle de la puissance réduite
d’un point m par rapport a un cercle quelconque C. del’espace : on
appelle ainsi le produit des deux distances maxima et minima du
point m au cercle G, divisé par le diameétre du cercle. Le théoréme
démontré & cet égard par M. A. Bloch est que, dans une inversion
quelconque, la puissance réduite se retrouve, @ un facteur prés
qui ne dépend que de l'inversion donnée et de la position du
"point m, a l’exclusion de celle du cercle.

En conséquence, le rapport des puissances réduites d’un
méme point m par rapport a deux cercles C,, C; est un inva-
riant anallagmatique.

Je dois & une communication personnelle de M. A. Bloch une
forme parfaitement anallagmatique de la définition et du théoréme
précédent : il suffit de remplacer le point m par une trés petite
sphére quelconque I tracée autour de ce point et de considérer
le rapport anharmonique (constant) déterminé par J1U et le cercle
donné G sur un cercle quelconque I' orthogonal a l'une et per-
pendiculaire a Uautre. La puissance réduite est le quotient de ce
rapport anharmonique par le diamétre de la petite sphére, lorsque
le rayon de celle-ci devient infiniment petit, et, comme on le voit,
le facteur par lequel elle est multipliée du fait d’une inversion
n’est autre que l'inverse de la dilatation linéaire correspondant
au point m (').

(') I1 y aurait lieu de démontrer également sous forme anallagmatique, la
relation que nous avons donnée, & la suite d’'une communication de M. A. Bloch
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Du théoréme ainsi établi, il ressort que le rapport des puissances
réduites d’un point cyclide de Dupin par rapport auxdeux cercles
principaux est constant. Pour affirmer que le lieu des points tels
que le rapport de leurs puissances réduites par rapport a deux
cercle fizes T, I conjugués entre eux soit constant, est une
cyclide de Dupin (au lieu de se composer de plusieurs cyclides),
il n’y qu’a partir de la formule '

(2) k = cotV, o !

qui exprime le rapport &k des puissances réduites en fonction de
I'angle de parataxie entre le cercle I et le cercle de la congruence
(I, I') qui passe en m, et que I'on établit aisément (quoique je
n’en aie pas obtenu de démonstration sous forme anallagmatique).
k devant rester constant, il doit en étre de méme de V, d'ou la
conclusion demandée.

L’extension, donnée également par M. Bloch, du méme théo-
réme au cas ou les cercles fixes, au lieu d’étre conjugués, sont
seulement paratactiques, dépend de principes auxquels nous arri-
verons un peu plus loin.

32. Nous avons précédemment noté que deux sphéres ortho-
gonales passant respectivement par deux cercles paratactiques
donnés C,, G, restent orthogonales lorsqu’on les fait tourner d’un
méme angle quelconque autour des deux cycles C,, G,. Plus géné-
'l“alement, deux sphércs quelconques passant respectivement pal‘C.
et Gy se coupent sous un angle qui reste constant lorsqu’on les
fait tourner respectivement, autour des deux cycles en question,
d’un méme angle arbitraire «. Cette proposition (qui se déduit
d’ailleurs aisément de la premiére par I'étude du triédre formé en
un point quelconque de G, par les tangentes a G, a un cercle
perpendiculaire commun et au cercle d’intersection y des spheéres
qu'il s’agit d’étudier) apparait immédiatement d’aprés les prin-
cipes posés dans la section précédente, les diverses positions ‘de la

(C. R. Ac. Sc., loc. cit) entre la puissance réduite de m par rapport & C et la
puissance réduite du méme point par rapport & une sphére contenant ce cercle
et qui, lorsque C se réduit a une droite, devient la relation habituelle entre
les distances d’un point & une droite et & un plan mené par cette droite,
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figure considérée dérivant les unes des autres par l'opération
paratactique qui conserve a la fois C; et C,.

M. André Bloch (loc. cit., p. 57) I'énonce en la rattachant a
une cyclide de Dupin dont C, et C, sont deux cercles de Villar-
ceau du méme systéme, y étant un cercle variable du systéme
opposé. On ne peut s’empécher de relever avec lui ce qu’il y a de
remarquable dans I'analogie qui existe entre ce théoréme et la
propriété classique de I'angle inscrit, surtout lorsqu’on y adjoint
le fait que I'angle constant entre les sphéres (y, Ci) et (y, Cy) est,
comme il I'établit sans difficulté, la moitié de I'angle dont il faut
faire tourner C, autour d’un des axes de la surface pour 'amener
sur C,.

33. Mais le probléme posé au numéro précédent et celui de
M. A. Bloch sont-ils équivalents? Le lieu du cercle y est-il une
cyclide de Dupin; et, en conséquence, est-il légitime de nommer
série de Villarceau I'ensemble des positions de ce ccrcle, comme
nous I'avons fait au n° 9 pour I'ensemble des cercles perpendicu-
laires communs? Nous allons pouvoir répondre par l'affirma-
tive (*). '

Nous partons de deux cercles paratactiques C,, G, qui défi-
nissent une congruence paratactique, et d’un cercle p cosphérique
commun y, auquel nous faisons subir I'opération paratactique
correspondante. Notons d’abord quel, dans cette opération, tout,
point de y décrit un cercle C de la congruence, de sorte que la
surface engendrée est au moins doublement cerclée.

D’autre part, y est perpendiculaire a un faux bissecteur déter-
miné I, de C, et de C, et invariant par la transposition corres-
pondante. Toute autre position de y dérivant de la premiére par
deux transpositions autour de cercles perpendiculaires communs,
il en résulte qu’elle peut aussi en étre déduite par une transposi-
tion autour d’un faux bissecteur variable H, et inversement, toute
transposition autour d’un faux bissecteur permute entre eux les
cercles y. )

() On remarquera qu’on peut prendre pour C, et y deux cercles quelconques
se coupant en deux points m, 'm, en prenant pour @ l'une quelconque des trans-
formations paratactiques qui conservent C, ét ont m et m pour points opposés.
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Prenons maintenant un sens sur y. Soient %, la sphére par
laquelle il faut inverser pour passer du cycle ainsi défini au
cycle Cy; 2y, la sphére par rapport a laquelle il faut inverser pour
passer du méme cycle a G, renversé, c¢’est-a-dire au cycle — C; anti-
tactique a CG,. L’ensemble de ces deux inversions étant une rota-
tion qui change 'un dans I'autre les deux cycles G, et —C,, il en
résulte (n° 11) que les deux sphéres X,, X, se coupent a angle
droit et suivant un faux bissecteur des cercles donnés. Dés lors;
Uinversion 2, change C, en une des positions du cercle y.

Mais ce méme raisonnement peut étre recommencé en conser-
vant, par exemple, le cercle G, et remplacant G, par un quel-
conque des cercles C, trajectoires des divers.points de 7, on voit

" que la série des y est symétrique de la série des C par rapport
a 2, et, de méme; par rapport a toute sphére X transformée de 2,
par notre opération .

Dés lors le produit des deux inversions X, X\ conserve la con-
gruence primitive, autrement dit, est permutable avec elle, ce qui
exige que le cercle d’intersection de X, et de X appartienne &
celte congruence.

De méme, toutes les positions successives de la sphére 2,
passent par un méme cercle appartenant a la congruence (C),
qui est d’ailleurs le conjugué du premier, car il ressoit de
I'ensemble de ce qui précéde que toute position de 2, est ortho-
gonale a toute position de Z,.

Les deux cercles conjugués ainsi obtenus sont les deux axes de
la cyclide cherchée, et la démonstration du théoréme est ainsi
obtenue. Chacune des congruences C et y peut étre considérée
comme définie par les cercles conjugués en questlon, mais avec
des sens opposés sur 'un deux.

34. Le probleme qui v1ent d’étre résolu conduit naturellement
a se poser le suivant :

Prosrime. — Trouver tous les cas dans lesquels deux ope~
rations sphériques sont permutables.

Soient », w’ ces deux opérations. Supposons d’abord que V'une
au moins d’entre elles, soit »’, ne soit pas paratactique. Alors
elle aura, soit un axe (cas d'une opération simple), soit deux
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axes conjugués, les angles de rotation autour de ces axes étant
inégaux. Dés lors, chacun de ces axes devra étre invariant par o :
les conditions pour qu’il en soit ainsi découlent évidemment,
soit des résultats que nous venons d’obtenir, soit de ceux du n° 8.

Venons maintenant au cas ou les deux opérations considérées
_sont paratactiques. Cest le cas des deux opérations correspondant
aux congruences (C), (y) des numéros précédents, lesquelles sont
bien permutables entre elles. Nous allons voir que la réciproque
est vraie, c’est-a-dire que deux opérations paratactiques permu-
.tables entre elles correspondent a la méme congruence [de
sorte qu’elles différent tout au plus par I'angle ()] ou ont entre
elles les relations considérées au numéro précédent, c’est-a-dire
peuvent se déduire d'un couple commun de cercles conjugués.

Tout d’abord, en effet, I'opération o' doit laisser invariante
Iinversion négative fondamentale de o et, dés lors (n° 29), cette
inversion négative fondamentale doit étre la méme pour les deux
opérations. Soient alors G, y deux cercles respectivement inva-
riants par les deux opérations et ayant un point commun «. Il'y a
‘nécessairement un second point commun, Popposé a de a. Si
donc les deux opérations sont essentiellement différentes, et si, par
conséquent, les deux cercles C et y le sont (sauf peut-étre pour
des positions particuliéres de ), la congruence correspondant
a o' contiendra le cercle y cosphérique a G et tous ses transformés
par o lorsqu’on fait varier 'angle de celle-ci. C’est bien la conclu-
sion demandée.

Une opération sphérique quelconque o', en général non para-
tactique, permutable avec w, a nécessairement son axe ou ses
axes dans la congruence C. On voit que cette conclusion subsiste
lorsque o' est paratactique, moyennant un choix convenable des -
axes en question. /

L’opération ', supposée permutable & w, ne perd pas ce carac-
tére si on la multiplie par une opération » d’angle arbitraire.
Moyennant cette modification, on voit qu’elle peut étre réduite :

De deux maniéres, a une rotation unique autour d’un de ses axes;

(') Le cas de l'opération d’angle =, qui n’est autre que inversion négative
fondamentale, doit étre mis a part, et d’ailleurs est évidemment d’un examen
facile.



— 304 —

D’une maniére unique, a une opération L autour de ces deux
axes a la fois. :

Les opérations sphériques ' permutables & une opération para-
tique donnée w forment un groupe ponctuel continu a qllatre
parameétres. Chacune d’elles donne une certaine permutation entre
les cercles C et le groupe formé par ces permutations, iso-
morphe meriédrique du groupe des »', est, d’aprés ce que nous
constatons, @ trois paramétres (').

Ainsi lorsque I'on considére chacun des cercles G comme un
élément unique, la figure qu’ils forment admet un groupe a trois
paramétres de transformations en elle-méme. Les éléments en
question formant une infinité double, on reconnait 1a la propriété
fondamentale commune a la géométrie du plan et a celle de la
sphére. _ ‘

Le dernier anneau de la chaine des déductions précédentes sera
en effet 'identification de la géométrie des congruences G avec la
géomeétrie sphérique. :

VI. — LA REPRESENTATION SPHERIQUE DE LA CONGRUENCE PARATACTIQUE.

35. Le lieu des symétriques d’un point donné a de Uespace
par rapport aux cercles d’une méme série droite de Villarceau
est un cercle.

Soient, en effet, Gy, C deux cercles de la série, I'un pris une fois
pour toutes, l'autre variable; a;, a' les symétriques de a par
rapport a ces deux cercles. @' dérive de @, par deux transpositions
successives autour de G, et de G, c’est-a-dire par une transforma-
tion paratactique autour de deux cercles conjugués y, y' de la série
perpendiculaire, avec un angle 2« égal au double de I'angle de
parataxie de C, et de C. Donc, lorsque o varie, le lieu de @’ est
bien un cercle y, appartenant a la méme congruence paratactique
que y et y'. Sur ce cercle y,, d’ailleurs, a’ peut encore étre
considéré comme déduit de @ par une rotation unique d’angle 2«

(') Le groupe des opérations sphériques »" permutables avec le groupe o' se
réduit A ’ensemble du groupe ' et d’une famille complémentaire formée des
opérations w” qui inversent w, les opérations w” étant d’ailleurs des transpositions.
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autour du conjugué ¥, de y,, ou par une inversion par rapport.a
une sphére menée par y, et faisant avec la spheére (y,, a;) 'angle a.

En conséquence, le rapport anharmonique de quatre posi-
tions successives du point a' est le méme que celui que forment,
dans un plan, quatre directions définies par les valeurs corres-
pondantes de o.

Enfin, les symétriques de a par rapport & deux cercles con-
Jugués sont deux points opposés, en vertu du n° 11.

36. Le lieu des symétriques d’'un méme point a par rap-
port aux cercles d’une méme congruence paratactique est une
sphére.

On peut tout d’abord déduire ceci de ce fait qu’une transposi-
tion par rapport a un cercle C de la congruence peut se repré-
senter par le produit de deux inversions 'une par rapport a une
sphére X qui passe par a et, par conséquent, aussi par son opposé,
I'autre par rapport a une sphére X' orthogonale a 2. Celle-ci, déri- -

vant de la premiére par 'opération d’angle g, passe par les deux

points 6, b que lon déduit de a par les deux opérations
d’angle + g et — g respectivement.

Le lieu cherché est donc le lieu des inverses du point @ par
rapport a toutes les sphéres qui passent par b et b, a savoir la
sphére S qui passe par a et qui appartient au faisceau déterminé
par les sphéres-points b, b.

Mais on peut aussi rattacher le méme résultat a celui qui vient
d’étre obtenu au numéro précédent. Soient C; le cercle de la con-
gruence qui passe en @; G, son conjugué; C, un troisitme cercle
arbitraire de la congruence déterminant avec les premiers une
série droite de Villarceau. A cette série correspond (numéro
précédent) un premier cercle appartenant au lieu, et qui passe

par a ainsi que par son opposé a. Ce cercle est invariant par la
transposition Gy, car une telle transposition conserve la série de
Villarceau : il est donc perpendiculaire 2 C, en a et en a, d'ou
résulte en particulier qu’il est cosphérique avec C,.

Il suffira de faire tourner autour de C; la série droite et, avec
elle, le cercle qui vient d’étre construit, pour obtenir toute la

congruence et, par conséquent, tout le lieu cherché. On voit done

Ann. de Mathémat., 6* série, t. II. ( Décembre 1927.) 19.
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non seulement que ce lieu est une sphére, mais que cette sphére
est celle qui passe par a et par C), résultat que I'on aurait pu aussi
obtenir en partant de notre premiére démonstration. _

En particulier, pour @ pris a l'infini, on voit que le lieu des
centres des cercles C est un plan, le plan du cercle G, conjugué
a la droite (unique) que contient la congruence, c’est-a-dire ayant
cette droite pour axe.

Le point construit par M. A. Bloch (loc. cit., p. 60) comme

représentatif plan du cercle C n’est autre que le centre de ce
cercle.

37. Les points opposés dérivant 'un de Iautre par une inver-
sion négative déterminée, on peut soumettre la sphére S, lieu des
symétriques du point a, A une inversion ou a une opération sphé-
rique ¢ telle que ces points opposés deviennent des points diamé-
tralement opposés (*). Sur la sphére S, ainsi obtenue :

1° Toutes les séries droites de Villarceau appartenant a la
congruence seront représentées par des grands cercles, puisque
les cercles d’une telle série sont conjugués deux a deux.

2° La distance sphérique de deux points représentatifs est
double de I'angle de parataxie des deux cercles Cauzquels ils
correspondent.

Cette distance sphérique ¢ est, en effet, liée au rapport anhar-

monique h des deux points en question et de leurs opposés par la
relation

(3) h=—tang?§,

et nous savons, d’autre part, que h n’est autre que le rapport

. . . . . T
anharmonique des quatre directions définies par les azimuts o, oV,

§+ V, c’est-a-dire a (*) — tang?V.

(*) Cette condition sera remplie d’elle-méme et, par conséquent, 'opération
complémentaire inutile, si 'on a pris pour a I’un des poéles du cercle G, sur la
sphére qui a ce cercle pour grand cercle.

(?) La considération des points opposés permet, comme on le voit, de trans-
porter dans le domaine réel ’expression de 'angle de parataxie par le rapport
anharmonique des quatre génératrices spheriques (André BrocH, loc. cit. p. 59).
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38. Une conséquence du résultat ainsi obtenu est tout d’abord
que la figure sphérique ainsi obtenue finalement est la méme,
quel que soit le point a dont on a pris les symétriques successifs.
Si, en effet, on s’est arrangé pour donner a la sphére finale le
rayon 1, les deux figures correspondant a deux positions diffé-
rentes du point @ ne peuvent étre qu'égales ou symétriques,
puisque les distances des points homologues sont égales chacune a
chacune; et c’est évidemment le premier cas qui est réalisé par
raison de continuité ('). Une représentation sphérique de notre
congruence est ainsi parfaitement définie, représentation dans
laquelle nous savons déja que les séries droites de Villarceau
donnent des grands cercles et que la distance sphérique de deux
points représentatifs est double de I'angle de parataxie corres-
pondant.

Une série oblique de Villarceau, engendrée par la révolution
d’un cercle C de la congruence autour d’un autre cercle G appar-
tenant également a celle-ci, donne un petit cercle de la sphére :
c’est ce qu’on voit immédiatement, moyennant la possibilité que
nous venons de constater de prendre i notre convenance le pointa,
en choisissant celui-ci sur I'axe de révolution; et réciproque-
ment, tout petit cercle de la sphére est représentatif d’une série

;oblique.

39. La méme remarque va nous permettre de compléter notre
résultat du n° 37 en trouvant ce qui, dans notre congruence,
correspond a l'angle de deux grands cercles de la sphére. Les
deux grands cercles en question correspondent a deux séries
droites ayant deux cercles conjugués communs G, C'. Il est clair
que l'une des deux séries peut étre amenée sur l'autre par une
rotation d’'un angle convenable autour de C et que cet angle peut
étre considéré comme celui que forment, suivant C, les deux
"séries en question. (L’angle suivant C serait, d’aprés ce qui
précéde; égal au précédent et d’ailleurs de sens contraire, en
tenant compte des sens pris sur G et CG'.) Or, en choisissant

(1) Il serait intéressant de définir, étant donnés deux points a et b, 'opération
sphérique qui permet de transformer I'un dans I'autre les symétriques de ces deux
points par rapport & un méme cercle arbitraire de la congruence.
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encore le point @ sur C, nous voyons immédiatement que c’est
cet angle, ou angle diédre des deux séries, qu1 est égal a I'angle
des deux grands cercles sur la sphére.

A chacune de nos deux séries correspond une série perpendicu-
laire. Soient, dans chacune de ces deux derniéres, I's, I'; les deux
cercles qui partentd’un point @ de C : 'angle (T'y, T3) sera I'angle
plan du diédre qui vient d’étre défini, et mesurera, par conséquent,
I'angle des deux grands cercles. '

Avec les notations fondamentales précédentes, nous avons le
moyen de traduire en propriétés de la congruence paratactique
toutes les propriétés de géométrie spherlque, aussi bien que l'on
peut faire éventuellement I'inverse. ‘

‘Par exemple, a un couple quelconque de cercles A, B de la con-
gruence corréspondent deux bissecteurs conjugués G, G'. Consi-
dérons la série droite qui passe par ces deux bissecteurs et par un
troisiéme cercle G dela congruence; et, de méme, les séries droites
qui passént par B et les bissecteurs de A, C, par A et les bissec-
teurs de B, C. Ces trois séries droites ont deux cercles conjugués
communs. Si 'on modifie 'un des couples de bissecteurs, le
premier par exemple, en remplagant 'un des deux cercles A ou B,
et un seul, par son conjugué, on a six bissecteurs qui appartiennent
a une méme série droite; etc.

D’autre part, et surtout, on peut maintenant transporter & la
géométrie de la congruence paratactique les diverses formules
de la trigonométrie sphérigue.
~ Le lieu, également découvert par M. A. Bloch, des points dont
le rapport des puissances réduites par rapport a deux cercles para-
tactiques (et non plus conjugués) donnés soit égal 4 un nombre
donné k, se déduit immédiatement des mémes considérations. En
effet, tout d’abord, le rapport en question est constant le long de
tout cercle de la congruence. Il résulte d’autre part, de nos données
actuelles, qu’il est égal a celui des distances rectilignes entre le
point représentatif du cercle en question et ceux des cercles donnés.
Donc, le lieu cherché est représenté sur-la sphére par un cercle,
c’est-a-dire qu’il est une cyclide de Dupm.

11 nous intéressera de constater qu’une démonstration directe,
sans intervention de la représentation sphérique, peut étre fournie
pour k=1. On peut, en effet, immédiatement indiquer comme
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appartenant ay lieu, c’est-a-dire ayant des puissances réduites
égales par rapport aux deux cercles A et B :

1° Tous les points des bissecteurs G, G';
2° Tous les points de 'un quelconque H des faux bissecteurs.

Or ces derniers décrivent une cyclide de Dupin équilatére, qui
est le lieu cherché (la démonstration qu’elle est le seul lieu restant
toutefois a fournir) . On peut démontrer que la série droite tracée

sur cette cyclide, et dont font partie G et G/, est formée des axes
des rotations qui changent A en B. Car si, par un point quel-
conque du lieu, on méne le cercle qui fait partie de la méme con-
gruence paratactique que A et B, ce cercle fera, avec A et B, des
angles de parataxie égaux, d’ou résulte aisément toujours en vertu
de la construction du n® 48 qu’il sera l'axe d’une rotation permet-
tant d’amener un point de A sur un point de B et, par conséquent,
A sur B.

On voit immédiatement, a I'aide de la représentation sphérique,
que deux séries droites quelconques appartenant a la congruence
ont toujours en commun deux cercles conjugués 'un de Pautre.
Si Von démontrait ce résultat directement, on aurait, en le combi-
nant avec celui que nous venons d’obtenir, une construction
directe de la cyclide de Dupin passant par trois cercles donnés
quelconques de la congruence. -

40. Une telle construction permettrait, comme nous allons le
voir, de retrouver sous une autre forme les résultats précédents,
‘par une voie exactement inverse de celle que nous avons suivie
précédemment et en commengant par démontrer les relations
trigonométriques.
~ Considérons la figure — sorte de prisme — formée par trois
cercles de la cougruence et les séries droites qui les joignent deux
a deux (ou, exactement, des portions de ces séries droites,
chacune des séries étant divisée en quatre parties par les cercles
considérés et une seule de ces parties étant retenue chaque fois).
Sur une telle figure, nous pourrons nous proposer d’établir direc-
tement les relations classiques de la trigonométrie sphérique.

La démonstration est plus simple en supposant le prisme isoscéle,
c’est-a-dire deux des angles de parataxie égaux entre eux : l'intérét
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de la remarque du numéro précédent est précisément que le cas
général peut se ramener 4 celui-la par décomposition (additive ou
soustractive) du prisme quelconque en prismes isoscéles. Soient
donc A, B, B! trois cercles paratactiques les uns aux autres, B se
déduisant de B par une rotation d’angle 2« autour de A (de sorte
que 2 est un des angles du prisme). B et B! étant ainsi deux
cercles de Villarceau d’'une méme cyclide ayant A pour un de ses
axes, soit G un cercle de Villarceau de la série opposée, lequel
coupe B en un point & ainsi qu’en son opposé b, et Bt en b'. Ces
cercles et ces sphéres étant tous orthogonaux a la sphére imagi-
naire fondamentale, on peut d’ailleurs, sans diminuer la généralité,
les réduire, si 'on veut ('), a des droites et a des plans : il suffira
de soumettre toute la figure a une inversion de péle 6. Droites et
plans pourront étre représentés par leurs traces sur une sphére de
centre b. Il suffira d’appliquer les formules classiques de la trigo-
nomeétrie sphérique aux diverses directions ainsi issues de b.

Une premiére relation donnant 'angle V de parataxie de B,

B!, savoir : . .
sinV = sina sinw,

dans laquelle liangl'e o = (B, C) est double de 'angle de parataxié

de A, B, a déja été écrite par M. A. Bloch (loc. cit., p. 58). Elle
doit étre, a notre point de vue, complétée par une autre donnant

.y A . . .
le « diédre » B suivant B, c’est-a-dire 'angle d’un cercle b per-

pendiculaire commun a B, B! avec un cercle v perpendiculaire
commun & B, A. On trouve aisément

cosa sinw sin2a
cosV - sinaV

AN
sinB =

Les deux relations ,précédentes (dont la geconde a également
lieu pour le diédre en B') donnent I’ensemble des relations entre
les six éléments, « faces » et « diédres », du prisme. Or ce sont
les mémes relations qui subsistent entre les éléments d’'un triangle

. 0
isoscéle ayant pour angle au sommet 2«, pour angles a la base B
pendant que les cotés sont w, w, 2V, c’est-a-dire les doubles des
diédres.

(') Gecin’a d’ailleurs d’autre avantage que de simplifier la figure. Il n’y a rien
14 qui-empéche les raisonnements de rester anallagmatiques.
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~ L'identité entre les deux Trigonométries s’étend, comme nous
I'avons dit, du prisme et du triangle isoscéles au prisme et au
_triangle quelconques. Cect fait, on pourra en déduire la représen-
tation sphérique de la congruence en définissant un cercle quel-
conque de celle-ci par ses coordonnées polaires rapportées a un
premier cercle fixe, et lui faisant correspondre le point de la sphére
qui a mémes coordonnées, compte tenu de la relation entre dis-
tances sphériques et angles de parataxie. '

41. Cette seconde méthode est donc équivalente a la premiére,
a ceci prés qu’elle ne donne pas une construction aussi claire et
aussi géométriquement définie de la représentation sphérique.
Mais, par contre, elle conduit, en-outre, 2 un élément nouveau
qui mérite peut-étre d’8tre remarqué, a savoir celui qui corres-
pond a l'arre du triangle sphérique.

M. Cartan (') a atliré I’attention sur l'intégrale curviligne

fo.dw-{—pdy-i'—ydz
c

que I'on peut attacher a un pinceau quelconque pris dans une con-
gruence donnée, et dans laquelle o, 3, y sont, en un point quel-
conque, les cosinus directeurs de la direction que la congruence
fait correspondre a ce point, et surle fait que cette intégrale, — en
“relation corfnue, dans le cas des congruences rectilignes, avec I'exis-
tence de surfaces normales a la congruence, — peut, lorsqu’elle
est prise le‘long d’un contour fermé, se remplacer par une inté-
grale double étendue au pinceau des lignes de la congruence inté-
rieures au contour. Comme il I’a remarqué également, la propriété:
fondamentale de cette intégrale peut s’exprimer de la fagon sui-
vante : « Partons d’un point d'une des droites qui limitent le
pinceau et considérons la trajectoire orthogonale issue de a des
droites limites : en général elle ne reviendra pas au point @, mais
coupera de nouveau la premiére droite en un certain point diffé-
" rent de a. » Le contraire aura évidemment lieu si 'on a affaire a
uue congruence de normales. Ce caractére géométrique, ainsi
énoncé par M. Cartan pour les congruences de droites, s’étend de

(1) Bull. Soc. math. Fr., t. XXIV, 1896, p. 160.
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lui-méme aux congruences de courbes : il traduit, comme on le voit,
le fait que la congruence n’est pas normale a une famille de sur-
faces, par un certain « décalage » entre les points de départ et
d’arrivée d’une trajectoire orthogonale faisant le tour d’une petite
surface tubulairc formée de lignes de la congruence, et c'est ce
décalage qui peut s’exprimer par une intégrale double.

C’est précisément ainsi que nous allons procéder pour notre
congruence actuelle, en partant du prisme triangulaire curviligne
considéré dans ce qui précéde. Par un point arbitraire a pris sur
le premier de nos trois cercles, tragons le cercle perpendiculaire
commun a ce premier cercle et au second, de maniére a couper
celui-ci en un point & (!); par celui-ci, tragons de méme l'arc
de bc perpendiculaire commun au second et au troisiéme cercle
donnés, puis par c, 'arc de cercle ca, perpendiculaire commun
au troisiéme cercle donné et au premier. Si — ce qui ne sera pas
le cas — notre congruence était normale & une famille de surfaces,
le point @, coinciderait avec a. Sinon, il y a lieu de considérer le
décalage entre ces deux points : nous porterons notre attention sur
le décalage angulaire, c’est-a-dire”sur I'angle de I'opération Q
qui permel de passer de @ a a,, autrement dit sur I'angle dont il
faut faire tourner l'un de ces points pour amener sur I'autre,
autour du conjugué du cercle qui les porte.

Un tel angle est indépendant de la position du point @ surle pre-
mier cercle, ainsi que du choix de celui-ci parmi les trois qui sont
donnés; de plus, si un prisme de I'espéce que nous considérons
est formé de deux autres adjacents entre eux, 'angle de décalage
relatif au prisme somme est la somme des angles correspondant aux
prismes partiels, conformément a laremarque générale de M. Cartan.

Un tel angle, étant, d’autre part, invariant par toute transforma-
tion qui, sur notre représentation sphérique de la congruence,-se
traduit par une rotation, doit étre proportionnel al'aire du triangle
sphérique dont les sommets sont les représentations des cercles
donnés.

On constate en effet (en raisonnant toujours par projection

(') Le point b, de méme que chacun des points ¢, a,, peut avoir deux positions
opposées, de sorte que le décalage étudié n’est, jusqu'a nouvel ordre, défini qu'a =
prés. Le raisonnement du texte pourrait sans doute étre utilement précisé sur ce
point. . :
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gnomonuique sur la sphére de centre &) qu’il est (toujours a m prés)
la moitié de cet aire.

42. Par I'une quelconque des deux voies précédentes, nous éta-
blissons I'identité entre la Géométrie des figures empruntées a
notre congruence et la Géométrie sphérique.

Une sorte de projection de l’espace sur la sphére est ainsi opérée
par l'intermédiaire des cercles C. C’est un fait imprévu et remar-
quable que I'existence d’une pareille projection, si profondément
différente des deux projections classiques, projection orthogonale
sur le plan et projection gnomonique sur la sphére, qui partagent
avec elle cette propriété que la congruence des projetantes admet oo3
transformations en elle-méme.

A noter que, contrairement aux deux premleres, la nouvelle
méthode de projection donne un résultat unique et déterminé pour
chaque point, a distance finie ou a l'infini, de I'espace.

'Notre représentation sphérique est d’ailleurs celle méme que 'on
doit & M. André Bloch, lequel, dans le Mémoire cité, énonce,
comme nous I'avons fait ci-dessus, des relations de correspondance
entre les propriétés de la congruenc paratactique et les théorémes
de la Géométrie classique. Mais, fait non moins digne d’attention
que les précédents, les correspondances ainsi établies ne sont
pas les mémes de part et d’autre. ,

M. A. Bloch n’envisage pas l'angle diédre introduit ci-dessus
entre les séries droites (AB) et (AC), mais bien, @ étant un point
quelconque de A, langle sous lequel se coupent les deux
sphéres (a, B) et (a, C), angle différent du premier, et qui partage
seulement avec lui la propriété d’étre indépendant de la position
du point @ sur A. Cet angle n’est donc pas égal a un angle du
triangle sphérique représentatif : mais (A. Brocn, loc. cit., p. 59)
il est égal a un angle du triangle rectiligne de mémes sommets.

En particulier, comme nous I'avons noté précédemment, la
considération de ce méme angle entre deux sphéres a fourni a
Pauteur des résultats analogues aux propriétés de 'angle inscrit,
‘¢’est-a-dire a des théorémes de Géométrie plane.

Cette double analogie avec deux chapitres différents de la Géo-
métrie classique n'est pas, pour qui veut réfléchir, ce quil y a de
moins remarquable dans la théorie ainsi découverte.
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SUR LA GEOMETRIE ANALLAGMATIQUE
(Addition a l'article précédent);

Par J. HADAMARD. =

"A la suite de Larticle qui précede (article qui sera désigné dans
ce qui suit par l'abréviation A), M. Cartan m’a communiqué
plusieurs compléments remarquables. J'indique ici le plus simple
d’entre eux.

Parmi les diverses congruences paratactiques qui ont méme
sphére imaginaire principale ('), distinguons deux espéces (2),
suivant que les sens qui se correspondent sur deux cercles de la
congruence sont dextrorsum ou sinistrorsum, 'un par rapport a
lautre. Dans ces conditions, deux congruences paratactiques

(1) Je substitue ici cette dénomination A celle de sphére « fondamentale ».
employée précédemment : le mot de sphére principale avait été employé par les
auteurs_qui se sont occupés de cetle question ou de la cyclide de Dupm etil n’y
a pas de raison de ’abandonner.

(?) Cette distinction se rattache & une autre relative aux génératrices de la
sphére imaginaire pr_mcnpale et qui avait été antérieurement, entre M. Cartan et
nous-méme, l'objet d’un échange de vues. Au lieu que sur une sphére réelle,.
deux génératrices imaginaires conjuguées sont loujours de systeme différents, sur
une sphére imaginaire pure, deux génératrices conjuguées sont du méme sys- -
‘téeme, de sorte qu'il doit étre évidemment possible de rattacher a des construc-
tions réelles la distinction entre les deux systémes de génératrices : et c’est &
quoi répond précisément, comme I'avait remarqué M. Cartan, la distinction
indiquée dans le texte.

Beaucoup d’autres mterpxetatlons seraient encore possibles dans le méme but,
si ’'on ne s’astreignait pas a leur donner une forme anallagmatique. C’est ainsi
que: n’importe quel paraboloide hyperbolique équilatére de paramétre a ayant
son sommet en O, coupe la sphére imaginaire de centre O et de rayon a\/-—l
suivant quatre génératrices appartenant respectivement aux deux’ systémes. Or,
sur le paraboloide,les deux systémes se distinguent Pun de l'autre, dans le domaine
réel, par le sens dans lequel tournent les génératrices de 'un d’ eux autour d’une
génératrice déterminée quelconque de l'autre.
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de méme sphére.principale et de méme espéce se coupent sous
un angle constant en tout point de espace: '

M. Cartan rattache ce théoréme aux interprétations imagi-
naires que 'on peut donner desfigures anallagmatiques réelles que
nous considérons. Proposons-nous, conformément au programme
que nous nous étions tracé précédemment, d’en donner une
démonstration directe, et, tout d’abord, d établir le suivant dont
il découle immédiatement :°

Deux opérations paratactiques de méme sphére principale et
d’espéces di [Jérentes sont toujours permutables.

On peut considérer ce dernier fait comme démontré par celui
que nous avons établi dans notre précédent article (A, 34), rela-
tivement aux diverses positions que prend un cercle G lorsqu’on lui
applique le groupe d’opérations paratactiques défini par une con-
gruence dont un cercle C coupe C' en deux points opposés. Nous
avons constaté en effet que ces positions successives font partie
d’une seconde congruence paratactique, permutable avec la pre-
miére et (ce qui revient d’ailleurs au méme) ayant avec elle deux
cercles conjugués communs.

Or, deux congruences paratactiques d’espéces différentes et de
méme sphére principale, peuvent toujours étre considérées comme
définies de cette fagon : car une congruence paratactique est
définie par sa sphére ‘principale, son espéce et un de ses cercles.
Dans ces conditions, la proposition devient évidente.

Au reste, on peut (et cette méthode pourrait, au fond, rem-
placer celle de notre n® 34 précédent) déterminer directement les
deux cercles conjugués communs aux deux congruences. Par les

deux points opposés a, a, communs a C et a C/, nous pouvons en
effet faire passer un cercle I' et un seul qui soit perpendiculaire a
tous deux. Ceci fait, une série de cercles paratactiques a G et, de
méme, une série de cercles paratactiques a C', pourront s’obtenir
par la construction du n° 18 (article précédent), laquelle fait
intervenir un angle arbitraire 6, celui dont tourne autour de T une
sphére variable passant primitivement par G ou par C'. L’angle 6
est d’ailleurs déterminé lorsqu'on se donne l'un des points

opposés m, m ot le cercle variable coupe I (il est lié au rapport
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anharmonique @aamm par la relation mentionnéesau n° 5 de notre
précédent article). Cela posé, si les deux congruences auxquelles
appartiennent respectivement C et C' sont d’espéces différentes,
la rotation de la sphére variable s’effectuera, pour un méme dépla-
cement des points m, m, en sens contraires, et I'on pourra, par
conséquent (de deux maniéres différentes), disposer de 'angle 6 de
maniére que la construction a laquelle nous venons de faire allu-
sion donne le méme cercle de part et d’autre.

A P’aide du résultat que nous venons d’obtenir, celui de M. Car-
tan s’obtient sans difficulté. Soient, dans l'espace ou l'on consi-
dére deux congruences paratactiques (C), (€') de méme sphére
principale et de méme espéce, deux points quelconques a, b, non
opposés entre eux, et par chacun desquels nous ferons passer des
cercles qui éppartiennent respectivement aux dcux congruences..
Par @ et b, d’autre part, il passera un cercle orthogonal a la sphére
principale et qui pourra servir a définir une congruence paratac-
tique d’espéce opposée ala premicre. Puisque, dans ces conditions,
il y a permutabilité, opération paratactique résultant de cette
construction, et qui permét de passer du point a au point b, trans-
forme la figure tracée en a enla figure correspondante relative a b.

: C. Q. F. D.

‘Le résultat précédent fournit la solution d’une question que
‘nous avions laissée ouverte (A, n° 39, note). A cet effet, on en
déduira d’abord la remarque suivante :

Soient (C), (C') deux congruences paratactiques de méme
spheére principale et de méme espéce. Autour d'un cercle C quel-
conque de la premiére, faisons tourner la seconde d’un certain
angle 0, de maniére & obtenir une troisiéme congruence analogue
a la premiére. La congruence (C') ainsi obtenue est indépen-
dante du choix du cercle C dans la premiére congruence.

Prenons, en effet, deux positions successives quelconques
(G4, G,) de ce cercle dans la congruence alaquelle il appartientet,
sur G, et G, respectivement, deux points a,, a, par lesquels'nous

“ferons passer les cercles G, C, qui appartiennent a (C') et qui
coupent les premiers, d'aprés ce qui vient d’étre démontré, sous
un méme angle . Si maintenant nous faisons tourner de I'angle 0,
C/ autour de C, et C, autour de C;, nousobtenons deux cercles C|

N . /
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et C tels que les triédres ainsi formés en a, eten a,, par les tan-
gentes aux différents cercles qui partent soit de 'un, soitde I'autre
de ces points, soient égaux. Appliquant enfin 4 nouveau le résultat
de M. Cartan aux deux congruences données et a celle (de méme
sphére principale et de méme espéce) qui est définie par le
cercle G, on voit que cette derniére contient nécessairement Cj :
ce qui est le fait a démontrer.

On voit donc que le fait de faire tourner d’un angle 9 (en un
sens donné) une congruence paratactique autour d’'une autre
(de méme sphére principale ct de méme espéce) a un sens bien
déterminé (). )

Cela pos¢, soient pris deux points déterminés quelconques a,
b de Vespace et prenons les symétrique @', 0', de chacun d’eux
par rapport aux différents cercles d’une congruence paratac-
tique (C) donnée. Il s’agit de trouver l'opération qui trans-
forme P'unc dans l'autre les deux figures (sphériques) décrites
I'une par @', Pautre par &'. '

Pour cela, nous n’avons qu’a observer qu’il existe une opération
paratactique bien déterminée (en laissant de coté le cas ou a et b
sont opposés, dans lequel la réponse a la question posée est immé-
diate), de méme sphére principale et de méme espéce que (C),
qui change a en . L’opération demandée s’obtient en faisant
tourner la précédenre de 7 autour de (C).

Mais il semble que chaque propriéié de la figure vraiment mer-
veilleuse, découverte par E. von Weber et M. A. Bloch, ouvre
la voic a d’autres résultats plus curieux encore. La solution que
nous venons d’obtenir appelle une généralisation' évidente. Elle
s’étend d’elle-méme au cas ou les points @', &', au lieu d’étre les
symétriques de «, b par rapport a un cercle variable C de la con-
gruence (C), se déduisent des premiers par une rotation dun
angle donné quelconque 6 autour du cercle C. Le point &', dans

(') Pour 6 = =, la démonstration peut se donner sous une autre forme. Prenons
d’abord la symétrique (C,) de la congruence (') par rapport 4 un premier
cercle C, de (@). La symétrique par rapport a un autre cercle analogue arbi-
traire C se déduira de la premiére par une double symétrie relative a C, et 3 C,
c'est-a-dire (A, n° 26) par une transformation paratactique, laquelle est d’espéce
opposée i celle que définit (C) et, par conséquent, d’aprés ce que nous venons
de voir, permutable avec elle.



— 318 —
ces nouvelles conditions, se déduit encore de @' par une opéfation
sphérique que 'on peut assigner, transformée par la rotation dont
il s’agit de celle qui change @ en b.
On est conduit naturellement a se demander quels sont les lieux
ainsi décrits par les points'a’; b'. Ce sont encore des sphéres. La
premiére démonstration donnée a cet égard pour le cas de 6 =1m

(A, n° 36) reste en effet valable pour le cas actuel. « ct « étant les
transformés de @ et de son opposé par I'opération d’angle g, le

point @’ sera l'inverse de @ par rapport a une sphére variable
passant par « et et décrira, par conséquent, la sphére qui passe
_par a et par rapport a laquelle « et  sont inverses I'un de Dautre.

Il resterait a comparer entre elles les diverses figures ainst
obtenues lorsque 6 varie.

On remarquera que si, aprés avoir construita’ par rotation de a
autour de C, on fait tourner a son tour ce point @' du méme angle 6
autour du conjugué de G, on obtient un point a, indépendant
du choix de C dans la congruence, a savoir le transformé de @
par Popération d’angle 6. Le lieu du point a' ne change donc pas
si 'on remplace @ par @, en renversant en méme temps le sens de
I'anglederotation. C’estunesphéré qui peut, d’aprés cela, étre définie
comme passant par les points @, a, et orthogonale en ces points au

“¢ercle de la congruence qui les contient. Les points o, o peuvent
étre considérés comme les « milieux », en un sens généralisé, des
deux arcs déterminés sur ce cercle par @ et @, (ils en seraient les
milieux au sens ordinaire du mot, si le conjugué du cercle en ques-
tion était une droite).

Il était évident @ priori que I’ operatlon qui change @'en b’ dans
I'un ou l'autre des cas que nous venons d’étudier, devait étre para-
tactique. La sphére principale de la congruence donnée permet, en
effet, de définir unc géométrie riemannienne dans laquelle les
diverses transformations sphériques intervenant dans nos raison-

‘nements représentent les déplacements; et 'opération cherchée
doit évidemment présenter cette propriété que la distance rie-
mannienne d'un point & son transformé est constante. Or cette
propriété appartient. aux transformations paratactiques et a celles-
la seulement (comme on le voit en prenant le point a transformer
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successivement sur chacun des axes con_]ugues de la transforma-
tion (1).

Ceci, combiné encore avec lc résultat de M. Cartan, permet
“d’établir le fait (évident lorsqu’on fait intervenir les génératrices
dela sphére principale) que les transformations paractatiques de
méme sphere principale et de méme espéce forment un groupe.

Appliquons, en effet, a un point quelconque @ une premiére trans-
formation paratactique qui le change en @', puis & celui-ci une
seconde transformation qui le change en«’. Les distances rieman-
niennes aa’, a'a’ sont constantes, et il en est de méme de P'angle
en @', d'aprés la proposition de M. Cartan. Or le triangle «a'a”
obéit aux lois de la géométrie riemannienne, qul sont celles de
la géométrie spherlque

Donc la distance riemannienne aa’ est aussi constante et la
transformatlon correspondante est mnécessaircment paratacthue
(et de méme espéce que les premiéres, en vertu de la continuité).

Il pourrait d’ailleurs étre intéressant d’étudier de plus preés la
composition des transformations paratactiques de méme espéce; et
ceci introduirait sans doute les propriétés des cercles conjugués
telles que nous les avons considérées dans tout ce qui précéde, pro-
priétés qui méritent, elles aussi, de retenir attention quoiqu’elles
soient connues a titre de résultats de géométrie non euclidienne.

C étant un cercle quelconque orthogonal a la sphére princi-
pale 2, son conjugué est, nous I'avons vu, déterminé entiérement
par le fait qu'il est : 1° axial au premier; 2° orthogonal, lui aussi,
a la sphére principale. Supposons maintenant qu’on ne donne pas
le cercle C, mais qu’on en connaisse seulement le point @ ou, ce
qui revient au méme, deux points opposés, a, a. Le conjugué C’
sera sur une sphére connue a savoir celle qui est orthogonale & %

et par rapport a laquelle « et a sont inverses 'un de Pautre.

(') Si un seul de ces axes était réel, il aurait sur lui deux points invariants,
“de sorte que la propriété ne pourrait avoir lieu. Dans une transformation quel-
conque a axes réels mais A angles différents ¢ et ¢, la distance riemannienne &
d’un point @ a son transformé est donné par

cos8 = cos’z cos¢ + smzr cosd,

en désignant par “t P'angle qui a pour tangentc le rapport A des puissances
réduite (A, 32) du point a aux deux axes.
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La dualité ainsi obtenue, corréspondant a la transformation par
polaires réciproques, posséde une propriété remarquable que ne
posséde pas cette derniére a savoir que deux droites rieman-
niennes C,, G, (c’est-a-dire deux cercles orthogonaux a 2) cosphé-
riques entre elles, se coupent sous le méme angle que leurs trans-
formées. A trois cercles passant par un méme point (et par son
opposé) et y formant un triédre, correspondent trois cercles for-
mant, sur une méme sphére, un triangle sphérique, dont les élé-
ments sont ceux du triédre supplémentaire du premier.

SUR UN THEOREME DE STEINER ;
Par J. MARCHAND,

Docteur és sciences, professeur au Gymnase cantonal (Lausanne).

1. Dans le tome XVIII des Annales de Gergonne Steiner a
énoncé, sans en donner les démonstrations, les plus intéressants
des théorémes connus de la géométrie du quadrilatére complet.

Certains d’entre eux méritent certainement encore d’attirer notre
attention. Ils ont été démontrés par Mention (') et par
M. Oppermann (?), mais ces auteurs, ne mettant en ceuvre que
des propositions de géométrie élémentaire, analysent des figures si
compliquées que leurs démonstrations n’éclairent guére. En outre,
s'il serait vain de vouloir retrouver la pensée de I'illustre géométre
que fut Steiner, il peut étre intéressant d’arriver a ses énoncés pair
un chemin qu'il et pu suivre naturellement, et par des méthodes
qui lul étaient habituelles.

Clest ainsi que, déja, quelques-unes des propositions de Steiner
ont été démontrées par de fort élégantes considérations de géomé-
trie projective. Mais les derniéres d’entre elles n’avaient pu ére
traitées de la méme fa(;on, bien qu'on ne doutdt pas que cela fat
possible. )

(1) Nouvelles Annales, 2* série, t. 1, 1862.
(%) Premiers éléments d’une théorie du quadrilatére complet.
. . - /
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Je m’en vais donc exposer une solution de ce genre et voici les
théorémes dont il s’agit :

« Dans chacun des quatre triangles formés par les cétés d'un
quadrilatére complet, il y a un cercle inscrit et trois cercles
exinscrits; ce qui fait en tout seize cercles, dont les centres sont
quatre par quatre sur une circonfeérence de maniére a donner
naissance a huit nouveaux cercles. Ces hutt cercles se partagent
en deux groupes de quatre, tels que chacun des cercles de U'un
des groupes coupe orthogonalement tous les cercles de U'autre.
On en conclut que les centres des cercles des deuzx groupes sont
sur deux droites perpendiculaires ’une & Uautre.

Enfin, ces deux derniéres droites se coupent au point de
rencontre des cercles circonscrits aux quatre triangles. »

2. Soient A, B, C, A, B', (' les sommets d'un quadrilatére
complet et AA’, BB' et CC/ ses diagonales.

Les confocales des coniques inscrites dans ce quadrilatére forment
un réseau tangenticl dont les coniques dégénérées en une paire
de points sont constituées par les paires de foyers associés des
coniques inscrites. On peut facilement donner quelques-unes de
ces coniques dégénérées; par exemple deux sommets opposés du
quadrilatére en forment une, de méme que la paire 1J des points
cycliques ou encore que le foyer O et le point a l'infini O’ de la
parabole inscrite.

Les hyperboles équilatéres harmomquement circonscrites aux
coniques inscrites sont soumises & trois conditions linéairos
indépendantes, et forment par conséquent un réseau ponctuel. Les
coniques de ce réseau, dégénérées en deux droites, sontencore des
~hyperboles équilatéres, donc des paires de droites rectangulaires;
ce sont les paires de droites conjuguées aux coniques inscrites et a
la paire des points cycliques. Telles sont, par exemple, la paire des
bissectrices issues de chacun des sommets du quadrilatére, la droite
de Dinfini et lc lien O'n des centres des coniques inscrites, enfin
une paire de droites issues de chacun des pomts cychques et
conjuguées aux coniques inscrites.

D’autre part, il résulte d’'un théoréme dia a Hermlte qu une

) cublque est conlpletunent déterminée par le réseau de ses comques
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polaires. 1 existe donc une cubique S dont le réseau d’hyperboles ",
équilatéres précédent est le réseau des coniques polaires. Clest
d’ailleurs une stelloide cubique et nous la nommerons stelloide
conjuguée du quadrilatére. Sa hessienne H est le lieu des foyers
des coniques inscrites et sa cayleyenne I' est 'enveloppe des axes
des coniques inscrites, ou, ce qui revient au méme, 'enveloppe des

paires de droites rectangulaires conjuguées aux coniques
inscrites (').

3. Mais on sait qu’une courbe donnée de troisiéme classe est la
cayleyenne de trois cubiques. T, qui est donc la cayleyenne de la -
stelloide S, est encore celle de deux autres cubiques G, et C,.
Essayons de déterminer les réseaux des coniques polaires de G,
et de C,. '

De chacun des points cycliques 1 et J, on peut mener a I' deux

Fig. 1.

tangentes différentes de la droite de I'infini. Ce sont deux paires de
cotés opposés d’un quadrangle complet XX' YY' (fig. 1). Et parce

(') La stelloide conjuguée et les deux réseaux de coniques dont nous venons de
parler conduisent a de nombreuses propriétés métriques du quadrilatére, en
particulier & celles qui ressortent de la considération de ses bissectrices.

v
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quel et J sont deux points conjugués de la hessienne H, les points
de contact de ces quatre tangentes sont sur une nouvelle tangente de
la cayleyenne; celle, précisément, qui est la conjuguée de la
tangente [ J, donc la droite O'n. Pour la méme raison, les cotés
opposés XX’ et YY' du quadrangle XX’ YY’, qui sont aussi deux
tangentes de T', se coupent au point O, conjugué du troisiéme
point a l'infini O’ de la hessienne H. O est donc le foyer de la
parabole inscrite dans le quadrilatére donné ABC A’'B' C'.

‘En associant maintenant i I'une des tangentes IX, IX/, JX, JX'
successivement chacune des trois autres, nous formerons succes-
sivement une conique polaire de la stelloide S, puis une conique
polaire de la cubique G, et enfin une conique polaire de C,. Ce
sont les deux tangentes Xl et X'I qui constituent une conique
polaire de la stelloide. Imaginons que XI et X'J forment une
conique p()laire de la cubique C,. Aux trois tangentes XI, XJ et
XX’ de la cayleyenne I' de C, seront conjuguées trois autres
tangentes formant un triangle dont les sommets sont sur les droites
XI, XJ et XX'. Ce sont respectivement X'J, XI et IJ. Et les trois
paires de droites ainsi obtenues sont les paires de cotés opposés
d’un quadrangle complet YY'1J. Toutes les coniques circonscrites
a ce quadrangle sont des coniques polaires de C,.

Dans le réseau des coniques polaires de C, il y a donc un
faisceau de cercles dont Y et Y' sont les points fondamentaux.

On verrait de la méme fagon que le réseau des coniques polaires
de C, contient aussi un faisceau de cercles dont les pointé
fondamentaux sont les associés X et X’ des points Y et Y' (').

Ces deux faisceaux de cercles sont donc deux faisceaux
orthogonaux; les lieux de leurs centres sont les droites
rectangulaires XX'et YY'. Nous allons voir que ces faisceaux sont
précisément ceux des cercles de Steiner.

4. Comme nous I'avons fait pour les tangentes a T', issues de I et
de-J, remarquons que les bissectrices des angles en deux sommets
opposés du quadrilatére, A et A’ par exemple (fig. 2), touchent
" la cayleyenne T en des points situés sur une nouvelle tangente de I'.

(1) Points associés au sens de Darboux (Principes de géométrie analytiques,
p. 149).
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En associant les deux bissectrices issues d’'un méme sommet, on
forme une conique polaire de la stelloide S.
En associant deux bissectrices 1ssues de deux sommets

ﬂ \
R\
e\‘\

N\
\.
\‘
N\

opposés, A et A’, on forme ou une conique polaire de C, ou une
conique polaire de C,. Imaginons donc que les bissectrices AP
et A'Q forment une conique polaire de la cubique C,. Il sera aisé
de voir, par une démonstration analogue a celle du n° 3, que
toutes les coniques circonscrites au quadrangle MNP Q sont
aussi des coniques polaires de C,. Et comme deux faisceaux de
coniques polaires d’une méme cubique ont toujours une conique
commune, les sommets M, N, P et Q sont sur un cercle de 'un
des faisceaux du n° 3. ‘

On pourrait maintenant faire voir facilement les huit cercles de
Steiner. Il suffirait de dessiner une figure compléte. Remarquons
seulement que si, en associant les bissectrices AP et A'Q, on
obuent un cercle de l'un des faisceaux, on déterminera un cercle
de Pautre faisceau, en associant les bissectrices AP et A'R..

Ensuite on sera conduit a deux autres cercles en associant les
bissectrices AS et A’Q, puis AS et A'R

"Enfin, il serait facile de trouver encore de nombreux cercles
appartenant aux faisceaux de Steiner et différents de ceux qulil a
cités; tel, par exemple, celui qui passe par les points A, A, R et S,
d’autres, analogues a celui-la, ou d’autres encore que 'on cons-
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truirait aisément en figurant tout d’abord les cotés et les hauteurs
- du triangle diagonal du quadrilatére complet (une diagonale et la
hauteur correspondante du triangle diagonal forment une conique
polaire de la stelloide conjuguée ).

“Ainsi se trouvent donc démontrés et complétés les énoncés de
Steiner. La méthode employée est fort simple. Il suffit de
détourner son attention de la stelloide conjuguée du quadrilatére
— qui se présente d’elle-méme a Pesprit, et qui joue un réle
important dans la démonstration d’autres propriétés métriques du
quadrilatére — et de la reporter sur les deux autres cubiques qui
ont la méme cayleyenne que cette stelloide.
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