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SUR UN THEOREME DE M. MARCEL RIESZ ;
Par A. STOYANOFF.

Le théoréme dont nous donnons une démonstration ci-dessous
est da a M. Marcel Riesz. Il se propose de le publier plus tard avec
d’autres théorémes analogues. Comme la démonstration que
M. Riesz a bien voulu nous communiquer différe complétement
par la marche suivie de la ndtre, nous croyons intéressant de la
publier ici.

Tutorimre. — Ktant donnée une équation algébrique
J(z)=o, dontlesracines z,, s, ..., n (n23) sont supposées
réelles et distinctes; désignant par d la plus petite des diffé-

rences
di= @iy — x; (t=1,2, ..., n—1);

par £, &y ..., Euy les racines de Uéquation f'(z)=o (les-
quelles sont également, d'apreés le théoréme de Rolle, toutes
réelles et distinctes) et par A la plus petite des diflérences

Ap=Etprm—E (k=1 2 ooy n—2),
ona N

1) A>d|.
[Nous supposons, pour fixer les idées,
2y B <@l KB e Tt < et < T <o < Enmy < @e ]

Pour démontrer que A > d, il suffit de démontrer que tous les
Ag sont > d, c’est-a-dire que
() Ermi—Er>d ou bien E}c+d<E/,+1.

Deux cas seulement sont a considérer : a. Ek+d§xk+. et
b. Ek+d>xk+,. :

Dans le premier cas I'inégalité (1') est évidemment satisfaite,

‘puisque Ziypy < Eryy-
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Dans le deuxiéme cas, £; + d et &4, sont tous deux compris
entre T4, et Z;,,. Comme dans cet intervalle la fonction

f’(w) ;- n "
F<w)=f(x)—2x——xi

i=1

décroit constamment depuis - oo jusqu’a — o (en s’apnulant pour
@ =2E4y1), il s'ensuit que pour démontrer que &x + d < &xpy, il
suffit de montrer que ‘
() | o F (ke d) > F () = o

Démonstration. — On a

F(tp+d)= Zm{

i=1

Nous avons aussi

0=F(Ek)=2&kixi‘

i=1

Par conséquent, on peut écrire

n

I 1 ( P
FlG+d)= Eew—’d—wi gD ey

1=1
n—1 n—1

! 1 1 I
+ Pt
bt d— @iy Er— @i Er—n
i=1

i=1

n—t
I I Tipr—F—d
= +
e +d—mxy = Zn— &k ;(EA“—ZL‘:) Er+d—2i44)

qui est > o,

puisque'lés deux premiers termes sont toujours positifs et que dans
les n — 1 autres termes les numérateurs z;  —x;—d =d;—d
sont>o par hypothése, et les dénominateurs sont positifs (parce
que les deux facteurs Er—axiet by +—d— iy, ont les mémes
signes quel que soit ). A

Comme l'inégalité (2) est démontrée, il en suit la vérité de (1')
et, par conséquent, de (1).

‘Démonstrarion pe M. M. Rigsz. — Nous sommes heureuz de

pouvolir insérer ici cette démonstration, extraite d’'une lettre
de M. M. Riesz a M. Stoyanoff :
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Stockholm, le 8 mai 1924.

« Pour que f(x) et g(x) aient toutes leurs racines réelles et
se séparant, il faut et il suflit que & f(x) + g (z) ait toutes ses
racines réelles pour toutes les valeurs réelles des constantes & et /.
Ce théoréme important est bien connu. On en trouve une démons-
tration (due a M. Kakeya) dans un travail de M. Fujiwara ( 7'6hoku
Math. Journ., 9, 1916, p. 102). Voici une démonstration bien
plus simple. :

»-Il faut seulement démontrer que la condition est suffisante. La
condition étant remplie, f () et g (z) auront évidemment toutes
leurs racines réelles; il faut encore démontrer que ces racines se
séparent. Or, il est clair que & (2) = {;—E% ne pourra étre réel ni
dans le demi-plan supérieur ni dans le demi-plan inférieur. En
effet, si h (x) était réel et = k pour une valeur z non réelle, la
fonction f(2) — k g (2) aurait une racine (non réelle) en x. Cela
étant, la partie imaginaire de A () devra étre de signe constant
dans les deux demi-plans. En s’approchant alors des poles de A (z),
on voit que tous les résidus de & () devront étre de méme signe.
.En désignant alors par @ et b deux racines consécutives de g (),
h(a—t) et h(b—t) serontpour des valeurs assez petites de ¢ de
signes opposés. Cest-a-dire que f'(x) change de signe entre deux
racines consécutives de g ().

"» Du théoréme ci-dessus, on conclut immédiatement : Si f' ()
et 2 (x) ont toutes leurs racines réelles et se séparant, il en sera
de méme de f'(x) et g'(2).

» En effet, k f(x) 4+l g (x) ayant toutes ses racines réelles, il
en sera de méme de £ f' () + [ 2’ (x).

» En désignant maintenant par d la plus petite différence entre
deux racines consécutives de f(« ) pour queles racinesde f(z + k)
et f(z) se séparent, il faut et il suffit évidemment que le module
de £ soit inférieur a d. En combinant ceci avec le résultat précé-
dent, le théoréme en résulte.

» On démontre delaméme fagon le théoréme pour f(z) + kf' ().
En réalité, encore ce théoréme est un cas trés particulier d’un
théoréme trés général dont I'exposition me prendrait trop de temps.
Cethéoreme rentre dans un corps de théorémes que je publierai en
collaboration avec M. Stridsberg. »



