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SUR UNE SÉRIE DE LAGRANGE;
PAR NIELS NIËLSEN.

Soit r, plus grand que zéro, le rayon de convergence de la série
de puissances

(i) F(jr) = A0-l-A1jK-F'A2jK2-l--..,

la frontière du domaine de convergence de la série de Lagrange

.(a) ƒ(*.)

est représentée par la courbe

(3)

courbe que nous désignons, dans ce qui suit, par C(r), tandis que
le nombre positif /•• est désigné comme la constante de conver-
gence de la série ( 2).

Posons maintenant

(4) x = a -h iv, x H- 1 = p eiï,

où u et ^, p et 9 sont des variables réelles, nous aurons

(5) M-+-1 = p cos6_, c = psmO,

tandis que l'équation de G(/*) deviendra, en coordonnées polaires,

(6) (logp)*-4-e*= r«.

Cela posé, il est évident que C(r) est symétrique par rapport à
Taxe réel, et que la valeur maximum de | logp | correspond à 9 — o,
de sorte que nous aurons

ce qui donnera, en vertu de (5),

(7) e-r—iSu<el — i,

quel que soit 9.
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Dans ce qui suit, nous désignons par A et B les deux points de

l'axe réel, dont les abscisses sont les valeurs maximum et minimum
de U.

De plus, il est évident que les deux lignes

sont tangentes à C(r), et que les deux points de contact sont situés-
sur le cercle p = i, savoir, en coordonnées rectangulaires,

(8) ( M - I - I ) * - 4 - I > * = I .

Quanta ces deux points de contact, ils ont la même projection C
sur l'axe réel, et ce point C a l'abscisse

cos r — i ;

.c'est-à-dire que G est situé entre A et B, pourvu que

cosr > e~r.

Or, l'équation transcendante

(9) <p(a?) = cos# — <e-* = o,

savoir
, , 0C X 2#6

(10) «_*!+_+ - - - ^ j . +..., = 0 ?

a, dans chacun des intervalles (zpiz, 2/?ïc-f-2Tt), deux racines
simples ap et ftp qui satisfont aux inégalités

( I I )

car nous

%piz -+-

aurons

2

2 *

>

C — * « ^ fi

7C
t H - 4 '

TC

de sorte qu'une racine multiple de (10) satisfait nécessairement
aussi à l'équation

i

ce qui est impossible parce qu'aucune racine de cette dernière
équation ne satisfait aux conditions (11).
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Etudions maintenant la courbe C( r ) ; cette courbe est, pour
des valeurs suffisamment petites de r, un ovale qui entoure l'ori-
gine^ mais, pour des valeurs plus grandes de r, la courbe susdite
aura deux cornes qui se prolongent de plus en plus, selon que r
se rapproche de la valeur TT, et qui sont finalement, pour /• = TT,
en contact dans le point u = — 2, situé sur le cercle (8).

De plus, soit r < -> les deux cornes de C(r) sont situées entre les

tangentes 8 r = ± r , tangentes qui coïncident pour r = -f; et,

pour r > -? les deux tangentes sont situées entre les cornes.

Supposons ensuite r >>TT, la courbe G(r) est toujours composée
de plusieurs branches fermées.

Soit par exemple
71 < r < 27T,

C(r) est composée de deux branches différentes, savoir un ovale
symétrique par rapport à l'axe réel et contenant les deux points
de cet axe

u — er—i, u = e—y/r*—™*— r,

et une courbe fermée, analogue à G(r) pour r<^iz, et contenant
les deux autres points de Faxe réel

w=—e~r—1, j i z r e ^ - i .

Soit donc r >TT, il est toujours possible de tracer une courbe
fermée entièrement située dans le domaine limité par C(r) et
entourant le point x = — 1.

Désignons ensuite par

(12) f(x) = ao -+- a\& -+- a^x1 + . . .

une fonction holomorphe aux environs de l'origine, il existe tou-
jours un développement de la forme (2), et les coefficients An

sont à déterminer par les expressions



— 71 —

ce qui donnera, pour n > i,

Quant au coefficient général Aw, posons, dans (2),

x = eJ— i,

il résulte, en vertu de (12),

(.4)
s=Q

Posons ensuite

nous aurons la série de puissances? toujours convergente,

m— 00

(er—O* = Y Kg.,, r w ^
(m-+-s)\

m = 0

ce qui donnera, en vertu de (i4),

Or les coefficients as étant quelconques, il résulte, en vertu
de( i3)e t ( i4 ) ,

formule qui est parfaitement analogue à celle de SchlÖmilch

(.8) (- I)*D

où les C^ sont les coefficients de factorielles, définis par l'identité

) . . . (a?-h- n — 1 ) = Cflœ
n-t-C}lx^-i -+-.. . -+- C;^ 1 ^.
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Quant à la série (2), partons de la formule eulérienne

où il faut supposer | x | <C 7u,.' tandis que les B̂  sont les nombres de
Bernoulli,, il résulte la série de Lagrange

<->

dont le domaine de convergence a la frontière C(TT).

De même, cette autre formule eulérienne

x x
= 1

ex—1 1

applicable, pourvu que \x \ <^ 27c, conduira à la série de Lagrange

log(T-4-a?) = T

1

dont le domaine de convergence a la frontière C(2TC).

Remarquons, en passant, que la formule (20). donnera immé-
diatement cet autre développement

{IS)\

qui a le même domaine de convergence que (20).
Quant à la série (2), supposons uniforme la fonction ƒ(3?), puis

supposons plus grande que iz la constante de convergence de
cette série, la fonction F (y), définie par la formule (1), admet
nécessairement la période 2TU, savoir

car il est possible de tracer, dans le domaine de convergence de la
série (2), une courbe fermée qui entoure le point x = — 1.
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Gela posé, il est évident que la constante de convergence d'une
série de la forme (2), qui représente une fonction uniforme, est
généralement au plus égale à 7:, ce qui s'accorde bien avec notre
remarque sur la série (19).

Mais il résulte de (20), que cette condition (22) n'est pas
nécessaire, pourvu que f{x) soit multiforme.


