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CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE EN 1 9 2 6 .

NOTA. — a représentera dans tout Vénoncé la mesure d'une
longueur donnée.

i° Ox, O y désignant deux axes rectangulaires, lu droite
représentée par Véquation

(t2^-i)(tx—y) -+- at(t — h) = o,

où Von considère h comme une constante donnée, et t comme
un paramètre variable, enveloppe une courbe que l'on désigne

par Y h-
Quel est le lieu des points d1 où Von peut mener àTh deux

tangentes rectangulaires?
Indiquer une construction géométrique de la troisième tan-

gente à Th issue d'un point du lieu. De cette construction, con-
clure que T/t peut être considérée comme Venveloppe d'une
droite D définie de la manière suivante : un point M décrit un
cercle donné de centrer, la droite D passe constamment parM.,
et pivote autour de M, sa vitesse de rotation étant dans un rap-
port constant avec celle du rayon wM. Il résulte de cette défi-
nition que les courbes Th correspondant aux diverses valeurs
de h sont semblables. Quelle est la valeur du rapport de simi-
litude de la courbe Th et de la courbe To (correspondant à la
valeur zéro du nombre A)?

Construire Fo.

2° O^ désignant un axe perpendiculaire à Ox, Oy, on
désigne par Th la courbe du ptan z = ah qui a pour projection
orthogonale sur le plan xOy la courbe Th, et par S la surface
engendrée par Th quand h varie.

Montrer que S peut aussi être regardée comme engendrée

par une droite G.
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Montrer que sur chaque génératrice rectiligne G de S il
existe un point R et un seul qui est point de rebroussement
pour la courbe Y'h qui y passe.

Le lieu (A) deH lorsque G varie peut être représenté par
les expressions

_ a • _ _ a t 2 __ a(\

00 1 y z

3° Calculer Vaire intérieure à Fo et le volume limité par la
surface S et les deux plans z = o, z = a.

4° Etant donnés trois nombres tt, t^, t%, ] or mer V équation du
plan qui contient les points de (A) correspondant aux valeurs t{,
t2, tzdu paramètre t. Quelle est l'équation du plan osculateur
à (A) au point correspondant à la valeur t0 du paramètre ti

Par un point quelconque donné P (coordonnées £_, Y), Ç), on
peut mener trois plans oscillateurs à (A). Former l'équation
du plan !K contenant les trois points de contact, et montrer que
ce plan passe par P.

Où doit être situé P pour que le plan TT soit parallèle au
plan xOy? Montrer que dans ce cas les points de contact sont
les sommets d^un triangle équilatéral de centre P. Quelle est
dans ce cas la, nature de Ici surface engendrée par le cercle
circonscrit à ce triangle?

5° h désignant de nouveau une constante donnée, on consi-
dère dans le plan xOy les coniques

_L_ «/ r

où a2, (32 sont des constantes différentes données, et X2 un para-
mètre. A une droite d, du plan correspond en général une
droite dl et une seule qui soit conjuguée de d par rapport
à toutes ces coniques. Quelle est Uenveloppe de d1 lorsque d
enveloppe 1*/,?

6° h désignant encore une constante donnée, soient M\,
M2, M;} les points où une tangente mobile à Th rencontre Ox,
Oy et une tangenteT à Y^ (distincte de Ox, O y, fixe, arbi-
trairement choisie, sur laquelle on choisit un sens positif).
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soient A,, A2, A3 trois points fixes arbitrairement choisis
sur Ox,Oj\T.

Montrer au'd y a entre les valeurs algébriques des seg-
ments AiMM A2M2, A3M3 une relation de la f orme

ki. kx IVlj -4- k2. A2 M2 4- £ 3 . A3 M3 -h k = o,

ou k^ /r2, A"3, k sont des constantes.

SOLUTION PAR M. J . L E MA IRE.

I. La droite (D) représentée par l'équation

(1) (*2-hi)(*.r — y)-\~at(t — h) = o

ayant pour coefficient angulaire t, il existe une telle droite1, et une
seule,'ayant une. direction donnée; comme cette équation est du
troisième degré en t, l'enveloppe Th de la droite est une courbe de
troisième classe bitangente à la droite de l'infini. En identifiant
l'équation (1) avec l'équation

ax -+- vy -f- w = o

et éliminant t, nous obtenons

w(u--+- v2) -h auç(u •+- hç) = o}

équation tangendelie d'une courbe de troisième classe bitangente
à la droite de l'infini aux points cycliques : F^ est donc une hypo-
cycloïde à trois rebrotissements.

Tirant x et y du système

f—h),

j (3*2H-i;a?— ity =—iat-h ah,

formé par l'équation (1) et l'équation dérivée par rapport à t, nous
obtenons

ce sont les équations paramétriques de T/^ courbe unicursale du
quatrième ordre.
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Par un point (.#, y) passent trois droites (D) dont les coeffi-

cients angulaires sont les racines en t .de l'équation (i), laquelle
peut s'écrire

xlz — {y — a) t*-+- (x — ah) t — y =. o ;

le produit des racines étant-> pour que deux des droites soient

rectangulaires, il faut et il suffit que (— - ) soit racine ; en écri-
vant çMfe condition, nous obtenons

(C/0 2(3*-h yi) — a(y

On voit que le lieu des points d'où l'on peut mener à 1^ deux
tangentes rectangulaires est un cercle passant par l'origine O, par

le point A ( —, o ) variable avec A, et par le point fixe B (-o, - );

son centre est le point w ( y y ) ' e t s o n r a J o n a pour expression

M(#, y) étant un point quelconque du cercle, la tangente D
à Th, autre que les tangentes rectangulaires issues de ce point, a

pour coefficient angulaire ( — - j > c'est-à-dire le coefficient angu-
laire de OM changé de signe; par suite OM et D tournent respec-
tivement autour de O et M avec des vitesses opposées ; autrement
dit, si M/ est le second point commun à D et au cercle, les

arcs AM et OM', comptés en sens contraires, sont dans le rap-
port - ; on reconnaît la génération tangentïelle d'une hypoeyeloïde
à trois rebroussements tritangente au cercle (Nouvelles Annales^
1913, p. 49). La vitesse angulaire de wMr qui tourne autour de w,
est double de celle de OM, dans le rapport (—2) avec celle
de D.

Toutes les H3 (cette notation désignant une hypoeyeloïde à trois
rebroussements quelconque) sont semblables, puisqu'une telle
courbe ne dépend en grandeur que du rayon du cercle qui lui est
tritangent; en particulier, f̂  et Fo sont semblables; les rayons p
et p0 de leurs cercles tritangents étant - \lh1 4-1 et 7> le rapport

_____ $ ' . <\
de similitude de Th à Fo est \/h2-\-1.
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Le cercle Co de Fhypocycloïde Yo a OB pour diamètre ; Fo est

tangente à ce cercle en O et en deux autres points formant avec O
un triangle équilatéral ; le point symétrique de O par rapport à B
est un point de rebroussement.

Y h est aussi facile à construire, l'un des points où elle touche le
cercle G h est au tiers de t'arc OA à partir de A ; en donnant à t les
valeurs zéro et oo, on voit, à l'aide de l'équation (i) et des for-
mules (2), que Ox et O y sont tangentes à Y h aux points A' et B'
symétriques de O par rapport à À et B ; on s'assurerait aisément
que la courbe est tangente aussi à A'B' et à la perpendiculaire
menée de O à AB, et l'on trouverait les points de contact. Tout
cela résulte d'ailleurs immédiatement des propriétés élémentaires
de rhypocycloïde à trois rebroussements ; rappelons simplement
que la droite D touche son enveloppe au point symétrique de M'
par rapport à M.

IL La surface S engendrée par Y h quand h varie a pour équa-
tions paramétriques

1 — P)h — it

(S)

x = a -

y z=at2 -

, z = ah ;

c'est une surface unicursale du quatrième ordre, et comme ces
équations, pour une valeur déterminée de £, représentent une
droite G, la surface est réglée; les lignes coordonnées sont ces
génératrices, et les H3 correspondant aux diverses valeurs de A, et
situées dans les plans parallèles au plan xOy.

Nous allons montrer que S est dèveloppable et trouver son
arête de rebroussement; les notations étant les mêmes q,ue plus
haut, considérons dans le plan xOy la courbe T/t et les cercles C^
et Co, ainsi que la tangente D à F^ qui est parallèle à une direction
fixe donnée A ; le point de contact de D est le point m symétrique

de M7 par rapport à M ; appelant a l'angle \OM, O#/, nous avons

si donc h varie, et par suite aussi Y h, la droite BM' reste fixe ;
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comme il en est de même de OM, le lieu de ni est une droite
qu'on détermine aisément à l'aida du cercle Co ; I étant le point
commun aux droites OM01M et BYl̂  VF, et m0 le point symétrique
de. M'o par rapport à Mo; cette droite est lm0.

Fig. i.

Si nous observons que, quand h varie, l'hypocycïoïde F^ reste
tangente a Ox en un point variable À', et à Oy au point fixe B',
nous voyons que le résultat ci-dessus est un cas particulier de ce
théorème : le lieu géométrique du point de contact d'une H3

inscrite à un triangle avec une tangente de direction fixe est
une droite [Nouvelles Annales, io,i3, p. I I 5 ) .

Appelons T'h la courbe H:{ du pian z = ah, qui se projette sui-
vant F^ sur le plan xOy, mt le point de T'à qui se projette en m,

et montrons que —l-— reste constant quand A'varie; les triangles

OBM; et OBMl donnent

Po .

et par suite,

\ Pu /

d'où, en supposant h^>o par exemple,

et
JU x m _ ah M'o iYl'

= TTTTT const = coröst ;
UlVJi»

il résulte de là que le lieu de iri\ est une droite perçant le plan x O y
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en m0 sur Fo : si t désigne le coefficient angulaire invariable de A,
la droite précédente n'est autre que la génératrice G obtenue plus
haut.

Les tangentes aux hypocycloïdes Y'k aux points mK de G étant
parallèles, en ces divers points la surface S a le même plan tangent,
c'est donc une surface développnble.

Montrons que sur la génératrice G il existe un point R, çt un
seul, qui est un rebroussement pour l'hypocycloïde horizontale qui
y passe ; pour que rn^ soit un point de rebroussement de T'h, et par
suite m un point de rebroussement de F^, il faut et il surfit
que MM' soit un diamètre pour le cercle C ,̂ d'où la construction
suivante de R : menons en O la perpendiculaire à 10M0 qui
coupe IM',B en Q', et traçons le cercle OQ'B, et le diamètre Q'Q
de ce cercle, lequel a la direction A; l'hypocycloïde F^ relative à
ce cercle a un rebroussement au point q symétrique de Q' par
rapport à Q7 l'hypocycloïde Y'h correspondante a un rebrous-
sement R au point qui se projette en q sur le plan xOy] ce
point R appartient à la génératrice G, sur laquelle n'existe évi-
demment aucun autre point analogue.

C'est le point où G touche Y arête de rebroussement de S, qui
n'est autre que le lieu des points de rebroussement des hypocy-
cloïdes Y'h.

Cherchons les équations de cette courbe (A) : en désignant

par a) l'angle \OQ,O<zy, on trouve aisément que les coordonnées
des points Q et Q' sont

i l P COS COCOS 2 00,

2 p SinCÜ COS 2 0 ) ,

— 2 0 sin w si 112 o>,

2p cos M sin2to,

p étant le rayon du cercle OQQ'; un calcul simple permet d'en
déduire celles de q,

(q) 4pcos3o> , . — 4 p s i n 3 w ;

comme, d'autre part,
_ QB __ a

° ~ sin3u> ~~ 2sin3w'
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on a finalement, pour les coordonnées de:R,

/r>N <2cos3o) asin3a>
(R) —^——, ——-, ah;

sinow smico

£ et w ayant toujours la même signification, de sorte que

t =— tango),

les deux premières de ces coordonnées s'écrivent

a cos3 w a a
X =

3sina) cos2co — sin3w 3tangw— tang3w t(t^—3)
_ asin3to atang3oj __ at2

3siïiü)cos2to — sin3w ~" 3tangw — tang3w "~ t2 — 3 '

pour avoir la troisième, remarquons que

a a ,-
p o u • • = - \/h~-{- i ,

d'où
. __ [_ _ i ~ 3 t a n g 2 w __ i — 3 ^

tang3w 3tangco — tang3o> tz—3t'

on a donc enfin les expressions suivantes pour les coordonnées
de R :

a

Ces équations représentent l'arête de rebroussement (A) de la
surface S; les génératrices G de la surface sont les tangentes à
cette courbe, qui est une cubique gauche admettant pour axe de
symétriela droite OBqu'elle coupe à angledroitau pointB'(o,a,o).
Un calcul fort simple permet de s'assurer que les traces des tan-
gentes à (A) sur le plan z = ah forment une courbe dont les équa-
tions sont

qui ne diffèrent pas de (2); cette courbe est doncT^. Les traces
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de la cubique (A) sur tout plan parallèle au plan xOy sont les

sommets d'un triangle équilatéral.

III. Nous reportant à la génération de l'hypocycloïde Fo, consi-
dérons sur le cercle Go deux points infiniment voisins M et N, et
les points M' et N' tels que les arcs AM et AM', AN et AN' soient

de sens contraires et dans le rapport-; p désignant le point com-

mun aux droites MM/ et NN', m sa position limite quand N vient

coïncider avec Mr le lieu de m est la courbe F0. 11 suffit d'observer
i aire ULMN- * , i . n . , , -,

que le rappor t - — x . f T . u est égal a - ? aux infiniment petits d ordre
* r r aire fxM N ' 4 r

supérieur près, pour obtenir l'expression iizr% pour l'aire de TQr

r désignant le rayon du cercle.

L'aire intérieure à Th est, par suite, 2np2 ou —-(h2 -f- i ), d'où

il résulte que le volume limité par la surface S et les plans z = o
et z-= a est donné par

V = / -5— (A2 -f-1) a dh = -^— •
«/) 8 • b

IV. 11 est aisé d'écrire l'équation du plan qui contient les points
de (A) correspondant aux valeurs t^ t2, tz du paramètre £, et d'en
déduire l'équation du plan oscillateur à (A) au point correspon-
dant à la valeur tQ du paramètre ; mais nous éviterons ce calcul un
peu long en observant que si R est le point de (A) correspondant
au paramètre tQ, et G la génératrice de S tangente en ce point à la
courbe, le plan osculateur en R est déterminé par G et par la tan-
gente To à Fo au point m0 trace de G sur le plan xOy. Reprenant

les notations employées plus haut, désignons par co l'angle M0O#,
les coordonnées de Mo sont

a . a .
— sin co cos to, —sin^io,
1 1 \

le coefficient angulaire de To est (—tangw), et l'équation de cette

droite
a fa. \

y— -sin2 to=—tangcola?—— sinw coso> \
ou

y =z—x tangco -+- a sin2 w ;
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l'équation du plan osculateur en R à la courbe (À) est de la
forme

x tang*» -+-y — et sin2w •+- kz — o,

. * v , , - 1 3 /«cfTs3u) a sin3w a'cos3wet si Ion écrit que le point R1 r
n,ico sin3tu sin3w

appartient à ce plan, la condition obtenue conduit à cette valeur
de k,

k =— siruoeosoû.

L'équation du plan osculateur prend ainsi la forme

x tangeo -\- y — z sin w cos to — a sin2a) = o ;

comme tangw = — £0, cette'équation devient finalement

to(tl-hi)a; — {tl~hi)y— toz -+- at% = o.

Cette équation du plan oscillateur pouvait être écrite immédia-
tement en remplaçant dans l'équation (1) ah par z, puisque le
plan représenté par la nouvelle équation ainsi obtenue

(£2-+-i)(^ — y)-~ tz -+- atf~ o

est coupé par les plans parallèles au plan x O y suivant des tan-
gentes aux H3 correspondantes, parallèles entre elles, et dont les
points de contact sont précisément les points de la génératrice G
de (S) qui correspond à la valeur t du paramètre.

Les paramètres des points de (A) pour lesquels les plans oscu-
lateurs passent par un point donné P(£, 77, Ç) sont les valeurs de t
déterminées par

O U

donc par P passent trois plans osculateurs à la courbe (A).
Si un plan a pour équation

A x -h By + C z + i = o, •

l'équation aux t des points de (A) qui appartiennent à ce plan
est

ka _̂_ Bat2 C a ( i - 3 / 2 ) __
— 3) + ï » ^

ou
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identifions cette équation et l'équation en t ci-dessus, nous avons

Ba + i' _ 3Ccy .__ 3 _ —(A-h G) a

relations qui donnent

4g p _ 4$ — g p "T) —a

par suite, le plan des trois points pour lesquels le plan osculateur
à (A) passe en P a pour équation

on vérifie qu'il contient le point P ; c'est d'ailleurs une propriété
bien connue des cubiques gauches.

Pour que le plan (71) soit parallèle au plan xOy, il faut et il
suffit que

a — 4^ = o,
4 \ — £ = o, .

c'est-à-dire que le point P appartienne à la droite

z = 4a-,

lieu du centre du cercle G'h quand h varie, en désignant par Ch le
cercle, projeté suivant G ,̂ qui est tritangent à l'hjpocycloïde Y'h.
Les points pour lesquels les plans osculateurs passent en P sont,
dans le cas actuel, les points de rebroussement de l'hjpocjcloïde T'h
située dans le plan z = Ç; les traces sur ce plan des plans oscu-
lateurs sont les tangentes de rebroussement de F7i, lesquelles con-
courent au centre de C'h.

Quand h varie, ce cercle se déplace et se déforme en s'appuyant
sur O^, sur la parallèle à O s menée par B, et sur la droite y = o,
z-=; IX) son plan restant d'ailleurs parallèle au plan xOy, il
engendre un hjperboloïde à une nappe dont on aurait sans peine
Féquation, et qui a des génératrices perpendiculaires aux plans de
ses sections circulaires. Les points de rebroussement de T'h, qui
sont les sommets d'un triangle équilatéral, appartiennent à un
cercle dont le rayon est le triple du ravon de C^; le lieu de ce nou-
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veau cercle dérive, par une homographie immédiate, de Fàyper-
boloïde précédent; nous ne nous arrêterons pas à établir son
équation.

V. Supposons, pour fixer les idées, a >(3, et soit y2 = a% — fî2,
l'équation

* 2

où a et |3 sont des constantes données, et À un paramètre, repré-
sente une famille de coniques ayant pour foyers les points F et FA

de Ox qui ont zb y pour abscisses; à une droite (d) du plan cor-
respond une droite (d1), et une seule, conjuguée de (;rf) par rap-
port à toutes ces coniques; cette droite {d') est perpendiculaire
à (d) et coupe Ô ? en un point D! conjugué harmonique, par
rapport à F et F', du point D où (d) coupe le même axe ; la ques-
tion est la suivante : (d) enveloppe F/*, trouver l'enveloppe de (dr).
L'équation de {d) étant

(t*-\-\){tx --y) -h at(t — h) = o ,
on a

ro —

d'où, pour (d'), Féquation suivante

qu'on peut écrire

[ay H- y2) t%-\- a{x — hy) t H-(Y2— ahx) = o;

l'enveloppe de cette droite, représentée par

a2(x — hy)1— 4(ajK -f- Y2) (y2— ahx) = o
OU

a2(x H- hyY— 4y2[^(/ — h&) -+• y2] = o,

est une parabole qui a pour axe la parallèle menée par l'origine au
diamètre AB déterminé sur le cercle Ĝ  par les axes de coor-
données. Des considérations géométriques simples permettraient
d'établir ces résultats et de construire quelques tangentes de cette
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parabole, par exemple celles qui sont perpendiculaires aux tan-
gentes de rebroussement de F^, ou aux axes de coordonnées.

•VI. Considérons un triangle ABC formé par trois tangentes à
Fhypocjcloïde recoupées en A', B' C' par une quatrième tan-
gente ; ces quatre tangentes fixes déterminent l'hypocyeloïde (Nou-
velles Annales, i g 13, p. 70) : les cercles AB'C', BCA/, GA'B'ont
un point commun M qui appartient aussi au cercle ABC; les
côtés BC, CA, ABdoivent tourner d'un même angle, dans le même
sens, autour de A', B/, C' pour venir coïncider avec A'M, B'M,
CM; et si, d'un point quelconque p. du cercle ABC, on mène aux
droites MA7, MB', MC' des parallèles qui rencontrent en a, (3, y

Fig. 2.

les côtés correspondants, ces derniers points sont sur une droite
dont Fenveloppe, quand p varie, est l'hypocyeloïde.

Ceci posé, a, 6, c désignant les longueurs des côtés du

triangle ABC, et ces côtés BC, CA, AB étant supposés orientés,
nous allons démontrer que

t.A'a + ô.B'p + c.C'j = o,
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lorsque, les quatre premières tangentes restant fixes, la cin-
quième a(3y varie.

Menons par M les droites dirigées X ;X, Y' Y, Z'Z parallèles aux
côtés BC, CA, AB du triangle ABC et de mêmes sens positifs qu'eux,

Fig. 3.

Z'

X'

et soient a', (3', y les points où ces axes sont rencontrés par JJUX,

pt(3, jmy respectivement, de sorte que Ma', M (3', M y' sont égaux

à A'a, B'|3, C'y; l'angle MX, a'/jiet les deux angles analogues étant
égaux, les points M,.JU, a', (3', y' sont sur un cercle, et la figure
donne, en appliquant le théorème de Ptolémée au quadrila-
tère M a ' (3 ' / ,

ou, en introduisant les valeurs algébriques des segments portés par
les axes issus de M,

ou encoreyen appelant p le rayon du cercle oc'fi'y',

Ma' .2p siii A -h MJ3'.2p sin B H- My ' . ap sinC = o,

A'a .s in A - h B'^.s in B - H G'y.sin C = o,

a.THx. H- 6.ïFp H- c l / y = o ;

cette égalité généralise, en la précisant, la relation demandée.

d'où

et finalement


