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GONGOURS D’ADMISSION A L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE EN 1926,

Nora. — a représentera dans tout l’énoncé la mesure d’une
longueur donnée. |

~1° Oz, Oy désignant deux azxes iectangulazres, la drotte
représentée par l'équation

(241)(tx—y)+ at(t— h) =o,

oa Pon considére h comme une constante donnée, et t comme
un paramétre variable, enveloppe une courbe que l'on déstgne
par I'y. |

Quel est le lieu des points d’ow Uon peut mener a T deur
tangentes rectangulaires?

Indiquer une construction geometrzque de la trotsieme tan-
gente a Ty issue d’un point du lieu. De cette construction, con-
clure que Ty, peut étre considérée comme U'enveloppe d’une
droite. D définie de la maniére suivante : un point M décrit un
cercle donné de centre w, la droite D passe constamment par M,
2t pivote autour de M, sa vitesse de rotation étant dans un rap-
port constant avec celle du rayon wM. Il résulte de cette défi-
nition que les courbes I, correspondant aux diverses valeurs
de h sont semblables. Quelle est la veleur du rapport de simi-
litude de la courbe Ty et de la courbe T, (correspondant a la
valeur zéro du nombre h)?

Construire T,.

Oz désignant un azxe perpendiculaire @ Ox, Oy, on
désigne par Ty la courbe du ptan z= ah qui a pour projection
orthogonale sur le plan xOy la courbe Ty, et par S la surface
engendreée par I, quand h varie.

Montrer que S peut aussi étre regardée comme engendree
par une droite G.
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Montrer que sur chaque génératrice rectiligne G de S il
existe un point R et un seul qui est point de rebroussement
pour la courbe I', qui y passe.
 Le lieu (A) de R iorsque G varie péut étre représenté par
les expressions
a at? _a(1—3¢%)

TIe—s) YT ey fTe—3)’

3¢ Calculer Uaire intérieure a Ty et le volume limité par la
surface S et les deux plans z =o, z = a.

4° Etant donnés trois nombres t,, ta, L3, jormer l’équation du
plan qui contient les points de (A) correspondant aux valeurst,,
ty, I3 du paramétre t. Quelle est Uéquation du plan osculateur
a (A) au point correspondant & la valeur ty du paramétre t?

Par un_point quelconque donné P (coordonnéest, n, ), on
peut mener trois plans osculateurs & (A). Former ['équation
du plan @ contenant les trots points de contact, et montrer que
ce plan passe par P. k

Ou doit étre situé P pour que le plan n soit paralléle au
plan 2Oy ? Montrer que dans ce cas les points de contact sont
les sommets d’un triangle équilateral de centre P. Quelle est
dans ce cas la nature de ld surface engendrée par le cercle
circonscrit a ce triangle?

5° h désignant de nouveau une constante donnée, on consi-
dére dans le plan 2Oy les coniques

x2 72
e T B2+ =1,

ol a2, 32 sont des constantes différentes données, et \* un para-
métre. A une droite d du plan correspond en général une
droite d' et une seule qui soit conjuguée de d par rapport
a toutes ces coniques. Quelle est Uenveloppe de d' lorsque d
enveloppe 1,2

6° h désignant encore une constante donnée, soient M,
M,, M, /es poinls ot une tangente mobile a Ty rencontre Oz,
Oy et une tangente T a Ty, (distincie de Oz, Oy, fixe, arbi-
trairement choisie, sur laquelle on choisit un sens positif);
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soient Ay, Ay, Ay trois points fixes arbitrairement choisis
sur Oz, Oy, T.

Montrer qu’il y a entre les valeurs algébrigues des seg-
ments A, M,, A, M., A;M; une relation de la forme

kl.A1W11+kz.AgM2+k3.A3M3+/f=07

ot kyy ks, k3, k sont des constantes.

Sorurion pAR M. J. LEuAIRE.

I. La droite (D) représentée par I'équation
(1) (2+1)(tx —y)+at(t—h)=o

ayant pour coefficient angulaire ¢, il existe unc telle droite, et une
seule, ayant une. direction donnée; comme cette équation ‘est du
‘troisiéme degré en ¢, 'enveloppe T, de la droite est une courbe de
troisiéme classe bitangente a la droite de U'infini. En identifiant
Péquation (1) avec 'équation

UT 4+ Py +w =0
et éliminant ¢, nous obtenons
w(u+v2)+auv(u—+ he)=o,

équation tangentielle d’une courbe de troisiéme classe bitangente
a la droite de I'infini aux points cycliques : ', est donc une Ay po-
c)yeloide a trois rebroussements.
Tirant z et y du systéme

{221z —(B+ 1)y =—at(t—h),

] Be+1)z— 2ty =—2at+ ah,
formé par Péquation (1) et équation dérivée par rapport & ¢, nous
obtenons

\ » =a(1—t2)h-—2t,

: (£2+1)?
(2) ) _—alhpe(e2—1)
(7““ (1) ’

ce sont les équations paramétriques de [, courbe unicursale du
quatriéme ordre.
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Par un point (z, ) passent trois droites (D) dont les coeffi-
cients angulaires sont les racines en ¢ de 1'équation (1), laquelle

peutsecrlre
B—(y—a)t?+(x—ah)t—y=o0;

le produit des racines étant £ —» pour que deux des droites soient

rectangulaires, il faut et il sufﬁt que <— %) soit racine; en écri-

vant cetfe condition, nous obtenons
(Cn) 2(x2+ y?) —a(y + hx) =o.

. b .
On voit que le lieu des points d’ott 'on peut mener a I'; deux
tangentes rectangulaires est un cercle passant par l'origine O, par

le point A (%h, 0,) variable avec %, et par le point fixe B (o, %),

S ah a .
son centre est le pomnt T'i) et son rayon a pour expression

o= Z—\/hz—i—l.

M(z, y) étant un point quelconque du cercle, la tangente D
a I';, autre que les tangentes rectangulaires issues de ce point, a

pour coefficient angulaire <—£ ) c’est-a-dire le coefficient angu-

laire de OM changé de signe; par suite OM et D tournent respec-
tivement autour de O et M avec des vitesses opposées ; autrement
dit, st M est le second point commun a D et au cercle, les
N P

arcs AM et OM’, comptés en sens contraires, sont dans le rap-
port I; on reconnait la génération tangentielle d'une hypocycloide
a trois rebroussements tritangente au cercle (/Vouvelles Annales,
1913, p. 49). La vitesse angulaire de oM, qui tourne autour de w,
est double de celle de OM, dans le rapport (— 2) avec celle
de D.

Toutes les H; (cette notation désignant une hypocycloide a trois
rebroussements quelconque) sont semblables, puisqu’une telle
courbe ne dépend en grandeur que du rayon du cercle qui lui est
tritangent ; en particulier, I'; et T'y sont semblables, les rayons p

et po de leurs cercles trltancrents étant = \/ W1 et s 7 le rapport

de 51m1htude de T, aT, est \/hl—i—l
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Le cercle G, de I'hypocycloide I'y a OB pour diamétre; Ty est
tangente a ce cercle en O et én deux auntres points formant avec O
un triangle équilatéral ; le point symétrique de O par rapport a B
est un point de rebroussement.

I'x est aussi facile a construire, I'un des points ou elle touche le
cercle Cy, est au tiers de Farc OA a partir de A ; en donnant a ¢ les
valeurs zéro et oo, on voit, a l'aide de I'équation (1) et des for-
mules (2), que Oz et Oy sont tangentes a I'; aux points A’ et B’
symétriques de O par rapport 4 A et B; on s’assurerait aisément
que la courbe est tangente aussi a A'B" et & la perpendiculaire
menée de O a AB, et 'on trouverait les points de contact. Tout
cela résulte d’ailleurs immédiatement des propriétés élémentaircs
de I'hypocycloide a trois rebroussements ; rappelons simpleimenl.
que la droite D touche son enveloppe au point symétrique de M’
par rapport a M.

II. La surface S engendrée par I'; quand h varie a pour équa-
lions paramétriques

g U= Bh—ot
*= (ez1)2
(8) o, ath—
}/_at (tz—l——l)?
.z =ah;

c’est une surface unicursale du quatrie‘mé ordre, et comme ces
équations, pour une valeur déterminée de ¢, représentent une
droite G, la surface est réglée; les lignes coordonnées sont ces
génératrices, et les Hy correspondant aux diverses valeurs de /4, et
situées dans les plans paralléles au plan zOy. )

- Nous allons montrer que S est développable et trouver son
aréte de rebroussement; les notations étant les mémes que plus
haut, considérons dans le plan £ Oy la courbe I';, et les cercles C,,
et Gy, ainsi que la tangente D a I'y qui est paralléle a une direction
fixe donnée A; le point de contact de D est le point m éymétrique

— >
de M’ par rapport a M ; appelant « I'angle <OM, Ox), nous avons
e i
FBW = OMM = 51,

si donc h varie, et par suite aussi I'y, la droite BM' reste fixe;
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comme il en est de méme de OM, le /ieu de m est une droite
qu’on détermine aisément & 'aide du cercle Gy ; I étant le point
commun aux droites OM,M et BMj W', et m, le point symétrique
de. M par rapport & M,; cette droite est Lmy. ‘

Fig. 1.

Si nous observons que, quand / varie, l’hypocy,cl'o'ide T reste
tangente a Oz en un point variable A’, et a Oy au point fixe B', -
nous voyons quc le résultat ci-dessus est un cas particulier de ce
théoréme : le lieu géométrique du point de contact d’une H,
inscrite & un triangle avec une tangente de direction fixe est
une droite (Nouvelles Annales, 1913, p. 115). ' A

Appelons T, la courbe Hy du plan z = ak, qui se projette sui-

vant I'; sur le plan xOy, m, le point de I', qui se projette en m,

m,m . . ..
et montrons que ——- reste constant quand A varie; les triangles
moem .

OBM’' et OBM; donnent
: oM’ P
oM, - p
et par suite,

2

Po

——2 =2 ——2 2 /g2 T -9 .
M'Mj=0M — OM,=0M, (-— —1) = OM),.h2,

d’ou, en supposant &> o par exemple,

MM, = OM),. &,
et :
mim _ ah MM - a
mom ~ MyM mym-— OM),

const = comnst ;

il résulte dela quelelieu de sn; est une droite pergant le plan Oy
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ren my sur Iyt si ¢ désigne le coefficient angulaire invariable de A,
la droite précédente n’est autre que la génératrice G obtenue plus
‘haut.

Les tangentes aux hypocycloides I, aux points m, de G ¢étant
paralléles, en ces divers points la surface S ale méme plan tangent,
c’est donc une surface développable.

Montrons que sur la génératrice G il existe un point R, ¢t un
seul, qui est un rebroussement pour ’hypocycloide horizontale qui
Y passe ; pour que n, soit un point de rebroussement de Iy, et par
suite m un point de rebroussement de Ty, il faut et il suffit
que MM’ soit un diamétre pour le cercle C,, d’ou la construction
suivante de R : menons en O la perpendiculaire a 10M, qui
coupe IM,B en Q’, et tragons le cercle OQ'B, et le diamétre Q'Q
de ce cercle, lequel a la direction A; Uhypocycloide I'x relative a
ce cercle a un rebroussement au point ¢ symétrique de Q' par
rapport a Q, I'hypocycloide I, correspondante a un rebrous-
sement R au point qui se projette en ¢ sur le plan zOy; ce
point R appartient a la génératrice G, sur laquelle n’existe évi-
demment aucun autre point analogug}.

C’est le point ou G touche 'aréte de rebroussement de S, qui
n’est autre que le lieu des points de rebroussement des hypocy-
cloides I,

Cherchons les équations de cette courbe (A) : en désignant

. /\ . .
par o I'angle (OQ,Ox), on trouve aisément que les coordonnées
des points Q et Q' sont
20 COSWCOS2W,

(Q)%

2ps8inwcos2w,

Q")

; —20sinm sin2o,

20COSwsin2w,

p étant le rayon du cercle OQQ'; un calcul simple permet d’en
déduire celles de ¢,

(q) bpcnsdw, . —4psinde;

comme, d’autre part,-

OB a

2 = T = —F5
e sindw 28in3 0
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on a finalement, pour les coordonnées de'R,

a cos3 v asindw
(R) — y  ah;

v 2 v
sin3 w sin3w

¢ et.w ayanl toujours la méme signification, de sorte que
t =—tangw,

les deux premiéres de ces coordonnées s’écrivent

2 — a cos3 w _ a _ a ¢
"7 3sinwcos?w —sindw  3langw — tangdw  {(£2—3)
o asind o a tang®w at®
YT Ssinw costo —sintw 3tangw — tangdw =3

pour avoir la troisiéme, remarquons que

a a
e 4sin3w = Z\//22+"
d’ou
‘ h— 1 _ 1= 3tang?w  1—31?
tang3w  3tangw — tangdw  3— 3¢’

on a donc enfin les expressions suivantes pour les coordonnées

de R:

=2
(e =3)’
at?
(R)(y'=g—»
_a(i—3¢2)
T ot(e2—3)

‘Ces équations représentent l'aréte de rebroussement (A) de la
surface S; les génératrices G de la surface sont les tangentes a
cette courbe, qui est une cubique gauche admettant pour axe de
symétriela droite OB qu’elle coupe a angle droit au pointB'(o,a,0).
Un calcul fort simple permet de s’assurer que les traces des tan--
gentes a (A) sur le plan s = a/ forment une courbe dont les équa-

tions sont
a
X = (=) h—20],
. a2 .
=—(—t.2_:—-—[3§ [-—.*'th‘—"“(l?‘—l)],

qui ne différent pas de (2); cette courbe est donc I',. Les traces
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de la cubique (A) sur tout plan paralléle au plan Oy sont les
sommets d’un triangle équilatéral. ’

[Il. Nous reportant a la génération de I'’hypocycloide Ty, consi-
dérons sur le cercle G, deux points infiniment voisins M et N, et

les points M’ et N' tels que les arcs AM et AM',; AN et AN’ soient
de sens contraires et dans le rapport;i; p désignant le point com-

mun aux droites MM’ et NN/, m sa position limite quand N vient
coincider avee M, le lieu de m estla courbe T,. 11 suffit d’observer
aire . MN- A
aire uM'N'
supérieur prés, pour obtenir 'expression amr? pour l'aire de Ty,
1 désignant le rayon du cercle. .

que le rapport est égal & +, aux infiniment petits d’ordre
4

L’aire intérieure a I' est, par suite, 27mp? ou It—gj(h2 +1),doa
il résulte que le volume limité par la surface S et les plans z =o
et z=a est donné par :
1 . .
V=/0‘ " W+ nadh =T
IV. 1l est aisé d’écrire I’équation du plan qui contient les poihts
de (A) correspondant aux valeurs ¢,, ¢, ¢; du paramétre ¢, et d’en
déduire I'équation du plan osculateur a (A) au point correspon-
-dant a la valeur ¢, du paramétre ; mais nous éviterons ce calcul un
peu long en observant que si R est le point de (A) correspondant
au paramétre &, et G la génératrice de S tangente en ce point a ta
courbe, le plan osculateur en R est déterminé par G et par la tan-
gente Ty a T au point m, trace de G sur le plan £0y. Reprenant

/\
les notations employées plus haut, désignons par » 'angle M, Oz,
les coordonnées de My sont

a . a .
—sino Cosw, —sin?w,
2 i 2 .

le coefficient angulaire de Ty est (— tangw), et I'équation de cette
droite
a . ) a .
y— -‘;sm’w =-—langw <x — Zsinw cosu))

ou
y =— xtangw + asin’o ;
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Péquation du plan osculateur en R a la courbe (A) est de la

forme
zlange + y —asin?w + kz = o,

- N . . 3 i 3 ' S
et si Pon écrit que le point R oL, Ly @cos3u)
_ sin 3w sin3 w sin3 o
appartient a ce plan, la condition obtenue conduit a cette valeur
de £,

k = —sinw cosw.

L’équation du plan osculateur prend ainsi la forme
rtangw + ¥ — 2 s8inw cosw — asin?w =o;
comme tang w = — ¢,, cetle’équation devient finalement
L(t3+1)x — (+1)y— ez + atd=o.

Cette équation du plan osculateur pouvait étre écrite immédia-
tement en remplacant dans I'équation (1) ah par z, puisque le
plan représenté par la nouvelle équation ainsi obtenue

(+1)(te—y)—tz+at®=o0

est coupé par les plans paralléles au plan 2Oy suivant des tan-
gentes aux Hj correspondantes, paralléles entre elles, et dont les
points de contact sont précisément les points de la génératrice G
de (S) qui correspond a la valeur ¢ du parametre.

Les paramétres des points de (A) pour lesquels les plans oscu-
lateurs passent par un point donné P (£, 7, £) sont les valeurs de ¢
déterminées par

2+~ (2+1)q—t{+at2=o0
ou :
' f—(n—a)2+(E—{t—n=0;

N \
donc par P passent trois plans osculateurs a la courbe (A).
Si un plan a pour équation
Az +By+Cz+1=o0,"

Péquation aux ¢ des points de (A) qui appartiennent a ce plan

est
Aa Bat2+Ca(1—3t‘~’)_‘_1_~_0
t(e2—3)  2—3 t(e2—3)

ou
(Ba+1)t?3—3Cat2—3t+(A+Cla=o;



— 403 —

identifions cette équation et 'équation en ¢ ci-dessus, nous avons

Ba—1 _ 3Ca. 3  —(A+QC)a
¢ T n—a  [—EF n ’
relations qui donnent
aT—r’  PTag—  “Tagmp

par suite, le plan des trois points pour lesquels le plan osculateur
a (A) passe en P a pour équation

(%) (a—§m)@+UE—Dy+(n—a)s+(L—Ea=o,

on vérifie qu’il contient le point P; c’est d’ailleurs une propriété
bien connue des cubiques gauches.

Pour que le plan (7) soit paralléele au plan 2Oy, il faut et il
suffit que : , :
a—4n=o,

¢’est-a-dire que le point P appartienne a la droite

B

(FZ=4‘Ty

I

lieu du centre du cercle C), quand / varie, en désignant par C}, le
cercle, projeté suivant Cyz, qui est tritangent a 'hypocycloide T,
Les points pour lesquels les plans osculateurs passent en P sont,
dans le cas actuel, les points de rebroussement de ’hypocycloide I';,
située dans le plan z ={; les traces sur ce plan des plans oscu-
lateurs sont les tangentes de rebroussement de I, lesquelles con-
courent au centre de C).

Quand / varie, ce cercle se déplace et se déforme en s’appuyant
sur Oz, sur la paralléle 2 O z menée par B, et sur la droite y = o,
z= ox; son plan restant d’ailleurs parallele au plan 20y, il
engendre un hyperboloide & une nappe dont on aurait sans peine
Véquation, et qui a des génératrices perpendiculaires aux plans de
ses sections circulaires. Les points de rebroussement de I'j, qui
sont les sommets d’un triangle équilatéral, appartiennent a un

“cercle dont le rayon est le triple du rayon de C}; le lieu de ce nou-
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veau cercle dérive, par une homographie immédiate, de I'hyper-
boloide précédent; nous ne nous arréterons pas a établir son
équation.

V. Supposons, pour fixer les idées, « > 3, et soit y2 = a* — 32,
I'équation
x2 y?
a2+ A2 + m =0

ou o et 3 sont des constantes données, et A un paramétre, repré-
sente une famille de coniques ayant pour foyers les points F et F/
de Oz qui ont ==y pour abscisses; a une droite (d) du plan cor-
respond une droite (d'), et une seule, conjuguée de (d) par rap-
port & toutes ces coniques; cette droite (d') est perpendiculaire
a (d) et coupe Oz en un point D’ conjugué harmonique, par
rapport a F et F', du point D ou (d) coupe le méme axe; la ques-
tion est la suivante : (d) enveloppe I';, trouver 'enveloppe de (d').
" L’équation de (d) étant

(2+1)(te--y)+at(t—h)=o,

. on.a
o= a(t—h)
0D =— =
= 1A+
V= =y

d’ou, pour (d'), Péquation suivante
! 2(¢2
ymm (e DY,

a(t—h)
qu’on peut écrire

(ay +12) B+ a(x—hy)t+(1*— ahz) = o;
I'enveloppe de cette droite, représentée par

ar(x —hyP—4(ay +y?)(y2— ahz)=0
ou
a*(x+ hy)—4yla(y —hx) +y2] =o,

est une parabole qui a pour axe la paralléle menée par Porigine au
diamétre AB déterminé sur le cercle C; par les axes de coor-
données. Dés considérations géométriques simples permettraient
d’établir ces résultats et de construire quelques tangentes de cette
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parabole, par exemple celles qui sont perpendiculaires aux tan-
gentes de rebroussement de ', ou aux axes de coordonnées.

VI. Considérons un triangle ABC formé par trois tangentes a
I'hypocycloide I'; coupées en A’, B C' par une quatriéme tan-
gente ; ces quatre tangentes fixes déterminent’hypocycloide (Nou-
velles Annales, 1913, p.70) : les cercles AB'C/, BC'A’, CA'B’ ont
un point commun M qui appartient aussi au cercle ABC; les
cotés B, CA, ABdoivent tourner d’un méme angle, dans le méme
sens, autour de A’ B', G pour venir coincider avec A'M, B'M,
C'M; et si,d’un point quelconque p din cercle ABC, on méne aux
droites MA’, MB/, MC’ des paralléles qui rencontrent en o, 3, 7

Fig. 2,

-

(g

les cotés correspondants, ces derniers points sont sur une droite
dont U'enveloppe, quand p. varie, est 'hypocycloide.
Ceci posé, a, b, c désignant les longueurs des cotés du
> = X ]
triangle ABC, et ces cotés BC, CA, AB étant supposés orientés,
nous allons démontrer que -

(A a+bBB+c.Cy=o,
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lorsque, les quatre premiéres tangentes restant fixes, la cin-
quiéme ofBy varie.

Menons par M les droites dirigées X'X, Y'Y, Z'Z paralléles aux
cotés BG, CA, AB dutriangle ABC et de mémes sens positifs qu’eux,

xY

v’

zZ

et soient o', B, y' les points ou ces axes sont rencontrés par p«,

#B, py respectivement, de sorte que Ma', M{, m’ sont égaux

~aA'a,B'B,Cy;Vangle MX, o 2 et les deux angles analogues étant
égaux, les points M, p, ', ', ' sont sur un cercle, et la figure
donne, en appliquant le théoréme de Ptolémée au quadrila-
tére Ma/3'y/,

Mo/ @y + My 2 3'=MB".y'o

ou, en introduisant les valeurs algébriques des segments portés par
les axes issus de M,

Mo g’y + M3 .y« + My .o =o,
ou encore, en appelant p le rayon du cercle &'f'y/,
Mz'.20sinA+ M3 .20sin B+ My’.zé sinC = o,
d’ou
_ Aa.sinA + B B.sinB + Cy.sinC = o,
ct finalement ‘

a. A2+ b.BB +c.C"~( =o0;

cette égalité généralise, en la précisant, la relation demandée.



