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SUR UNE PROPRIETE CARACTERISTIQUE DES FONCTIO\IS
DE JACOBI (*);

Par Reng GARNIER.

Dans cette Note, nous allons établir la proposition suivante :

Les fonctions monogénes analytigues
f(3)=P(z, y)+1Q(=, y)

de la variable complexe z = x 41y qui satisfont a (’équatibn k
Sonctionnelle
Pz, y) _ ( z)
™) Az, y) =
Y Y(y)
se raménent soit aux fonctions de Jacobi snz, cnz, dnz, ‘soit

& des combinaisons simples, soit & des dégénérescences de-
ces fonctions.

Tout d’abord, nous présenterons une remarque qui allége nota-

blement la discussion : Si f(z) répond a la question, les fonctions
qui s’en déduisent par 'une des opérations

(S1) Zlz+a (=2, constante quelconque),-
(Ss) zlasz (@, constante réelle),
(S3) 5| i3,

(S4)  Sfla)la fla),

(8s) J(2)]i f(3),

(Se) S )|,

(Sq7) S(z)] igf(i;o) go (e, quantité conjuguéé de u)

répondront aussi & la question.

(*) Cet article s'adresse spécialement aux lecteurs qui veulent se familiariser

avec les calculs sur les fonctions de Jacobi : réduction des .intégrales elliptiqués

a la forme normale de Legendre, intégration des fonctions de Jacobi, multipli-

cation par 2, transformation d’ordre 2. Pour plus de détails sur les calculs, on

pourra se servir des Principes de la Théorie des. fonctions elliptiques, ...,

par P. Appell et E. Lacour, 2° édition (Paris, Gauthier-Villars, 1g22), Chap. 1V,
VII, X, XIII.
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Cela étant, on déduit de (1): P=2%X, Q =1Y, ) étant une

fonction de z et y a déterminer. Posons A = e et écrivons que P
et Q satisfont aux conditions de monogénéité de Cauchy ; il viendra

dp (XY g X —Y
) PrRRRed coee CARNY Ml Corn e

et la condition d’intégrabilité pour . donne alors :

I " 7 ' L4 Y” X” ‘ ‘
(3) 2X2— XX — (Y2 YY)+ X — Y2 =,
Or, cette équation est du type

{4) Xy (@) + Yo (p) + Xo(@) Vo () + Xa(2) Yol y) = o5
par différentiations on tire de (4)
(5) X} Y} + X4 Y, =o.

On peut satisfaire a (5) en posant X, =o0 =X ou Y,=o0=1Y;
on vérifiera d’ailleurs que 'hypothése X, = o0 =Y} n’introduit
aucune solution nouvelle; ces cas écartés, on doit prendre
Xy=aX}, Y,= — aY}, aétant une constante, et 'on en déduit
que, quelles que soient les fonctions X, (), Y;(y), 'équation (4)
est vérifiée par les formules

‘XI:——cX,»-d, Xz= aXy,+ b,

(6) ;
\12——-[)Y3—|—d, Y2=—aY3+c

(@, b, ¢, d, constantes). ‘
Appliquons ce résultat & (3). Les deux premiéres solutions
fournissent immédiatement la fonction

j(z> = e?,

etcelles quis’en déduisent par les opérations (S,), (S4), (Ss). Cette
solution écartée, on déduit de (6), en prenant X,=X?2(ce qui .
n’introduit aucune restriction)

—XX"42X2=—cX2—d, X'=aXi+ bX,
YY'—a2Y?= bYi+d, Y'=aY+cY

(@, b, ¢, d, constantes réelles).’
Ces équations ne sont compatibles que pour b +-c=o0 et elles
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peuvent étre remplacées alors par les suivantes :

2X2=aXt+ 26X2—d,
2Y2=aY+—2bY?—d;

(7)

dés maintenant, on prévoit donc que les fonctions f(z) devront étre
des fonctions elliptiques ou des dégénérescences de ces fonctions.

Ceci posé, des transformations (S, ) et (S, ) permettent de ramener
les équations (7) a 'un des types canoniques suivants :

sst(.—,xz)(l—/@xa), _x'2=5(1+x2){|—zzxx);,

(8) Y2 =(1-+ Y?)(14- k2 X2), Y2=c(1—Y2)(1+12Y2)
(e ===v; k2<0).
X2= (1+X2)(1 + A2 X2), X’ﬁ_—.s(‘h—Xﬁ)(n—s—l’X‘l),
(9) Y= (1—Y)(1—Ak2Y2), Y2=e{1+ Y2)(1—{2Y2)
(e=q1); ' .
SX’2:(1+XZ)’—~4MX2, X'2= (1 —X2)24 4 h2X2,
(10) Y= (1—Y2)2+ fh2Y2, Y2=(1+Y2)2— {A?Y?
( C (e<h<); B
(1) 3 X2 =14 X2, X’2=14-X?,
Y2=1—1Y2, Y2=1+ Y?;
(12) X'=1, Y=:¢ (e==1);
(13) X'=o, Y'=o.

Les types (8), (9), (10) correspondent au cas ou dans (7) on

a azo; les types (11) supposent a=o03£b, et (12), (13) :
a=o=b. ‘

On vérifiera sans peine que les formes (11) conduisent a
f(#)=tangz

et a ses transformées par les opérations (S,), (S2), (Ss), (S4), (S3)
et leurs produits; quant aux systémes (12) ou (13), ils donnent

f(z) =3,
et ses transformées par (S,), (S.), (Ss), (S¢), ou f (z) == const.

Examinons maintenant les types restants. La transformation (S,)
fait passer des formes (g) aux formes (8) et échange entre eux les
deux systémes (10); enfin les transformations (S,) et (S;) per-
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mettent de supposer ¢ = 1. Nous n’avons donc que trois types de
réduction a discuter :

(1 K= (1= XD(— XD, Yi= (14 Y1) (14 K1Y2).

Désignons par snz la fonction de Jacobi, de module 42, de
périodes primitives 4K, 2/ K’ (K etK'réels); nous aurons
X=snz, Y==*£ %sniy;
ou pourra d’ailleurs se borner au signe +-, moyennant les trans-
formations z|z+ 2K, f(3)| — f(z). Cela étant, posons ¢t =1iy;
il viendra, d’aprés (2):

enzdnz —cntdnt
= — snx dx +sntdt
# f -sn?zx — sn?t ( )

6(x)0,(x)0(t)6,(t)

= Log H (e + ) Hy (o —10) .

—+ const. réelle,

les fonctions H, H,, ©, ©, étant construites non pas avec des
périodes de zéros 2K et 2/K', mais avec des périodes primitives
de zéros 4K et 27 K/. Moyennant cette notation, on a

sn(z| K, tK') = };—Ez%%%ig X const. réelle,
et, par suite, on peut prendre

Fl@)= H(z) Hy (%) 8 (iy) 8, (i y)+ () 81 (2) H(iy) Hy(iy)
H,(z + iy) Hi(z — iy) ' ’

soit encore
F(z) H(zx+1iy)

T Wz +iy)’
ce qui donne la solution
snz
Sf(z) = —

et ses diverses transformées; actuellement, le module A? des nou-

velles fonctions snz et cnz est encore réel et inférieur a 1. A titre
de vérification, on trouve :

sn(z+1t) __ snzenzdnt+snicntdnz
en(Z+1t) | __snlzx —sn2t+ k?sn?ax s’

Ann. de Mathémat., 6* série, t. 1. (Novembre 1925.)
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Nz cna K .o\ & ... -

on peut donc prendre X = reny sn(:v]—, K >, 2K et2iK/
) dnz 2

étant- les périodes de zéros des nouvelles fonctions snz, cnz:

(11) X2= (14 X2) (1 — £2X2),  Y2=(1—Y2)(1+12Y2),

On posera [2X?=1—£&2, ce qui donnera, par une transfor-

mation (S,), X =cnz (le module étant — ) et 'on aura de
, . 1+ {2 ‘
méme, moyennant (S,):

Y= -‘l-.cn(i)’—-kb);

la constante réelle & doit d’ailleurs étre choisie de maniére que
Y () soit réelle; on prendra donc b =K, eten posant t =iy + K
on.aura ('):

(enz dx + cnt dt)

— [snxdnx—sntdnt
l T cn2z — en?¢

8(x+K)®1(x-»—K)G(t—;—K)m(H—K)

11
(o5 Wi (@ —0) +const réelle,

= Log

les fonctions H, H,, ®, ©, étant construites avec les périodes pri-
mitives de zéros 4K, 2K -+ 2iK'; on aura ainsi (2):

~ 2 H(x + K)Hy(z +K)

8(z + K) 6,(x + K) X const. réelle,

en(z|K,iK') = e

et, comme tout a I’heure, on trouvera la fonction.

snz
an

J(2)= —

et ses transformées. Mais actuellement, les périodes primitives
des zéros de snz et cnz sont 4K et 2K 4 2/K'; le module A2

(1) On observera que p doit .étre réel pour x = o =y; or soit
1
H(K)H,(K) = 2g?;
actuellement ¢? est un nombre négatif compris entre o et ;-1; on en déduit
que A est positif comme, d’ailleurs, 6 (K), 6,(K) et ®(2K) © (2K); Pargument
du produit sous le signe Log est donc — 715
4
(?) Voir la note précédente.
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des deux fonctions précédentes est donc de la forme (') 1 4 e
(8, angle réel).

On peut obtenir un résaltat plus expressif en revenant aux
modules réels (que nous avions abandonnés pour la commodité
de l'intégration). »

En effet, la fonction précédente f(z), construite avec les
périodes de zéros sus-indiquées, est encore égale a

snz
—_—
cnzdnz

les fonctions H, H,, ©, 8, correspondant aux nouvelles fonctions
snz etdnz admettant 4K et 4K+ 4/K’' comme périodes primitives
de zéros, c’est-a-dire encore a

f(z)é

snzdnz.
—),
cnz

‘les périodes primitives étant 4K et 4i/K’ pour les nouvelles
fonctions : le module 42 est devenu réel.
On vérifie d’ailleurs que I'on a actuellement :

scd(1—2k252 +k2s8) + sy epdy (1 — 2 k2524 k2st)
S (1— k25253 ) (1 — s2—si 4 kts?sy)

fla+b)=

avec
s=sna, c=cna, d=dna; s;=snb, cy=cnb, d;=dnb.
On peut donc prendre

X(z) = 2snz cnxdnz sn2x
v—a2k2en2x+ AK2sntx ~ dnox

= —;{—, cn(2z —2K),

ce qui est bien conforme au début du calcul.
(II1) T (1 X0 — fh2X2, Y= (1—Y2) 4 Aoy

1—¢
1+

On pose X = » ce qui donne

E2=[1—h+(a+ )1+ h+(0—h)E];

(1) Cf. APPELL et LACOUR, op. cit., p. 446, exercice 12.
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ainsi, G étant choisi de maniére que X soit réel, on trouvera :

K’ .
sn — — sni(x + G)
2
X= ] ’
tK .
sn— + sni(x + C)

en se rappelant que sn & — L et en adoptant le module

2 vk

‘lafonction dn « admettant les périodes primitives de zéros 2 K et /1K'
Moyennant des transformations (S;) et (S;) on pourra prendre
C =K’ et, avec un nouveau module compris entre oet 1 :
. cnxy
T snzdnz’
. . eniy . .
d’ou, envertude (S;)et(S;): Y =21 2 on peut d’ailleurs
ssniy dniy .
se borner au signe supérieur moyennant (S¢). On trouve ainsi, en
posant iy =t:
X'—Y' _ snm?z+sn?¢—2k?snz sn2¢
Xr—Y: sn?x — sn?? ’

ce qui donne
__isnzdnzsntdnt
= & (snz — sutt) |
et par suite

f(z)=cnz+ iK'
et ses transformées.

Résultat définitif. — Les fonctions f(z) répondant au pro-
snz snzdnz
oz’ cns
un module A2 réel), leurs dégénérescences (obtenues pour
k? =oou 1), ainsi que €?, z, 1 el que toutes les fonctions qui s’en
déduisent par les opérations (S,), ..., (S;). V

bléme sont donc les fonctions » en z (construites avec
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On vérifiera que parmi ces fonctions se trouvent les suivantes :

“snz, cnz, dangz,
I 1 1
nsz —), nez{= —}s ndz{= — )},
: snz cnz / dnz
enzg ' dnz snz\ -
cda(= —=), dsz|(= — ) ., scz|{= — ),
; dnz snz cnz,)
cnsg

n
dcz<\ d_n_z>’ sdz(:ﬂ]f>5 csz(: —rf—)(,j),
. cnz dnz sn z

cnzdnz dnzsnz  snzcnz
) ?
snz cnz " dnz

snz cnz * dnz
) 3 b
cnzdnz’ dnzsnz’  snzcnz.

sinz, .cosz, tangs, cosécs, sécs, colgs,
shz, chs, thz, coséchz,. séchz, cothsz;

[
e* 5, - et L



