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CERTIFIAT DE MÉCANIQUE RATIONNELLE.

ÉPREUVE THÉORIQUE. — On considère i tiges rectilignes rigides homo-
gènes pesantes OP et OQ, de même longueur l et de même masse m,
dont Vextrémité commune O est fixe. Le point P décrit un cercle hori-



— 349 —

tal Y de centre 0 (on admettra que OQ est imperceptiblement plus
court que OP pour éviter tout choc de OQ et de y). En outre, par une
liaison (X), les extrémités P et Q sont maintenues à une distance cons-

l\/'i l'une de Vautre. On néglige le frottement.

Récrire les aspects divers du mouvement en supposant que la
) soit bilatérale. On prendra pour origine le point 0, pour
OY deux rayons rectangulaires du cercle Y, pour axe OZ la

Rendante de O. On posera OX, OP = ^ et

i l costo sin6 -hjl sinw sin6 -f- k /cos6;

/,*•& les vecteurs unitaires de OX, OY, OZ et w un angle
Time simplement en fonction de ty lorsque la liaison (X) est

>/une position initiale du système respectant la liai-
oondant aux valeurs ty •= o et 8 = 60. On imprime au

fette position, des vitesses initiales compatibles avec (X)
aux valeurs t{/0, 0'o des dérivées de. ty et Ô, par rapport

apposant que la liaison (X) soit réalisée par un fil flexible,
inextermible et sans masse, trouver la condition pour que ce fil demeure
tendu, au moins au début du mouvement.

3° Dans le cas où Vinégalitè obtenue n'est pas vérifiée, quel sera le
mouvement pris au début par le système? Quel sera le sens initial de
variation de la distance PQ ?

4° On considère un mouvement dans lequel le fil n*est pas initiale-
ment tendu, mais tel que la distance PQ ayant atteint en croissant la
valeur l\i, le fil se tende brusquement. Déterminer en général Vétat-
des vitesses du système qui succède à cette tension. Approfondir le cas

où 60 = - j et où Von donne à w'o une valeur telle que le mouvement

de OQ antérieur au choc soit une rotation uniforme autour de OZ,
à tyQ une valeur telle que le moment cinétique du système par rap-
port à OZ soit nul.

SOLUTION.— Si (X) n'est pas réalisée, on obtient la force vive

2T = ^(<|/*-t-e/J-f-M'*sin*O);

si (X) est réalisée, on peut poser co ~Jj H- - etl'ona



— 350 —

La fonction de forces est U = mg-,cosQ.
2

i° On a les intégraFes premières

)=K,

La discussion conduit à trois aspects principaux du mouvement suivant
que 0 est une fonction monotone du temps ou oscille, soit symétrique-
ment par rapport à 6 = o, soit entre deux valeurs Ô4 et 92 de même
signe; sans détriment des cas limites.

2° On pourra désigner par z la tension du fil, et écrire que OP se meut
dans le plan horizontal sous Faction de cette force. En appliquant le
moment cinétique par rapport à OZr on obtiendra aisément la valeur de T.
Tant que cette valeur demeurera positive, le fil restera tendu. On trouvé
qu'initialement, le signe de cette tension est celui de —Ö'e<K© co-sô©.

3°, Si (A) n'est pas réalisée. OP est animé d'un mouvement de rotation
uniforme, le mouvement de OQ est celui du pendule sphérique. L'inégalité
du i° n'étant pas satisfaite, PQ est initialement décroissant.

4° En appliquant l'équation générale de la théorie des percussions, on
trouve aisément

Dans Le cas particulier demandé, les vitesses finales sont nulles.

ÉPREUVE PRATIQUE. — Soient trois axes rectangulaires fixes Oixiyiz1.
Une sphère de centre O et de rayon R, à laquelle sont liés trois axes
rectangulaires Qxyz, de même disposition que les précédents, est
astreinte à rouler sans glisser le long de O ^ : i° écrire les équations
différentielles, entre les coordonnées cylindriques R, &>, Ç du centre O
de la sphère et les angles d'Euler ^, 6, <p, qui traduisent le non-glisse-
ment; i° on étudie le cas particulier où Ox reste parallèle au
plan 0±Xiyi. Trouver alors la trajectoire (X) décrite sur la sphère
par la molécule au contact. Montrer que chaque point invariablement
lié à la sphère décrit une surface* Déterminer cette surface :

a. Pour un point de la ligne (X);
b. Pour un point quelconque de la sphère.

SOLUTION. — En écrivant que la vitesse de la molécule au contact est
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nulle, on trouve les conditions cherchées

du = do cosl -+- d^1

dl '
~ = dy sin 6 cos ( ̂  — -w ) — afô sin ( d> — w ),

si © = o, ^ — co conserve une valeur constante. On en déduit que la trajec-
toire de la molécule au contact sur la sphère est un cercle (ce qu'on pourra
aussi établir géométriquement en traduisant la condition qu'un diamètre Ox
invariablement lié à la sphère reste orthogonal à la droite O ^ a u contact
de laquelle la sphère roule sans glissement).

La surface a est une surface de révolution engendrée par la rotation
autour de Oi^i d'une cycloïde dont la base est Oi^4. La surface b est
engendrée par la rotation autour de OiZt d'une cycloïde allongée ou rac-
courcie contenue dans ua plan parallèle à O i ^ ,

(Poitiers, juin 1926.)


