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SUR L'EGALITE ET LA SIMILITUDE DES FIGURES DANS L'ESPACE;
Par J. LEMAIRE.

Dans tout ce qui va suivre, nous appellerons éléments homo-
logues de deux figures, égales ou semblables, les éléments, points,
plans, droites, lignes, qui se correspondent dans les deux figures;
deux tels éléments seront désignés par une méme lettre, accentuée
dans 'une des figures; deux éléments homologues qui coincident
sont dits doubles.

I. — Figures directement égales.

(F) et (F') étant deux figures directement égales, c’est-a-dire
superposables, on sait que si elles ont deux points homologues
confondus, elles ont une droite de tels points, et peuvent étre
superposées par une rotation de 'une d’elles autour de cette droite.

Rappelons aussi que, dans le cas général, (F) peut étre amenée
a coincider avec (F') par un déplacement hélicoidal autour d’un
axe X, et cela d’'une seule maniére, la translation et la rotation
qui constituent ce déplacement pouvant étre permutées.

Si A, B,C, ... et A',B, C/, ... sont des points homologues
des deux figures, les vecteurs (AA'), (BB'), (GC'), ... ont pour
projections sur X des vecteurs équipollents. De plus, si d’un point O
quelconque comme origine, on méne les vecteurs (Oa), (0b),
(Oc) équipollents aux trois vecteurs (AA'), (BB'), (GC')laperpen-
dicalaire menée de O surle plan abc donne la direction del'axe X,
etla distance de O & ce plan donne la grandeur de la translation.

Observons encore que les diédres tels que m' sont tous égaux
et de méme sens, et que les vecteurs (Om), (On), ... équipol-
lents a (MM'), (NN'), ... ont leurs extrémités, m, n, ... dans
le plan abc.

Eléments doubles. — L’égalité de deux figures de 'espace étant
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un cas particulier de I’homographie, la transformation qui permet
de passer de (F) a (F') posséde quatre points doubles, dont aucun
n’est situé, d’aprés ce qui précéde, a distance finie.

I’axe X glissant sur lui-méme, les points homologues des deux
figures qui appartiennent a cet axe forment deux divisions égales
dont les points doubles sont confondus & P'infini sur Paxe; les
deux autres points doubles appartiennent a la droite de linfini
des plans perpendiculaires a X, qui est évidemment une droite
double de la transformation; et comme les angles homologues
situés dans deux tels plans sont égaux et de méme sens, ces points
doubles sont les points cycliques communs a ces plans.

Les plans doubles de la transformation sont les plans ‘6ycliques
passant par X et le plan de I'infini compté deux fois.

Groupe de points homologues. — A un groupe de points
homologues ‘M, M/, correspond un point, milieu de MM', que
nous appellerons le point médian du groupe. Inversement, a un
point arbitraire m correspond un systéme de points homologues
dont m est le point médian : nous verrons en effet plus loin que
deux figures inversement égales, ¢’est-a-dire dont I'une est super-
posable a la symétrique de I'autre par rapport & un point ou a un
plan quelconque de I'espace, possédent un point double a distance
finie et un seul. Ceci admis, si nous considérons la figure (F,)
symétrique de (F) par rapport a m, les figures (F,) et () sont
inversement égales et ont un point double M; M’ et un seul; donc
il existe bien, dans (F) et (F'), un systéme de points homologues M,
M’ et un seul, admettant m pour point médian.

Groupe de droites homologues. — Si A, B, G, ... et A/, B/,
C/, ... sont des points homologues de deux droites homologues A
et A, les droites AA', BB, CC/, ... sont des génératrices d’un
méme systéme d’un paraboloide, dont A et A’ sont génératrices de
Pautre systéme; les milieux a, b, ¢, ... des segments AA/, BB/,
CC), ... se trouvent sur une génératrice du méme systéme que A
et A’y de sorte que les milieux des segments AA', BB, ...
Joignant les points homologues de deux droites homologues A
et A appartiennent & une droite 3, nous I'appellerons la droite
médiane de A et A,
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Il est aisé de voir que & est également inclinée sur A et A', ces
trois droites étant d’ailleurs paralléles 4 un méme plan (fig. 1). Les
segments homologues tels que AB et A'B’ ont sur & des projec-

Fig. 1.
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tions orthogonales équivalentes; il en est donc de méme des seg-
ments AA', BB', .... En particulier, si AA’ est perpendiculaire
as, il en est de méme pour BB, CC, .... Ce qui précéde s’ap-
plique aussi au cas ou A et A’ se coupent.

Inversement, montrons qu’d une droite quelconque & de !’es-
pace correspondent deux droites homologues A, A" pour les-
quelles & est la droite médiane : a et b étant en effet deux points
arbitraires de 3, « est le point médian de deux points homologues
A et A', b le point médian de deux points homologues B et B'; les
droites AB et A'B’ sont deux droites homologues, et les seules,

pour lesquelles & est la droite portant les milieux des segments -
AN, BB, ...

Groupe de plans homologues. — Considérant enfin deux
plans homologues (P) et (P"), on verra facilement, en s’appuyant
sur ce qui précéde, que les segments MM’ joignant les points
homolegues de ces plans ont leurs milieux sur un méme plan (p),
que nous appellerons plan médian de (P) et (P'); inversement a
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an plan (p) donné arbitrairement, correspond un groupe, et un
seul, de deux plans homologues pour lesquels (p) est le plan
médian. :
Précisons les positions relatives des trois plans : (P) et (P')
étant deux plans homologues, considérons leur intersection A’
comme une droite de (F'), son homologue A est dans (P); A, point
commun a A et A', considéré comme appartenant a A, a pour
“homologue un point A"de A'; de méme ce point, considéré comme
appartenant & A’ et appelé B, a pour homologue un point B de A;
les segments AB et A’B" sont homologues et par suite égaux, et
leurs milieux C et (! sont homologues; la droite CC/ n’est autre
chose que la droite médiane & de A et A', elle est dans le plan

‘médian) (p) de (P) et (P') (fig. 2).

Fig. 2

Soient. P le point de (P) qui se projette en G et C/ sur A et A/,
P’ son homologue dans (P'); les triangles PAB et P’A’B’ sont
homologues et isoscéles, leurs hauteurs PC et P'C/ sont égales;
par conséquent PC/= P'C et ces droites sont toutes deux perpen-

T
diculaires a A", Si la bissectrice G'Y de PC'P' coupe PP’ en p, ce
point p appartient au plan médian (p) de (P) et (P'). Observons
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que C'Y est la droite médiane de AP et A’ P’ et qu’elle est perpen-
diculaire aux droites joignant les points homologues de ces deux
droites.

Le plan (p) est déterminé par le point p et la droite &; il coupe
de méme (P’) suivant la droite ¢, médiane de A, et A|, en appe-
lant A la droite commune aux plans (P) et (P') considérée comme
faisant partie de (F).

Les plans (P) et (P') étant symétriques par rapporta ladroite C'Y
de (p), ce plan médian des deux premiers estégalement incliné
sur chacun d’eux; & et 8, sont aussi symétriques par rapport

aldy.

Remarque. — A et A’ étant deux points homologues quel-
conques, et 8 une perpendiculaire & AA’ en son milieu, 8 est la
droite médiane de deux droites homologues A et A’ symétriques
par rapport a 8; une symétrie par rapport a & permettra de passer
de (F) a (Fy); les figures égales (F,) et (F') ayant une droite de
points doubles A’ une rotation autour de cette droite aménera (F,)
en (F') : ainsi Pon peut passer de (F) a (F'), d’une infinité de
maniéres, par un renversement, ou symétrie par rapport a une
droite, suivi d’une rotation autour d’une autre droite.

Montrons que le déplacement hélicoidal permettant de passer
de (F) a () peut étre remplacé, d’une infinité de maniéres,
par deux renversements (voir Cinématique Kcenigs, note de
Darboux) : ¢ étant une droite coupant a angle droit, en un point
arbitraire @, axe X du déplacement hélicoidal, a est le point
médian de deux points homologues A et A’ de 'axe, ¢ est par
suite la droite médiane de deux droites homologues A et A’ aussi
perpendiculaires a l'axe : car si B et B’ sont deux autres points
homologues de ces droites, le milieu & de BB est sur 8, a pour
projection a sur X, et comme la projection de BB'est égale a AA/,
les points B et B’ se projettent en A et A/, A et A" sont bien per-
pendiculaires a l'axe. Ceci posé, un renversement autour de 3
améne (F) en (F,), et A sur A’, points homologues confondus;
une seconde rolation, autour de A’, aménera (I';) en (F’), le ren-
versement ayant ramené l'axe X sur lui- -méme, en changeant son
sens, la seconde rotation doit remettre finalement cet axe sur sa
position primitive a un glissement prés, et cela exige que ‘cette
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rotation soit aussi un renversement, ce qui démontre la propriété
énoncée.

Revenons aux plans homologues (P) et (P') considérés plus
baut : une rotation convenable autour de leur droite commune
peut amener (P) en coincidence avec (P'), le point P en P’;
(F) entrainée dans le mouvement vient en (F,); la figure (f),
intersection de (F) et de (P), égale a la figure homologue (f'),
intersection de (F') et de (P'), vient oeccuper une position (f)
dans (P'), et il est clair que la rotation peut étre choisie telle
que (fy) et (f') soient directement égales.

Ces figures ayant un point double en P’, une rotation conve-
nable autour de la perpendiculaire en ce point a (P') pourra
amener (f,) en coincidence avec (f'), et par suite (F,) en coinci-
dence ‘avec (F'). On voit ainsi qu'on peut, d’une infinité de
maniéres, amener (¥F) en (¥'), a Uaide de deux rotations autour
de deux draites rectangulaires.

COMPLEXES ATTACHES AUX DEVX FIGURES.

Nous allons étudier briévement deux complexes attachés aux
deux figures : le complexe des axes des segments MM/, et le com-
8 p 8 )
plexe des droites qui portent ces segments.

Complexe (C,) des axes des segments MM'. — Pour chaque
groupé de points homologues M, MW, il existe un nombre infini
d’axes, ¢'est-a-dire de perpendiculaires au segment MM’ en son
milieu’ comme ces points sont eux-mémes en nombre triplement
infini, on serait tenté de penser que les axes des segments tels que
MM’ sont en nombre quadruplemem infini, et par conséquent ne .
forment pas un complexe; mais il n'en est rien, puisque nous
avons vu plus haut que tout axe d’un segment MM’ est aussi axe
d’une infinité de segments pareils, et se trouve par suile compté
un nombre o' de fois, de sorte que ces axes sont en nombre oo?,
et constituent bien un complexe.

Tous les axes passant par un point a sont des axes pour le seg-
ment AA’ dont « est le point médian, sont par suite perpendicu-
laires a AA’, et appartiennent tous au plan axial du segment. Par
conséquent, les axes des segments MM forment un complea:e
linéaire; nous I'appellerons (C,).
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Plan polaire d’un point. Péle d’un plan. — Le plan polaire
d’un point est aussi le plan axial du segment de droite dont les
extrémités ont ce pomt pour pomt médian. ‘

Inversement étant donné un plan (P), considéronsla figure (F¥y)
symétrique de (') par rapport a ce plan; les figures inversement
égales (F') et (F,) admettent un point double 7', =, et un seul a
distance finie, par suite il existe dans (F) et (F') un groupe de
deux points homologues =, =’ et un seul, qui sont symétriques par
rapport & (P). Le point médian P de ces deux points est le pole
du plan (P).Si nous nous reportons a la figure 2, nous voyons
que les points P, P' de cette figure sont les projections sur les
deux plans d’'un méme point =’ de Y, lequel est équidistant des
plans; considéré comme appartenant & la figure (F'); ce point =’ a
dans (F) un homologue = qui est précisément son symétrique par
rapport au plan (P), de sorte que le plan (P) a pour pole le point P
de cette figure 2. Ce point =’ considéré comme appartenant a (F),
et désigné, a ce titre, par =, a pour homologue son symétrique =
par rapport a (P'), et P’ est le pole du plan (P') : ainsi deux plans
homologues ont pour péles deuzx points homologues; corrélati-
vement, deux points homologues ont pour plans polaires deuz:
plans homologues.

Il serait aisé d’adapter an complexe (C,) toutes les propriétés
des complexes linéaires et d’en déduire de nombreuses propriétés
de deux figures égales. Bornons-nous a montrer que 'aze de (C,)
estaxeX du déplacement hélicoidal permettant de passerde (I7)
a (F') : en effet tout point @ de X est le point médian de deux
points A, A’ de I'axe, est par suite le pole du.plan perpendiculaire
a X et passant par «, de sorte que X, étant le diamétre conjugué,
par rapport a (G,) des plans qui lm sont perpendlculalres, est
bien I'axe du complexe.

On obtiendrait cet axe sur la figure 2 en observant qu’il coupe
a angle droit la perpendiculaire commune Y aux deux droites
conjuguées rectangulaires A" et PP’, et cherchant directement une
telle droite qui puisse servir d’axe a un déplacement hélicoidal
permettant d’amener P en P/, en méme temps que (P) sur (P').

Complexe (Cy) des droites MM'. — Pour qu’une droite porte
deux points homologues des deux figures (I') et (), il faut et il
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suffit que cette droite, considérée comme appartenant a 'une des
figures, rencontre son homologue; les droites MM' forment donc
“un complexe. Ce complexe est identique au complexe des droites

d’intersection de deux plans homologues : soit.en effet A" une:
droite portant deux’ points homologues M et M'; considérons-la
comme faisant pértie de la figure (F'), elle a une homologue A pas-

sant en M et déterminant avec A’ un plan (P); ce plan passant

par A, son plan homologue (P') passe par A" : cette droite MM est

donc aussi I'intersection de deux plans homologues La proposmon

corrélative se démontre aussi aisément.

Faisons voir que ce complexe coincide avec le complexe des
droites perpendiculaires a leurs conjuguées par rapport au
complezxe (€,). Soient en effet MM' une droite du complexe (G,),
m le milieu de MM’} le plan polaire de m par rapport a (C,) étant
perpendlculalre a MM’ et contenant la droite conjuguée de MM,
cette droite MM' et sa conjuguée sont bien orthogonales.

Inversement, D et A étant deux droites conjuguées supposées
rectangulaires, menons par A le plan (P) perpendiculaire a D, 1l -
a pour pole le point 7, ot D le coupe; ce point est par suite le
point médian de deux points homologues M et M, symétriques
par rapport a (P), donc appartenant a D, qui est blen ainsl une
droite de (C,); il en est de méme de A. “

Courbe d.u complexe. — Cherchons l’e’nveloppe des droites du
complexe (C,) contenues dans un plan (P); la droite A’ commune
a ce plan et & son homologue (P'), considérée comme appartenant
a (F’), a son homologue A située dans (P);la courbe du complexe
n’est autre que lenveloppe. des droites qui joigneni les points
homologues de A et A’; comme ces points forment sur ces droites
des divisions égales, la courbe est une parabole II, et (C,) est un
complexe du second ordre. Si nous nous reportons a la figure 2,
nous voyons que II touche A en B, A" en A’, a pour tangente au
sommet la droite médianc CC' de A et A', et pour foyer le pole P
du plan (P) par rapport au complexe (C,). '

Cére du complexe. — Ce cone est donc du second degré ; déter-
minons-le d’une maniére précise pour un point donné P : une pre-
miére génératrice est la perpendiculaire en ce point & son plan

B
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polaire (P). Les droites du complexe situées dans ce plan et pas-
sant par P sont les tangentes menées de ce point a la courbe du
complexe, c’est-a-dire les droites isotropes du point, de sorte
que (P) donne une direction de sections circulaires du cone.

Les peints doubles de la transformation de (F) en (F') étant le
point a l'infini, compté deux fois, sur axe X du déplacement
hélicoidal, et les points cycliques I, J des plans perpendiculéires
a cet axe, le cone du complexe passe par la paralléle PY a X, et
par les droites isotropes PI, PJ des plans perpendiculaires a l'axe,
qui donnent ainsi les autres sections circulaires du céne.

Finalement, le cone du complexe n’est autre que le liew de
Daréte d’un diédre droit dont les faces contiennent respective-
ment la perpendiculaire au plan (P) menée par P, et le dia-
métre du complexe (C,) qui passe par ce point.

Remarque. — Revenons a la courbe IT du complexe (G, ) située
dans un plan (P), parabole ayant pour foyer le pole P du plan et
tangente aux droites A et A', symétriques par rapport a son axe;
ces deux droites homologues font un méme angle avec tout plan (R)
perpendiculaire a 'axe X, et les points homologues M, M’ de
ces droites déterminent sur elles des divisions égales; ¢ et 8', m
et m’ étant les projections sur (R) de Aet A’, M et M/, les points m
et m' déterminent sur 3 et &' des divisions égales, et comme le

o~ .
- diedre MXM' est de sens et de grandeur invariables, il en est de

S .
méme de son angle plan mam/, d’ou il résulte que mm' enveloppe
une parabole, projection de II, tangente a & et &', ayant pour foyer
la trace z de Vaxe X sur (R): ainsi toute parabole [I du com-
plexe (C,) se projette sur tout plan perpendiculaire a X sui-
vant une parabole dont le foyer est la trace de U’axe sur ce
plan. o

Cela résultait d’ailleurs aussi du fait que la conique du com-
plexe est tangente aux plans isotropes passant par'axe du dépla-
cement, plans doubles de la transformation.

En résumé, tout point P de 'espace est le pole d'un plan (P)
par rapport au complexe (C,) etle foyer d'une parabole I du com-
plexe (C.), située dans ce plan, et ayant pour tangente au sommet
la trace sur (P) du plan médian (p), des plans homologues (P)
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et (P'). Signalons encore que deux points homologues P et P’ sont
les foyers de deux paraboles du complexe (C,), paraboles égales,
situées dans les plans homologues (P) et (P'), de poles P et P’ par

apport a (Cy), et que ces paraboles touchent la droite commune
a leurs plans, respectivement en A’ et A, points homologues portés
par cette droite (fig. 2).

points homologues des ﬁgh‘res (F) et (I'"), MM une droite de (C,)
passant en (S ), cette droite A considérée comme appartenant a (F')
a pour homologue A’ la droite S'M’; les lieux géométriques de A
et 4’ sont les cones (3) et (8') du complexe, cones ayant SS’"pour
génératrice commune, de sorte que le liew de M’ est une cubique
gauche passant par S et S'; lelieu de M est la cubique homologue,
laquelle passe en S et au point X -homologue, dans (F'), du point ¥’
de (F') qui coincide avec S; appelons (M) et (M) ces deux
cubiques. :

(M) par exemple contient aussi les points doubles de la trans-
formation de (F) en (F'); elle a donc pour asymptote I'axe X du
déplacement hélicoidal, et passe aux points cycliques des plans per-
pendiculaires i cet axe; elle se trouve par suite sur le cylindre de
révolution déterminé parl'axe X et par les deux points S" et S ou X'

L’autre cubique (M') appartient de méme au cylindre de révo-
lution déterminé par X et par les deux points X' ou S et X.
Comme S'Y est la position que vient occuper ST aprés le dépla-
cement hélicoidal qui améne (F) en (F'), les deux cylindres sont
symétriques par rapportau plan déterminé parl’axe et le point SX';
cela n’a rien d’étonnant puisque ces cylindres projettent, sur un
méme plan, deux cubigques égales et semblablement placées;
d’ailleurs ces cylindres sont amenés a eoincider aprés le déplace-
ment hélicoidal, lequel fait coincider aussi la cublque (M) avec la
cubique (M").

On sait que, étant données deux figures homographiques quel-
conques a trois dimensions, les droites qui portent deux points
homologues, les droites communes a deux plans homologues, les
droites qui rencontrent leurs homologues forment un méme com-
plexe tétraédral qui a pour tétraédre fondamental le tétraédre des
points doubles de la transformation. Cela est vrai pour deux-

Cubiques attachées au complexe (Cy). — S et S’ étant deux
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figures égales, et le complexe (C,) est un complexe tétraédral,
auquel on appliquerait sans peine les propriétés des complexes
tétraédraux.

DEPLACEMENT CONTINU D'UNE FIGURE.

Si, dans tout ce qui précéde, nous supposons les figures (¥')
et (F') infiniment voisines, nous obtenons des propriétés du
déplacement continu d’une figure. )

Clest ainsi que les complexes (C,) et (Cy) deviendront le com-
plexe des normales aux trajectoires des points du systéme mobile
pour une position du systéme, et le complexe des tangentes
aux trajectoires, qui coincide avec le complexe des caractéris-
tiques des plans du systéme.

Les propriétés du déplacement sont bien connues (voir Coursde
Géométriede I Ecole Polytechnique, 1, p- 294, par M. d’Ocagne).

Bornons-nous a énoncer le théoréme suivant dont la premiére
partie est due a Chasles : .

Le liew des tangentes aux trajectoires des points d'un
systéme indéformable mobile qui, pour une position du sys-
leme, passent en un pointdonnéS, est un cone du second degré;
ce céne contient la paralléle SY a Uaxe instantané du dépla-
cement et la tangente en S @ la trajectoire de ce point, et peut
étre obtenu par lintersection de deux plans rectangulaires
tournant respectivement autour de ces droites. Le lieu des
points de contact des tangentes est une cubique gauche tan-
gente en S a la trajectoire de ce point, et ayant pour asymptote
Uaze instantané; cette cubique se projette sur le plan mené
" par S perpendiculairement & Uaxe suivant un cercle coupant
Uaze et tangent en S a la projection de la tangente & la tra-
jectoire de ce point. ‘

Ce théoréme est une conséquence immédiate de ce qui a été
établi plus haut.
II. — Figures inversement égales.

Ce sont deux figures dont 'une est superposable a la symé-
trique de 'autre par rapport a un plan ou i un point quelconque
de lespace.
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A et A, B et B, CGetC étant trois couples de points homo-
logues de deux telles figures (F) et (F'), les plans axiaux
des segments AA', BB/, CC/ ont un point commun OO’, les’
tétraedres OABC et O'A’ 'C/ ayant leurs arétes respectivement
égales, sont directement. ou inversement égaux; ils ne peuvent
Vétre directement, car alors (I') et la figure directement égale
définie par les points A', B', C' considérés comme homologues
de A, B, C auraient un point double, ce qui n’est pas. Les deux
tétraédres étant donc inversement égaux, OO’ est un point double
de la transformation de (F') en (F'), et il est évidemment le seul &
distance finie. ,

Ceci posé, considérons la figure (F,) syméirique de (F) par
rapport a ce point OO0/, les deux figures (F,) et (F’) sont directe-
ment égales, et ont deux points homologues confondus en O, de
sorte que (F,) peut étre amenée en coincidence avec (F’) par
une rotation autour d’un certain axc OX (fig. 3).

" La transformation de (F) en (F) est appelée un retournement.
Nous voyons donc qu’un retournement équivaut a une symétrie
par rapport a un certain point OO, suivie d'une rotation
autour d’un axe OX passant par ce point. '

I1 est d’ailleurs manifeste que la symétrie par rapport au point
double peut étre remplacée par une symétrie par rapport au
plan (R) perpendiculaire en O a OX, I'axe de rotation restant le

" méme, mais l'angle de rotation étant augmenté de 7.

On déduit immédiatement de la ce théoréme de Chasles : Tous
les segments tels que MM’ ont leurs milieuz m dans le plan (R).
Om est la perpendiculaire commune a MM’ et a OX; ainsi la
perpendiculaire commune-a OX et a toute droite MM' est
située dans le pian (R).

Observons encore que langle diédre M/ﬁd’ est le méme,
en grandeur et en sens, pour tous les groupes de points homo-
logues, étant angle dont il faut faire tourner (¥,) pour 'amener

en (F').

Conséquence. — Considérons deux plans homologues (P)
et (P') de deux figures directement égales (F) et (F') : les inter-
sections respectives (f) et (f’) de ces figures et de ces plans sont
des figures égales qui peuvent étre regardées comme appartenant
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a deux figures tnversement égales a trois dimensions, par exemple
(F) et la symétrique (') de (F") par rapport a (P’); et alors, en
vertu du théoréme de Chasles, ‘on peut dire que les milieux des
segments MM’ joignant les points respectivement homologues des
plans homologues (P) et (P') sont dans un méme plan; c’est ce
plan que nous avons appelé le plan médian des deux plans (P)
et (P') dans I'étude des figures directement égales.

Eléments doubles. — Revenons a deux figures inversement
égales; nous avons deux points doubles sur OX, le point OO’
trouvé plus haut, et le point a linfini sur cet axe, puisque les
points homologues des deux figures qui apparticnnent a cette
droite forment deux divisions symétriques par rapport a 0O0'. Les
deux autres points doubles de la transformation sont les points
cycliques des plans perpendiculaires a OX.

Les plans doubles sont le plan (R) obtenu plus haut, le plan de
Iinfini, et les plans isotropes passant par OX.

COMPLEXE ATTACHE A DEUX PIGURES INVERSEMENT EGALES.

II n’y a pas lieu de considérer ici les éléments médiaps relatifs
aux éléments homologues des figures, ces éléments médians
appartenant au plan double (R) d’aprés le théoréme de Chasles.
Il n’existe donc pas, pour deux figures inversement égales, de
complexe linéaire analogue au complexe (C,) de deux figures
directement égales.

Complexe des droites MM'. — Mais les droites qui portent
deux points homologues et les droites communes & deux plans
homologues forment encore, comme pour deux figures homogra-
phiques, un méme complexe tétraédral (C,).

Courbe du complexe. — La courbe du complexe située dans -
un plan quelconque (P) est une conique tangente aux traces des
plans doubles sur ce plan, donc une parabole II tangente a l'inter-

.section r de (P) et du plan double (R); cette parabole, étant aussi
tangente aux plans isotropes passant par 'axe OX,, se projette sur
le plan (R) suivant une parabole de foyer O et tangente a r.
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Nous pouvons reprendre en la modifiant légérement la figure 2
faite plus haut : (P) étant le plan considéré, (P’) son homologue,
A’ leur droite commune, A son homologue, A le point commun a
ces droites, A’ son homologue, B le point A considéré comme
appartenant a (F'), B son homologue, C et (! les points homo-
logues milieux de AB et A’B’, la courbe du complexe du plan (P)
est la parabole II enveloppe des droites joignant les points homo-
logues de A et A’; cette parabole touche A en B et Aen A’, A est

Fig. 3.

sur son axe, son foyer P est commun aux axes de symétrie de AB
et A'B'; C et € étant les milieux de AA’ et BB/, la droite qui joint
ces deux points n’est autre que la trace r de (P) sur (R); cette
droite est, comme on voit, la tangente au sommet de Il, et par:
suite aussi de la projection de cette parabole sur le plan double {®R).
(P") étant le plan homologue de (P), la parabole II' de ce plan sera
égale a I et placée par rapport a A'B’ comme II par rapport & AB,
de sorte que le foyer de II' sera le point P" homologue du foyer P
de @; le plan double est le plan (pC'C), p milieu de PP". Sin
et ' sont les symétriques, par rapport a (P) et (P’), du point O
projeté en P et P’ sur ces plans, les tétracdres nPAB et o' P'A'B’
sont inversement égaux, 7 et 7' sont homologues; il s’ensuit que
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le point O, qui est symétrique de T par rapport a P etder par
rapport a P, est a lui-méme son homologue, n’est autre que le
point double OO’ des deux figures. Finalement, nous obtenons
pour la courbe du complexe située dans un plan (P) la parabole
qui a pour foyer la projection du point double sur ce plan et

pour tangente au sommet la droite commune au plan (P) et
au plan double (R).

Céne du compleze. — Ce cone est du second degré; si S est
son sommet, il est déterminé par SS’ et par les droites joignant S
aux points doubles de la transformation : droite SO, paralléle SY
a l'axe OX, et droites isotropes passant par S dans le plan perpen-
diculaire a SY. Par suite, les plans perpendiculaires a laxe
donnent des sections circulaires de ce cone. Le plan perpendicu-
laire en S a SO. a pour courbe du complexe une parabole de
foyer S, de sorte que-les génératrices du cone appartenant a ce
plan sont isotropes, et que les plans perpendiculaires a SO
donnent la deuxiéme direction de sections circulaires du cone.
Finalement, le céne du complexe relatif ¢ un point S est le lieu
de Uaréte d’'un diédre droit dont les faces contiennent respec-
tivement SO et la paralléle SY a U’axe OX; sa trace sur le
plan (R) est le cercle déterminé par le point O, par la trace
de S5’ et par la projection de S sur ce plan double.

III. — Figures directement semblables.

On donne ce nom a deux figures dont I'une est égale a une
figure directement homothétique de 'autre; de méme deux figures
sont inversement semblables quand l'une est égale a une ﬁgure
inversement homothétique de I'autre.’

Les positions de deux telles figures dans I'espace sont détermi-
nées dés que 'on connait trois points A, B, C non en ligne droite
de 'une d’elles en méme temps que leurs homologues A’, B/, !
dans lautre, ce qui exige que les triangles ABC et A'B'C/ soient
semblables.

La sphére (a) lieu des points dont le rapport des distances a A

ef A’ est égal au rapport de snmhtude IR B’ des deux triangles et
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les deux sphéres analogues (&) et (¢) ont deux points com-
muns (OO0") et (ww'); chacun de ces points détermine avec les
-deux groupes de trois points donnés deux tétraédres semblables;
‘cette similitude ne peut étre de méme nature pour les deux pbints,
car deux figures semblables ne peuvent avoir deux points doubles;
par conséquent, les tétraédres OABC et O’A’'B'CY par exemple
sont directement semblables, » ABC et ’A'B'C/ inversement
semblables; OO’ est un point double, et le seul, pour les figures
directement semblables (F) et (F') dehmes par les deux groupes
de trois points considérés.

On peut montrer comme il suit que les deux pomts 00’ et o'
sont réels : (F) et (F') étant directement semblables, a laide
d’une homothétie convenable, avec un centre quelconque, on
peut déduire de (F) une figure (F,) directement égale a (F'),
figure qu’'on peut amener en F’ par un déplacement hélicoidal
d’axe X; de la résulte que tout plan (P) de (F) perpendiculaire
a cet axe a un plan homologue (P') qui lui est paralléle; les cercles
de (P) ont pour homologues des cercles de (P), de sorte que les
points cycliques de ces plans sont des points doubles de la transfor-
mation; le point a I'infini sur X est un autre point double, qui
est réel; par conséquent le quatriéme point double doit étre réel,
et les trois sphéres considérées plus haut se coupent bien en des
points réels.

Ceci posé, et OO’ étant le point double a distance finie de (F)
et (E"), & le rapport de similitude de (F') a (F), de sorte que

o'M’

oM = %

M et M' désignant deax points homologues, construisons la
figure (F,) directement homothétique de (F) par rapport a OO’
dans le rapport k; les tigures (F,) et (F') sont directement égales
et ont un point double, et I'on peut passer de la premiére a la
seconde par une rotation autour d'un axe OX passant par ce
point. :

Ainsi, on peut passer de (F) a (F') par une homothétie
directe par rapport a un certain point O, suivie d’une rotation
autour d'un axe contenant ce point; ces deux transformations
partielles sont d’ailleurs permutables. '
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Eléments doubles. — Les points doubles sont le point 00/, le
point a linfini sur I'axe X, et les points cycliques communs aux
plans perpendiculaires a X.

Les plans doubles sont le plan (R) perpendiculaire en O a X,
le plan de l'infini, et les plans cycliciues passant par X.. Deux points
homologues M et M’ des deux figures étant tous deux du méme
coté, par rapport au plan double (R), que leur homologue com-
mun M, dans (F,), sont eux-mémes du méme cété de ce plan.

Si m est la trace de MM/ sur (R), on peut écrire

mM

o

M,

|

3
=z
=
=

oM
=omn="5

donc la trace du plan OMM' sur le plan (R) est la bissectrice

de Uangle extérieur en O du triangle OMM/, et (R) contient

les points tels que m des droites MM’ déterminées pa}‘ ’—n_%i- =k;
B ) ml

c’est une généralisation du théoréme de Chasles vu plus haut.

Les diadres l\ﬁﬁr sont égaux et de méme serns, leur valeur
commune étant I'angle dont il faut faire tourner (¥,) autour de X
pour amener cette figure en coincidence avec (F').

Les diédres formés par deux plans homologues (P) et (P') avec
le plan double (R), étant homologues, sont égaux; autrement dit
deux plans homologues sont également inclinés sur le plan
double. 1l en est de méme de deux droites homologues.

' COMPLEXE DES DROITES MM’

Comme pour deux figures homographiques quelconques, les
droites qui portent deux points homologues, ou qui appartiennent
a deux plans homologues, ou qui coupent leurs droites homologues,
forment un complexe tétraédral dont le tétraédre fondamnetal est
le tétraédre des points doubles.

Courbe du complexe. — Elle est de seconde classe, c’est la
parabole tangente a Vintersection du plan donné (P) et de son
homologue, a la trace de (P) sur le plan double, et aux intersec-
tions de ce méme plan (P) avec les plans isotropes passant par

Ann. de Mathémat., 6° série, t. L. (Octobre 1926.) ' 22
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I'axe X. Cette parabole se projette surle plan (R) suivant une
parabole de foyer O.

Céneducomplexe. — Le cone de sommet S est du second degré,
et déterminé par SS' et par les droites joignant S aux peints
-doubles de la transformation : droite SO, paralléele SY al’axe OX,
et droites isotropes passant par S dans le plan perpendiculaire
a SY. Les plans perpendiculaires 4 SY donnent donc des sections
circulaires du cone, qui se trouve ainsi défini par son sommet et
le cercle du plan (R) qui passe par O, par la projection de S
sur (R), et par la trace de SS' sur ce méme plan.

VARIATION CONTINUE DE GRANDEUR D'UNE FIGURE DE FORME INVARIABLE.

On peut concevoir qu'une figure a trois dimensions varie en
grandeur d'une fagon continue en restant directement semblable a
elle-méme, ses divers points décrivant des trajectoires; on a ainsi
une sorte de généralisation du deplacement continu d’une figure.
En’ prenant deux positions infiniment voisines de la figure, et
appliquant ce qui a été dit plus haut, on est conduit a considérer
le complexe des tangentes aux trajectoires pour une position
déterminée de la figure, lequel coincide avec le complexe des .
caractéristiques des plans de la figure : c’est encore un complexe
du second ordre. '

Comme pour une figure mobile de grandeur invariable, le lieu
des points dont les tangentes aux trajectoires, pour une posi-
tion de la figure, passent par un pointdonné$S, est une cubique
gauche circulaire, et le lieu de ces tangentes est encore un céne
orthogonal.

IV. — Figures inversement semblables.

Il résulte de ce qui a été dit plus haut que deux telles figures
admettent un point double a distance finie et un seul.

En raisonnant comme pour deux figures directement semblables,
" nousverrions qu’on peut passer d’'une figure (F) & une figure (F')
qui lut est inversement semblable par une homothétie inverse
par rapport cun certain point O, suivie d'une rotation autour
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d'un aze X contenant ce point; ces deux transformations par-
tielles sont permutables.

Eléments doubles. — Les éléments doubles sont les mémes
que dans le cas de deux figures directement semblables. Mais ici
deux points homologues M et M’ sont de part et d'autre du plan
double (R).

On démontrera aisément les propriétés suivantes :-{a trace du
plan OMM' sur le plan double (R) est la bissectrice de

N :
Pangle MOM'; le plan double (R) contient les points m des
droites MM’ déterminés par ’_’_—L—% = —k, en appelant £ le
) m
rapport de similitude de (F') a (F); c’est I'extension aux figures
inversement semblables du théoréme de Chasles obtenu plus
haut pour les figures inversement égales.

Corollaire. — Considérons deux figures planes semblables ( f)
et (f") situées dans deux plans (P) et (P'); si nous les regardons
comme appartenant a deux figures a trois dimensions (F), ()
directement semblables, puis comme appartenant a deux figures
a trois dimensions inversement semblables, par exemple (F) et la
symétrique (F',) de (F') par rapport au plan (P') et si nous appli-
quons le théoréme de Chasles généralisé, nous pouvons dire que,
étant données deux figures planes semblables(f) et (f"), si sur
chaque droite. MM’ joignant deux points homologues, on
prendles points m et m' déterminés par M _ k, et ig = —k,

mM m'M
én désignant par A le rapport de similitude de (f") a (f), les
poirts m appartiennent & un méme plan, ainsi que les
points m'.

On pourrait étre tenté de croire que les figures (m) et (m')
formées par 'ensemble des points m et I'ensemble des points m’
sont semblables aux figures données : cela est vrai pour des figures
directement - semblables situées dans un méme plan, mais non
pour des figures inversement semblables d’'un méme plan, car
alors (m) et (m') sont deux droites, quelles que soient les figures
primitives.

A plus forte raison, le théoréme n’est pas vrai pour deux figures
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non en méme plan; sinon, en amenant a coincider les deux plans
de maniére que les figures deviennent inversement semblables, la
propriété serait encore vraie a la limite pour deux telles figures,
ce qui n’est pas.

Complexe des droites MM'. —- Les droites qui portent
deux points homologues de deux figures inversement semblables
et les droites communes a deux plans homologues constituent

“encore un complexe tétraédral auquel s’applique tout ce qui'a été
dit dans le cas des figures directement semblables, relativement a
la courbe et au céne du complexe.

-Signalons cette différence entre deux figures a trois dimensions
directement ou inversement semblables : deux telles figures sont
déterminées si 'on se donne le plan double, le point double de ce
plan, et deux points homologues M et M/, du méme cété du plan
double ou de part et d'autre, suwant que la similitude est
directe ou inverse.

Remarque générale. — Dans les divers modes de transforma-
tion étudiés ci-dessus, un plan, les cercles de ce plan et sa droite
de Vinfini ont pour homologues un plan, les cercles de ce plan et
sa droite de I'infini; par conséquent, le cercle de Uinfini se trans-
forme en lui-méme. On démontre que ce sont les seuls modes de
transformation qui conservent le cercle de l'infini (Legcons de
Cinématique, Keenigs, p. 334).

On a remarqué les propriétés communes aux quatre transfor-
mations. Signalons en particulier la suivante : les droites joi-
gnant les points homologues de deux droites homologues sont
les génératrices d'une méme famille d'un paraboloide hyper-
bolique; dans le cas particulier ot ces droites homologues se
coupent, les droites MM’ ‘joignant deux points homologues
enveloppent la parabole du complexe des droites MM' de ce plan.

Dans le cas de deux figures directement égales infiniment
voisines, on a ce théoréme : Les tangentes aux trajectoires des
points d’une droite A de la figure mobzle, pour une position
de cette figure, la droite n’appartenant pas au complexe des
tangentes, sont les génératrices d'un méme systéme d’'un
paraboloide. .
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Si la droite appartient au complexe des tangentes, les tangentes
aux trajectoires de ses points. sont dans un méme plan, et enve-
loppent la courbe du complexe située dans ce plan, laquelle est la
parabole ayant la droite pour tangente au sommet, et pour foyer
le pole du plan par rapport au complexe des normales, ¢’est-a-dire
le point du plan qui, pour la position considérée de la figure.
mobile, se déplace normalement au plan.

N. B. — On pourra lire une étude ¢élémentaire analogue a la
précédente, et relative aux figures planes, dans la Revue de lenset-
" gnement des sciences (année 1919, librairie Alcan). ‘



