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CERTIFICAT DE MECANIQUE RATIONNELLE.

“EPREUVE rnhomQUE — Soit Ox1y,5, un triédre trir ectangle fwe ou
lazxe O3z, est vertical ascendant.

Un des cétés, AB, d’une plaque carrée, homogéne, d’épaisseur négli-
geable, ABCD reste dans le plan x,0y,; de plus'la perpendiculaire
@ AB menée par-le centre G de la plague.est assujettie & passer par le
point P de O3y dont la cote est h(h > o). On prendra pour paramétres

Uangle 4 = OﬁB et 'angle § que la plaque fait avec le plan hori-
zontal x,0y,. '

1° Trouver l'aze instantané de rotation et de glissement & de la
plaque pour un mouvement quelconque compatible avec les liaisons,
c'est-a~dire tel que 0 et U solent des fonctions, censées connues; du
temps t. Quel est pour une position donnée de la plaque le lieu S de
cet aze lorsqu on fait varier le rapport des vitesses angulaires 8 et 4’ ?

On supposera que pour la position considérée y = o, et l'on rappor-
tera les équations de A et de.S & des axes par alléles a Ox, Oy,0z,
choisis de facon que les équations soient aussi simples que possible.

2° Ecrire les équations différentielles du mouvement de la plague,
la seule force donnée étant le: poids et le frottement étant négligé;
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montrer que ces équations s'intégrent par des quadratures. On ne fora
pas de discussion. Pour cette question on admettra que le c6té de da
plaque a pour longueur 4h. ¢

3° L'angle § peut-il, au cours d’'un mouvement de cette nature,
garder une valeur constante ? Dans ‘cette derniére question, on fera
usage de notations abrégées en désignant par o et § les coeffcwnts
de Y et V2 dans Uexpression de la force vive.

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — 1° Le mouvement .de la plaque peut se
décompeser en un mouvement d’enuamement ol 1 varie seul et un mouve- |
ment relatif ot 0 varie seul; pour chacun dé ces mouvements il y a une
rotation tangente. Les vecteurs rotations instantanées sont I'un, ¢/, porté
par Ozy; Pautre, 6', porté par ‘une parallele & AB (et par suite & Oxy);
cette parallele se projette horizontalement suivant AB, et rencontre la nor-
male a la plaque passant en P, . '

On en déduit le torseur des rotations instantanées dans le mouvement
résultant; ses coordonnées pliickériennes s'obtiennent en ajoutant celles
des deux vecteurs précédents. Prenons des axes O'XYZ se déduisant de
O=4y,%4 par une translation paralléle 2 Oz, \telle que le vecteur 0’ soit
dans le plan Z = o; on trouve, tous calculs faits, pour coordonmées du tor-
seur’

, . , Codo , dd

€y, 0, ¢, 0, 0o, Abcotd '<0:»?i-'2’¢:,d_‘:>.
Les équations de ’axe instantané, axe central du torseur, sont
(4) o WX —=0Z=0, (0240L2)Y +R02c0th =0,

’

Le lieu de A lorsque le rapport v varie est le conoide du troisiéme ordre-
(cylindroide) d’équation

(S) (X“’—l—ﬂ)Y—\—hX’cotO_ﬂo

2° Les équations dé¢ Lagrange sont applicables; la force vive, calculée par

le théoréme de Keenig est
2T =2+ (02,

20(1 — 2 sin §)2 .
o= MA? [C,Os_‘)%ﬂ N %UH(,M)},
ar e | T 4sind0 - 4sinth 47,
B=Mr [ sin* Ik
il y a fonction des forces données
U = —2Mghsinl + const.

L'équation de Lagrange relative a 4 donne l'intégrale premiere
(l) w{/ =k
qu'on retrouve par application du théoréme du moment cinétique

relatif & Oz;. A I'équation de Lagrange relative a 6 on substitue 'intégrale
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premiére des forces vives (liaisons indépendantes du temps, sans frottement,
fonction' de forces données)

T=U+4C (Cconst.)
qui donne en tenant compte de (1) I'équation
w_ (2C—4Mghsind)a — k2 . _f as
(?‘) 62 = ap ) =f(e>) t= +‘/]T_(T)-

3° Si 0 est constant, ¢’ I'est aussi, d’aprés ’équation (1). La valeur est
donnée en fouction de 6 par I'équation de Lagrange en 6 qui donne,
-~ pour ' =0"=o, -

3) : daq;”—Mghcos()

Inversement, si {' est donné par (3) et si 0’= oles équations du mouve-
ment donnent §" = 0"= o0; la condition trouvée est a la fois nécessaire et
suffisante. Reste la discussion facile de I’équation (3).

EPREUVE PRATIQUE. — Les deux extrémités A, B d'une tige rectiligne
homogéne de longueur 2l glissent sans frottement sur deux droites
rectangulaires DD' situées dans un méme plan vertical et inclinées
& 45° sur l'horizon.

Dans ce méme plan vertical un point matériel P, dont la masse est la
Sraction f de celle de la tige, est relié au milieu C de la tige par un
Sil inextensible de masse négligeable, de longueur . Etudier les
petites oscillations du systéme pesant ainst constitué. On appelle § et ¢
les angles de OC et de CP avec la verticale descendante OV O étant le

 point de concours de D et D',

INmCATmNs SUR LA SOLUTION. — Aux poids correspond la fonction de
force
U= MIlg[(1+f)cosh + fcosp]

qui est maximum pour 6 = ¢ = 0; c’est une position d’équilibre stable, et
c'est la seule. On calcule la force vive du systéme et on la réduit a ses
termes de moindre degré

‘ZTr: M [<§ +f> 0’2 _‘__fc?'2+ 2f(Ple/] .

On lui adjoint la fonction des forces réduite a ses termes du second
degré ’

Upe — Mlg[(x_*_f)?_:‘_*_ {GQJ

Cette force vive et cette fonction des forces réduites donnent des équa-
tions de Lagrange qui sont celles des petits mouvements et dont l'intégra-
tion par le procédé classique n’offre aucune difficulté.

(Grenoble, juin 1925.)
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