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AGRÉGATION DES SCIENCES MITHÉK^TIQOES
(SESSION DE 1 9 2 5 ) .

Problème de Calcul différentiel et intégral.

On désigné" par k une constante positive, par fÇx) une
fonction positive et continue pour toutes les valeurs positives
de x 7 ayant une dérivée première continue; f(cc) peut d'ailleurs
être discontinue pour x = o. On considère alors Vintégrale de
l équation différentielle

définie par les valeurs initiales x0 ei (-?) = oc' pour
\ al / o

i° Montrer qu'il existe un nombre positif 11, fini ou infini,
tel que Vintégrale x{t) soit définie et positive à Vintérieur de
Vintervalle (tQ1 £0*-f-T). et tende vers zéro quand t tend
vers t0 -+- T^

Indiquer comment variex(t) dans cet intervalle.
2° Si f(x) reste supérieure à un nombre positif quand x

tend vers zéro, T possède une valeur finie. Il est d'ailleurs
possible de choisir x0 et x\ de manière que la valeur corres-
pondante de T soit finie, pour toutes les fonctions f(x) satis^
faisant aux conditions du premier alinéa.

3° En désignant par F(x) une fonction primitive de —f{%)
et posant

G()

démontrer que Vinégalité ~ <^\jG{x) est vérifiée dans tout
dt

Vintervalle (tQ, to-\-T) et que si xr
Q^o, il en est de même de

l7 inégalité
1 dx
\dt k(x0—x).
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Si f{x) est, pour x voisin de zéro, un infiniment grand

ayant pour partie principale ^+» (a ;> o), déduire des deux

inégalités précédentes la valeur principale de x(t) en fonction
de Vinfinimentpetit ( / 0 + T — / ) .

[On suppose, pour éviter toute difficulté accessoire, que les
termes négligés dans Vexpression de f{x) sont d^un ordre
déterminé et inférieur à i + oc. ]

4° Les hypothèses précédentes étant conservées et la fonc-
tion <fn(x) étant définie, à partir de la fonction cpo(#) = y'G(x),
par la formule de récurrence

démontrer que, si x0 est suffisamment petit, la fonction <pj (x\
reste positive dans l'intervalle (£0, 10 + T), que les fonctions cp0,
<ft, <p2i •••? sont approchées alternativement par excès et par

défaut de — — regardée comme fonction de x, et qu'elles

forment âne suite convergente dans tout l1 intervalle (x07o).
5° Supnosohs maintenant que f {x) soit holomorphe

pour x = o et dévehppable en série de la forme

. . . -+ - anxn-\-. . . ,

les aa étant positifs ou nuls, et posons

n=:2

z = — /f J: -+-
n~2

les aLn et les $n étant respectivement déterminés par la condition
que y et z vérifient formellement les équations

(» , (*+g)+/(*) = „, .

(3) z(k^lc) +/(*) = «•

Comparer- les valeurs de a,, et fin et en déduire que la série y '
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possède, comme la série z un rayon de convergence fini.
Montrer que ce résultat subsiste quand certains des an sont
négatifs. 3

6° Déduire de ce qui précède que si f(x) est de la forme
considérée au n° 5, il existe une intégrale positive x(t), de
Véquation (i), pour laquelle T est infini, x(t) étant dévelop-
pable suivant les puissances d1 exposants positifs et entiers

Montrer, par un exemple simple, qu'il n'en est plus tou-
jours ainsi quand f(x) est de la forme

avec

SOLUTION PAR M. BERTRAND GAMBIER,

Professeur à la Faculté des'Sciences de Lille.

Le procédé classique ramène l'équation

\ •x"+kx'+f(x) = o

au système
dy ,

J dx . '
-vdx

M y% + ky;

û"Xn y '
L'équation (2) n'est pas intégrable dans le cas général; le cas

simple / ( # ) = a i # + a2, o u <*>\ e t ^2 s o n t constants, s'intègre
directement sous forme (1) sans passer par (2). Il est commode,

pour abréger le langage, d'appeler t le temps, x' = -~ et x" = —rrt

vitesse et accélération.
L'inégalité du texte

(4) ,- . \x'\

est fournie immédiatement par l'équation des forces vives,
obtenue en multipliant (1) par 2x', puis intégrant; d'où, avec les
notations de l'énoncé

(5) ^ '2= GO) — ik I
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Gela prouve de plus que G(x) est positive, si l'on f remplace x
par #(£); si donc Ç est un zéro positif de G(#), comme G (oc) est
une fonction décroissante de *r, quand x est positif, la fonction x(t)
ne pourra dépasser Ç ; exemple simple :

/ HT*
f(x) = ax7 avec a > p , , ? = 4/ a?} -h -±- •

On peut, d'autre part, remarquer que, si k ne doit pas prendre
diverses valeurs constantes, on peut, sans particulariser, sup-
poser k = Ï ; car le changement de fonction et variable

C6)- ** = T,

donne la nouvelle équation

(7) .

et, si l'on adopte ensuite de petites lettres, on retrouve l'équation
du début avec k = ï.

I, II. Deux cas suivant que Ton a ^ ' 0 > o o u ^ 0 < o .
Si Ton suppose a?'0> o, x\ est négatif, donc x' décroît pendant

un certain temps : nous allons montrer que, si pour x^>x0, f(oc)
a une limite inférieure m positive non nulle, le laps de temps
où x1 reste positif et non nul est fini.

Supposons t tel que, de t0 à t, x1 reste positif, non nul, de sorte
que x ^> Xo. On écrit

(8) *• = - * * ' - / ( * ) ,

(9) *'=ar'o— k(x-~x<>)- / \f{x)dt.

La valeur (9) de x\ puisque x > x0 e t / ( . r) > m, est évidem-
ment inférieure à x'o—m(t — t0) et, comme x est supposée
positive, on a

(10) t " t o < ^ ; '

Donc, entre l'époque tQ et l'époque £0+—> il existe une

époque 9 où la vitesse x'(9) s'annule, tandis que l'accéléra-
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tion a?"(0) se réduit à —f[x{§)]-> valeur non nulle et négative;
la vitesse, à l'époque 8, continue donc à décroître, devient néga-
tive. Un décalage de l'origine des temps nous autorise donc à
nous borner désormais à l7 hypothèse x'Q<^o : c'est'ce que fait
d'ailleurs l'énoncé :

Soit donc xo<C o : nous allons voir que x(t) décroit et atteint
en un temps fini tout point XS(O%X\<^0CQ)^ tel qu'entre x0

et xx la limite inférieure de f(x) soit un nombre m positif
non nul.

(Pour simplifier l'écriture, supposons k = i). L'équation

montre que, si | x\ | </(#o)? x\ est négatif; donc x1 décroît au
début et par suite la quantité positive \xr | croît : ce résultat vaut
tant que | xf j reste inférieur kf(x).

Au contraire, si | x'o \ ̂ >f(x0), xf croît d'abord, donc }x'\
décroît; cela vaut tant que \x'\ surpasse /(a?), ce qui ne peut
avoir lieu que si | x | surpasse m.

Conclusion. — Si au début du mouvement on a |#'0|^>m,
\x(t)\ peut avoir des alternatives de croissance ou décroissance,
Mais il reste toujours supérieur à m; si, au début du mouve-
ment, on a | a/01 < m, | x'{t) \ croît au moins au début; s'il n'atteint
pas m, il i^este supérieur à \x'o |; s'il atteint m, il ne peut plus
retomber en dessous de m. De toutes façons | x' \ reste supérieur
au plus petit des deux nombres \x'o |, m et l'intervalle x^x^ est
couvert en un temps inférieur au plus grand des deux nombres

le mobile se dirigeant toujours de x0 vers l'origine.
Si don« la limite inférieure de f(x) entre x0 et o est un nombre

positif non nul, le temps T de l'énoncé est fini.
Supposons qu'entre e (s positif très petit) et x0 la limite infé-

rieure def(x) soit positive non nulle, mais que / (# ) tende vers
zéro si x tend vers zéro [autrement dit / ( + o) = or; la valeur
exacte de / ( o ) , puisque l'énoncé admet une discontinuité
pour xt=O) importe peu]. Nous choisirons des nombres xOi
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xK\ . . . , xn, . . . tendant vers zéro d'après une loi arbitraire, en
décroissant constamment quand n croît. Le temps T^, nécessaire
pour atteindre xn, croît avec n ; si n devient infini, Tn peut rester
fini, il peut devenir infini; on pourra étudier la série dont le
terme général est le temps nécessaire pour parcourir le segment
xn_iXn. Des exemples simples prouvent l'existence effective des

deux cas. Ainsi, A étant une constante positive, inférieure *à -

l'équation

< n ) x" -+- x'-f- ( - — A.2 ) où = o

donne, avec des constantes a, j3,

(12) v =

Si Fon a a ̂ > o, 48 ̂ > o, x n'atteint l'origine qu'en un temps T
infini; si a^ «< o, T est fini ; pour cet exemple, les circonstances
changent suivant les valeurs initiales respectives dex0 et x'a.

Au contraire, pour

<i3-) x"-\-x' ->r (7 -f-A2) x = o,

\4 /
on a

•.
04) a? = a

et quelle que soit Vintégrale, T est fini.
Il est intéressant de montrer que, quelle que soit / ( # ) , il y et

toujours certaines intégrales {sinon toutes) pour lesquelles
T est fini.

Pour cela, démontrons en nous bornant à x0 <̂  o, l'inégalité

—(o?o—#).

En effet, posons

(16) ^ ' ^ ^ ^ - Y ,

de sorte que Féquation du début (2) devient (avec k = 1),
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De (17) on déduit, puisque Yo = — xQ,

( ï o ) Y = XQ ( x$ X)-+- I y • ̂

Au second membre, remplaçons Y par la quantité plus
grande y/G(#), on a

Comme G(x) est différent de zéro, le second membre de (19)
a toujours un sens : il est manifestement supérieur à—x'Q—(x0—x),
puisque x <^ x0 ; il est aussi a fortiori supérieur à — x\ — x0.

Si donc on suppose # ' 0 <o et —x\ — x0^>o, la fonction Y
reste toujours supérieure à — x'o — x0 et, quelle que soit f(x)7

on a

Le résultat demandé par. l'énoncé pourT se trouve ainsi obtenu,
sans se servir de l'inégalité (i5); mais pour obtenir (i5), il suffit
dans (19) de remplacer f(x) par — -G'(x) pourvoir que la qua-

drature s'effectue et comme y/G(#0) est le nombre positif (—a?'o),
on voit que (19) se réduit à (i5). D'ailleurs, sous cette forme (i5),
on peut remarquer que G(x) étant décroissant, ^/G(x) reste, pour
x <C xOi supérieur à y/G(^0) et l'on retrouve encore le résultat

/y»'
0 *

Remarque. — Pour démontrer que, si xf
0 est positif, le mobile

rétrograde effectivement, on a dû supposer que pour x^>xQ, la
limite inférieure m de f(x) est positive, non nulle. Cette hypo-
thèse est nécessaire, comme le prouve l'exemple suivant, obtenu
en déterminant/\x) a priori de façon que l'équation

x"-\- x'-\-f(x) = o

admette une intégrale particulière

. x = Ç — -Ai e-1 — A2 e~zt,

où A l? A2, i sont des constantes positives, arbitraires sauf la
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restriction Ç — A,— A2 > o. On a aussitôt

f(x) = i A2 e~il, x = At é-'-f- 2 A2 e~2/.

Prenons t0=o; t croissant de o à + oo, x croît de \ — A, :—A t

à £ pendant que/(#) décroît de 2A2 à o; le mobile ne rétrograde
donc pas; la relation entre x et f{x) s'obtient évidemment en
éliminant 9 entre

x = ^ — Ai8— A202, / = 2 A26».

La courbe (a?, /*) est une parabole tangente à O x au point \
de O#; Tare de cette parabole, obtenu pour 6 positif, est celui qui
correspond à o <̂  x <^ ? et est situé au-dessous du diamètre conjugué
de 0 # ; en arrivant au point (£, o), on peut prolonger Tare de
parabole par une courbe arbitraire partant de ce point tangentiel-
lement à Ox et nous définissons ainsi une fonction f(x) satisfai-
sant à toutes les conditions de l'énoncé; sauf «ne : la limite infé-
rieure de f(x) est en effet, pour x > o, nulle.

De même, si x'o est négatif et si la fonction f{x) admet un zéro ?
compris entre o et x^ on fait le changement de variables

^ = ? + X, /<£•+. X) = F(X),

et l'on a l'équation
X ' / X ;

qui montre que £ joue maintenant le rôle de O dans ce qui pré-
cède : le mobile peut donc atteindre \ avec une vitesse finie, donc
le dépasser pour se rapprocher davantage de O; ou bien il peut
arriver en \ avec une vitesse nulle, en un temps fini, et il s'arrête
en \\ ou bien il peut n'atteindre \ qu'en un temps infini.

111. Supposons, au voisinage de x = p,

Puisque — est négatif, pour x positif et voisin de zéro, et

que -^ est compris entre —\/G(x) et — \/G(x)-{~x0—x, on

peut écrire



où y(u) tend vers i si u tend vers zéro. En posant u = /0 -j-T — t,
nous écrirons

cp, yrj F étant des fonctions de u tendant vers zéro si u tend vers

zéro: x est donc infiniment petit d'ordre et cette formule

donne la partie principale.

IV. La forme donnée à l'équation du début, en supposant À = I ,
xf = y = — Y, est, nous l'avons vu,

{ } dx~~\ Y

Gela nous suggère une méthode d'approximation évidente :
bornons-nous au cas où x'o est négatif, et où le nombre

•(ai) \x = — x0 — x0

est positif, non nul. Ces hypothèses n'ont rien d'arbitraire, puisque
nous avons vu leur signification ; T est fini, quelle que soitf(x)
et Y reste positive, non nulle, quand x décroît de x0 à o*, Y sur-
passe a. Au second membre de (20) prenons, comme approxi-
mation de Y, une fonction qui, de o &x0, reste positive, non nulle,
(fn(x), avec la condition cpw(#0') = Yo =̂  — x'o ; on en déduit une
nouvelle approximation on+{ (x) par la relation

(22) fon-f-l = t__ f(&)

jointe à
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On en déduit, avec o << x <^.xQi

x^) doc" r •*'<» f(x
ç n + l ( a ? ) = — - a?'o — (ar0 — -*)-+- / ^

(l'est précisément la formule de ï'énoncé; l'intégrale du second
membre a un sens, puisque on ne s'annule pas entre o et x0,
d'autre part elle est positive; donc nous avons évidemment

(25) . X <Qn^l(x)> — x'(r-(x0--x)>~-x'0—X().

Nous voyons que ©«+/(#) reste constamment, pour oSx^x0i

supérieure au nombre positif ut déjà défini; donc fn+\ peut servir,
sans difficulté, pour définir une nouvelle approximation Vn+zi e t

ainsi de suite : la fonction o0 peut être prise quelconque, pourvu
qu'elle soit positive, non nulle^ de o à x0 compris; les suivantes,
non seulement, seront positives, mais encore supérieures à pt Or
il est naturel de prendre <p0 = \/G(x), car si, au lieu de faire £=^i,
nous laissons ^constant mais arbitraire, l'équation

dY f(x)
dx~-k Y"

admet, pour k voisin de zéro, une intégrale voisine de \/~G(x) qui
est intégrale de l'équation obtenue pour k =? o

dx Xe

Avec ce choix particulier de cp0? la fonction o, devient celle
calculée plus haut, ©< = ^/G(J?) — {x0 — x)] <p0 surpasse Y, ot

lui est inférieure, et la différence y0 — ç>< ou (xQ — x) surpasse
cp0—Y ou Y — (fi. En adjoignant à (M) l'équation

(u6) Y = - x'o - (x0- x)

on a, par différence,

de sorte que si ©«(#) est toujours supérieure (ou inférieure) à Y,
<?rc_H (x) est toujours inférieure (ou supérieure) à Y. Les fonctions
d'indice pair <p0, cp2, • • -, ç-j/*? • • • sont donc approchées par excès,

Ann. de Mathémat,, 6e série, t. I. (Avril 1926.) • i4
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celles d'indice impair ©M ©3, ..., cp2«+4, ••• approchées par défaut;
toutes sont, pour o£#5î#0 , supérieures au nombre positif JJL.

"Soit M la limite supérieure, supposée finie de f(x) dans
l'intervalle o^x^x0 (cette hypothèse sur M^écarte les fonctions
du paragraphe 3, infinies pour x = o; pour une telle fonction, le
raisonnement s'appliquerait dans un intervalle x^x^x^ où xt

est un nombre positif non nul). Appliquons la formule (27)
pour n = i, en remplaçant au second membre Y— -oA par la
quantité positive supérieure (x0—x)d et Y©< au dénominateur
par la quantité positive inférieure pi2; ona

[i.2 ' [.A2 i !

Le même procédé, appliqué toujours à (27), démontre de
proche en proche

La formule (29) démontre la convergence de la suite cp0,
cp̂ , . . . , cp̂ , . . . ; Terreur dont nous connaissons le sens, décroît,
en valeur absolue comme les termes successifs du développement

de l'exponentielle e ^ . On remarquera que le raisonnement
peut être recommencé en prenant pour o0(x) une fonction posi-
tive quelconque y égale à — x\ pour x — x0, supérieure, de o à x0

compris, à un nombre positif fixe; si ©0 est toujours supérieure
(ou inférieure) à Y, les fonctions ©2, cp4, . . . , cp2w, . . . posséderont
la même propriété, les fonctions ©i7 ©3, . . . , ©2«+4, . . . , seront
approchées de Y en sens inverse; toutes, quelle que soit la piarité
de l'indice, étant supérieures à pi, sauf peut-être ©0. Quand l'indice
augmente indéfiniment, la fonction (pn tend vers Y.

Si Ton suppose que <p0 est, par intervalles, supérieure, soit infé-
rieure à Y, le résultat subsiste sauf que l'on ne peut rien garantir
sur le sens de l'approximation de ©„.

Ayant écrit comme plus haut, dans ces nouvelles hypothèses,

Y - ? i = 7

l'on appelle 0 la limite supérieure de |©0 —Y| dans l'inter-



valle o£#£#o> on trouve immédiatement

de sorte que la vitesse d'approximation ne dépend pas finalement
du choix de telle fonction initiale <p0 plutôt que d'une autre.

V. Faisons k = i; on détermine a2, a3, . . . , oini . . . , par l'égalité

(3o) (

Si donc on calcule d'abord

on a

(32) A4 = — J A 5 = a 2 a 3 , A6 — — -h

d'une façon générale An est un polynôme entier à coefficients
positifs des variables a2, a3, . . ., a,2_.2.

On aura donc

3a3 =

?

(33)

On calcule de proche en proche a2, a3, . . ., a/2. Si Ton ne sup-
pose rien sur le signe (ou même sur la réalité) de a 2 r a 3 t . . . , f l«,
on voit que, remplacer a2, #3, . . . par | a21, | a31, . . . , augmente
le module de a2, a3, On augmente encore | a2 |, | a31, . . . , si
l'on remplace chaque an par une quantité positive de module
supérieur.

Si tous les an sont positifs, tous les 0Ln le sont aussi.
Le calcul de z donne

(34) - [



donc on a

(-35)

avec

Pw étant le même polynôme que précédemment (chaque lettre a,-
étant remplacée par (3;). Cela nous montre que, si tous les an sont
positifs, on a

(36) p2>a2, j33>a3, ..., ^ >«„_!,' ...!

La première inégalité est vérifiée directement, les autres résultent
de la comparaison

;an

Si les aw ne sont pas tous positifs, on a, pour la même raison,

Si donc la série z est convergente, a fortiori la série y l'est. Or
on calcule directement z par une équation du second degré : en
choisissant convenablement la racine

• (37) z = — f '-[r—4â7(.a2H-a3a?H-.. . ) ? •

La série a2-\- d%x - j - . . . étant supposée avoir un rayon de con-
vergence non nul, on peut effectivement développer z par là for-
mule (3^) suivant une série convergente de rayon de convergence
non nul; et alors la série j a u n rayon de convergence au moins
égal.

VI. Nous posons

.(.38) , , %=y, «-«-<»< = e, x = j - -

Le calcul du numéro précédent nous a fourni une équation
différentielle du premier ordre, ne renfermant aucune constante
arbitraire

(39) —
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dont toutes les intégrales satisfont à l'équation (E) du début. On
a immédiatement

dx • dx

Or, l'équation (4*) admet une intégrale holomorphe et une seule
se réduisant pour 9 = o à Xo, où Xo est arbitraire

(te) • x^Xo- f -pxO-4- p2e*H-. . . ,

d'où pour x = X9 le développement annoncé, convergent pour*9
suffisamment petit ou t—t0 suffisamment grand. Il faut bien
remarquer que l'équation (4i) est strictement équivalente à (39)
et par suite ne peut donner des fonctions x(t) dépendant de deux
constantes arbitraires; or pM j32, . . . , coefficients du dévelop-
pement (42) dépendent de la valeur particulière Xo et 9 contient
la constante t0 : si l'on multiplie X par une constante arbitraire et
si Ton divise 9 par la même constante, l'équation (4i) ne change
pas et finalement le produit X9 contient bien les deux constantes Xo

^t £0, mais uniquement par le groupement X^e^j pour Xo nul, on
aurait X =E O, X EEE O, casa écarter; on pourra donc sans restreindre
supposer X0==i; on a ainsi 00* intégrales x(t) du type demandé
par l'énoncé, ne différant les unes des autres que par un décalage
de l'origine des temps.

Il est évident qu'un tel développement x(t) n'existe jamais
si aK est différent de zéro : c'est une conclusion plus précise, plus
restrictive que celle de l'énoncé. En effet, écrivons en supposant
t0 égal à zéro, ce qui ne restreint rien, x

(43) x = Ai e-'-f- A2 e-M-h.. .H- Aw e~nt-+-

On a

{44> -/(*0 = — (x'-+ x") = — 2 A2 ,e-zt—.\ . — n(n — t) An e^nt~....

La relation entre x etf(x) est fournie par l'élimination de e ~*
entre les équations (43) et (44)- Or, distinguons deux cas :

•Ai 7^ o et A r = o . Soit le premier cas : A , ^ o ; appelons n le
premier entier ^2 pour lequel A / I7^o; on aura donc At >> o,
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AW<C o pour que x etf(x) soient positifs tous les deux quand t est

positif, suffisamment grand; e~~l est développable en série -r—(-••-,

de sorte que Ton obtient pou r / (# ) le développement

(45) - f(x)^-n(n-^h

où aK est nul.
Dans le second cas, KK = o, soit toujours An le premier coeffi-

cient non nul (n^.2)] on voit que f(x) et x sont de signe contraire
pour t positif suffisamment grand de sorte que nous ne sommes
plus dans les conditions strictes de tout le problème. En tous cas,
Féquation (43) permet d'obtenir le développement de e~c suivant

les puissances croissantes de xn et l'on a

(46) f(x) =5— n(n —

Le développement (46) commence par un terme a\x, où a, a la
valeur négative d'ailleurs très particulière —n(n — î); ce déve-
loppement (46) devient d'ailleurs holomorphe si dans (43) les
indices des termes non nuls sont tous multiples de l'entier n.

L'exemple simple oîif(x) ES f - — A2 j x, donné plus haut, confirme

aussi ces résultats; les intégrales particulières x — cce ^ '•

ou x == pe V2 ne sont pas du type demandé; le multiplicateur
de t dans l'exposant est en effet différent de (— i) du moins tant
que a% est supérieur à zéro, sans égalité.


