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PROPRIETES MECANIQUES DES FORMES QUADRATIQUES ;
Par Er. DELASSUS.

1. La Mécanique introduit des formes quadratiques F non forcé-
ment homogenes, dont le type est la force vive, et qui possédent
toutes la propriété que leur portion homogéne'et du second degré F,
est essentiellement positive et a discriminant non nul.

Les propriétés qu ‘on utilise en mécanique, qu'on démontre
d’une facon 1ndependantc et qul d’ailleurs, se présentent sous des
formes bien distinctes en apparence, peuvent aisément dériver

- d’une propriété générale assez simple, facile a démontrer et qui
montre le rélefondamental que joue dans I'étude d’une forme qua-
. dratique non homegeéne la forme auziliaire

[F]=F,—F,,
dont Yimportance est déja mise en évidence parlmtegrale géné-

ralisée des forces yvives de M. Painlevé.

2. Considérons, relativement a notre forme F(x) des variables
TEyy Loy oy Tuy Pidentité aux o

(1) _‘ o wl+2 2 ou(u»)*Ey, 9(),

accompagnée des éq‘uati‘ons
(2) w(x)=o0, ..., ay(z)=o,

en supposant .
p+mzn,

et que les a(x) et o(x) soient des fonctions linéaires et homo-
génes distinctes.
Nous introduisons. ainsi. les deux fonctions bllmealres

R=Z2za(x)=Z2xv(3),
S=23Zye(e)=2z4(y)
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et, vu les hypothéses faites sur F ainsi que sur les fonctions a et o,
_il résulte d’un théoréme que j’ai démontré dans un article récent (1)
que les deux formes quadratiques

0(z, 5) =F-+R,
O(x,y,5)=S—R—F

ont toutes deux leur portion du second degré a discriminant non
nul. '

De la propriété de § nous déduisons immédiatement que les
n -+ p équations (1) et (2) sont résolubles aux inconnues x et z et
les fourniront comme fonctions linéaives des .

3. Daus le cas général, nous n’avons pas, en passant des z aux y,
un changement de variables puisque nous exprimons les z au
moyen d’un nombre moindre de variables 3. Néanmoins il est
utile dans diverses questions, de voir en quoi se transforment ainsi
les différentes fonctions de # qui ont figuré dans le calcul.

La question ne se pose évidemment pas pour les a(x) qui
deviennent des fonctions des y identiquement nulles. -,

Cherchons ce que deviennent les o (z). A cet effet remarquons
que les '~ p équations (1) et (2) peuvent s’écrire

00 L)

E = 0, ey m: o,
P _, . P® e
gz, 05, T

de sorte que si nous désignons par ®(y) la forme quadratique
des y que devient ® quand on y remplace les z et les z par leurs
expressions en fonction des y on aura, pour un y quelconque,

0P 00 dr 0B 5 08
Iy iz dy & dz Oy < dy
98 98

Ainsi les ¢ (z) deviennent les dérivées partielles d'une méme forme
quadratique ®(y).

(') Er. DevLAssus, Sur les équations de Lagrange du mouvement d'un Sys-
téme non holonome (N. A., 5° série, t. 1, 1925,"p. 1g1.
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Remarquons en passant que si F renferme des variables auxi-

liaires u, ne figurant ni dans R ni dans S, on aura, par le méme

calcul, .
9P Je JF

Ju _ du  du’
4. Des calculs précédents résultent aussi les formules

L v
S = 2){(9(%):2‘}/(—»—}7’::2@2—%4’1,'

F=S+R—®=0b,+ & — (d+ P+ D) =[D],

F . ,
[F]_:mj_x —F=(S—R)—F =20+, — [y — By] = &,

qui nous donnent les transformées de S, I et [F].

3. Cherchons a voir les propriétés de ®,. Nous obtiendrons
évidemment ®,, en réduisant les expressions des z et z a leurs
parties homogénes et du premicr degré puis les portant dans la
portion 0, de ©. Cela revient a faire tous les calculs qui pré-
cédent en remplacant F par F,; on aura ainsi

Fo=[D,] = ®,,

d’ou cette premiére propriété que @, est essentiellement positive.
Voyons son discriminant. S’il était nul, on pourrait trouver des y

- , s, 0D
non tous nuls annulant toutes les dérivées ;)}—/; les valeurs corres-
pondantes des z annuleraient donc les ¢(z), de sorte qu’il existe-
rait des valeurs z, z et y, ces derniéres non toutes nulles satisfai-

sant aux équations

Z%m-+—2za(co) nyq;(w)Eo,

m(z)=0, ..., ay(z)=o,

91(x)=o, . on(x)=o0,

et ce résultat est absurde, car de ce que le discriminant de @, n’est
pas nul résulte que ces n -+ p 4 m équations linéaires et homo-
génes & n —+ p—-m inconnues exigent que ces’ inconnues soient
toutes nulles.

La forme quadraﬁque ® a laquelle on parvient et au moyen de
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laquelle tout s’exprime aprés la transformation est donc une forme .
possédant les propriétés caractéristiques de la forme F dont on est,
parti.

6. Les propriétés des paragraphes précédents constituent le
théoréme général que nous avions en vue et qu"il serait puéril de
chercher & formuler en un énoncé plus ou moins clair mais certai-

“nement fort long.

En supposant F homogeéne il trouve, sous cette forme générale,
son application directe dans la théorie des liaisons finies unila-
térales. '

Dans le cas
: p=o0, m=n,

F étant quelconque, on a un véritable changement de variables
défini par les formules

F
To=UOh =),

et Papplication du théoréme montre que ces équations peuvent se
mettre sous la seconde forme _

ob od

= =0(z), cey

o v g

les fonctions ¢ et ¢ se correspondant par l'identité
S=2y3(e)=2z4)).

On peut alors dire que les deux formes non homogénes F et ®
sont des formes adjointes relativement a la forme bilinéaire S.

Chacune d’elles n'est pas la transformée de I’ autre, mais latrans—
formée de sa forme auxiliaire.

‘Dans le cas particulier ou I'on prend
S = Y10 o+ ZnYn,

on trouve la transformation d’Hamilton sous ses deux formes
résolues

JF oF
.E=J’l, sy m=}’n~
0P ' e -
(-)Iz.l'[, ey d‘—},;:xn.
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Enfin si, plus partjlcuhérement encore, on suppose I homogéne,
on retrouve la notion et les propriétés élémentaires des formes
adjointes ordinaires. Les deux formes I, ® sont alors transformées
Vune de Pautre.

7. Dans certaines questions, on est amené a considérer des
formes adjointes partielles.

Soit F forme quadratique de z;...2,%...3,; continuons a
désigner par [F| sa forme auxiliaire et désignons par | F|, la forme
auxiliaire obtenue en considérant F'comme forme quadratique
des z seuls, les z étant considérés comme des variables supplé-
mentaires au méme titre que les autres désignées par u.

Au moyen d’une forme bilinéaire S(z, y) et de [F ], nous for- .
merons la forme adjointe partielle ®, qui, comme on s’en assure
aisément, sera une forme quadratique des y et des z; cette trans-
formation nous donnera les égalités

T —w(y),
(n).’t
o(x) = 5
- oF 0Dy,
Pl
oF od,
="
er
oF

b= [Fle= ZZ‘E —F.

Si, aux deux membres de. cette derniére égalité nous ajeutons
les quantités égales
0P IF

— Xz —) Xz —>
03 03

nous obtenons immédiatement Iégalité
— [Pz].=[F].

Ces propriétés, dans le cas de S = Zxy, trouvent leur applica-
tion immédiate dans la réduction des systémes de Lagrange a
paramétres secondaires, la derniére fournissant la réduction de
V'intégrale des forces vives. '



