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CERTIFICATS DE MATHÉMATIQUES GÉNÉRALES.

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. Moment d'inertie d'un solide donné par
rapport à un axe passant par l'origine. Variation de ce moment quand
Vaxe tourne autour de Vorigine. Ellipsoïde d'inertie.

JI. On considère les coniques (G) qui admettent O pour foyer,
Ox comme axe focal et qui ont une excentricité e donnée {le para-
mètre de ces coniques étant variable).

Déterminer les trajectoires orthogonales (F) de cette famille de
coniques. Prévoir a priori et vérifier que ce sont des courbes homothé-
tiques.

Cas particuliers :

i° e = -'• Construire Vune des (F) et calculer Faire des boucles;

2° e — i. Que sont les (F)? Pouvait-on le prévoir géométriquement?
3° e =-2. Construire Vune des (F).

N. B. — Le problème peut être traité en coordonnées polaires.

INDICATIONS SUA LA SOLUTION. — I. Questions de cours.

II. On voit immédiatement que les coniques (G) forment une famille de
courbes homothétiques par rapport à l'origine d'où résulte qu'il en est de
même des ( f).

De l'équation classique des (G) on déduit, pour les (Fj,

i dp i-{- e cos 6 q
. p dB esina *

sin0

Si e = - , la courbe présente une boucle parcourue quand ô va de —

à —w • La surface est
2

2 JlT

intégrale facile à calculer par les procédés classiques, on trouve —~ •
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Si e = i, les (G) sont des paraboles. On voit géométriquement que par

un point quelconque du plan passent deux (G) orthogonales, de sorte que
ies-(F) ne sont autres que les (G). Les (G) dont l'axe est dirigé dans un
sens ont pour (F) les (G) dont Taxe est dirigé dans l'autre sens. Le calcul
conduit à

Si e = 2, la construction d'une (F) ne présente pas de difficulté'».

EPREUVE PRATIQUE. — G.34. — Calculer (en fractions décimales aveo
la précision des tables à cinq décimales) les intégrales définies sui-
vantes :

s: dx

i X) , C X -\- l0g(l X)

-dx et ƒ -—-: dx ;

v rl^dx_,

Jo \/i — oc

4° F t = / x éx cos x dx et F2 = / ' x ex sin x dx.

(Bordeaux, juin io/25.)

EPREUVE THÉORIQUE (Analyse). — G.35. — I. a et (fc étant deux nombres

réels indépendants de la variable x, soit y une f onction de x vérifiant
Péquation différentielle

i° Donner Vexpression de l'intégrale générale y sous forme réelle
séparément dans chacun des cas (3 < o, p > o, (3 ='o. •

2° Soit Y une courbe intégrale de Véquation (r), tfest-à-dir^e la
courbe décrite par le point (x, y) quand y est une fonction de x
vérifiant l'équation (i ). Trouver la condition que doit vérifier p pour
que toute courbe intégrale F coupe une infinité de f ois Vaxe des x.

3° La dernière condition étant vérifiée, trouver (i tel que la distance
de deux points d'intersection consécutifs de F avec Ox soit TU, rapport
de la circonférence au diamètre. (3 gardera cette valeur dans tout ce
qui suit.

4° La partie du plan comprise entre l'axe des x et la courbe F, et,
d'autre part, limitée à gauche par OJK, à droite par une parallèle



à O ƒ ayant pour abscisse un nombre X, possède une certaine aire dont
on demande l'expression en fonction de X, quand on convient de regar-
der comme négatives les parties de cette aire situées par rapport à Ox
du côté des y négatifs.

5° A quelle condition doit satisfaire a pour que Vaire précédente
tende vers une limite w quand\ est infini positif ? Trouver u>, au moyen
de x et des constantes d intégration définissant Pordonnée y {oc) d'un
point mobile de Y.

6° Supposant a donné, déterminer la courbe Y par les deux condi-
tions que, d'une part, elle contienne le point (o, i) ; d'autre part,
Vaîre o> soit nulle;

7° F étant ainsi choisi, soit Y1 la courbe décrite par le point (x, yi).,
si yx est le produit de l'ordonnée y d'un point de Y par son abscisse x.
Exprimer yx au moyen de x. Soit ô  l'aire analogue à to comprise
entre Yt et Ox et située à droite de Oy. Montrer que wi existe si to a
une valeur et trouver la valeur de wj. Prouver que toj est toujours

négatif et supérieur à — i. Choisir a de façon que u>i= — -•

II. On considère la f onction f(x) égale à ex pour o^x^n, à e~x

pour — ^ é ^ = °' Montrer que f(x) est la somme d'une série trigono-
métrique de la f orme

f{x) = a o - f - a j cos a; -f- . . . H- tf^cos nx H - . . . .

Démontrer les formules

i rn 2 r™

a0 = - ƒ ex dx, an = - ƒ exç,osnxdx,

et en effectuer les calculs.
EPREUVE THÉORIQUE (Mécanique). — G.36. — Dans un plan vertical (Q),

-y
un point matériel M, de masse m, est soumis à son poids MP, dont la
valeur est mg, et à une attraction centrale MF émanant d'un point
fixe 0 du plan et définie par Végalité

K étant une constante positive.
Le plan (Q) est orienté et rapporté à un système d'axes Ox, Oy.

L'origine est au point 0; l'axe Ox est dirigé suivant la verticale des-
cendante'•; l'angle (0 x,0 y) vaut- • On désigneparO l'angle (Ox, OM).

i° Montrer que le champ plan, défini par les deux forces MP
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et MF appliquées à chaque point M, dérive d'une fonction de forces.
Déterminer les lignes de niveau et les lignes de forces.

2° Le point M, étant soumis aux deux forces du champ, est assujetti
à se déplacer sur un cercle fixe parfaitement poli, qu'il ne peut quitter.
Le cercle, situé dans le plan (Q), a pour rayon a et son point le
plus haut est 0. Déterminer les positions d'équilibre du point JM et
étudier la stabilité de Véquilibre. Examiner en particulier Vhypo*-

thèse a = §.
IV

3° Le point M est placé à l'instant ze'ro au point A, le plus bas du
cercle; sa vitesse initiale, dirigée dans le sens d'orientation du plan,
a pour valeur

vo= 2 \/a(g—aK)

( on supposera maintenant a < ~ ) • Evaluer la force vive de M et la
\. K/

vitesse de ce point en fonction de cos 6. Exprimer en fonction de 6 îe
temps t employé par le mobile pour parcourir Varc, AJV1. Peut-il
atteindre le point O? Le mouvement est-il accéléré ou retardé?

4° Exprimer la valeur R de la réaction du cercle sur le point M en
fonction de cos G. Indiquer le sens et la variation de cette réaction.
Quelle' condition doit remplir a pour que cette réaction puisse s'an-
nuler?

N. B. — Dans tout le problème on négligera le frottement du
point M sur le cercle.

EPREUVE PRATIQUE. — Démontrer qu'il y a un angle a et un seul,
compris entre o et go° satisfaisant à l'équation

s in 4 a - | - 4 sin a — i = o.

Le calculer en degrés, minutes et secondes à i" près.

(Paris, juillet igi3.)

EPREUVE THÉORIQUE. — G.37. — I. i° Trouver toutes les f onctions x
et y de la variable t vérifiant les équations simultanées

dx . dy

2° Déterminer les constantes arbitraires qui figurent dans les solu-
tions générales trouvés par la condition que, pour t =.o, on ait x = r,
y == o. Soient x =f(t), y = g(t) les fonctions ainsi obtenues. Tracer
la courbe définie paramétriquement par les équations
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par rapport à deux axes rectangulaires Ox, Oy. Indiquer sa nature

G.38. — II. On considère les deux surfaces (S) et (S') définies par
les équations

( S ) 4#* + j / * •— 8.* = o, (S') x^ -+- 4jr2 -4- 8* — 2o = o.

i° Quelle, est la nature de ces surfaces?
i° Calculer les coordonnées (x, y, z) dun point quelconque M de

leur courbe d'intersection C, en f onction de V angle polaire cp de la pro-
jection m de M sur xOy. Construire les projections de la courbe sur
les trois plans de coordonnées.

3°. Vérifier que (S) et (S') se coupent orthogonal e ment en chaque
point M de G.

4° Montrer que la normale en M à (S) enveloppe une certaine courbe(A.)
quand M décrit G e£ calculer les coordonnées du point de contact P ett
fonction des coordonnéesx,y, z de M. Même question, en remplaçant^)
par (S'), ce ^iu donne Venveloppe (A') e£ /e point de contact P'.
Démontrer géométriquement que la droite PP' es£ /'aa?e tffe courbure
de C en M et indiquer comment on peut en déduire les coordonnées du
centre de courbure. Faire ce calcul, en prenant M dans le plan zOx,
du côté des x positifs.

EPREUVE PRATIQUE. — C.39. — Un anneau A pesant ikspeut glisser
avec frottement le long d'une tige verticale Ox.. Il est attiré par le
point fixe P, situé au même niveau que le point O et à une dis-
tance OP = im, suivant une force égale à A\AP.

i° Sachant que ses positions d'équilibre sont les points du seg-
ment A'A", situé tout entier au-dessous de 0 et tel que OPsï = 54cm

et OPL' = 92cm, déterminer le coefficient k et le coefficient de frot-
tement f de Vanneau sur la tige.

i° On abandonne A sans vitesse initiale à partir du point O. Décrire
le mouvement qui prend naissance. Calculer sa durée totale. Cons-
truire le diagramme des espaces et le diagramme des vitesses. Calculer
Vénergie totale absorbée par le frottement, en ergs, en joules et en
kilogrammètres.

(Clermont-Ferrand, juin 1925.)

ÉPREUVE THÉORIQUE. — G.40. — I. Ox, O7, Os étant trois axes de
coordonnées rectangulaires, on considère le volume V intérieur au
cylindre

(C) 3?*-*-^*—J = O

limité inférieurement par le plan

(P) s = o,



et supérieurement par la surface
y2

(Z) z = — -

i° Indiquer, d'une façon précise, la nature de la courbe d'inter-
section de (G) et de (2). .

2° Calculer la surface latérale S du cylindre (G) comprise ^entre le
plan (P) et la surface (S). .

3° Calculer le volume V.
4° Ce volume étant rempli dune matière homogène de densité i,

calculer son moment dinertie par rapport à J'axe Oz et le rayon de
giration R correspondant.

C.<41. — II. Un disque circulaire homogène, de centre O et de
rayon R, peut tourner sans frottement autour d'un axe horizontal,
perpendiculaire en O à son plan. Un point P de la circonférence de
ce disque est attiré par un point fixe A, situé à la distance a au-des-
sous du point O et sur la verticale de ce point, suivant une force égale
àk.VK.

i° Démontrer que le mouvement du disque est synchrone au mou-
vement dun pendule simple de direction OP et dont on calculera la
longueur X.

2° On suppose que Vattraction subie par le point P, quand le
rayon OP est horizontal, égale le poids du disque. Étudier, dans cette
hypothèse, les variations de \ en f onction de a.

EPREUVE PRATIQUA. — Construire la courbe

xz 4- 2 x2y -H xy2 H- iy ^= o.

On déterminera, en particulier, les points de cette courbe où la tan-
gente est parallèle à Ox, ainsi que les points dintersection de ces
tangentes avec la courbe. On calculera enfin, à O,OOOT près, Vabseisse
du point de la courbe qui a pour ordonnée i,

(Glermont-Ferrand, novembre

EPREUVE THÉORIQUE. — I. Soit G la courbe réprésentée par rapport
aux axes rectangulaires Qxyz par

1 . , " t sin2t .
x = - sin21, y = y z = sm t.

2 ^ 2 4

a. Projections de G sur les plans xOy et xOz. Allure générale
de C.

b. Déterminer par leurs projections le vecteur unité de la tangente.
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suivant les t croissants, et celui de la normale principale (vers la con>*
cavité).

c. Calculer le rayon de courbure et les coordonnées du centre de
courbure.

INDICATIONS. — a. Cycloïde et arc du parabole; b, c. t est üabscissc cur-
viligne, et l'on a

i -f-

et les coordonnées du centre de courbure

v cos it v , sin it „ si»/
j h s i n 2 ^ J i h s i n 2 ^ -in-sin*/

G.42. — II. Soit le champ vectoriel défini, en coordonnées rectangu-
laires, par

X = ix •+-y -+- z, Y = J + 2 / + ^ , - Z = x -\-y 4- iz.

à. Chercher les lignes de forces de ce champ par la méthode suivante :
on exprimera les coordonnées d'un point d'une telle ligne, en fonction du
paramètre t = x -4-y -+- z'. On sera ramené à intégrer trois équations de la
forme

dx __ x -h t - dy __ y• -+- t dz ___ z -+- t
~~^~T' ^ - K ^T~' S"11™!^'

où Ton précisera la valeur de t.
b'. Montrer qu'il existe une famille de surfaces de révolution qui sont

orthogonales au champ en chacun de leurs points. Déterminer leurs méri-
diennes. En résolvant un problème plan de trajectoires orthogonales,
remonter de ces méridiennes aux lignes de forces du champ et vérifier que
les résultats obtenus s'accordent avec ceux de a'.

ÉPREUVE PRATIQUE. — C.43. — En désignant par n un entier positif,
calculer l'intégrale double

ïn= f I œfle—v*—y% dx dy,

étendue à tout le plan, en passant aux coordonnées polaires.

(Poitiers, juin JO,25.)


