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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIOUES

ASYMPTOTIQUES D'UNE SURFACE. FORMULES DE LELIEUYRE ;

Par M. BerTRanp GAMBIER,
Professeur a4 la Faculté des Sciences de Lille.

1. M. Lelieuvre a donné des formules, devenues classiques,
pour les surfaces rapportées a leurs asymptotiques

o My 00\ {98 96,
.z‘_f<92d~u—~03b—;)du—— (0-2%-—03%—)(10,

09 20 20 00,
L) - = - __"> du— {6, =1 — 3) d
(L) ¥ f<63 du ?l Ju ?t (Os dv b dv > B

. ()62 061 061 dﬂl
E _f<01&7 —025;)@_ <61(,—0,—62 ?97) do,

les trois fonctions 8, (u, v), O;(u, v), 8;(u, v) étant solutions
d’une méme équation du second ordre

) 920
(1) m:k(u,v)e,

ott k est’ une fonction quelconque de u, v.

On peut rattacher ces formules a la propriété caractéristique:

Tout le long: d’une asymptotique, la droite MM’ joignant
deux points infinimentvoisins est ausst la droite commune aus;
plans tangents infiniment voisins en-M et M.

Cette définition, de caractére néttement dualistique, doit étre

confrontée avec les coordonnées pliickériennes de la droite, dont

Ann. de Mathémat., 6 série, t. 1. (Octobre 1925.) I
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le caractére est aussi dualistique, car on les obtient aussi bien en
donnant deux points de la droite qu’en donnant deux plans la con-
tenant : la comparaison conduit aussitét aux formules (L) et aux
formules analogues pour les coordonnées tangentielles de la sur-
face.

Si nous prenons des coordonnées homogeénes (par rapport & un
tétraédre de référence quelconque), les coordonnées homogeénes
(%, y, 3, t) d'un point d’une courbe sont fonctions de u; le point
infiniment voisin est défini, par exemple, par

(z +dz, y +dy, 3+ dz, t + dt);

un point de la tangente peut donc s’obtenir, par exemple, en
retranchant les.coordonnées homologues et divisant par du; on a
ainsi le point

(%2, o, b, )

\du’ du’ du’ du
associé au point (z, y, 5, t) pour définir la tangente. Cela posé,
sur une surface S, considérons les coordonnées-points (z, y, z, t)
et les coordonnées-plans (&, 4, §, ©) toutes fonctions de u, v.
D’aprés ce qui précéde, la tangente a la courbe ¢ = const. est
définie par les deux points

da gy 0z ot
(2) ou du oJu du
x y 3 t

et la tangente conjuguée par les deux plans

£ n L o«
(3) % oq 0f ot
du Jdu Jdu Ju

Si les courbes ¢ = const. sont asymptotiques, ces droites coin-
cident.

2. Rappelons quelques résultats simples de la géométrie réglée;
prénons provisoirement des notations plus commodes pour notre
but. Soit une droite définie par deux points

, Xy, Xy X3 @&,
(4) H

Y1 Y2 Vs Yu
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et
(5) pik=ziyk—yixe (Lk=1,23,4)
On a

Pii=0y, " Pik—t+ Pki= 0.
D’habitude, on ne considére que les six quantités

(6) Piry P2y P3aiy P23y Pty P12

lices par la relation
(7) P1i Pas - Pai Pat—+ Pii P12 = O.

A tout sysiéme de six nombres (6), définis a un facteur arbitraire
prés de proportionnalité et vérifiant (7), correspond une droite et
une seule. L’interprétation géométrique des p;; est aisée et
démontre d’ailleurs 'affirmation qui précéde, car

()\(Iz‘r-l— _Y 1, 7\Z‘2+ wYa, )\.Ib‘g—l- Y3, )\.Z'4+ [J-)’/,)

sont les coordonnées d’'un point de la droite; or, pour A=y,
W= — . on obtient le point (P4, Pas, Pssy 0), de sorte que
(Piss P2ay P3a) sont, dans le plan z,=o0, les coordonnées homo-
genes de la trace de la droite sur ce plan.

SiVon prend les traces sur les plans x,, x3, x,, on trouve

P12 O P3x Pua
(8) P13 Pas o Pis
Piv P2 P3O

et en vertu de (7) on apercoit aussitdt que, multipliant chaque
ligne de (8) respectivement par ps;, pas, Pas et ajoutant, on
trouve zéro dans chaque colonne, ce qui démontre bien que les
trois (et par suite quatre) traces sont sur une méme droite. Multi-
plier les 2 par une méme constante, ou les y, ou remplacer deux
points par deux autres sur la méme droite, ne fait que multiplier
les p;x par un méme facteur.
Définissons maintenant la droite par deux plans

Uy Uy Uz Uy

(9)

Y1 P Y3 ¥y

La trace sur le plan z,= o est définie par le systéme

Ty =0, U Xy Uy Zg ~+ Uz X3= O. V1T + Ve g + V3L3= 0,



de sorte que si 'on pose
(IO) Gik == UiV — ULV} (ly k= 1, 2,3, i)

on voit que (qa3, ¢34, ¢125 0) sont les coordonnées homogénes de
cette trace. Mais alors les six quantités homogeénes

(1) F1ay Q240 G300 G235 31, 12

peuvent servir aussi de coordonnées pliickériennes a la droite et
Ton a
(12) o3 _ gar _ 12 qu 2 g3t

P P2 Pau P23 Pat P12
On a les mémes coordonnées, dans un autre ordre (). Cette
remarque conduit aux formules de Lelieuvre.

3. Les courbes ¢ = const. étant asymptotiques, les coordonnées
pliickériennes de la tangente a une telle courbe s’obtiennent au
moyen des tableaux (2), (3) indifféremment. Si 'on multiplie
Z, ¥, 3, ¢ par une méme expression (fonction ou non de u, ¢), on
ne change pas la surface, mais on multiplie les p; par le carré de

cette expression. On peut donc, sans restreindre, supposer les
identités

oz St d¢ oy
= T o’

dy o k0

P A e R L

(13) bon "V T Cou Sou’

05 _ o on
du 20w = %ouw T "ou’

ce qui peut s'écrire en posant

(14) by = %’ 01=A?; 3= %»5
(1o (=N . oby 99,
Sam) =050 — G

(15) (2 =g
' Jd [z N d0, Jh,
.5&(7)— You ~ *ou

(') Bien entendu (g, ¢asr 3, ©) sont les coordonnées homogénes du plan
contenant la droite et le sommet du tétraédre-opposé & la face z, =.0.
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Si nous supposons les lignes, u = const., aussi asymptotiques,

on aura aussi, avec un facteur de proportwnnallte qui résulte
des opérations déja faites,

or 9
(16) xsg_xbivao( ‘;E $e >

et analogues, en permutant circulairement z, y, 5 et & 1, §. Les
formules (16) se transforment en

0 /a\ PR 0,

(7) 5:(7>-P<°'2 d *“33:)

et analogues. Exprimons maintenant que les expressions
d9; d0, 00 90,

(18) (0»(”——03 >[th+p<()zd 033;-)(19

et analogues sont différentielles totales. On trouve

92 0, 920, 004 63 d93 90,
(19) <62'dudv s dudv>([—p)+(l+9)<5; W-W—E>

et analogues. Les trois équations (19) et analogues étant multi-
pliées respectivement par f,, f,, 9, puis ajoutées, on trouve

b 0 6
o, o ong
(20) (i+p) | du du Jdu|=o.
B ETR
dv de  do

Le déterminant qui figure dans (20) ne peut étre nul s’il s'agit
d’une surface non développable; en effet, d’aprés (14), 4;, 0, 04
sont les paramétres directeurs de lanormale a la surface ; la nullité
du déterminant en jeu entrainerait celle de

()02 ()Ol d() ()01
L 0, — —
Y ou 0 2 ou e s v
a6, d0, r)(‘); 004
0, Tu 03 T 0, — — 03 5o

ou encore du jacobien

6y 0;
N
l<01 01>
ey |

D(w,r)
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de sorte que le plan tangent & la surface resterait paralléle aux
plans tangents d’un certain céne au lieu de pouvoir prendre une
orientation arbitraire. Donc I'équation (20) entraine nécessaire-
ment p = 1, et par suite nous avons démontré les formules (L),
en méme temps que (19), ou on remplace g par — 1, fournit le
résultat exprimé par (1). "

En méme temps nous pourrions poser

. x 2
(14) 0= = 92=%,: 8; =~
et les équations (13) seraient complétées par

ot o ay Jdz
STt e Y

(13") .
Elit_ —_ d_g_ = 2 L.)'_y —_ (E_
ldy dv o Yo
et analogues : ces équations ne différent des piemiéres que par
I'échange des letires z, y, =, t et &, 7, {, =. On aura donc aussi

(£ =f(e.2"e3 63399> du— (92 965 eai‘ﬁ) do,
T )
dG, 093 ()91 093
f(e"ou B, )d“" <9“ 0 ) %
. . 00, de, 08, de, ’
_f<e.bu )du«(@,d — 6y )ah

avec 8,, 8,, 0 solutions de I'équation

(L)

Al di_s

\

) 926
(1) Sude = k1(u,v)0.

4. Sans insister davantage sur les nombreuses conséquences de
ces formules (voir Darsouvx, Théorie des surfaces, t. IV, Défor-
mation infiniment petite des surfaces), il y a intérét & signaler
quelques formes remarquables de I'équation (1). Prenons d’abord

k(u,v)=o0;
chaque fonction §,, 6,, 85 est une somme d’'une fonction de u seul
et d’'une fonction de ¢ seul; écrivons

(21) 01= U1+V1, eg= U2+V2, 03=U3+V3,



on a
& =V3Us— Vo Ut [ UrdUs— Us dUs— [ VadVi—VsdVy,

(22) 'y=V3U,—V,U3+f U, dUy— U dU3—~f Vs dVi—V, dVs,

z=V1U2—v,U,+f U, dUg—UgdUi—fVidV,-V,dV4.

(’est une surface signalée incidemment par Darboux (7'héorie
des surfaces, t. II1, p. 368). On a la propriété intéressante :

dy "0z

’ !

U‘du+U du—i—-U sop = O
(23)

v'—— + V) "”+vg_z =o.
v

En chaque point d’une asymptotique, la tangente a U'autre
ligne asymptotique est paralléle & un plan fize.

Les surfaces applicables sur le paraboloide de révolution sont
définies par les formules (22), ou 'on suppose de plus

(24) U%+U3+Ug=vg+vg+v:§=4ﬁi,
ou p est le paramétre du paraboloide : on obtient des surfaces
réelles pour p réel ou p imaginaire pure.

Les surfaces développées des surfaces minima s’obtiennent pour

(25) U?+U3+U3=Vi+V3+Vi=o.

On remarquera que, si 'on prend pour Uy, U,, U, des poly-
nomes entiers en U de degré 2, pour Vy, V,, V, des polynomes
entiers en ¢ de degré 2, les courbes u = const. et v=const. seront
des cubiques gauches. On trouve ainsi certaines surfaces, qui
appartiennent aux deux catégories précédemment indiquées, en
prenant (¢ ==1)

. L2 _ 7,2 — e }2 2 —

U, = ﬁli_':_TK, Up= iR+ ur U= (i%

(26) 2k 2k k
+ 1+ k2 — 2 — 1 — k2402 -

Vi=c¢\/i — V,=e‘/—z-l——§—v—; V3=E\/l %,

ou & est une constante réelle; on obtient une surface réelle, sur
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laquelle u et ¢ sont imaginaires conjugués pour les points réels de
la surface; cette surface est de degré 12, classe 8; elle est appli-
cable sur le paraboloide  de révolution réel z2-y2=4z. Jai
gtudié en détail cette surface, ou plutot les deux surfaces obtenues
pour & =1, puis ¢ = — 1, au Bulletin de la Société mathéma-
tique de France, . L, 1922, p. 153-219; j'al montré que l'une
des deux surfaces, mais non Pautre, est physiguement applicable
sur le paraboloide.

- Si I'on.prend

-1 —u? + 1+ u? -
U= ¢ ) U= i ’ Us= iu;
. 9 2 ' \
(27) 2 2
—1—¢ el S a4
Vi=ce it » Vo=c¢ i

y o« Vy=c¢ g/_i_b,

on obtient 'une ou 'autre des dév.eloppées de la-.;surfape_,minima‘
d’Enneper; le degré est encore 12, la classe 8 et les asymplotiques
imaginaires. |

La surface minima d’Enneper (degré g, classe 6) est une autre
surface correspondant aux U, V polynomes du second degré : on
peut prendre pour elle .

Z=3u+ 304+ 2ud-+ 208 —6uly — 6uv?, E=  2u —+2v,
(28) y=3u— 3¢ +2ud— 203+ 6u2¢ — Buv?, n=——2u -+ 29,
Z = 12Up; = a2ut4+202—1,

T=—12uv— 8uv(u?-+ v?),

Cette surface correspond a

i i i, ) I
i) = —= (1 ’ [i} = — —_— = — 2 2 )
1 \/G(u—kv) 2 \/6(9 u), 03 v,(_i<u “+ v 2),
x

1
{ = .
(29) ! @ 4y/3 3uv+2ue(u+ 02)’

L J
T 4V3 3ur + 2w (ur 7))’

o ) : z
\ 3_4\/3 Sup + 2uv(u?+ v?)

Cet exempie suffit pour montrer que les deux équations dé_j;'i
citées '

d20 : 020
3 —_ = =
(30) Jude k(u,v)6, Sudo ki(uw,v)®.
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‘sont différentes : I'intégration de I'une se raméne a l'intégration
de l'autre : J'y reviendrai un peu plus bas.

On obtient une surface encore plus simple, de degré 6 et
classe 4 par les formules

T=Uu—9, . y= ur+? 3= (u-+v)
3n) E =3 (ur—o2), 1 =—3(u+v), C=1,
T=—(u-+v) (U0t —fup),

qui correspohd a

( 0 _ 3(ur—e?) 0 _ —3(u-+v¢) 9, — .
1 ~/3 ’ ) 2= _—"_’\/g > 3 ﬁ:
\/a(u—v) ) _ \/g(ug'*‘ 0%)
(32) 91=(u+v)(uz+pg__4lw)’ e"‘(u-&—v)(u?—e-v?——ziuv)’
05 = V3(u 4 0)°

| (u—l—v)(u?—t-v?—Auv)'
La surfacé a pour équations, ponctuelle et tangentielle

(33) C(y—aP=ar, gh-- o (5 —arT) = o

. 1l est bon de remarquer que, si les coordonnées homogénes
tangenuelles £, 1, ¢, Tont été multlphees par le facteur convenable

de sorte que 0= -E— et 0,= »{, la relation

zE+ym+z{+tt=0
entraine

(34) 01®1+9292+6393+ 1= 0.

On déduit de (34) diverses conséquences intéressantes; si Uon a
calculé 4, 85, 93, 2, y, 2 (%, ¥, 5 désignant les coordonnées carté-
siennes), puisque 64, 0,, O3 sont proportionnelles a x, y, 3, on

déduit de (34)

—_x —y — 3

(35) 8y = —— — g = ——— Q3= —————
(35) 61 0+ 0520, 2 O+ p0s+30s 0 20i+y8;+40;
La symétrie entraine

36 =t
( ) ! EG.+‘ng+CO3’
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1l est facile d’autre part de montrer que, R et R’ étant les rayons
de courbure principaux de la surface au point (u, ¢), ¢, ¢, ¢"les
cosinus directeurs de la normale, on a

(37)  G=cYTRR, O,=c/—RK, 0,=c RR.

Cela résulte de ce que, si Uon considére la ligne asymptotique
¢ = const.,

sx~[<%3?‘3 933%) du, _f<ea‘-’ﬂ-e,d >du,
0, 90 ‘
( P =f<e, zu — By ‘) du,

le déterminant

(38)

| .ZJ xll Z'"l l ,

m

ou ', 2", " désignent les dérivées par rapport & u, se réduit au
carré de
08y 026,
=0, —
l Y du 0w !

et que les trois mineurs de la matrice

’

z ¥y oz

(39)- v "
'y oz

sont égaux a 86, 8,, 36;. La formule classique

(40) o TSy

| &' a2 2"
donne donc ici, pour les asymptotiques ¢ = const.,
(41) T =— (63 + 63 + 03).
Le méme calcul, fait pour les asymptotiques « = const., donne
(42) T =+ (03 + 03 + 03).

D’autre part on sait, d’aprés la formule d’Enneper (que cette
méthode redonnerait aisément), que I'on a pour une asympto-
tique

T == /= RR.

Les formules (37) en découlent aussitét.
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Si Pon considére maintenant la surface polaire réciproque de la
proposée, par rapport a la sphére x2+4 2+ z24-1=0 comme
définie par les coordonnées ponctuelles (§, n, %, 7), et si on
appelle v, ¥/, ¥" les cosinus directeurs de la normale a cette nou-

velle surface, o et o' les rayons de courbure prmcxpau‘:, on a
de méme

(i3) Oi=1V=pr, O=yV=pr, @y=7y"V—pp.

La relation (34), si 'on appelle V Pangle du rayon vecteur OM de
la premiére surface avec le plan tangent en M, devient

. ’ r__ l
(44) RR pp’ = sintv’
formule élégante et symétrique liant les courbures aux points
homologues des deux surfaces polaires réciproques..

6. Il est bon aussi, pour les applications, de savoir calculer
By, By, 05, O4, O,, O par les voies les plus rapides quand on connait
les expressions paramelrlques Z,¥y 3, & n,¢ tapriori. On a

0y=pk =pn,  O=pf

ol ¢ est un facteur, numérique ou fonction de (u, v), inconnu.

Donc . .
=0 v = (=)
donne le carré de ¢ : changer 04, 0,, 8, de signe simultanément ne
change pas la surface. Comme g? est seul connu, on voit que 0,
8, O; peuvent contenir une racine carrée portant sur une fonction
de z,y, 3, & n, &, = et de leurs dérivées : les formules (35) mon-
trent aussitot que 0, 0,, 0; contiendront le méme radical. Nous
avons donné des exemples de surfaces unicursales, ou les coor-
données sont exprimées rationnellement au moyen des paramétres
asymptotiques et ou Oy, O,, 0;, et par suite aussi 01, 0,, 8; sont
aussi rationnels en u et ¢. Voici un exemple différent, obtenu avec

une surface classique, la surface de Steiner, o apparait unradical.
Soient les équations

(45 w4\t T—up\* w—p \*
45) = 1+ ue ’ Y= 1+ uvy ’ 5= 1= up ’
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On vérifie aussitot qu’en prenant’

— u—+v \2 — —uv\? . ’ u— 2
€46) ¢x=<l+uv>, Vy = <.'__i‘_>, ﬁ=_( v)’

T+ uy 1+ ue
on a

(47) V@ 4y +z—1=o0,

et cela permet d’obtenir aussitot les paramétres du plan tangent

1 _ 1 =1
¢= (=v)" "7 (4ur)y’

I -
(48) E=rmow "= ey’

et I'on trouve aussitot que 0y, 8, 95 s’obtiennent en multipliant £,

7, § par
’ fo(u2— 0?)3 (1 — uv)
\/ (14 up)s

7. En dehors de leur intérét propre, les formules de Lelieuvre

conduisent a la solution de la question suivante : « Trouver les
surfaces Sy correspondant a la surface S avec orthogonalité des
éléments linéaires. » Sil'on pose pour abréger
! L Jw ol Jw\
= —_— 0 — — ——0=)d
(49) (w, 0) f(m 5a Odu> du <w 3 edv) dv,
on constate aussitdt que, si w est une solution arbitraire de
Iéquation déja citée,
920

(E) m =k(lt, V)&,
la surface S,
(50) xl;('”) el)y Xy = ((‘)7 82)) X3= (('); 63)7

qui n’est plus rapportée a un systeme d’asymptotiques mais a un
systéme conjugué, correspond a S avec orthogonalité des éléments
linéaires.

Si nous considérons en méme temps que 'équation (E) I'équa-
tion déja rencontrée aussi
2”6

E’ —_—
(E) ou dy

= ki(u,v)0

correspondant a la surface S, étudiée cn coordonnées tangen-
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tielles, on constate que w étant la solution de (E) qui a fourni Sy,
I'expression

(51) Q=20+ y,0; + 218;

est solution de (E') : a toute solution de (E) correspond ainsi une
solution de (E') et inversement. Je ne puis que renvoyer le lecteur
au Tome IV de la Théorie des surfaces de Darboux.

AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES (SESSION DE 1925).

Mathématiques Spéciales,

Une surface du second ordre (H) a pour équation, en azxes
rectangulaires :

(H) r(x—a)+y(y—msz)=o,

ot a et m sont des constantes donncées.
Soient Gy, et Gy, deux géndratrices rectilignes de cette sur-
Sface, de méme systéme que Oz, et ayant pour équation :

. % r—a—>hiy =o,
%
Ax 4y —mz=o;
xr—a— =0
Gy 2 py =0,
{ P& +y—mz=o0.

L. Former Uéquation générale des surfaces du second
ordre My, qui contiennent les deux droites Gy et Gy et qui
sont coupées par le plan des xy suivant un cercle.

Quelle est intersection de la surface (H) et d’une des sur-
Jaces Hy,?

N ety étant donnés, quel est le lieu géométrique des centres
des surfaces H,,?
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1. Montrer que le contour apparent d'une surface Hyy,
sur le plan zOy, parallélement a Oz, est une conique C dont
un foyer est a lorigine et dont Uaxe focal est un axe de
symétrie de cette surface.

HI. % et étant donnés, trouver les enveloppes de U’axe non
Jocal et des directrices réelles de la conique C.

IV. Déduire de I’équation des surfaces Hyy, U'équation géné-
rale des paraboloides Py, qui admettent le plan zOy pour
plan directeur, et passent par deuxr génératrices de la sur-
Jace (H), de méme systéeme que Oz.

Former U'équation tangentielle de ces mémes surfaces:

Quel est le lieu géométrique S des sommets des parabo-
loides Pyy, qui passent par un point donnéP? ,

Quel est le lieu géométrique X des sommets de ces parabo-
loides qui sont tangents a un plan donné =?

S restant fize, quel est le liew du point P correspondant?

Y restant fixe, quelle est U'enveloppe du plan = correspon-
dant?

On examinera, en particulier, le cas oit S et X coincident.

V. Supposant que la génératrice Gy, se rapproche indéfini-
ment de la génératrice Gy, le paraboloide Py, a pour limite
un paraboloide R,. Soit A la génératrice principale de R,
qui n’est pas dans le plan xOy. '

Trouver la surface lieu de A, quand \ varie. Etudier les
sections de cette surface par des plans paralléles auplan 0y

VI. Deux paraboloides Ry,, Ry, dont les axes sont rectan-
gulaires se coupent suivant une droite réelle, & distance finie.

On demande d’étudier la surface engendrée par cette droite
et de la comparer a (H).

SOLUTION ANALYTIQUE PAR M. H. V.,

L. Etant donnée la nature des questions posées, il est clair que,
surtout dans les quatre premiers paragraphes, les coordonnées
tangentielles simplifieront beaucoup 'exposé.
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La quadrique H, qui n’est autre que le lieu de I'intersection des
plans rectangulaires passant par les deux droites fixes. (z = a,
¥ =o; x =0, y = mz), ou par ces deux autres (z =0, y =0;
& =a, y =msz), a pour équations, ponctuelle et tangentielle :

2(x—a)+y(y-—-msz)=o,
azw(my—+ w)+ m2h(ua+ h)=o.

Cette derniére s’obtient de suite en remarquant par exemple
que H fait partie du faisceau tangentiel défini par les couples de
sommets opposés du quadrilatére formé par les quatre droites
citées plus haut.

Les quadriques Hj,, coupant H suivant deux génératrices du
méme systéme, ont encore en commun avec elle deux autres
‘génératrices de l'autre systéme, complétant un quadrilatére
gauche (23y3). Elles apparticnnent donc, soit au faisceau ponc-
tuel défini par H et deux plans tels que afy, y8a; soit au faisceau
tangentiel défini par H et deux points tels que ay.

La condition de I'énoncé (section circulaire dans le plan z0y)
implique que les deux plans afy, yCa, qui ont des équations de la
forme

Ax+y—mz+0(x—a—>ry)=o,
pr+y —ms—+p(x—a—py)=o,

soient coupés par le plan z =o0 suivant deux droites isotropes;
et comme on peut toujours échanger au besoin A avec i, on doit
donc avoir )

A6 . B+ p .

Ty 6 =—1,

1— A6 1— [Lp

d’ou en général (A #£i, £ — i)
6 =71, p=—1.

L’équation ponctuelle de Hy, est donc, A étant un parameétre
arbitraire :

b2 +y —mz +i(z —a—)hy)][pz+y —mzs—i(z—a—py)]
+Alx(x —a)+y(y—mz)] =o,

ce qui se met immédiatement sous la forme

(I) F(z,y, 2)=(K+Ap —1)(22+1) —m(k + ) zz
—Kmyz—Kaz + a(d+ p)y+ m2z2+ at=o,
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en POSill'lt . .
K=A—i(h—p)+o2.

D’autre part, I'un des sommets du quadrilatére af3y0 est a I'in-.
- tersection du plan
Ao +y—ms+i(z—a—Ay)=o
avec la droite
x—a—py=o,
R -4y —msz=0.

De ces trois équations on tire la combinaison évidente
A=Wz +i(p—2)y=o,

d’ou z = iy puisque les deux génératrices Gy et G, sont distinctes
le point défini par les trois équations ci-dessus a les coordonnées
homogeénes suivantes :

. a . .
() ia, a, E(l—t—zp.), z—’p..
- De méme le sommet opposé a celui-la dans le quadrilatére a poui'
coordonnées

(1) —ia, a, %(I—i)), —i— A\

L’équation tangentielle des quadriques,‘HM est donc
Ala2w(me + w) + m?h(ua + h))
+ [iau “+av+ ’%(1 +ip)w—+ (i — y.)h]

X [— lau + ay -+ %‘(1— i)\)w-——(i—l—)\)h} =o,

A’ étant un paramétre; ¢’est-a-dire, en posant
' K = miA — i(\ — p) 2,

() ®(u, v, w, h) ) :

= a*(u+v?) -+ K'auh — a(h+ p)oh +(Ap — 1+ K') k2

ag()\’i—p-\ —{—K’azvﬂ -—‘aa )\}L—— -+ ! w?2= 0
e — wu — ) 4 K ==
m ’ m mz( —! ) '

Les génératrices communes a Hy,, et a H, autres que Gy, et Gy,
sont les génératrices de second systéme '

y=sx;, *—a-+s(y—m3z)=o0
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qui passent par les points (a) et (7). Elles correspondent donc
4 s = 1, et par conséquent &

ce sont deux droites isotropes horizontales rencontrant O z.
Le centre de Hyy est en évidence sur (II); il a pour équation
. P’ = o,

soit

(1) Kau—a(k+ p)o+2(hp—1+ K )h=o,

ses coordonnées cartésiennes sont

aK’ a(k-+ pu)

) = e =Ky YT T a1+ K

3 =0,

et il décrit, quand K’ varie, une droite du plan des zy; cette droite

N -

.. . /a oo P
Joint le pomt<;, o, 0> au pomt (o, Wgt)' 0)-

II. On obtient l'équation tangentielle du contour apparent
horizontal de H,,, en faisant w = o dans I'équation (I1). Cela
donne '

(Dj’ o(u, v, h)=a(u?+ v2)+ K'auh —a(\ + p)yoh+ Ap—1 +K)h2=o,
¢’est-a-dire une conique dont les deux foyers réels sont en évi-
dence (I'équation étant de la forme u? + ¢2 + f f'=0). Ces foyers
sont : & =o (Vorigine) et
(F) Kau—a(h+u)o +(dp—1+K)h=o.
Ce dernier point (F) est homothétique du centre de H,,, dansle
rapport 2, par rapport & l'origine O. L’axe focal est donc OF.
Cette droite OF est un axe de symétrie de la ‘quadrique H;,, car
elle passe en son centre, d'une part, et d’autre part sa direction
est principale ; en effet le plan normal a OF, passant au centre G,
a une équation de la forme

aK'z —a()+p)y+hog=o0,
avec des coordonnées k

wy=ak’, vp=— a(l+pn), Wy =0,

hy en résultant par I'équation (1).



A5 —

Le pole de ce plan a pour coordonnées @, , @, , ®,,, 0; et ces
coordonnées elles-mémes s’écrivent :

. a2 a‘l’ .
- 2a%u, + K'ahy, 2a%0g—a(X-+ p)hy, -’—n—()\+p)uo+K’;7-l-oo,‘ o,

¢’est-a-dire
wy(2a2+ hy), vo(2a2+ hy), o, o.

Le pole est donc a Vinfini dans la direction u,, ¢y, 0, ¢’est-d-dire
dans la direction de OF, ce qu'il fallait démontrer.

III. L’axe non focal de la conique (D) est perpendiculaire & oG
et passe par le centre. Ses coordonnées tangentielles dans'le plan
horizontal satisfont donc aux équations

Kau —a(h+p)v+20p—1+K)h=0
et
(x+pu+Ke=o0."

L’élimination de K’ fournit enveloppe de cet axe : c’est la para-
bole

(&) a(h+p)(u+ 02 +2h[(X +p)u+ (1—Ap)v]=0o,

dont le foyer (h=o0) et la direction de I'axe [point a linfini :
(A p) uw (1 —2p) v = o] sont en évidence.

Si une directrice a pour coordonnées u, ¢, i, son péle a les
coordonnées ponctuelles ,, ¢, ¢,. On aura la directrice du
foyer O, en écrivant que :

Pu=0,  9,=0,
y N . .
c’est-a-dire
2a2u-+ K ah=o,
202¢ —a(k + w)h=o.

Cette directrice passe donc par le point fixe (x =o0,y= {ﬁzi>
- . alh
Le second foyer F avait pour équation I'équation (F); la direc-
trice correspondante satisfera donc aux conditions
?/u, = QP(«' — QP//l .
aK'~ Za(h+p) (p—1+K)’

c’est-a-dire

2au+K'lg=2av—()\+ ph  Kau—a(h+up)o+2(Apu—1+4+K)hA
X' —(h+=p)y (A — 1+ K') )
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En retranchant A des trois membres de cette double égalité, il
vient d’abord .

K'=—(%+p)ss
ce qui-était évident d’avance puisque les deux directrices sont
paralléles; puis en éliminant K/,

2a¢

A4

(Py) a()\+“)'(uz+92)+< +h>[(l+p)u—|—(1—)\y)v]=o.

La seconde directrice réelle enveloppe donc une parabole dont

le foyer est le point (x =o0,y= 7\?}1) et dont I'axe passe au point
a l'infini

(M pyu~+ (1——1;}.)0 =o.

- Cette parabole (P,) résulte d’ailleurs de la parabole (P,) par

une translation ( égale a o, 5 i_ap> et une homothétie de rapport 2.

IV. Pour trouver celles des surfaces H,, qui sont des para-
boloides (dont alors un plan directeur est nécessairement hori-
zontal), il suffit ou bien de s’arranger pour que I'équation (I)
_contienne z en facteur dans ses termes du second degré, ce qui

donne
K=1— ),‘Pv

ou bien de s’arranger pour que la quadrique (II) soit tangente au

plan de l'infini, c¢’est-a-dire que 'équation (II) n’ait pas de terme

en /2, ce qui donne '
. K'=1—2Ag.

Les paraboloides P, ont donc pour équation ponctuelle

(P’m)' m()\—l—y.)zx+m(;——ly.)yz+(l—ly.)dx
' —a(A+p)y —m2zt—a’=o,

et pour équation tangentielle

(P Y, 0, w, h)=a(u+ V2)+([—7\(1)(u}t+ n%vw)

I

0.

—(k+p) (Yh — %wu)
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L’équation ponctuelle, mise sous la forme
ma[(A+ p)z+(1—A)y —mz]+[(1—Ap)ax —a() +~ p)y —a?]=o0
(p1p2—+ ps=0),
met en évidence les deux plans directeurs p; =o, p.=o et le
plan tangent au sommet p;=o. Ce dernier sommet (s) est &
Pintersection des trois plans p,, p., ps, ¢’est le point

7 B 1—Ap _ a(k 4+ )
B S A () T

On Vaurait aussi facilement déduit de I'équation (P}), ou le
coefficient de & indique le point a l'infini sur I'axe; les quantités
directrices de Paxe sont donc 1— Aty — (A=), 0; le plan tangent

- perpendiculaire a donc pour coordonnées

Ug=1— A, vo=— (A + ), wo=o0, hy=—a,

la quatrieme coordonnée étant immédiatement déduite de I’équa-

tion (P"). Ensuite le sommet est le pole de ce plan, et il a pour
coordonnées

u ¥ ¥
X = -,—0, =3 '—,“- 3 = ——'jﬁ
Y, r i U,
ce qui redonne les formules (s ).

Si le paraboloide (P;,) passe par un point fixe, on a, d’aprés
I'équation (P), une relation linéaire entre (1 — ) et (A + p), de
la forme

Al—Ap)—B(A+p)+C=o.
L’élimination de (1—Au) et (A~ ) entre cette équation et les
équations (s) donne immédiatement
(8) a(Az + By) + C(zt+ y?)=o.
Le lieu S du sommet (s) est donc un cercle du plan z = o.

‘Si le paraboloide P reste tangent a un plan fixe, on a, d’aprés
Péquation (P"), une relation linéaire entre (1 — Au) et (A w),
de la forme ,

A(t— M) — B (A +p)+C'=o,
d’ou encore le lien
(Z) "~ a(Az+By)+~C(22+yY) =0, z=o.

C’est un cercle 3.
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Si S est donné, c’est que (A, B, C) sont donnés (& un facteur
prés); on a donc d’aprés (P'), (z, y, z) désignant le point fixé,

myz—+ar —mix-+ay —m2zl—a?.
A - B - G !

des combinaisons évidentes montrent que ces trois rapports sont
encore égaux aux deux suivants :

y(m252+ a?) _ x(m?z?_,_ a?)
Ams +~Ba ~ ‘Aa—Bmz

Le lieu du point (x, y, z) dans ces conditions comprend donc,
outre les deux plans imaginaires m?2 3%+ a?=o0, la droite
d’équations :

Amz+ Ba + Cy =o;
Bmz — Aa— Cx =o.

Sile cercle X reste fixe, c’est que (A', B, C') sont donnés (a un
facteur prés). On a alors, d’aprés P’, entre les coordonnées du
plan fixé = :

a a
uh -+ —ow vh— —wu ]
m m _a(u4e?%)
A! - B: - Cr 2

des combinaisons simples montrent que ces trois rappborts sont
égaux encore a

a

—w(u?+ v?)

_h(wr4-0%) m ( )
T ANu+Bo T ANv—Bu

L’enveloppe du plan = comprend donc, outre les deux points

cycliques u* 4 ¢* = o du plan horizontal, la droite définie par les
deux points
' a(AMu+Bv)y—Ch=o,
m(A'v—Bu)—Cw=o0.

Un plan passant par cette droite a pour équation
m, ., , a, ., ,
uxr -+ oy + C—,(A v—Bu)z+ -(—}—,(A u+ B'v)=o,
ou encore
u[B'ms—A'a—Ca]—v[Ams+Ba-+Cyl=o.

On voit donc que, si S et X coincident, ¢’est-a-diresi A’, B, C/,



— 99 —

sont proportionnels a A, B, C, la droite enveloppe du plan = se
confond avec la droite lien du point (z, y, z).

V. La derniére partie se traite aisément en coordonnées ponc-
tuelles. On a V'équation du paraboloide R; en faisant tendre w
vers \ dans 'équation ci-dessus P}, ce qui donne

(Ry) mz[2 e+ (01— Ny —ms]+ (1—A)azr —2ady —a?= o.

Le plan tangent au sommet est en évidence comme on l'a déja
fait remarquer, c’est le plan

S (1=\)z—2 y—a=o

(qui est bien normal aux deux plans directeurs). La génératrice
principale non horizontale est donc

(a) ((1—A)z —2)y —a=o,

?'),)\x +(1—\)y —mz =o.
En éliminant A, il vient le lieu de A quand A varie :
(22— (mzz — ay )= 4(22+ y1) (ax + my3).

C’est une surface du quatriéme degré, dont les sections par
z =<const. sont des quartiques bicirculaires ayant un point de
rebroussement a V'origine. Passantaux coordonnées polaires (p, ),
V'équation de ces sections est

4pt— p2(mzcosd — asinh)2— 4o3(acosh + mszsinb) = o,

c’est-a-dire
(2p — acosl — mzsinh)2 = m?2352+ a2,

Les courbes z = const. sent donc des cardioides, podaires de cir-
. i I o o 1 5
conférences rencontrant Oz, et de rayon 7 V/nr’sz—}—a?.
VI. L’axe du paraboloide Ry est dirigé par
A2—1, a2)
Deux paraboloides a axes rectangulaires satisferont donc a la con-

dition
M=133—1D+ 4N =0,
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ce qui se met de suite sous la forme’
1+ )\1)\2='—f~_ ()\1 —“)\2)-

D’autre part, il passe en un point (z, y, 5) deux parabo-
loides Ry, dont les valeurs du paramétre A correspondant, sont
les racines de I’équation du second degré

2 (mys + ax) — 2\ mzx — ay) + m2zl+ a>— myz — ar = o.

On en conclut
m2z?+ a?
[+ M= ———,
mys -+ ax
(msx — ay)? m’z2 + a?’
(myz+ax) myz + ax

(M—N\)r=4

+ 4.

En portant dans la relation ci-dessus, on trouve de suite le lieu
des points communs a R; et R;,
(m?2* +=ah)[4(2? + ) — § (myz + az) — (m*22+a’)] = o,
qui se décompose en m? z* +a* = o et en la quadrique '

i 1
H— Z(nzzz2+ a?)=o;

c’est un hyperboloide & une nappe, qul coupe H suivant deux
circonférences, d’ailleurs imaginaires.

QUESTIONS PR()POSEES.

. 2483. On pose
Y ode ' yrde
Io = el I, =

Vi—at ) 0 Vi—at
Démontrer que
i
==
o=
~A. LABROUSSE.

2484. Si I est la longueur d’une lemniscate, I le moment d’'inertie de
la courbe (supposée homogeéne et de densité linéaire égale a I'unité) par
rappott a son point double, S I'aire limitée par la courbe, on a la relation’

I =4rS2
A. LABROUSSE.
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U gndx
Inzf z

vg’ \/I—JTK-"

2483. On pose

n et k étant des entiers. Mettre 1y, Iy, ..., Iyt—1, sous forme de limites de
produits et démontrer les relations

2ok
=Ly =hLl.=...= Ly = -7'_"

A. LABROUSSE.

2486. Si le triangle 'XYZ est circonscrit- au triangle X'Y'Z’ et lur est
directement semblable :

1° L'orthocentre de X'Y'Z’ est le centre du cercle circonscrit a XYZ et
les pieds des hauteurs de X'Y'Z’ sont les traces de ses cdtés sur ceux du
triangle des milieux des cotés de XYZ.

2° Le centre du cercle circonscrit 3 X' Y'Z' est équidistant des orthocentres
des deux triangles, et ce cercle est bitangent 4 la conique inscrite & XYZ,
qui a pour foyers les deux orthocentres et pour cercle directeur le cercle
circonscrit a XYZ. E. BaLLy.

2487. 1° Les orthocentres des divers triangles d’un quadrangle inserip-
tible & un cercle forment un nouveau quadrangle inscriptible dont les
trianglesontpourorthocentreslessommets du premier. Les deux quadrangles
sont symétriques par rapport & un point, qui est le symétrique du centre de
I'un des cercles relativement au centre de gravité des sommets du quadrangle
inscrit correspondant. Leurs huit sommets se décomposent de quatre fagons
en deux quadrangles inscriptibles tels que les triangles de chacun aient pour
orthocentres les sommets de 1'autre. Les centres des cercles égaux circons-
crits aux huit quadrangles forment une seconde figure égale a la premiére,
possédant le méme centre de symétrie, et les centres des cercles circonscrits
aux quadrangles de la seconde sont réciproquement les huit sommets de la
premiére.

2° Les symétriques d’'un point d’un cercle circonscrit & un quadrangle,
par rapport aux six cdtés de ce quadrangle, sont les six sommets d’un
méme quadrilatére, dont chaque c6té passe en l'orthocentre de I'un des
triangles du quadrangle. Chaque triangle du quadrilatére est semblable au
triangle correspondant d’orthocentres qui lui est inserit.

3° Inversement, étant donné un quadrilatére, les centres des cercles
circonserits aux. quatre triangles de ses cbtés forment un quadrangle
mscriptible & un cercle qui passe au point de concours des premiers. Les
orthocentres des triangles de ce quadrangle sont respectivement situés sur
les: cOtés du quadrilatére. E. BaLLy.
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2488. Le point principal de la tangente en un point de I’hypocycloide
A trois rebroussements étant le point, situé sur cette tangente, ot le cercle
générateur qui passe au contact de la tangente et est égal au cercle inscrit
a 'hypocycloide touche ce cercle inscrit, on a cette propriété :

Les points principaux de quatre tangentes & I’hypocycloide a trois
rebroussements sont les orthocentres des quatre triangles qui ont pour

sommets les centres des cercles circonscrits aux quatre triangles ayant pour

cOtés ces tangentes. E. BaLry.

2489. 11 y a deux hypocycloides a trois rebroussements égales inscrites &
un triangle dofiné et dont les cercles inscrits aient un rayon donné. Leurs
centres sont deux sommels opposés d’un losange qui a pour autres sommets
P'orthocentre et le circumcentre du triangle. Leur rayon est au c6té de ce
losange commie le rayon du cercle circonscrit au triangle I’est 4 la diagonale
des derniers sommets mentionnés du losange.

Sur chaque coté du triangle, les deus points principaux sont symétriques
relativement au milieu de ce cOté. Les deux tangentes a ces hypocycloxdes,

) qux ont leurs) points principaux respecufs en deux points des cercles inscrits
qui soient symétriques relativement au centre de symétrie de ces cercles,
sont deux-asymptotes d’'une méme hyperbole circonscrite: au -triangle, et
leur angle est constant (cf. L. Bickart, 1. M., 1923, p. 78-79, n® 5280),

E. BaLry.

GORRESPONDANCE.

M. R. Goormaghtigh. — Sur le-s' courbes gauches T, dont les
binormales sont les normales principales d’une autre courbe
gaucheT,. — M. Bricard, répondant a une question de M. G. Fon-
tené (Nouvelles Annales, 1920, p. 188), a donné la forme de
Y equatlon Intrinséque caractérisant les courbes T'; ; on peut donner
ala condition pour qu’'une courbe gauche soit une courbe T, une
forme qui nous parait plus simple. On sait, en effet, qu'une courbe
plane peut étre tordue, par rotation de ses triédres fondamentaux,
de telle maniére que les courbures soient conservées; ceci posé,
‘on a le résultat suivant :

Pour tordre une courbe plane de maniéere qu’elle devienne
une courbe gauche dont les binorinales sotent les normales
pnnapales d’une autre courbe, il faut que la torsion varie
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proportionnellement a la cotangente de U'angle de contin-
gence de la courbe plane.

‘1l existe entre certaines courbes spéciales I'y et I', des rapports
qui, croyons-nous, n’ont pas encore été signalés.

SiT, est une géodésique de cone, il en est de mémedeT,. La
courbe T, est alors une chainette tordue et la courbe T, peut
s'obténir en tordant la développée d’une chainette d’égale
résistance.

La chainette tordue dont il est ici question jouit d’ailleurs d’une
propriété remarquable : ses courbes inverses par rapport au
sommet du cone dont elle est géodésique sont des courbes a
courbure constante. ) ,

D’autre part, si I'y est une chainetle tordue, le rayon de
torsion est, en chaque point, égal & l’arc, et les courbures des
deux courbes T', et Ty en deux points correspondants sont
égales.

Ensuite, en cherchant si les courbes T’y peuvent étre des hélices,
on trouve ce résultat : Les tractrices tordues de maniére a
“devenir des courbes T, sont des hélices de cylindres. ‘

Enfin, s¢ T, est une antiloga tordue, les rayons-de courbure
de T, et Ty en deux points correspondants ont une différence
constante. ‘ R. GoormAGHTIGH. ’

‘SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

2455.

(1923, p. 189. )

On considére quatre sphéres de centres Oy, O,, O3, O,, qui admettent
un centre radical G et une sphére (S) concentrigue a la sphére circons-
crite au tétraédre 0,0,0;0,. Montrer que le centre de la sphére ins-
crite au tétraédre déterminé par les plans radicauzx de la sphére (S),
respectivement avec les sphéres Oy, Qq, O3, Oy, coincide avec le centre
radical C.
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Application. — Etant donné un tétraédre quelconque (X), déterminer
un point P de lUespace qui soit le centre de la sphére inscrite au
tétraédre (O) dont les sommets sont les projections orthogonales de P
sur les faces du tétraédre (X). V. TugsAvLrT.

SoLuTioN
par E. Barvry.

LemME : S7 les rayons unissant les sommets d’un tétraédre (X) au
centre de la sphére (Cy) qui lui est circonscrite sont perpendiculaires
auxr faces d'un tétraédre (1), les perpendiculairés abaissées des
sommets de (Y) sur les faces correspondantes de (X) concourent au
centre d'une sphére (1) inscrite a (Y).

D’aprés I’hypothése, les faces de (Y) sont paralléles a celles du tétraédre (T)
des plans tangents a (C;) aux sommets de (X). Par 'homothétie qui trans-
forme (T) en (Y), le tétraédre (X) se transforme dans le tétraédre (Z) des
_points de contact d’une sphére inscrite a (Y), et les perpendiculaires
abaissées des sommets de (Y) sur les faces de (X), étant aussi perpendicu-
laires aux faces de (Z), concourent au centre de la sphére qul touche les
faces de (Y) aux sommets de (Z).

Application. — Rappelons que, relativement & un tétraédre donné, deux
points isogonaux peuvent étre caractérisés par cette propriélé que les
droites qui joignent 'un d’eux aux sommets de ce tétraédre sont perpen-
diculaires aux faces du tétraédre des projections orthogonales de l'autre
point, sur les faces du tétraédre donné.

Si le point P est centre d’une sphére inscrite au tétraédre (Y) de ses
projections orthogonales sur les faces du tétraédre (X), les perpendiculaires
abaissées des sommets de (X) sur les faces de (Y) sont concourantes,
d’aprés la réciproque du lemme, au centre de la sphére (Ca) circonscrite
a (X), et le point P est donc le conjugué isogonal, relatif au tétraédre
donné (X)), du centre dela sphére qui lui est circonscrite.

(Le point qui, dans le plan, jouit de la propriété similaire, est Vortho-
centre du triangle, conjugué isogonal du centre du cercle circonscrit et

centre d’un cercle inscrit au triangle des pieds des hauteurs.)
A

Question proposée. — Chaque sommet du tétraédre (R) des plans
radicaux envisagés est le centre radical commun & la sphére (S) et a trois
des sphéres (O). Il appartient a 'axe radical de ces trois sphéres (0), qui
est donc la perpendiculaire de ce sommet de (R) sur le plan des centres des
trois sphéres (O). .

Les perpendiculaires sont abaissées des sommets de (R) sur les faces du
tétraédre des centres des quatre sphéres (O), axes radicaux de ces
sphéres (O) prises trois & trois, concourent au centre radical de ces quatre
sphéres, qui est donc, d’aprés le lemme, le centre d’'une sphére inscrite au
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tétraédre: (R), . puisque les perpendiculaires abaissées des sommets. ‘du
tétraédre (0) sur les faces “de (R).concourent au centre  de la sphére
cireonscrite & (0).-
2463.
(1923-1924, p. 15)
Soient ABC, A'B'C’ deux triangles inscrits & une méme conique, Les
siz points (AA’, BG), (AA/, B'C'), (BB, GA), (BB, C'A"), (CC', AB),
(CC, AIB), sont sur une méme conique. R. B.

- SoLuTION
_par G. Roy.

Soient D et E les intersections de BC' et CB’ avec AA’; I'hexagone
C’A’ABB/CC’ étant inscriptible dans la conique donnée, les points
(GC', AB), (BB, A’C’) et E sont en ligne droite; de méme (CC', A'B'),
(BB, AC} et D -sont alignés. Les deux faisceaux de coniques circonscrites
aux deux quadrllateres (BB’, ACG), (BB, A'C"), (CC/, AB), (CC', A'B’)
et BB CC’ rencontrent donc AA’ en des points qui se correspondent dans la
méme involution et par suite les groupes de points, (AA’,BC), (AA",B'C),
(BB, C’A’) (CCL,AB), (CCLA'B"); (BB',CA), A, (BB, CA), (BB, C'A"),
A', (CC', AB), (CC', A’B’) et deux groupes analogues sont situés sur des
coniques.

Autre solution de M. BouvaAisT.

CERTIFICAT DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL (V).

EPREUVE THEORIQUE. — I. Solent a (u, v), b (u, ¢), ¢ (u, ») trois
Sonctions de u ety possédant des dérivées premiéres continues. On pase :

_f[ I— u+ 02) — buv] du + [‘{;(1*1(7—-}- 0%) — czw] dp,
(1) y:f["—z-(l—l-i—u‘l—ci v’)—ale dzt%’[;i—(l—b—tﬂ‘——— v?)——*buv] dv,

: z":f(au +.b6)du + (bu +cv) dp,

(") Geux des.énoncés de certificat, qui sont insérés sans étre résolus, sont pro—
posés a nos lecteurs dont nous publierons ultérieurement les. meilleurs solutions.
Ces énoncés seront désignés parun numéro d’ordre précédé de la lettre C.
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les intégrales étant prisesile long d’une courbe G quelconque reliant
les points (uy, vo), origine, et (u, ¢), extrémité.

1° Pour que les valeurs de ces intégrales soient indépendantes du
choiz de la courbe C, il faut et il suffit que l'on ait

) da_%___a—t—cv i)ﬁ_?_b_;_a—e—,c .
() dv  du A ou dv P

) étant une fonction de w et v que l'on calculera.
Désormats, on supposera les conditions (2) réalisées.

2° Pour b2 + ac, les formules (1) définissent alors les coordonnées
(rectangulaires) d’une surfaceS. Calculer pour cette surface les cosinus
directeurs de la normale et les deux formes quadratiques fondamen-
tales. ’

3° Déterminer S dans U'hypothése b =o0, ¢ = a.
Il. On considére {’équation aux dérivées partielles
(E) pi—2gx?=o.

1° Déterminer les courbes et les développables caractéristiques.
Quelle est leur nature géométrique?

29 Déterminer sur chaque surface intégrale les courbes conjuguées
des courbes caractéristiques. Pouvait-on prévoir le résultat géomé-
triguement? )

3o Trouver les surfaces intégrales de (E), passant par U'hyperbole
8yz--1=0, &—1=o0. ' '

1+ u? 492
2

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — [, 1° )\ =

U+ 2 —1
wWeaiBiyir=ulyl —————— 1\
2

ds?=N[(adu+bdv)>+ (bdu-+ cdv)?].

Sdrdx = ,)l\[du(_dx “+udsz)+de(dy + v dz))
=adu?+2bdude + cdv2.

. R ) '
3 a= 533 S est une sphére de rayon R.
(Voir aussi Raivicl, C. R., 1925, 1% semestre.,)

I1. 1° et 20 Les multiplicités caractéristiques sont définies par les équa—
tions :
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Les courbes caractéristiques sont des paraboles dont les plans sont paral-
léles a O et dont les axes sont paralléles au plan y Oz ; les développables
caractéristiques sont des cylindres paraboliques dont les génératrices sont
paralléles.au plan y O z. Il en résulte que les courbes conjuguées des courbes
caractéristiques sont dans des plans paralléles au plan O 5.

3° On trouve les deux surfaces

xt+8yz=o, (2?—2)2+ 8yz =o.

EpreuvE pRATIQUE. —  Calculer, de préférence par la théorie des
résidus, l’intégrale
. ) ' -
x2 /1 — 2t
A a?— x?

N

oll @ est une constante réelle supérieure a 1. Quelle est la partie prin-
cipale du résultat pour a = »? Pouvait-on la trouver sans avoir cal-
culé 1? Application ; a =1,25.

INDICATIONS SUR LA soLuTION. — On fend le plan z suivant la droite

(—1, +1)et dorénavant /1 — 22 désignera une branche de fonction uni-
forme dans le plan coupé, égale & +1 a origine, au bord inférieur de la.
s coupure. Si £ est un chemin fermé tournant autour de la coupure dans le
sens direct, on a ’

a?— z2

2 —_—2
‘/‘wdzr‘-“:—?ﬁi“‘a““ R_.+ R.),
P
N~ .

R, désignant le résidu en ¢ de la fonction & intégrer. On trouve (aveca > 0)

ia ——o .2a2— |
Ra=—-\/a2——1=R_a, Re=i-"F+F——),
2 2

le dernier radical étant positif. On en déduit

[a

=

(@ —Var=1)%.

-

L T Lo .
Application I = il La partie principale cherchée = 6ot

Elémentairement, on calcule commodément Vintégrale, en décomposant

x*(-lmx?)

prp—— suivant ses éléments simples, en posant ensuite = cos¢ et en
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remarquant que

dy +f - Coma @>oa |
o .

1 7
1——c0s9 l+—cosw o I——cos:p \/“ 1

T

9k
|

(Poitiers, juin 1925.)

C.1. — EPREUVE THEORIQUE (1). — 1° On considére la fonction

F(x) =’f ext—8 dt.
! 0

Montrer qu’elle est développable en série de puissancesde x, et donner
Uexpression des coefficients, a ’aide de la fonction gamma.
2° Soit

4
ou z est réel. En calculant l'intégrale

=

étendue aun contour convenable du plan de la variable
w=1-+iu (t, u réels),’

développer en série de puissances de x les fonctions

f cos(px — o3) dp, / sin(px — o%) dp.
0 ) 0 '

, dx
(.2. — EPREUVE PRATIQUE. — 1° Calculer \/1 . ao, 001 prés.
: —1
2° Trouver la relation entre lintégrale precedente et l'intégrale

+1 :

5 . .

f- ‘7—————-171'1.98 le long d'un chemin complexe coupant l’axe des
-1 1— 3%

quantités imaginaires en un poznl et un seul, Vordonnée de ce point
étant supérieure @ UN.

Nota. — La méthode a suivre pour la premiére partie est laissée au
choix des candidats. On pourra s’aider du changement de variables
1=zt =

(Clermont-Ferrand, juin 1925.)

(1) Les énoncés de licence insérés sans solution (et qui seront affectés, désor-
mais, d'un numéro d'ordre précédé de Ia lettre C) sont proposés & nos lecteurs.
Nous publierons, comme pour les autres Questions, les meilleures solutions recues.
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EXERCICES DE MATHEMATIQUES GENERALES.

C.3. — On considére la courbe définie par les formules

f a? dt Loede
= y=[ ==
Var+ “ ) o Var+ ¢t
Sans évaluer les intégrales, calculerle rayon de courbure en fonetion du
paramétre ¢, dont on fera connaitre la signification. Etudier la variation

de y en fonction de 2. Lorsque # tend vers zéro, quel est l'ordre infini--
tésimal de y? Allure de la courbe.

‘C.4. — On considére trois axes rectangulaires Oz, Oy, Oz. On méne par O

— .
un vecteur OD de composantes (@, b, ¢) et de longueur égale a 1. Dans
le plan pelpendlculane en O & OD, on prend un point Mo (2, Yo, %0)- _
Calculer les coordonnées du point M; déduit de M, par une rotation posi-

M £l . . —+ 3
tive d'un droit autour de OD. (On pourra définir OMy; comme le produit
vectoriel de deux veeteurs appropriés.) Méme probléme pour une rotation
d'un angle quelconque «.

G.5. — Vérifier que I’expression

2(y —2)wdw+ (3y+ x?) dy 2wydz‘+‘(7e2-——2\)dy
yi+a(y —o) - y(@—2)+r1

est la différentielle totale d’une fonction f (2, y). Montrer que les courbes
S(«, y) =const. sont algébriques. Construire celles de ces courbes qui
possédent, & distance finie ou & l'infini, un point multiple.

C.6. — Construire la courbe intégrale de I'équation différentielle
Y'=3y' oy =er
telle que, pour = o, on ait

ey =, Y=L e
(A suivre).

—— g ——
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SUR LE MOUVEMENT A DEUX PARAMETRES ;
Par ELie CARTAN.

1. M. Raoul Bricard a publié toutrécemment (') un intéressant
article sur le mouvement a deux paramétres autour d’un point
fixe O. Il montre que si, a un instant donné de la durée a deux
dimensions, on donne au solide mobile (S) les différents déplace-
ments & un paramétre contenus dans le mouvement a deux para-
métres considéré, le lien des axes instantanés de rotation est un
plan passant par O ; la droite polaire instantanée (perpendiculaire
élevée en O a ce plan) définit entre la sphére fixe et la sphére
mobile de centre O et de rayon 1 une correspondance ponctuelle;
de plus, cette correspondance ponctuelle conserve les aires.
M. Raoul Bricard pose enfin (?) le probléme de savoir si récipro-
quement toute correspondance ponctuelle conservant les aires
entre la spheére fixe et la sphére mobile peut étre obtenue en partant
d’un mouvement a deux paramétres convenablement choisi.

2. Il est facile de retrouver les résultats précédents et de résoudre
le probléme de M. Bricard en se servant de la méthode du triédre ‘
mobile. Prenons d’abord un mouvement a deux paramétres déter-
miné; a chaque instant («, ¢) de la durée a deux dimensions
construisons un triedre trirectangle d’origine O dont Taxe des z
soit dirigé suivant la droite polaire instantanée correspondante.
Nous désignerons par (T,) ce triédre en tant qu’on le considére
dans l'espace fixe et par (T) ce méme triédre en tant qu’on le
considére dans le corps solide.

Le déplacement .instantané de (T) par rapport au corps
mobile (S) est défini par un vectear

Pdu+ P'dv, Qdu—+ Q' dv, Rdu-+ R dv;

(') Nouvelles Annales, juin (9-25,' p. 328-341. -
(*) Loc. cet., n° G, p. 336.

Ann. de Mathémat., 6° séric, L. 1. (Novembre 1925.) 3
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le déplacement instantané de (T,) par rapport a 'espace fixe est
de méme défini par un vecteur

Podu + Phdo, Qudu—+ Qlde, Rodu + Rjdv.

Le mouvement instantané de(S) par rapport a lespace fixe
étant la somme géométrique du mouvement instantané de (S) par
rapport a (T) et-du mouvement instantané de (T,) par rapport a
Iespace fixe, ce mouvement instantané est défini par le vecteur.

(Po—P)du+ (Py—P)dv, (Qo— Q)du-+(Qy—Q)dv,
(Roy— R)du + (Ry— R')dv;
Paxe de rotation étant par hypothése dans le plan commun des zy
des deux triédres, on a
(Ro— R)du + (R)—R')do = o.
On en tire évidemment

ok _ 0K, _OR _ oW

(1) Jdv. odu  dv  du

Mais les formules classiques relatives au mouvement. a deux
paramétres (') donnent

W—W=P0Q3—Q0P,oa‘
OR IR , ,
PR i QP
on a donc
(2) PyQy — Qo Py = PQ'— QP".

Cette égalité est la traduction analytique du théoréme de
M. Bricard. En effet, le pole instantané de la sphére mobile,
rapporté au triédre (T), a pour coordonnées (o, o, 1). Son dépla-
cement élémentaire sur cette sphére a pour projections sur les axes

Qdu~+ Q'de, —Pdu-—Pdo, o;
Paire élémentaire qu’il décrit sur la sphére est donc

(PQ'— QP ydudy;,

elle est, d’aprés (..}, égale en grandeur et en signe, a I'aire élémen-
taire décrite par le pole instantané de la sphére fixe.

(') Voir G. Darsoux, Théorie des surfaces, t. 1, Chapitre V, p- 49.
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3. La réciproque se démontre facilement. Considérons une
variété & deux dimensions (qui jouera tout a I'heure le réle de la
durée); faisons correspondre a chaque point(u, ¢) dé cette variété
un point P, sur une premiére sphére et un point P sur une seconde
sphére de méme centre O que la premiére, toutes deux étant de
rayon 1. Attachons respectivement aux deux spheres deux triedres
trirectangles (T,) et (T)ayant le point O pour origine, leurs axes
des 5 positifs passant respectivement par le point P, et le point P.
Cela posé, laissons fixe la premiére sphére et donnons ala seconde
sphére une position telle que P coincide avec Py; cela est possible
d’une infinité de maniéres; nous nous donnerons suivant une loi
arbitraire angle X dont il faut faire tourner le triédre (T, ) autour
de son axe des z pour amener sur (T). La fonction A étant choisie
arbitrairement, on définit ainsi pour la seconde sphére un mouve-
ment a deux paramétres, chaque instant de la durée a deux dimen-
sions correspondant & un point de la variété donnée.

Le déplacement instantané de la sphére mobile estla somme
géométrique de son déplacement par rapport au triédre (T),. du
déplacement de (T) par rapport a (T,) et du déplacement de (T,)
par rapport a la sphére fixe. En conservant les mémes notations
que dans le numéro précédent, nous voyons que la composante

suivant OP du déplacement instantané absolu de la sphére mobile
est

dh + (Ry— R)du + (R) — R')do.

La droite OP sera la droite polaire instantanée si cette composante
est nulle quels que soient du et do, c’est-a-dire si la fonction %
satisfait a ’équation aux différentielles totales

(3) dh = (R — Ry)du + (R'— R},) db.
La condition d’intégrabilité est manifestement

JR  JR" IR, ORj
—_ _—

ES) _.—..,

v ou  dv du
ou

PQ — QP'= Py Q) — Q, P.
La réciproque est donc démontrée et 'on voit qu'il y a une infinité

de mouvements & deux paramétres fournissant la (‘orrespondance
ponctuelle con51deree, supposée avec conservation des aires.
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La conclusion n’est cependant rigoureusement exacte que si la
variété a deux dimensions donnée est simplement connexe. En
réalité il faut et il suffit que, le long de tout cycle tracé dans la
variété, on ait

) fﬂdu+h'do =f Rodu -+ Ry do.

Si la correspondance conserve les aires élémentaires, cette égalité
n’est assurée que pour les cycles réductibles a un point par défor-
mation continue.

4. On peut donner de la condition (4) une interprétation qui se
rattache du reste facilement a la démonstration donnée de son
théoréme par M. Bricard. Prenons sur la sphére mobile le grand
cercle des péles situé dans le plan des zy du triédre (T) et sur ce
grand cercle le point A qui appartient a I'axe des x positifs. Le
déplacement élémentaire de ce point est

o, Rdu-+R'de, —Qdu—Q'dy;

en désignant la grandeur de ce déplacement par ds et par  I'angle
que fait ce déplacement avec le grand cercle orienté positivement
autour de 'axe des z, on a

Rdu + R'dv = cospds.

Or, si 'on considére une suite linéaire fermée de grands cercles
orientés et qu'on prenne suivant une loi arbitraire un point A sur

chacun des grands cercles de la suite, 'intégrale f cosods est

indépendante du choix de ce point A et ne dépend que des grands
cercles eux-mémes de la suite. Ce théoréme classique est du reste
vrai pour toute suite linéaire fermée de géodésiques orientées d’'une
surface quelconque et résulte immédiatement de la formule qui
donne la variation élémentaire de la longueur d’un arc AB de
géodésique, a savoir

d(AB) :‘(lsncos(ds];, BA) + dsy cos(dsa, AB ).

La formule (4) exprime donc qu’étant donné un cycle quel-
conque tracé dans la durée a deux dimensions, et les deux suites
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linéaires fermées de grands cercles orientés qui lui correspondent
sur les deux sphéres, U'intégrale f cosods ala méme valeur pour

ces deux suites. Or cela est évident géométriquement; au cycle
considéré dans la durée correspond un mouvement fermé a un
paramétre de la sphére mobile; il suffit de prendre a chaque instant
pour point A sur chaque grand cercle des pdles l'un des deux
poles instantanés de rotation pour voir que I'élément cosods
posséde a chaque instant la méme valeur sur les deux sphéres.

3. On pourrait se demander quel est 'analogue du théoréme de
M. Bricard dans le mouvement a deux paramétres d’'un plan mobile
sur un plan fixe (*). A chaqueinstant de la durée a deux dimensions
on a dans chacun des plans un axe des centres instantanés et, par
suite, une correspondance des deux plans droite orientée a
droite orientée. Cette correspondance conserve la valeur de I'inva-

riant intégral f cospds. Rapportons 'axe des centres  son équa-

tion normale
r cosa + ysinz—p = o,

Si nous prenons sur cet axe pour point A le pied de la perpendicu-
laire abaissée de l'origine, donné par suite par Péquation

—  sina + ¥ cosa = o,
nous aurons par différentiation.
cosods = — dr sinz = .
o ds dr sinz - d_yct/)sa‘ pda

La condition qui remplace la formule (4) est donc ici

fpdz:fpoda“.

On peut remarquer que l’intégralefpda étendue aux droites

orientées tangentes a une courbe fermée orientée est égale au péri-
meétre de cette courbe (2).

(*) Cf. R. BRICARD, V. 4., 1913, p. 302. [ V. de la R.]
(?) Voir sur celte question, Bull. Soc. math., t. 24, 1896, p.'140-176, et aussi
H. Lenksaug, V. 4., 1912, p. 481 (Exposition d’un mémoire de W. Crofton).
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SUR UNE PROPRIETE CARAGTERISTIQUE DES FONCTIONS
| DE JACOBI (1);

Par Rene GARNIER.

Dans cette Note, nous allons établir la proposition suivante :
Les fonctions monogénes.analytigues

de la variable complexe z = x 41y qui satisfont a l’e’quatién '
Sfonctionnelle

) Pz, y) _ X(x)

Qlz, )~ Y(y)

se raménent soit auz fonctions de Jacobi snz, cnz, dnz, soit
a des combinaisons simples, soit & des dégénérescences de-
ces fonctions.

Tout d’abord, nous présenterons une remarque qui allége nota-

blement la discussion : Si f(z) répond a la question, les fonctions
qui s’en déduisent par 'une des opérations

(S1) Z|lz+a (%, constante quelconque),.
(Sq) zlaz (a, constante réelle),
(S3) z| iz,

(84) f(z)|a f(5),

(8s) f(3)]if(3),

(Se) S e,

(S7) S(z)| i;_f(i;o) go (uo, quantité conjuguéé de u)

répondront aussi a la question.

(') Cet article s'adresse spécialement aux lecteurs qui veulent se familiariser
avec les calculs sur les fonctions de Jacobi : réduction des intégrales elliptiques

a la forme normale de Legendre, intégration des fonctions de Jacobi, multipli-

cation par 2, transformation d’ordre 2. Pour plus de détails sur les calculs, on

pourra se servir des Principes de la Théorie des fonctions elliptiques, ...,

par P. Appell et E. Lacour, 2° édition (Paris, Gauthier-Villars, 1g22), Chap.1V,
Vi1, X, XIIL
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Cela étant, on déduit de (1): P=2%X, Q=21Y, ) étant une
fonction de z et y a déterminer. Posons A = e et écrivons que P
et Q satisfont aux conditions de monogénéité de Cauchy ; il viendra

‘ de Xy Y g X—Y
) PR Cren U Al Chng

et la condition d’intégrabilité pour w donne alors :
8 p P

(3) 2 X' Xx"—(»Y'z_YY”)+le_yz£=O
Y X
Or, cette équation est du type
{4) Xy(z) + Y () + Xy(2) Yo(y) + Xs(2) Ya"}’)"=v0;

par différentiations on tire de (4)
(5) S XLY, + XYy =o.

On peut satisfaire a (5) en posant X, =0 =X} ou Y}, = o=Y,;
on vérifiera d’ailleurs que 'hypothése X,=o0 =Y, n’introduit
aucune solution nouvelle; ces cas écartés, on doit prendre
Xy=aX), Y,= — aY}, aéiant une constante, et 'on en déduit
que, quelles que soient les fonctions X, (), Y;(y), 'équation (4)

est vérifiéé par les formules

X, =— ¢Xy—d, X;= aX,+ b,

(6)
Y1=—-[)Y3+d, Y2=—aYa+C

(a, by c, d, constantes).
Apphquons ce résultat a (3) Les deux premleres solutions
fournissent immédiatement la fonction

f(vz> = ez"

etcelles quis’endéduisent par les opérations (S,), (Sy), (S;). Cette
solution écartée, on déduit de (6), en prenant X,=X?(ce qui .
n’introduit aucune restriction)

—XX"2X2=—¢X2—d, X'=aX'+ bX,
YY'—2Y?= bYi4d, Y'=aYi+cY

(@, b, ¢, d, constantes réelles).’
Ces équations ne sont compatibles que pour b +c=o et elles
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peuvent étre remplacées alors par les suivantes :

2X"2= aX*+26X2—d,
2Y2=aYi—2bY2—d;

(7)

deés maintenant, on prévoit donc que les fonctions f(z) devront étre
des fonctions elliptiques ou des dégénérescences de ces fonctions.

Ceci posé, des transformations (S, ) et (S,) permettent deramener
les équations (7) a Pun des types canoniques suivants :

SX'2=(l-fX2)(I—k2X2), X2 = e (1-+X2)(1 — [2X2),.

(8) Y2 = (1+ Y2)(14 £2X2), Y'2=e(1—Y2)(1+{2Y2)
(e==1; k2<0).
X2= (1+ X2)(1+ A2X2), X2= E(‘I—Xi)(l—i—Px?),
(9)  AYr=(—YH)(—kY2),  Yi=e(i4Y2)(i—{2Y)
(e=1); .
( X2= (1 +X2)2— 4 h2 X2, X'2= (1 —X2)2+ 4 h2 X2,
(10) Yo=(1— Y22+ 4h2Y2, V2= (1+Y2)2— {A2Y?
(o< h<1);
(1) X2 =1+ X2, X'2=1— X2,
Y2=1—Y2 Y2=1+ Y2,
(12) X'=1, Y=c¢ (e==%1);
(13) X'=o, Y'=o.

Les types (8), (9), (10) correspondent au cas ou dans (7) on
a az20; les types (11) supposent a=o0z£b, et (12), (13) :

a=o0=b.
On vérifiera sans peine que les formes (11) conduisent a
f(z)=tangsz
et ases transformées par les opérations (S,), (Sz), (Ss), (Ss), (Ss)
et leurs produits; quant aux systémes (12) ou (13), ils donnent

J(5) =3,
et ses transformées par (S,), (S.), (Ss), (S¢), ou f(z) = const.

Examinons maintenant les types restants. La transformation (S;)
fait passer des formes (9) aux formes (8) et échange entre eux les
deux systémes (10); enfin les transformations (S,) et (S;) per-
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mettent de supposer ¢ = 1. Nous n’avons donc que trois types de
réduction a discuter :

(1 Xtm(1— X3) (1 — K2X2), Y= (14 Y2) (1 - K2Y2).
Désignons par snz la fonction de Jacobi, de module 42, de
périodes primitives 4K, 2 iK' (K etK' réels); nous aurons

) ..
X=snz, Y=z FsnLy;

ou pourra d’ailleurs se borner au signe +-, moyennant les trans-
formations z|z 42K, f(z)| — f(5). Cela étant, posons ¢ =iy;
il viendra, d’aprés (2):

enxdnz —cntdnt
= — snx dx +sntdt
" f -sn2x — sn2¢ ( )

— Lo 8(x)0:(x)6(t)6(2)
=M Uz ) Hy(z — 1)

-+ const. réelle,

les fonctions H, H;, ©, O, étant construites non pas avec des
) i ’ A P

périodes de zéros 2K et 2K/, mais avec des périodes primitives

de zéros 4K et 2/ K’. Moyennant cette notation, on a

H(z)H(2)

sn(z| K, iK') = 8(z) 6,(2)

X const. réelle,

et, par suite, on peut prendre

fz)= H@)Hi(@)0(@y) 8, (iy)+0(x) 81 (2) H(iy)Hi(iy)
H (z+iy) Hy(z — iy) ‘ ’

SOil encore
H(x +1i

T Hy(x + iy)7
ce qui donne la solution
snz
f(z) = cnz

et ses diverses transformées; actuellement, le module 4% des nou-

velles fonctions snz et cn s est encore réel et inférieur a 1. A titre
de vérification, on trouve :

sn(#+1) _ snxcenzdnt+sntentdnz |
C(Z+¢t) 1 _sn2g —sat + K*sntz snt’

Ann. de Mathémat., 6 série, t. 1. (Novembre 1925.)
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on peut donc prendre X = 2517 — sn<w|5, iK), 2K et 2iK/
dnz 2
étant les périodes de zéros des nouvelles fonctions snz, ecnz:
(11) X2= (14 X2) (1 — £2X2),  Yi=(1— YD (1+12Y2),
On posera [2X2=1—§?, ce qui donnera, par une transfor-

mation (S,), X = cnz (le module etant “> et 'on aura de

méme, moyennant (S,) :
Y = %cn(i‘;’+ b);

la constante réelle b doit d’ailleurs étre choisie de maniére que
Y () soit réelle; on prendradonc b =K, et en posant t =iy + K
on.aura ('):

(enz dz + cntdt)

= /‘snxdnw—-sntdnt
! u,, cuZ2gy — cn?t

O(x+K)0(x+ K)G(l+K)@1(t+K)

1
TCE) Hi(x—t) I 4 const.rée e,

= Log
les fonctions H, H,, ®, ©, étant construites avec les périodes pri-
mitives de zéros 4K, 2K + 2¢K'; on aura ainsi (2):

~ X H(x + K)Hy(z + K)
8(z + K) 6,(xr + K)

en(z| K, iK') = X const. réelle,

et, comme tout a ’heure, on trouvera la fonction

snz
an‘

S(z)=

et ses. transformées. Mais actuellement, les périodes primitives
des zéros de snz et cnz sont 4K et 2K 4 2/K'; le module A2

(1) On observera que p doit étre réel pour z = o =y; or soit

=

H(K)H,(K) = Ag?;

X

actuellement ¢? est un nombre négatif compris entre o et —1; on en déduit
que A est positif comme, d’ailleurs, 6 (K), 6,(K) et ©(2K) ,(2K); argument

du produit sous le signe Log est donc — ;t-
4

(?) Voir la note précédente.
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des deux fonctions précédentes est donc de la forme (') 1 + e®
(8, angle réel). ' '

On peut obtenir un résultat plus expressif en revenant aux
modules réels (que nous avions abandonnés pour la commodité
de l'intégration). ’

En effet, la fonction précédente f(z), construite avec les
périodes de zéros sus-indiquées, est encore égale &

snz
—_—T
cnzdnz’ -

les fonctions H, H,, ®, 8, correspondant aux nouvelles fonctions
snz etdnz admettant 4K et 4K + 4/K’' comme périodes primitives
de zéros, c’est-a-dire encore a

" snzdnz
f( z) = cnz
les périodes primitives étant 4K et 4/K' pour les nouvelles
fonctions : le module %2 est devenu réel.
On vérifie d’ailleurs que I'on a actuellement :

sed(1—2k252 +k2s}) + sie0dy (1 — 2 k2524 k2sh)
(1— k25253 ) (1 — s?— s + kts2si)

avec
s=sna, c=cna, d=dna; sy=snb, cy=cnbd, di=dnb.
On peut donc prendre

X(z) = asnz cnx dnax sn2x
1—2k2en2x+ A2sntz ~ dnox

1
=7 cn(22 —2K),

ce qui est bien conforme au début du calcul.

(1) XK= (14+ X2 — fA2X2, Y= (1— Y2)2r §A2Y2
On pose X = :j_——ga ce qui donne

E2=[1—h+ (1+ A1+ h+ (1—h)E];

(*) Cf. ArpeLL et Licounr, op. cit., p. 446, exercice 12.
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ainsi, C étant choisi de maniére que X soit réel, on trouvera :

sn ———lK. —sni(x+ Q)
2
X = s ’
K ,
sn . + sni(x + C)

en se rappelant que sni ="', et en adoptant le module

2 vk

On pourra écrire encore :

x4+ G K’

dn{( ¢ —i—

X = 2 4
.z + G K\’

dn{( ¢ 4L —

2 4

‘lafonction dn « admettant les périodes primitives de zéros 2 K et {K'.
Moyennant des transformations (S;) et (S;) on pourra prendre
C =K' et, avec un nouveau module compris entre o-et 1 :

cnz
=—,
snz dnz

, v . eniy . . y -
d’ou, envertude (S;)et(S;): Y= -lsm’ on peut d’ailleurs
se borner au signe supérieur moyennant (S,). On trouve ainsi, en
posant iy =¢:
X'—Y' _ smx+sn?¢t—2k2snz sn2¢
Xt—Y: sn?x — sn*¢ ’

ce qui donne
__isnzdnzsntdnt
= & (sntzw — sut)
et par suite

f(z)=cnz+ iK'
et ses transformées.

Résultat définitif. — Les fonctions f(z) répondant au pro-
snzdnz
“enz
un module 42 réel), leurs dégénérescences (obtenues pour
k? =oou 1), ainsi que €?, z, 1 el que toutes les fonctions qui s’en
déduisent par les opérations (S,), ..., (Sy). '

. . SNz .
bléme sont donc les fonctions —, » cnz (construites avec
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On vérifiera que parmi ces fonctions se trouvent les suivantes :

snz, cnz, dng,
), ncz<= —I—>, ndz( -—-I—->,
, cnz : dnz
cdz<= ‘En—>, 'dsz<= dii), . scz<= EP—Z'),'
snz cnsz

1
, 5dz<=2-z>, csz<= grl_z)()’
daz snz

cnzdnz dnzsnz snzcnz
) )
snsz cnzg ~dnz

i

)

sn3z cnz * dnz
) b >
cnzdnz’' dnzsnz  snzcnz

sinz, .cosz, tangsz, cosécz, sécz, colgz,
shz, chz, thz, coséchz,. séchz, cothsz,
I
e*, 5, - et 1.
z

CONCOURS NORMAL D’AGREGATION DE 1920.

Composition de calcul différentiel et intégral
(Deuxiéme_ partie).

SoLuTioN PAR M. C.- E. TRAYNARD.

Soient f(z, y) une fonction développable en série de Taylor,
au point (x4, ¥o), Af Uaccroissement qu'elle prend quand
z,y augmentent respectivement de Az, Ay & partir des valeurs
Zoy ¥o et df sa différentielle
_ Jx Az + fy, Ay
au point x,, y,. .

1° En supposant que f. et f, ne sont pas nuls, le rapport %’é
est en général déterminé. Maontrer que sous des conditions trés
geénéralesiltend vers l'unité quand Az et Ay tendent simulta-

nément vers zéro.

(1) Les notations abrégées pour les quotients sont dues A Glaisher.



— 46 —
o . , . Af . Lo o di fFé
2° Peut-ilarriver cependant que -[i—fazt une limite finie diffé-
rente de lunité quand Ax et Ay tendent simultanément vers
zéro d'une facon spéciale? :
3° Cette circonstance n’a-t-elle lieu que pour des fonctions
S(z, y) trés particulicres?
(0/1 suppose, bien entendu, dans 1°, 2°,3°, que Az, Ay con-
; " ; . Af
vergent vers zéro de sorte que le dénominateur du rapport af

.y : : 7 )
tende vers zéro par valeurs non nulles.)

Pour simplifier les écritures, j’emploierai les notations de Monge

pour les dérivées. La fonction f(z,.y) étant développable en série
de Taylor, j'ai

rAx?+asArAy +tAy? -
2 .
Af rAZ? 4+ 2sAr Ay +tAy?

Af=phx +qgAy+

df = ' TR (pbr +qby)

Il apparait & premiére vue que le rapport-

v_rAﬁ«o—zsAwAy—a—tAy?
- 2(p Az + g Ay)

tend vers zéro dans les conditions de ’énoncé; les coefficients
du numérateur en effet sont finis, ceux du dénominateur ne sont
pas nuls, soit A un nombre positif supérieur aux premiers, a une

2| pAx—+ g Av]
m—l—: lavaleqr

absolue de ¢ est inférieure ag (lAz| 4 |Ay|) quantité qui tend

vers zéro en méme temps que Az et Ay.
A fortiori, 'ensemble des termes suivant ¢ tend vers zéro et le

borne inférieure, supposée non nulle, de

rapport 77 tend vers 1, sous la seule condition trés générale d’exis-
tence de la borne inférieurc non nulle a.

Pour aller plus loin, on peut faire le raisonnement suivant.

Je transforme l'expression de ¢ en mettant Az en facteur

Ay Ay?
i t
raas ol

2<p+q%{;)

v=Az
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et je pose 2 = u; d’ou

zv'(p+qu)’ Ay = 2uv(p + qu)

Az = - ) =
r 4+ 2su 4+ tu? r—+ 2su + tu?

On voit sur ces expressions que Az et Ay peuvent tendre vers
zéro de deux fagons : quand ¢ tend vers zéro.et quand p—4-qu
tend vers zéro. : ;

Le cas de ¢ tendant vers zéro est celui qui a été étudié plus.
haut; on voit qu’il n’exige aucune condition sur la fagon dont Az
et Ay tendent vers zéro. Le cas de p 4+ qu tendant vers zéro a
échappé a la précédente analyse; aucune condition n’est imposée
a v qui peat tendre vers une limite arbitraire, ce qui s’explique
alsément en remarquant que

20(p + qu)t.

pr—f—qA_y= r-+2su—+tu?

c’est-a-dire, si je puis m’exprimer ainsi, que p Az + ¢ Ay est plus nul
lorsque p + qu tend vers zéro que lorsque ¢ tend vers zéro (!).

Géoméhriquemént, le cas de ¢ tendant vers zéro est celui du
point z,+ Az, y,-+ Ay tendant vers le point z,, y, sur un che-
min quelconque; le cas de p + qu tendant vers zéro correspond
a un chemin tangent a la droite

L= f(zoy,), pP(X—z0)+q(Y—=yo)=o.
En résumé et pour répondre aux questions posées par ’énoncé :

1° En général et sousles seules conditions de I'énoncé, le rapport

Af

r tend vers 1 quand Az et Ay tendent vers zéro.
2° Ce rapport tend vers toute limite 1 4 & donnée a I’avance
lorsque Az et Ay tendent vers zéro, le point 2o+ Az, o+ Ay sui-

vanl un certain chemin tangent a la <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>