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"CERTIFICATS DE MECANIQUE RATIONNELLE.

EPREUVE THEORIQUE. — Dans ce qui suit, négliger le frot-
tement et I’influence du mouvement de la terre.
Soient O,z,, y1, 31 trois axes rectangulaires, liés a la
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terre: O3, est la verticale ascendante du point O,. Un
cylindre circulaire droit peut se déplacer en restant tan-
gent auplan 2,0,y suivant une génératrice. Soumis a la
seule action de son poids, il a une densité, variable dans
chaquesection droite, maisconstante le long de toute paral-
léle a son axe.Sur cet are,le centre de gravité G est projeté
en g.Soit ¢ la distance gG. Les axes liés au corps forment
un triédre trirectangle Gzys, dont Uaréte Gy est paral-
léle a U'axe du cylindre, dont l’aréte Gz prolonge gG au
dela de G, et dont le sens concorde avec celui du triédre
de référence. Des trois angles d’Euler ¢, 6, o qui fixent la
direction du triédre Gayz, deux seulement, ¢ et 0, sont
arbitraires. Par rapport a ce triédre, Péquation de I'ellipsoide
d’inertie est
Az + Byt + Cz2—aBzxr=1.

Etudier le mouvement, en se conformant au plan vui-

vant :
L4

1° Justifier, en deux mots, les indications ci-dessus
(lignes soulignées). Calculer les projections de la rotation
instantanée sur Gz, Gy, Gz et la force vive.

2° Ecrire les équations de Lagrange. Qu/el est le mouve-
ment de G? Interpréter ’égquation issue du paramétre .
Montrer qu'on peut déterminer 9, puis ¢, en fonction du
temps, par deuxr quadratures.

3¢ Etudier les simplifications apportées par un choix
particulier des conditions initiales. Montrer qu'elles
peuvent étre prises de maniére que le mouvement soit une
rotation autour d’un axze vertical, ou encore, seffectue
parallélement & un plan vertical fixe.

4° Quelles conditions faut-il imposer a A, G, E pour que,
dans tout mouvement de U'appareil, l’expression de 9 en
fonction de t soit identifiable avec celle qui Uéfinit un de
ses mouvements paralléles & un plan vertical fize. Ces
conditions étant remplies, achever l’étude du mouvement.

5° Donner la discussion lorsque c = o (sans autre hypo-
thése) et si possible dans le cas tout a fait général. Toute
position initiale du cylindre est-elle compatible avec
Uexistence d’un mouvement de’ rotation autour d’une
verticale?



(76) ,
INDICATIONS SUR LA SOLUTION, par M. P. Robert. — L’angle

N g .
d’Euler ¢ est égal & — 3 Les composantes de la rotation

instantanée sont donc :
p==—1{sinb, g=10, r={'cosf,
et la force vive totale est :

2T =M(E*+ 12+ 2 C
+ $'2(A sin?f 4+ 2K sinf cosd + Ccos?0) + BG’,

avec la liaison { = R + ¢ cosd.

Le mouvement du centre de gravité est rectiligne et uniforme.
On peut d’aillears se ramener au cas ol cette vitesse est nulle :
il ne restera alors qu'a déterminer 6 et § en fonction du temps.
On écrira pour cela 'équation de Lagrange issue du para—
métre 4 (elle exprime le théoréme du moment cinétique par
rapport & la verticale du centre de gravité dans le mouvement
autour de ce point), et I'intégrale des forces vives [en remar-
quant qu'il \ a ici une fonction des forces

U=—Mg(R 4+ ccost)],
ce (ui donne :
(A «in20 + 2E sinfl cos 6 +— Ccos28) = K,
(Mc2sin20 + B) 62+ 4"2(Asin2f) - » Esinf cosd + Ceos?h)
=/t —2M gc cos.

Eliminant {' entre ces deux équations, on trouve 8 en fonc-
tion du temps par une quadrature. Les mouvements desrota
tion s'obtiennent en choisissant 2 et K de maniére que I'ex-
pression K

2

h—o>Mgy 0 —
(1) A B & ccos Asin2t) + 2K sinlcost + C cos29

ait une racine double f,. Si 6, est donné, on trouve deux équa-
tions pour déterminer £ et K2 qui conviennent pour un mou-
vement de rotation. On remarquera que la valeur K2 doit étre
positive. Il s’ensuit qu’une inclinaison déterminée de gG n’est
pas toujours compatible avec une rotation de ’appareil autour
d’un axe vertical. Pour faire complétement la discussion géné-
ralg, il y aura intérét a réaliser une représentation graphique
de 'expression (1) située sur le cylindre u = cos8, ¢ = sin6
(systéme d’axes u, ¢, w). On sera ainsi amené & envisager les
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positionsrelatives du plan w = h — 2 M gcu et d’une courbe ()
représentée par les équations

K2 .
Aoz o E‘Lw + Cur’

u = cos, ¢ = sinf, w =

Si le mouvement est paralléle a3 un plan vertical fixe, la
rotation instantanée doit étre horizontale. Donc il faut
que ' =o. Le mouvement obtenu dans ce cas rappelle le
*mouvement pendulaire. Pour résoudre la quatriéme partie, il
suffit d’écrire que la forme A sin20 + 2 E sin6cos0 —+{cos20 se
réduit & une constante, c'est-a-dire que l'on doit avoir A = G,

E=o.

EPREUVE PRATIQUE. — Sur un plan horizontal fixe P,
peut se mouvoir, sans frottement, une sphére pesante S,
non homogeéne, de centre O et de rayon R. Tout se passe
comme si la sphere S comportait :

1° Une masse M, uniformément répartie entre la totalité
de son volume.

; M ;
2° Quatre masses, égales chacune a 5 et concentrées

respectivement aux sommets d'un losange, de centre O,
dont les demi-diagonales OA = OA’'=a et OB=0B'=1b
sont définies par les relations >b%+ a*= R? et a?= b? V3.
A Uinstant initial, le losange est horizontal et le solide au
repos, On lui applique alors une percussion horizontale,
sous U'influence de laquelle le centre O prend une vitesse V,
paralléle a OB et de méme sens. Par rapport au triédre
trirectangle direct OABC, dont deux arétes sont dirigées
sutvant les diagonales du losange, le point d'application
de cette percussion est le point x, y, s de la sphére S, tel
quon ait x =y =z > o.

Etudier le mouvemcnt de la sphére, rapporté & la posi-
tion initiale du tricdre OABC, d’aprés les indications
suivantes :

1° Evaluer, & Uinstant t, les projections p, q, r de la
rotation instantanée de S sur les arétes du triédre OABC
lié a S. Trouver le lieu décrit dans le corps S, par le vec-
teur rotation. Le calcul, poussé jusqu'au bout, décélera
une particularité importante du mouvement,

2° Déterminer, en fonctionde t, les angles d’Euler 4,0, ¢
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définissant le triédre OABC par rapport a sa position
initiale. Tenant compte du résultat de la premiére partie,
on reviendra aux notations littérales (compatibles avec ce
résultat) pouy exécuter seulement a la fin de la rédaction
les calculs qui se présentent.

INpicATIONS, par M. P. Robert. — Le mouvement pris par
la sphére autour de son centre de gravité est un mouvementa
la Poinsot. Le lieu de 'axe instantané dans le corps est un’
plan; les quantités p, ¢, r s'expriment a l'aide de fonctions
hyperboliques du temps. Pour le calcul des angles d’Euler, on
remarquera que le moment cinétique du mouvement autour
du centre de gravité a une direction invariable, celle de la

T~ PONS
seconde bissectricedel'angle A OC, (pusition initiale de AOC).
On calculera d’abord les cosinus directeurs de cette direction
par rapport au tricdre OABC, en fonction des angles d’Euler.

' (Poitiers, juin 1922.)

EPREUVE THEORIQUE. — S est un solide homogéne pesant
de révolution, suspendu par un point O de son axe Gz sur
lequel Q est un point marqué. A est une tige homogéne
mobile autour de son centre de gravité, fixé sur la ver-
ticale ascendante de O en un point 0,(00,=0Q). Le
point Q est assujetti a se trouver toujours sur la tige A et
le plan OA a tourner autour de 00, avec la vitesse cons-
tante donnée w.

1° Indiquer les divers cas de variation de l’angle 6 de O 5,
avec la verticale descendante.

2° Montrer que si, gardant les mémes conditions initiales
satisfaisant a l'inégalité

0% > w2,

on diminue la masse de A, on diminue [ ¥intervalle de varia-
tion de 6.

3¢ Etudier les divers mouvements qui peuvent se pro-
duire quand, a Uinstant initial, le solide S est en repos
relatif pour un observateur subissant la rotation v. Indi-
quer les conditions que doivent remplir les données pour
gu'en faisant varier 8, on puisse obtenir tous les cas de
mouvement que l'onvient de trouver et déterminer,pour 8,
les arcs qui y correspondent.
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INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — Avec les notations habi-
tuelles, on a

2T = A(w?sin?8 + 672)
2
+ C(wcosh + ¢')2+ B (w’ sin? g+ﬁ_>,
4
U= Mglcosf.

On a une intégrale immédiate donnée par ¢ et 'intégrale
des forces vives de Painlevé. On est ainsi conduit a /

— cosf

<A+ §>e'==F(e)= Aw?sin?0 + Bw? 1 -
4
+2(Mgl+ Chd) cosd + h —CA2
o' = A — wcosh.

1° En posant cos® = z, sin = y on est conduit, pour dis-
cuter 8, a étudier 'intersection du cercle 2+ y?=1 avec une
parabole ayant O 2 pour axe.

2° En remplagant % et A au moyen des valeurs initiales, on
voit que F se met sous la forme

F(0) = ®(8)+BW(0),

la fonction W étant positive quel que soit 0 d’aprés I'inégalité
de I'énoncé. Si B > By, il-en résulte

F>F,

quel que soit 6. Donc si 8 rend Fy positif, il rend F positif
a fortiori.
3°Onafy=¢,=0:

B w?

F(0) = (cos0 — cos8) [zMgl —— A.w1(0050+ coseo)]

et 'on a divers mouvements suivant que la droite

2
2Mgl — E_u_»_

2
X =—2)+ Aol

rencontre le cercle 22+ y2=1, lui est tangente ou ne le ren-
contre pas. Quand z, varie de —1 a —+1 I'abscisse de cette
droite varie de

2 Bw?
aMgl — 22 aMgl — —=

2
a + 1+

Ik ey Wi S T Awt
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et I'on obtiendra tous les cas de discussion si 'une des deux

valeurs — 1, + 1 est comprise dans cet intervalle. Une discus-

sion élémentaire montre qu’il faut -

. B
5_2,\< M<_+2A
2 w-

9

et la question s'achéve sans difficulté.

EPREUVE PRATIQUE. — On donne un point fize O et un

2
plan vertical fixe P dont la distance & O est ;/‘—: Un solide
)

pesant a la forme d’un cube ABCD A'B'C'D’ de cdté 1, la
densité a son intérieur étant, en chaque point, numeri-
quement égale a sa distance a la face ABCD.

On fize le sommet A en O et l'on oblige les deux som-
mets B', D' a décrire le plan P. On a ainsi deux disposi-
tions qui donnent deux liaisons différentes; pour chacune
d’elles, le solide a une position d’équilibre stable autour
de laquelle il effectue de petites oscillations quand on
Uécarte trés peu et il existe un pendule simple synchrone.
Déterminer numériquement les Jongueurs de ces deux
pendules simples.

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — Par B'D’ on peut mener

deux plans a la distance —15 du point A, Soient A et A’les per-

pendiculaires abaissées de A sur ces deux plans. Les deux
liaisons sont celles obtenues en fixant horizontalement soit A,
soit A’. On a ainsi deux pendules composés, de sorte que tout
revient & chercher les moments d’inertie du solide par rapport
a ces deux droites ainsi que leurs distances au centre de
gravité. )

Pour faire les calculs simplement on prendra pour axes les
trois arétes issues de A etl’on aurales deux moments d’inertie
des droites A, A’ issues de A au moyen de l’ellipsoide d’inertie
de ce point et de leurs cosinus directeurs. .

(Bordeaux, 3uin 1923.)
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