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[0!2a]
SUR LES AIRES ET LES COURBES SUPPLEMENTAIRES
EN GEOMETRIE SPHERIQUE;

Par RaourL BRICARD.

1. Le présent article ne renferme probablement rien
de bien nouveau. Il a pour objet de préciser certaines
notions courantes sur les aires et sur les courbes supplé-
mentaires, en géométrie sphérique.

2. Définitions et conventions. — Suivant I'usage,
je prends comme unité de longueur le rayon de la
sphére sur laquelle sont tracées les figures étudiées, de
sorte que Laire totale de la sphére estle nombre 4.

A chaque point de la sphére on peut attacher un
sens positif de rotation sur la sphére autour de ce point
(parce que la sphére est une surface bilatérale). Je
conviendrai que ce sens est celui de droite a gauche,
pour un observateur debout sur la sphére au point
considére.

Vappelle arc régulier un arc de courbe sphérique
jouissant des propriétés suivantes : en chaque point il
a un grand cercle tangent bien déterminé, et un cercle
osculateur (nécessairement tracé sur la sphére) autre
qu'un grand cercle ouw un cercle-point. En un point
d’un arc régulier, le centre de courbure sphérique
est celui des deux poles du cercle osculateur qui est le
plus rapproché, et le rayon de courbure sphérique
est le plus petit des deux rayons sphériques du méme

. 9
cercle. Il est compris entre o et —» bornes exclues (sauf
peut-étre en des points exceptionnels).
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Quand un point M parcourt un arc régulier AB en
allant de A vers B, le centre de courbure sphérique
en M est constamment a gauche ou a droite du point M.
Je dirai, suivant le cas, que I'arc AB est & gauche ou
a droute. Deux arcs, 'un a gauche. Yautre a droite,
sont de sortes différentes. Pour un déplacement infini-
ment petit du point M dans le sens indiqué, le grand
cercle tangent en M tourne, autour d’un point infini-
ment voisin de M, d’un angle infiniment petit o
(angle de contingence sphérique). Cet angle de
contingence est_constamment positif pour un arc a
gauche ct négatif pour un arc a droite.

Un arc régulier et le méme arc, parcouru dans le
sens opposé, sont de sortes différentes. Un arc régubier
et 'arc antipode (c’est-a-dire 'arc lieu des points de
la sphére diamétralement opposés a ceux de Parc
donné) sont aussi de sortes différentes, étant bien
entendu que les deux arcs sont supposés parcourus
simultanément par des points qui ne cessent pas d’étre
antipodes 'un de Pautre.

Les courbes considérées ici seront formées d’arcs
réguliers successifs en nombre fini, deux arcs réguliers
pouvant étre séparés par des points d’inflexion, des
points de rebroussement ou des points anguleux.
Un point. d’inflexion est celui qui s¢pare deux arcs
réguliers de sortes différentes tangents 'un a l'autre,
et cela de telle maniére qu'un point décrivant les deux
arcs a la suite nc change pas le sens de son parcours
au point considéré. Les points de rebroussement et les
points anguleux n’ont pas besoin d’étre définis. Pour
simphifier exposition, je supposerai toujours que les
points de rebroussement sont de premiére espéce,
c’est-a-dire qu’ils séparent des arcs de méme sorte. Les
points de rebroussement de seconde espéce, qui
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séparent desarcs de sortes différentes, sont donc exclus
(un point de rebroussement de seconde espéce peut étre
considéré comme formé par V'union d’'un point de
rebroussement de premiére cspéce et d’un point d'in-
flexion).

Les courbes peuvent avoir des points doubles, a
tangentes distinctes ou non; quand les tangentes ne
sont pas distinctes, il faut convenir quels sont les arcs
qui se prolongent Vun Pautre.

3. Aire d’une courbe fermée sans point double.
— Soit C une telle courbe. Elle sépare deux regions
sur la sphére, et 'expression : aire de C peut, a preore,
désigner Vaire de I'une ou de Vautre de ces deux
régions. Pour supprimer lambiguité, donnons-nous
sur G un sens de parcours. Alors I'une des régions est
a gauche de G, Tautre a droite. Jappelle awre de la
courbe G orientée et je désigne par (C) l'aive de la
région de gauche. '

Si la courbe C porte plusieurs points M, N, P se
succédant quand on parcourt C dans un certain sens,
la notation (MNPM) fait connaitre & la fois ce sens en
méme temps qu’elle désigne 'aire (C).

Il est clair que P'on a

(MNPM)+(MPNM )= {=.

On reconnait tout de suite que la définition précé-
dente doit éwre élargie, st l'on veut que Uaire d’une
courbe varie toujours d’une maniére continue,
quand cette courbe se déforme elle-méme contina-
ment.

Considérons en effet par exemple un triangle sphé-
rique ABC a gauche (c'est-a-dire que le sens de
parcours ABC laisse a gauche l'intérieur, au sens ordi-
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naire du mot, de ce triangle). Alors (ABC) est laire,
au sens ordinaire, du triangle.

Si, les points B et C étant supposés fixes, A varie de
maniére a traverser BC, ABC, une fois la traversée
faite, devient un triangle a droite, et (ABC) passe
d’une valeur trés petite a une valeur voisine de 4.
Pour éviter cette discontinuité qui serait fort génante,
Jadmettrai que I'aire du triangle, et plus généralement
I'aire d'une courbe fermée C, n’est définie qu’a un
multiple prés de 4w. St donc S est l'aire, au sens
ordinaire, de la région a gauche de G, on prendra
comme formule dc définition

(C)=$ + 4k,

k élant un entier quelconque positif, négatif ou nul.
JYécrirai plus briévement,-en employant la notation des
congruences arithmétiques,

(C)=S (mod {=).

On peut presque loujours omettre la mention du
module.

Le méme fait se présente dans la mesare des arcs de
cercle @ sur le cercle orienté de rayon 1, la longueur
algébrique d’un arc MN ne peut étre définie qu’a 2 A=
prés, si l'on veut que cette longueur algébrique varie
d’'une maniére continue, quand les points M et N
varient eux-roémes continiment suivant des lois quel-
conques.

SiCetC sont, soit la méme courbe fermée parcourue
successivement dans deux sens oppésés, soit deux
courbes antipodes parcourues simultanément par deux
points antipodes, on a

(€¢)=—(C).
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4. Aire d'une courbe fermée quelconque. —
Etablissons d’abord le lemme suivant :

Soient A, B, C, O quatre points quelconques de
la sphére, dont deux quelconques ne sont pas anti-
podes. On a

(1) (OBC)—+ (OCA) -+ (OAB) = (ABC),

OBC, OCA, OAB, ABC étant des triangles sphé-

rigues au sens ordinaire du mot (cdtés < ).

Tragons complétement les grands cercles qui portent
les cotés du triangle ABC. La surface de la sphére est
ainsi partagée en huit triangles ABC, A'BC, AB'C,
ABC/, ABC/, A'BC/, A'B'C, A'B'C/, A’, B' et (' étant
les antipodes respectifs de A, B, C. En placantle point O
successivement dans chacun de ces triangles, on recon-
nait sans peine que la relation (1) a toujours lieu.

Soient maintenant A, B, C, D. O cinq points quel-
conques de la sphére. On a, d’aprés (1),

(OAB) + (OBG) + (OCA) = (ABC),
(OAC) + (OCD) -+ (ODA) = (ACD),
d’ou, en ajoutant,

(OAB) + (OBC) + (OCD) + (ODA) == (ABC) + (ACD).
Plus généralement, A, B, C, ... K, L étant des points
quelconques de la sphére, la somme

S =(0AB)+ (OBC) +...+ (OKL)+ (OLA)
est indépendante du point O, a un multiple pres
de 4.
Si le polygone sphérique AB ... KLA n’a pas de

points doubles, on reconnait que S n’est autre que

laire (AB...KLA),aun multiple prés de 4=. S'il a des .
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points doubles, on conviendra que I'aire (AB...KLA),
qui n’a pas de signification a priori, est par défi-
nition la somme S, toujours a 4 k= prés.

Prenons maintenant une courbe fermée G quel-
conque. On peut la considérer comme limite d’un
polygone sphérique inscrit AB ... LA dont tous les
cOtés tendent vers zéro, et la somme S devient a la
limite une certaine intégrale prise le long de C. Le
point O peut toujours étre quelconque, sous la réserve
qu’il n’appartienne ni a G ni a Vantipode de C, de
telle maniére que si un point M décrit C, les longueurs
de I'arc OM, qui se déduisent par continuité les unes
des autres, soienl toujours comprises entre o et T,
bornes exclues. M et M’ étant deux points de C infini-
ment voisins, 'élément de I'intégrale, qui est Paire du
triangle OMM', a pour valeur en grandeur et en signe,
d’aprés une formule connue,

(1—cos OM) d0

. , /\’ ] , )
en désignant par df I'angle MOM' affect¢ d’un signe.
Ainsi, par définition, on a ’

(2) (C) = f(x—-—oosOM)d(l (1.
LY
5. Autre expression de Uaire. — Considérons
d’abord une courbe fermée orientée C sans points

doubles (fig. 1). Je vais établir la formule

(3) (Cy=2n— | do,

(') Comme exercice, on peut chercher & démontrer directement
que l'intégrale curviligne qui forme le second membre de (2) est
indépendante du point O, & 4{AT prés.
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sd? étant l'angle de contingence en un point de la
courbe.

Si la courbe C n’a ni points anguleux ni points de
rebroussement, l'intégrale qui figure dans le second

Fig. 1.

A

D

membre de (3) ne donne lieu a aucun commentaire.
S’il existe un point anguleux tel que E, on peut d’abord
U’émousser, c’est-a-dire raccorder les arcs DE et EA
par une trés petite courbe n’introduisant pas depoint
double. A la limite, on voit que ce point double.fait‘

intervenir dans 'intégrale le terme DE, EA, en dési-
gnant ainsi 'angle compris entre — = et 4= dont 1l
faut faire tourner autour de point E le grand cercle
tangent & DE pour 'amener & coincider avec le grand
cercle tangent a EA, ces deux grands cercles étant
orientés comme les arcs correspondants. De méme, un
point de rebroussement fait intervenir un angle égal
a4 47w oua —m, le recours a 'émoussement préalable
ne laissant aucun doute sur le signe qu’il faut prendre.
Posons provisoirement

[Cl=2n— | do-
A

1l faut montrer qu’on a

4) [C]=(C).

Tout d’abord, joignons deux points A et D de C par
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un arc AFD, contenu tout entier dans la région a
gauche de C et n’ayant pas de points doubles. Je dis
qu'on a
(5) |ABDEA | = [ABDFA ]+ [AFDEA]
On a en cffet par definition

[ABDFA]=o2n— de.
/ABDEA

Mais, d’aprés la remarque relative aux points anguleux,

T — T~
f do= [ do+ [ dg+BD DE N AT
ABDFA ARD

AT
Donc
- ~
[ABDFA] = m—f do— [ de—1BD. DF — 1A, AB.
ABD “ DFA
De méme
/\\ \
[AFDEA] = 27:——/ d,»—f ds—TD, DE—1L\, AF,
" AFD < Bl A

Ajoutant, il vient, en tenant compte des integrales qui
se détruisent,

[ABDFA]—&—[AFDE\]
T T~ T~ -
=47 — dg:-—(Bl) DE +1D,DE LA AF Ly, \B)

ABDEA

Supposons que les points A et D ne soient anguleux
ni 'un ni autre sur la courbe C (s’ils I'étaient, on
les émousserait). Les quatre angles mis entre paren-
théses a la fip de la formule précédente sont Lous com-
pris entre o et = et sont deux a deux supplémentaires.
On a donc

[ABDFAJ—r[AFDEA].—_iw—-/ do—2x
«/ ABDEA

=27 — [ do =[ABDEA],

Cc. Q. F. D.
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La relation (5) s’étend naturellement a la décompo-
sition de la région a gauche de C en un nombre
quelconque de régions.

Cela posé, la relation (3) ou (4) est vraie pour un
triangle sphérique ABC i pauche, car elle se réduit
alors a

(ABC) =>z — (=) = {x =) — (= - {)
NN A
=A+B+C—m,
ce qui est une formule classique. On peut donc, par
application de la formule (5), étendre la formule (3) a
un contour polygonal sphérique quelconque sans points
doubles, la région a gauche d’un tel contour pouvant
toujours étre décomposée en triangles a gauche.

Par un passage a la limite, on étend la formule (3)
a une courbe fermée quelconque sans points doubles.
Si le lecteur éprouve ici quelque inquiétude, voici
(esquissée) la démonstration. Il faut établir que, MNP

Fig. 2.

Cc

étant un polygone, ayant pour cotés des arcs de grand
cercle, inscrit dans une courbe C (fig. 2) (1), lasomme

(') Sur cette figure, les arcs de grand cercle sont représentés par
des droites.
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des angles extérieurs ¢ de ce polygone tend vers V'inté-

grale f d¢, quand les cotés du polygone tendent vers
c

zéro.
Menons les grands cercles tangents a C en M, N, P.
On forme ainsi deux triangles sphériques infiniment

. A s
petits MNQ, NRP. On a, Q étant I'angle infiniment
petit de sommet Q,

A T T
Q ~ QMN + MNQ,

a un infiniment petit du second ordre prés, MN étant
P'infiniment petit principal, car le triangle MNQ étant
infiniment petit, son excés sphérique, égal a son aire,
cst du second ordre.

D’autre part, si les coordonnées d'un point de C sont
des fonctions réguliéres d’'un paramétre, on voit, sans
qu'un calcul effectif soit nécessaire, que les rapports

N N
QN MNQ
MN MY

tendent vers une méme limite, quand N tend vers M.

o~

Donc le rapport des angles QMN, MNQ tend vers

I'unite, et Pon peut écrire, toujours en négligeant un
infiniment petit d'ordre supérieur,

. A N

Q ~ »MYO.

A o .
De méme, R étant I'angle infiniment petit de sommet R,

A PR
R N2RNP.

6\+i{\~2(®—@)=28.

Donc
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On peut done écrire
A AN
e=2(Q+ 1) i+ o),
f étant infiniment petit.
Si I'on étend cette égalité a tous les points de G, on
a, en ajoufant,

A
Te=(u+10")zQ,

% étant encore infiniment petit (il faut ici invoquer la
4
continuité umforme). Par conséquent

limEe = [dgs,
Je
c. Q. ¥. n. ().

6. Courbe fermée quelconque — Si maintenant
I'on suppose que C est une courbe fermée ayant des
points doubles en nombre quelconque m, on a la
formule
(6) (C)Ez(l%—m)‘n—/dqﬂ

¢
St m=o, la formule (6) est exacte, puisqu’elle se
réduit a la formule (3). Il suffit donc d’établir que la
formule (6) est vraie, si on la suppose établie pour
louates les courbes ayant moins de m points doubles.

A étant un point double de C (fig. 3), décrivons
cette courbe en partant de A jusqu’a ce que nous y
repassions. Nous décrivons ainsi une premiére courbe
fermée C,. Continuons le parcours. Nous revenons
encore au point A aprés avoir décrit une nouvelle

(') La formule (3) n’est qu'un cas particulier de la formule
d’Ossian Bonnet, vraie pour une surface quelconque (voir par
exemple VEssior, Lecons de Geéomélrie superieure, p. 75).
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courbe fermée C,. On a, en vertu de la définition (2)
de (C),
(C)=(Cy)+ (Cy).
Soient m, et m, les nombres des points doubles de C,

et de C,, respectivement. On a

m=1-+ my— my-+ n,

n étant le nombre des points doubles de G qui sont les

o
g, 3.
~
N
\
A Y
A
\
[}
, ]
]
’
C 4 !
4 /
’
It '
’ -—='n /I
L.~ N K
A ~ ’
Pl \ ’
l/ : *\ J
! [ LY S C2
! [} AN .,
[ N
\ pod
Y \ Y
[y * LAY
\ ® Pid \
S, -
b ., e ‘
~ -
Sea e !
~~\ I’
~ ’
\~ ’/

oints d’intersection de C, et Co; n est un nombre
p )

pair, puisque G, et Gy sont des courbes fermées. Donc
(mod 2).

m=1-+ mq—-r Ny

D’autre part, (6) est supposée vraie pour G, et pour C,.
Donc .

(Cyy=>(+m)n— | do,
Cy

(C,)EQ(l+mg)7r—-fd§,
Cs
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.

d’ou
(C)=(C) +(C)=1nrm+2(1+m+nmy)r— | do — fdc;

L
_2(l+m)r—/d<p fdvp

Enfin [—-{—f ne différc de f que par la somme des

angles introduits dans les dcux premiéres intégrales
par le point anguleux A, et la figure montre clairement
que cette somme est nulle. La formule (6) est donc
¢tablic.

7. Corollaire. — On déduit de la formule (6) une
conséquence assez curieuse. Portons sur tous les grands
cercles tangents a C, a partir des points de contact, ¢t
dans le sens qui résulte du sens de parcours de C, des
longueurs égales a =. Le lieu des extrémités des qua-

drants ainsi obtenus est une courbe C,, dont laire est
cgale a celle He la courbe C, augmentée de Vaire
balayée par les quadrants. Or, 'élément de cette der-
niére est égal a do. On a donc

(Ct)E2(1+’7l)ﬂ—fd?+fd?z'2('+”1)73-
C «

Ainsi Uaire (Cy) est égale (mod 4w) @ 2w ou a zéro,
suivant que C a un nombre pair ou un nombre im-
pair de points doubles.

Sil'on invoque les propriétés classiques des indica-
trices sphériques des courbes gauches, on conclut de
la le théoréme suivant, da a Jacobi (V) :

(') Gesammelte. Werke, t. VII, p. 34. J. Bertrand cite ce théo-
réme dans son Traité de Calcul différentiel et de calcul intégral,
L. I, p. 744. Ni I'un ni Pautre de ces auteurs n’a regardé la question
de prés. Ils disent que la courbe C, divise I'aire de la sphére en
deux parties équivalentes, ce qui n’est pas toujours exact, comme
le montrent les développements du présent article. '
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Par un point O menons des paralléles aux nor-
males principales d’'une courbe gauche fermée.
quelconque. Les traces de ces paralléles sur une
sphére de centre O et de rayon égal & l'unité ont
pour lieu une courbe fermée C, d’aire égale, soit
a 2w, soit @ séro. ’

8. Courbes supplémentaires. — Ll courbe supplé-
mentaire d’une courbe C est la courbe €', lieu des
poles des grands cercles tangents a C. Il est bien connu,
et d'ailleurs presque évident, que, réciproquement,
C est supplémentaire de C'.

Un grand cercle ayant deux poles, cette définition
dennerait deux supplémentaires a (.. Pour avoir une
courhe unique, voici comment je proccderai :

Soiv d'abord un arc régulier AB, décrit dans le
sens AB. Son arc supplémentaive A’'B’ sera le lieu des
poles a gauche ou a droite des grands cercles tangents
orientés comme AB, suivant que cet arc est lui-méme
a gauche ou a droite.

Prenons maintenant une courbe fermée C, que je sup-
pose. pour simplifier, dépourvue de points anguleux.
Elle se compose d’arcs réguliers séparés par des points
d’inﬂexion ou par des points de rebroussement. Les
premicrs séparent des arcs de sortes différentes et les
seconds des arcs de méme sorte, puisque nous excluons
les rebroussements de seconde espéce.

Les points d’'inflexion de C sont nécessairement cn
nombre pair, puisque, a chacun d'eux, do change de
signe et que do doil reprendre son signe initial qpand
le point décrivant C revient au point de départ. Les
rebroussements peuvent étre en nombre pair ou en
nombre impair.

Si Pon construit les arcs supplémentaires des arcs
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réguliers successifs qui constituent AB, ils forment une
suite discontinue, l'origine de chacun d’eux étant
Pantipode de Dlextrémité de larc précédent, que la
discontinuité provienne d’un point d’inflexion ou d’un
rebroussement de C. Pour obtenir une courbe continue,
on peut s’y prendre comme il suit : partant d’'un point
d’inflexion ou d’un point de rebroussement de C,
décrivons le premier arc régulier AB de cette courbe
et construisons son supplémentaire A'B' comme il a été
indiqué plus haut. Soit BD P’arc régulier qui suit AB.
Je remplacerai son supplémentaire par l'arc anti-
pode B'D’. B pouvait éire un point d’inflexion ou an
point de rebroussement de C. 1l est aisé de reconnaitre
que, suivant le cas, B’ est un rebroussement ou un
point d’inflexion de A’B'D’ ().

En continuant ainsi, on construit un arc A'B'D’...,
qui sera fermé, si le nombre des rebroussements est
pair, carle nombre des points d’inflexion étant pair aussi,
on aura remplacé un point par son antipode un nombre
pair de fois, et 'on sera par conséquent revenu au point
de départ a la fin de Popération. Si le nombre des
rebroussements de G est impair, on aboutit au point
antipode du point A'. Il faut alors, pour obtenir une
courbe fermée, décrire deux fois la courbe C. Il est
toujours permis de supposer que C a un nombre pair
de rebroussements, cette courbe pouvant étre dans la
réalité une méme courbe décrite deux fois de suite.

9. Relation entre l’aire de C et la longueur de sa
supplémentaire C'. — Pour éviter des complications,
Je considérerai, a partir de maintenant, les aires comme

(') On se rend compte aisément de ces faits en prenant pour AB
et BD deux arcs de cercle, dont les supplémentaires sont deux
autres arcs de cercle.
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définies suivant le module 2w et non plus 4=, de
maniére a éviter la considération des points doubles.
AB étant un arc régulier, posons

(AB)y=— [ do (mod 27).
. AB

Pour une courbe fermée C, composée darcs régu-
liers AB, BD, DE, dépourvue de points anguleux et

ayant un nombre pair de rebroussements, on a
(7) (€)=(AB)+(BD)+(DE)~+...  (mod>x),

car la somme des termes égaux 4 &= = qui interviennent
dans 'expression de (C) el qui proviennent des rebrous-
sements est un multiple de aw.

L’arc ¢lémentaire de l'arc A'B’, supplémentaire
de AB, est la distance des poles de deux grands cercles
qui s¢ coupent sous langle do. Cest donc |do|, et
comme do ne change pas de signe le long de AB, on a.
en désignant par A'B’ la longueur, considérée comme
essentiellement positive, de I'arc A'B’,

(AB) == A'B (mod » =)

avec le signe -, si AB est a droite, et le signe —,
si AB est & gauche.

Considérons maintenant la somme (AB)+ (BD),
B étant un point de rebroussement ou un point
d’inflexion.

1° Si B est un pomnt de rebroussement, B’ est un
point d’inflexion sur ['arc A'B'D’. AB et BD étant deux
arcs de méme sorte, on a, avec correspondance de
signes,

(AB)==A'B’, (BD)==BD  (mod2m),
d’ou
(AB) 4+ (BD) === (A’'B'+ B'D’)  (mod 27).
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2° Si B est un point d’inflexion, B’ est un point de
rebroussement sur 'arc A'B'D’. AB et BD étant deux
arcs de sortes opposées, on a, toujours avec COrrespon-
dance des signes,

(AB)==+=A'B, (BD)= xB'D’ (mod 2m),
d’ou
(AB)+ (BD)===(A'B'— B'D’) (mod 27).

En continuant, on parvient i une relation de la
forme

(8) (C)=(AB)+(BD)~+ (DE)
== AB —BD =DE ... (mod » %),

ot deux termes consécutifs du second membre ont le
méme signe, s’ils désignent les longueurs de deux arcs
séparés par un point d’inflexion, et le signe contraire,
<1 ces arcs sont séparés par un point de rebroussement.
Le résultal s’exprime ainsi :

L’aire (C) de la courbe C est congrue, suivant le
module 2w, a = L' L' désignant la somme alternée
des longueurs des arcs de la courbe supplémen-
taire C', séparés par les points de rebroussement
successifs de cette courbe.

En tenant compte des points doubles de C, on par-
viendrait & une congruence suivant le module 4=, plus
précise que (8), mais plus compliquée.

On voit que deux courbes fermées, de méme lon-
gueur totale, ont pour supplémentaires des courbes
Sfermées, de méme aire. Ce théoréme n’est vrai qu’en
gros, et les développements qui précédent montrent
comment il faut le préciser.
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