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UN PROBLEME DE PERCUSSIONS ;
Par G. BOULIGAND.

1. Etudions d’abord le probléme suivant :

On considére un fil flexible, inextensible et sans
masse, suspendu par une ertrémité O, et le long
duquel on dispose invariablement des masses ponc-
tuelles en des points My, My, ..., M,. Le systéme est
en équilibre dans sa position verticale, et U'on sup-
pose que ~

OM;=M,My=... =M, M,.
Soient m,, ms, ..., my les masses placées aux points
en question. On fait agir simultanément sur elles
des percussions horizontales et paralléles, d’inten-
sités respectives Py, Py, ..., Pp. En désignant parl
la longueur totale, déterminer l’état des vitesses du
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systéme, a l’instant immédiatement postérieur a la
production de ces impulsions.

Nous avons fait la figure dans le cas de n =4 et
nous avons pris comme axe Oz la position d’équilibre
du systéme. Soit OM,M;, ..., M) une position vir-

Fig. 1.
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tuelle quelconque : nous la déterminerons par ses
angles

NS
0z, OM, =0, ... Oux, OM,=0,.
Les coordonnées des différentes masses dans cette

position seront données par des équations de la forme

l
zp= = (cosB; + cosOy—~+...— cos¥,),

o , ,
yi=x (sinfy + sinf0y +. ..+ sin®;).
De la, on passe aux vitesses

z',=—%(e', sin®; + 0} sin8; +. ..+ 0;sin0;),

4
Yi= - (0 cos 0y + 0 cosOy+...+ 0} cos0;).
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Dans la position utile Oz, tous les 8; sont nuls.
Donc z*+ y/? se réduit a

.

2
— (O 0y B,
d’ou, pour cette position, la valeur de la force vive

2
(1) 2T=é;[m,ﬁ’,’+l7zg(0’,+ﬂf_,)’+...
~+ mp (0} + 0, 4. ..+ 0,)2].

La réponse est alors immédiatement fournie par les
équations de Lagrange relatives aux percussions. L'une
de ces derniéres, appliquée a M;, a pour compo-
santes (0, P;). Son travail virtuel est donc P;8y;. La

somme des travaux virtuels sera ZPiSyi ou encore

l
(2) - [Py 301+ Py (30, + 80y) 4. ..+ P, (80 + 0o+ . .+ 86,)].
Il faut écrire que I'on a, pour les valeurs 1, 2, ..., n
de l'indice ¢,
oT
A(W>= Pi+Pi+, -+ ... +Pn,
L

ou simplement, puisque les vitesses initiales sont

nulles,
oT
0_0'.- = P; + P,‘+.—+— e +Pn,
13
d’ou les équations

1m0, 4 g (8,4 0%) .. M (8 0y .- 0,) = ’7‘(?.4- Py+...+Pp),

My (V) 4 0,) oot M (840 0) =2 Pyt...4-P),
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d’ou 'on tire

P,
O B 0, =
n
Pn-
B 0y e 0 = ’Z‘ = :,
-
(3’) § et ettt et et e e ,
P
6, + 65 —_—,Tl”—li-a
’ — n Pl
0| —7 -”—1';’
d’ou finalement
, n Py ,_n P, Py
=22, =22, ..,
. ! my I\ my my
3 bis)
o — 2 (Pn _ Par))
\ Tl \mp mpoy

Le probléme est donc résolu.

2. Posons-nous maintenant la méme question, mais
en supposant une répartition continue des masses le
long du fil ainsi qu’une répartition continue des impul-
sions simultanées. Tel serait le cas d’un fil vertical
soumis a un courant d’air trés brusque. Il s’agit encore
de trouver les vitesses qui succédent au phénoméne de
percussion ainsi produit. A cet effet nous donnerons
dans Pintervalle (o, /) de variation de z la den-
sité p(z ), ainsi que la densité d’impulsion = (). Soient
s Pabscisse curviligne d’un point sur la ligne dessinée
par le fil, dans une position virtuelle quelconque,
6 Pangle de la tangente dans le sens des s croissants
(qui est également ici celui des x croissants) avec Oz.

Nous aurons, pour la force vive,

1 x 2
€)) 2T=f [p(m)dx(‘/o‘ 3—2(13) J,
o
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expression qu'on peut déduire de (1), en faisant
croitre n indéfiniment. On pourrait d’ailleurs 'obtenir
aussi par un calcul direct, en remarquant que dans une
position virtuelle, un point courant de I'arc étudié a
pour coordonnées

s -~ s
x =f cos b ds, y= f sinfds.
0 0

, . d 0 .
On en déduit 7;—; et dlt/: ce sont des fonctionnelles

., . . Jo
linéaires et homogénes de %
[¢

()_x:_f sin()g(j-ds, ‘_)Z: cosﬂ‘-’-gds.
Jt o ot A

.. . ), .
Dans la position utile, % est nulle quel que soit s, et

Yon a
) ol
L= [ Fords
0

On a d’ailleurs
!
dy\?
p T = —— d
oT= [ ote) (%) ax,

ce qui donne la formule (4). L’expression obtenue est
une fonctionnelle homogéne et du second degré de %g,
pour lintervalle oSz £ 1.

Calculons maintenant le travail virtuel correspondant
a une déformation infinitésimale du fil. Pour la définir,
il suffit de donner la variation 38 en fonction de z. Sur
I'élément (2, 4 dx) agit une percussion de compo-
santes o et &w(x)dz. La somme des travaux virtuels
sera

1
f w(z)dy dz,
()
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ou 'on doit prendre

x
Sy = [ 56 ds,

<0

d’ou I'expression du travail percutant

l r
(5) 66:[ [dxm(.t)f SOdsl,
0 0

qui est bien, dans les conditions étudiées, la limite
de (2). y

Cela posé, I'intervention d’une infinité de degrés de
liberté ne fait nullement obstacle a 'application de la
méthode de Lagrange au probleme actuel. Clest ce
qu’on peut montrer en reprenant I'équation fondamen-
tale de la dynamique des percussions

(6) S(mAz'— Pg)8x+ S (mAy' —P,)3y =o

applicable a tous les systémes satisfaisant a la condi-
tion des travaux vittuels. Nous rappellerons seulement
qu’un fil flexible satisfait bien a cette condition. L’équa-
tirn (6) doit étre vériliée pour tous les 6z, &) compa-
tibles avec les liaisons. Les liaisons consistent actuelle-
ment dans la condition de conservation des longueurs
sur le fil. Pour I'exprimer, 1l est indiqué d’utiliser les
valeurs (x, y) des coordonnées d’un point du fil
exprimées pour chaque valeur s de 'abscisse curviligne a
l'aide la fonction 6(s), car cette derniére, ainsi que sa
variation 64, sont arbitraires. D’ailleurs, pour la posi-
tion utile, nous avons 8z = o. L’équation (6) devient

] 1 A (%) par'sa valeur 2
a. OI'S, en y remp a(;anl —(;; pﬂl‘ sa valeur Fl_’

I\ rd0 x
fo i[p(x)dz‘/‘; .&(s)ds—m(x)dx][ 86ds§=o,

ou toute la quantité entre crochets doit étre intégrée
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par rapport a x. Posons
09
9(.1‘)_—_”[ l—);(s)ds

et cherchons d’abord ¢(x), c’est-a-dire la primitive

de gg (z). Il faut écrire que 'on a

1 1
Y — 86 d.
L[g[.o(r)o(m) ”’“’)]fo s

quelle que soit la fonction 80 dans I'intervalle |(o, {).
Or, d’apres la formule de Lejeune-Dirichlet relative a

dx = o,

Fig. 2

.-
une integration dans le triangle OAB du plan 20Os, la
condition précédente peut s’écrire

1 l
6ed x — d =0,
[ s[ [6(2) 9(2)—w(2)] dz = o
elle exige que 1'on ait
14
(7) f[P(x)?(x)~W(x)]dx=o

quel que soit s, ou enfin que

_w(=z)
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Un a donc finalement pour définir I'état des vitesses
aprés la percussion

(7 bis) ‘E::“_(E).

I1 est clair que la formule (7) et la formule (7 brs)
pourraient s’obtenir a partir des relations (3') et (3 bis)
par passage a la limite.

Cet exemple se rattache a une théorie générale :
extension des méthodes de la dynamique analytique
aux systémes comportant une infinité de degrés de
liberté. Dans le cas ou ces degrés sont en nombre fini,
un probléme de percussions conduit a la résolution
d’un systéme d’équations linéaires, en nombre égal a
celui des paramétres indépendants. Dans le cas d'une
infinité de degrés de liberté, on pourra obtenir des
équations intégrales linéaires (') : ici, ces équations
sont particuliérement simples et susceptibles d’une
résolution immédiate.



