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[L!17d]
PROBLEME DE PONCELET ET PROBLEME ANALOGUE;
Par M. BerTrRanD GAMBIER,

Professeur a la Faculté des Sciences de Lille.

1. Poncelet a montré qu’étant donnés une premiére
conique Gy, un triangle T autopolaire relativement a C,,
et un entier n Z 3, il existe o' coniques C,, conjuguées
par rapport a T, telles que chaque couple (GC,, Cy)
admette o' polygones P, de n cotés inscrits dans G, et
circonscrits & G, ; pour un tel couple (C,, C,), on peut
prendre arbitrairement, soit le premier sommet sur G,
soit le premier coté tangent a C,. Cette question,
devenue classique, a été I'objet de nombreux travaux.
Je voudrais montrer comment on peut la résoudre en
n’employant que les propriétés les plus simples des

d'ou
B*+ C?

m“:A* A

Or il est clair que l'on a
A=2S{a,p,
- . .
et, si Pon pose @', = a,— B,

B+ Ci==ZXa',a

P p+l:
donc finalement on a
|fapa,, |I*
z|’$Za, ]t — .
|2 Sl a, b~ g

Les = portent sur les indices p allant de —1 & n; mais il est
clair que, dans le premier, on peut ne faire varier p que de o A n
et, dans le second, de 0 &4 n —1. H. L.

.
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seules coniques; }’engagerai néanmoins a lirela solution,
basée sur les fonctions elliptiques, donnée, par exemple,
dans le traité d’Halphen, soit la solution si élégante,
donnée d’aprés Cayley, par M. Lebesgue aux Annales
de Toulouse (1922), basée sur les propriétés des
cubiques générales et la théorie des groupes de points
résiduels.

Je montrerai que la construction de polygones Il,
inscrits dans une conique C,. de facon que chaque
couple de deux sommets voisins soit conjugué par
rapport & une nouvelle conique I' se raméne a la ques-
tion étudiée par Poncelet, et inversement. On obtient
d’ailleurs un résultat, accidentel, mais curieux, a savoir
que si deux coniques G, et C, admettent o' quadrila-
téres , de Poncelet, elles admettent o' hexagones I,
du nouveau probléme.

Nous verrons aussi que l’étude du probléme de
Poncelet est en relation étroite avec l'itération de subs-
titutions rationnelles effectuées sur des polynomes
homogénes a 3 variables.

2. Etant données deux coniques C,, C,, d’'un point
arbitraire A, de C,, je méne une tangente a C, qui
coupe G, de nouveau en A,; de A, je méne a C, la
tangente autre que A,A,; j'obtiens ainsi le point A,
sur C,, et continue ainsi de fagon a obtenir une chaine
AGA,...A;de i cdtés, inscrite dans C, et circonscrite
a C,. La droite A,A;, variable avec A,, enveloppe
manifestement une conique C;, car par tout point de G,
passent deux chaines et deux seulement admettant A,
pour premier sommet; les deux tangentes issues de A,
a C; ne se confondent que si les deux tangentes issues
de A, a G, se confondent, donc C; appartient au
Jaisceau linéaire (G, C), quel que soit Uentier .

Ann. de Mathémat., 5¢ série, t. II1. (Avril 1g23.) 20
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Cette remarque est essentielle et donne la clé du pro-
bleme (*).

Soient AgA A,... A et AgA' .. A} les deux chaines
d’'ordre n issues d'un point quelconque de G, : la droite
A, A} enveloppe la conique C,, et 'on a une identité

(') Copn= 12714-100‘{" l‘::zCh

ot Iz, 1,44 sont des fonctions algébriques rationnelles
et entiéres des coefficients qui entrent dans les premiers
membres G, et C, des équations des coniques du début.
Si I'on écrit les équations numériques

(2) Iy, = o,

(3) Ispy =o,

tout couple de coniques C,, G, satisfarsant al,, =o
(ou lyupy=0) admet ' polygones Py, de Poncelet
(ou ' polygones Py, de Poncelet).

Il faut expliquer un paradoxe : étant donné le point A,
les droites A A{, A, A',,..., A3 A’,, quienveloppent res-
pectivement C,, Gy, ..., C,,, quand A, décrit G,, ont
des équations rationnelles par rapport aux coordonnées
de A, ou, sil’on préfére, par rapport au paramétre ¢ qui
individualise Ay sur Cy. On a toujours quatre solutions
du probléme P,, ou Py, ,, car elles correspondent
aux tangentes communes aux coniques G, et G, pour
Py, et C,, Gy, pour Py, ., : mais ces solutions sont
impropres, et connues a priori.

En effet, prénons comme A, un point commun a G,
et G, : A, et A sont confondus, A, et A, aussi, ..., A,
et A}, aussi; c’est cette remarque qui nous a montré
que A, appartienta C;, quel que soit i. Les droites A, A,

(') On peut remarquer qu'une chaine de z€ro coté donne comme
enveloppe C, et qu’'une chaine de un c6té donne C,.
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A A, ..., Ay A, correspondant a cet A, particulier,
sont des tangentes communes a G, et Gy, ou Gy et Cy, ...,
ou G, et C,,. La chaine particuliére

A ATAGA LA A,

parcourue a partir de cet Ay, particulier, pris comme
premier sommet, avec A,A,_; comme premier chai-
non, se replie en A, sur elle-méme et se refermeen A,
de sorte qu’elle donne un Py, impropre; partir de cet
A, particulier avec la tangente autre que A, A,_, ne.
referme plas la chaine; partir sur la chaine particu-
liere ApA, .. A A, d’'un sommet A; autre que A,,
soitavec la tangente A, A;_,,soitaveclatangente A; A,
ne referme pas la chaine avec 22 chainons. Les quatre
points communs a C, et C; donnent donc les quatre
solutions P,, prévues a priori, mais impropres.

De méme, soit B, un point de contact avec G, d'une
tangente commune a G, et C,; soit ByB, la tangente
a G issue de B, et autre que la tangente en B, a Cy; la
chaine B4B,B....B, s’en déduit et ’on a manifestement
B, =B, B, =B, ..., B, =B,_:; la droite B,B,_,
est donc la droite B,B), relative a ce By particulier;
donc la chaine B,B,_,...B,B;B,B,...B,_.B, se
referme bien en B, par (2n + 1) chainons consécutifs,
et donne un P, ., impropre; mémes observations que
plus haut, il faut partir de B,, (et non de B;) et avec la
tangente B,B,_,.

Formons donc I'équation de A,A, au moyen du
paramétre ¢ de A, et exprimons que cette droite
touche Cy ou C; : nous avons une équation du qua-
trieme degré en ¢

(4) - E(t)=o0

qui coincide, sauf un facteur numérique en t, mais
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Sonction des coefficients de C, et C,, soitl,, ou Isnyy,
avec I’équation

(5) e(t)y=o0

que nous pouvons écrire a I'avance, relative aux points
communs a G, et G, ou aux points de contact avec C,
des tangentes communes a G, et C,. Ce facteur 1,
ouly,  nest pas numérique par rapport aux coeffi-
cients de C, et Cy, sinon on n’aurait jamais de poly-
gones P,, quelles que fussent C, et C, : or 'existence
de polygones réguliers dément cette impossibilité.
Quel que soit n, il existe donc des couples de coniques
admettant des polygones P, de Poncelet.

Nous retombons donc sur le méme résultat que plus
haut : I, £ o, impossibilité des P, véritables; 1, = o,
! polygones P,. Il suffit donc d’avoir constaté exis-
tence d’un polygone P, (véritable) inscrit & Cqy, cir-
conscrit a G, pouren déduirel’existence deoo! polygones
de méme espéce; cela tient a ce que, en dchors des
quatre tangentes impropres du cas général, la conique

Cy(ouC,)admetavec la conique Cyp. si n est pair <ou C=
2

sin est impair) ntangentes nouvelles, de sorte qu’il y a

identité des deux coniques.

3. Dansle cas ou les polygones P, véritables existent,
on peut partir d’un point arbitraire de G, et 'on revient
en ce point au bout de n chainons. Etudions a ce point
de vue les points particuliers Ay, communs a C, et G,
et les points B, de contact avec C, d’une tangente com-
mune a C, et C,.

1° Existence du polygone Py, : en partant de Ay,
chainons conduisent en un nouveau point commun
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a G et G;; en partant de Bq avec la tangente a C, dis-
tincte de la tangente en B, a Cy, n—1 chainons
conduisent en un nouveau point de contact d’une tan-
genle commune.

2° Existence du polygone P,,,, : partant de A,,
n chainons conduisent en un point B, de contact
avec G, d’une tangente commune ; inversement, partir
de B, conduit en A,.

L'un de ces critériums nouveaux est nécessaire et
suffisant.

Sans avoir recours a ces critériums particuliers,
nous pouvions donner des exemples de «', P;, P, ou
P;, puisque l'on peut faire passer une conique par 3,
4 ou 5 points arbitraires et inscrire une conique dans
un polygone de 3, 4 ou 5 droites arbitraires. Avec les
nouveaux critériums on peut donner des exemples
graphiques de P;, P; ou P; en se donnant arbitraire-
ment C, et une chaine spéciale convenablement choisie ;
par exemple pour 'octogone, trois cordes consécutives
de G, et les tangentes aux deux extrémités déterminent
complétement la conique G, tangente a ces cinqdroites
(tandis qu’une chaine de quatre cordes de C, donne-
rait quatre tangentes a C, et les points de contact de
deux d’entre elles).

4. Dans le cas général, la suite illimitée
CyCiCy...CrCpyy ...

n’est pas périodique. Dans le cas de polygones effec-
tifs P,,, on a la réduction exprimée par le schéma
\ GoCyCy... Czn—p v+ C3n—2C2n—1Csy Gen+1Cansa. .. y

(6)'((:,0.02...0,, ..Ca € G C € ...
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Pour les polygones Py, on a de méme

( ) Co Cl Cz o C!n-—}) “on C!n—z Cza—l Czn Czn-H Czn+2 C2n+l ey
770 CoC1GCyuoiCpay ...C3 Gy Gy Go Gy Gy

Réciproquement, écrire la seule équation Cp = Cy,p
suffit pour exprimer la possibilité des P,,; cela fait
bien une équation unique, puisqu’il s’agit de coniques
d’un méme faisceau linéaire; mais ce procédé, qui a
I'avantage de ne pas obliger a former successivement
les équations des coniques C,, C;, ... jusqu’a Cq,
compris, a l'inconvénient d’introduire des solutions
étrangéres ; ainsi écrire C; = Csy,_, entraine soit P,,,
soit P,, ;, comme on le voit en écrivant de nouveau
les lignes (6) en y remplagant n par n — 2. De méme,
écrire C,, = G, entraine soit P,, ., soit Py,_,; ce
mode particulier de calcul fait donc apparaitre, comme
facteurs parasites, des invariants déja rencontrés dans
les calculs successifs relatifs a Py, Py, ..., Py, Py o,
Ecrire C,, = Co n’introduit pas de tels facteurs para-
sites.

Mais si n n'est pas premier, quel que soit le mode
de calcul employé, on retrouve comme facteurs étran-
gers les conditions déja rencontrées pour les diviseurs
de n; en effet un polygone proprement dit P, par-
couru n, fois consécutivement est encore un polygone
(non rephé) de n,n, cotés. On saura donc éliminer ces
facteurs parasites. )

On remarquera que, si p est premier avec n, et si
C, et C, admettent des polygones P,, il en est de méme
de G, et Cp; sip et n ont un plus grand commun divi-
seur 8, C, et C, admettent des polygones P, ..

¢

Enfin une derniére remarque trés simple : si I'on
étudie le cas P,,, la conique C, se réduit nécessaire-
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ment & un point et ce point est I'un des trois sommets
du triangle autopolaire commun a C, et C, : se donner
C, et ce triangle donne donc ¢rois séries analytiquement
distinctes de coniques C,. C’est ce qui explique pour-
quoi, en cherchant les quadrilatéres a la fois inscrip-
tibles dans un cercle et circonserits a un autre, on
trouve deux catégories distinctes : R, R, étant les
rayons des cercles Cy, C, et D la distance des centres,

on a soit
Ry =D,
soit
I 1 _ 1
(R—Dp " (R+Dp Ry’

de sorte que dans le premier cas C, passe par le centre
de G, et les sommets opposés du quadrilatére sont
symétriques par rapport a la ligne des centres, tandis
que dans le second cas, les diagonales du quadrilatére
passent toutes deux en I'un des cercles de rayon nul
appartenant au faisceau (C,y, C,).

On remarquera qu'il est intéressant de supposer les
polygones P, réels, donc Cy et C, réelles toutes deux,
la totalité ou une portion de C, étant extérieure a C,.
Or, pourvu que les équations de C, et C, soient a
coefficients réels, le triangle autopolaire commun est
réel et 'un des sommets est intérieur a C, : donc par
une perspective réelle qui renvoie le coté opposé a
Vinfini, on peut supposer que G, et C, ont le méme
centre et que C, est du genre ellipse; cela fait, la
transformation homographique bien connue transforme
C, en un cercle : on peut donc, sans restreindre la
généralité, prendre les équations des coniques sous la
Jorme réduite
(Co) rt+ y?— 1 =0,

(Cy) .t’+y’ ~ =

ay by Cy



( 264 )

les notations étant choisies de fagon que les formules
de récurrence que nous développerons plus bas aient
la forme la plus simple. Quand on revient aux équa-
tions générales (précédant I’homographie ou perspec-
tive), il suffit de remarquer que I'équation

Co—)\C|=0

se réduit a deux droites pour A = a,, b,, ¢,; donc on
se rappellera que a,, b,, ¢, sontles racines de I’équation

bien connue -
A—Ok-6, M —A=o0

dontle premier membre estle discriminant de Co — PN O

3. Soient (cos gy, sing, ) les coordonnées du point A,.
La droite Ay A, a pour équation

+9

-1 . Q1 - P2
JZ COS - l—+—_}fsm id

— €08 ——— = o0.
2

Po—+ 91
2

La condition de contact avec G, prend la forme

(b1+ ey— ay) cosgy cospy

+ (c1+ ay— by) singg singy — (a;+ by —cy) =0,

de sorte que I'équation de A, A est
(8) z(by+¢i;— ay) cosv,

+(cy+ay— by) singg— (a;+ b, —c¢y) =o.
Nous avons donc la condition d’existence des quadri-
latéres P,

lbz(b,—i—c,-—a,)(c,-i—a.—b‘)(al-{—bp—c,):0.

[Sil'on applique ceci a deux cercles rapportés a leur
ligne des centres et a leur axe radical
Co=2+yr*—2ax+c=o,

Ci=ax'4+ yr*—2a'z +~c=o,
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les racines de I'équation en ) s’obstiennent aisément et
Pon trouve

Rz R?2 — D2 R2
__*R_;_, Mhy= o Yi=1,
1

A +)\ =
1 2 R%’

de sorte que
)\3 = )\1 -+ he

donne D ==*+R et A; === (%, — ,) donne la relation
annoncée plus haut. |

De I'équation (8) on déduit I'équation ponctuelle
de C_)

Co= (b1+ cr—a))*a?
+(e1+a;— by )2 y?— (ay+ by —c;)2=o.

et I'on trouve immédiatement en posant

Li=a?+ b} +c}—2bicy—2¢cpay—2a, by,

CgE I;Co+ 4(1‘61()101.
La condition d’existence des triangles P est donc

[3 = 0.

D’ailleurs, si I’on adopte la seconde marche de calcul

proposée et si l’on écrit que A, A’ est tangente a C, on
trouve pour o, I'équation

(9) a (b1 + ¢y — ay)? cos?o,

“+ by(c1+ ay— by)? sin2¢y— (ay+ by— ¢y)r=o,
qui, par adjonction au premier membre de la quantité
identiquement nulle

— fa bycycostoy— fbyciay sinte,+ feyay by,

devient -
I3(ay cos?¢y+ by sin?go— ¢y) = o,

et nous vérifions ainsi toutes les circonstances annoncées
a priofi.
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Nous voyons aussitét que A, A joue par rapport &
C; le rdle de A, A, par rapport a C;, la conique G,
restant la méme dans les deux cas. Si donc on pose

1
Gr= (b1+ c,—-al)”
1
*= (e1+ay— 17:7 ’

— 1 .

2= (ay+by—cy)?’

(10) “b

on a, d’aprés les calculs qui précédent, appliqués a G,
et Cg,

Ch=(al+bl+c}—abycs—2c3a,—2asyh,)Co+4aybyc,Cy,

et ceci fournit aussitot la relation nécessaire pour les
hexagones Pg, obtenue en annulant le coefficient de
C, de fagon que C, et C, coincident. Cette relation se
décompose en

I 1 . I
11 -+ -
() (bl-(-cl—ai ci+a— b at—t-b,—rl)

I 1 I
X + -
(c‘—+—a1—bl a,—+ by — ¢y b,—{——c‘—m)

1 1 I
X ~+ —
<a,+ by— ¢y by+cy—ay Cl+ai_bl>

1 i 1
X -t —_ = 0.
<b1+01—(ll (‘1+ax—b1 a,—t—b,—cl)

Le premier facteur qui est symétrique en a,, b, ¢, ne
peut étre que le facteur 1, parasite, relatif au triangle;
c’est ce que I'on vérifie sans peine en le rendant entier;
on ne garde donc que les trois derniers qui expriment
d’ailleurs que C; se réduit & l'un des sommets du
triangle autopolaire.

Exprimons maintenant C, en C, et C,, ce qui est
facile en remplagant C, par I'expression déja obtenue':
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on a

(12) Ci=[a}j+bi+c}—2bsc4—2cia3—2a3 b3+ fasbycs I;]Cy
—+ lﬁaszCQ(ll bl Cq C‘.

La condition d’existence des pentagones est donc
(13) ai+bi+ci—2bsca—2c,a,— 20504+ faybicylz=o0.

Nous savons que cette condition doit contenir le
facteur parasite I, relatif aux Py; cela a été signalé par
la décomposition (11) de I'expression 2 Zbyc,— Zal;
on trouve ainsi les conditions définitives pour I’hexa-
gone ou le pentagone

(11") o= [(a1+ b1+ c1)2— j(aj+ by er)]
X [(ar+ by—+ci)2— 4(03+ cray))
X [(a;+ bi+ci)*— 4(c}+a1by)] = o,
(13") =1+ 41} =o.
La forme (12) de C; masque légérement la condition
d’identité de C, avec C,, c’est-a-dire d’existence des

quadrilatéres P; : il suffit de rendre I'équation entiére
en ay, by, ¢;, ou de multiplier par

(b1+cr—wa)t(ey+ar— by )*(ay+ by— ¢ )*

pour retrouver la condition 1, = o.

Pour obtenir la condition relative a l'octogone Py, il
suffit d’exprimer que C, et C, admettent des quadrila-
téres de Poncelet; on trouve ainsi

Ig= (ba+ ca— as) (c2+ ar— by) (@y+ by— cy) = 0.

Ces exemples suffisent pour montrer la souplesse et
la puissance de la méthode.

6. Indiquons maintenant comment par récurrence
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on trouvera les équations des coniques C,, Cs, ...,
Cp, ...y Capn ... successives. Prenons I'équation de la
conique C, sous la forme

(C ) x? yﬁ 22 _
alors le calcul fait au début du paragraphe 4 s’applique

ausst bien au couple (C,, C,) qu'au couple (Co, G,) :

posons donc

dy=by+ Ch— a, 2Qp= pn‘f‘ Yny
(14) Br=cn+an— b, ou 2bp=yp+ an,
Yn=an+ b,— cp 2Cp= tp+ Ba.

Les paramétres ¢, et o, sont liés par la relation
(15) @n COS o COSP, + B, Singy sing, — yp=o,
I'équation de A, A est

(16) 2, c0sQo+ By singy —yp=o,
I'équation ponctuelle de C,, est

(17) atzt+ Pry?—yhi=o.

(La condition de possibilité des Py, est 2, B,v, = 0.)
Pour abréger écrivons

1 b T = B
(18) )‘l—— 11’ = 11’ )\;— ai’ Ri= ey
On a donc
cos COSPy—y 4 Rp—y SIN sing,_1+— kp—1=0
(19) Po Pn—t+ Rn—1 SINPo Prn—1 n—t y

€089,—1€0S9, [y sing,_ysing, —A, =o,

et Pélimination de cosgn_y, sinp, ; entre les équa-
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tions (19) donne

(20) [= X pr—gsingg+ X,_q 2y sing, ]2
—+ [— An-1 €080, + Ay cOsp,]?

— [1#1 cosgy sing,— pp—y singy cosp, |2 = 0.

Cette relation (20), malheureusement, est vérifiée, en
parasite, par I'angle 9,,_, ou ©,_,, aulieu d’étre simple-
ment vérifiée par o, et ,. Donc le premier membre
de (20) est identique au produit

(21) H,[cosgo cosp, + Up—28inogsing, — Ap_s)
X [cOs9g COS 4+ (1 SiNQ, sin, — Ay ],
Ordonnons donc les premiers membres de (20) ou

(21) suivant les quantités suivantes, a ’exclusion de
toute autre,

sin2o, sin2o sin2g, sin?

(22) | 7"°F o FoSTon
singg singp, COSPy COSV, SIn@0 cOSPy Sino, COSP,

les termes du type de la premiére ligne (22) donnent

M+ Moy = Ha[ hams Ma 1),

p.% -+ [J.,:',_i = Hn[ Mn—2 ]J.,,—&—l],
(23)
A wioi—A —pioy=—Hp
Noiwl —Mo—pf =—Ha

Les termes de la seconde ligne (22) donnent

2% P-l)\n—l pn—1= Hp| Ap—a ptn+ Hn—z)‘n],
(Qj) 2)\17\"—1 b Hn[)\n—2+ )\u]a
2 My Pt = Ha[pn—2 + pal.

Y

Cela fait 7 équations pour les inconnues X, ., H, a
calculer en fonction des quantités Xy =1, py=1,
Ny 1y ooy Mooty Paos Supposées déja calculées. Ces
équations sont compatibles bien entendu; les deux
derniéres équations (23) donnent

1—H,=(1—}) (1—pd-y) = (10— Ay) (1 — p})-
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SiT'on pose

I_H% [ — H’l’l——l ¢y by— a,
k= = = —
(25) l—)\g [—)\,2‘_‘ b1 cl—a,'

k est une quantité connue et I'on a les formules, qui
résolvent la question,

/ Hn=1_' k2('_)‘§)("" }‘1%-1)1

2)\1)\n—-1
L L R W
(26) n H, n—2
An = iu—%lf:" — Mn—2-
r—pl . . .
La constance du rapport 1—7\,;: signifie simplement

que toutes les coniques C, contiennent les points com-
muns & G, et C,. Le calcul ainsi conduit montre que
es équations de et C,, s’obtiennent ensemble;
1 quat de C, et C,, s’obt t ble;
ans notre méthode, nous avons besoin de former
d t thode, b de f
I'identité
Con=l1n4+1Co+ 13, C;.
r on a le droit d’écrire, en prenan
O le droit d’ , L
Copn= 22+ w2 y2— A2,
Ien
1 =1 -+ —
2n+1 a ’

I
(27) ( ]-L,’,= Ign+1+ T:l’
1

I,
' M=l + =,
\ Cy

de sorte que-

I I
<——E) Iyp=1—p3, ay— by pl = (a;—by)lhny,

ay
(28)
1 1
(; - a) ln=1—23  ay—ei M= (a1 — o) anen.

Ces relations montrent clairement que la condition
I,n= o s’obtient en cherchant le plus grand commun
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diviseur des expressions p?—1 et A}—1, qui sont

rationnelles en a,, by, ¢, et 'égalant & zéro (on retrouve

. .. R
d’ailleurs ici la constante du rapport ! P'")- On
I— A2

remarque d’ailleurs que C,, ayant pour équation
Z24 pul yrt— M=o,
il y a a étudier les quatre combinaisons

)\n=l.l,l=|1
= 1, Br=—1I,
n=—1I, M= 1,

n=—1, Mp=—1I.
Mais I’équation (16) obtenue pour A, A} ou
Z COSQy—+ Mp Y COSPo— hp =0

montre que la premiére combinaison est a rejeter, car
on aurait alors A, = A, = A, et il s'agirait d’un P, et
non pas d'un P,,. La combinaison 7, = —1, p,=1
par exemple |montre que A,A, est tangente au point
wo+m a Go: c’estle point diamétralement opposé a A, :
on pourra donc se borner a chercher le plus grand
commun diviseur de 1 4 X, et w, — 1; une permutation
circulaire effectuée ensuite sur a,, b,, ¢, donnera les
deux autres diviseurs analogues; en égalant chacun a
zéro, on a 'une des séries C, admettant avec G, oo*
polygones P,,. On aura de méme pour P,y a égaler
a zéro le plus grand commun diviseur de @, — b, 3, et

A2 ou simpl tl otientﬂ-—_———w‘-
@y — ¢, \: ou simplement le qu b,

7. Ici se place la remarque -simple : si n=pg,
'existence de P, pour G, et C, revient a l'existence
de P, pour C, et Cg ; autrement dit, si

(29) fo(ay, by, c1) =0
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est la condition d’existence des P, pour G, et Gy, la
condition

(30) frag by, cq)=o0

est la condition d’existence des P,, pour G, et C,.
Nous avons précisément, au paragraphe précédent,
montré comment ay, by, ¢, s’obtiennent rationnellement
au moyen de a,, b, ¢,; dans lexpression (30) on
remplace a,, by, ¢, par ces expressions en a,, by, ¢y;
c’est cette opération que j’appelle substitution (ay, b,,
¢i; aq, by, cg). Si donc on effectue la décomposition
de l'entier n en facteurs premiers

n=pPqgQri |

on pourra partir par exemple de I'expression
Jo(ay, by, cr)

et l’on y effectuera P —1 fois successivement la substi-
tation (ay, by, ¢i; ap, by, cp), puis dans le résultat
obtenu Q fois la substitution (a,, by, ¢;; ag, by, ¢4) et
ainsi de suite.

8. Appliquons ce qui précéde a la recherche des
conditions d’existence de P, et P,,. La relation relative
aux P,

(31) Sn(ay, by, ¢;)=0

sera remplagée pour les P,, par la condition

(32) jn[ ! ! : ]=O

(b‘—i— Cl—(q)?, (cl-o-a,—-b,}"’ (a1+b1——-01)2

ou du moins la relation (32) rendue entié¢re, débarrassée
du facteur parasite éventuel f, (a,, bi, ¢,) relatif a un
P, parcouru deux fois est la condition cherchée pour

les P,,.
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Ecrivons donc les formules de substitution

/

ay == a?, by = b2, cy=c2,
Gy y_
- Bl+C1—'Ag’ - Cl—O—Al—-Bl,

1
¢ —_Aj—&—B‘—-Cg’
ou ’écris A,, By, G, pour plus de clarté. Je considére
(ay by ¢0)y, (a, b, ¢), (A, B, C,) comme des
coordonnées ponctuelles homogénes; la transformation
plane (A,, By, C;; ay, by, ¢,) n’est pas birationnelle,
car au point (A, B,, C,) correspond bien rationnel-
lement un seul point (ay, b, ¢;), mais au point
(@y, by, c,) correspond quatre points (A,, B,, C,),
(A, B, C), (A}, B}, C)), (A}, B, C) que nous
pouvonssupposercorrespondreauxpointsintermédiaires
respectifs (a, b, ¢), (—a, b, c), (a, —b,¢c), (a, b, —c).
On a donc

I 1 I 1

2A|=z+51 2A;=I;+5,

: =141 r=t_ 1
(34) QB’-E+a’ 28,——-c aa
1 1 , 1 1

ZC’=E+E’ ZCI=Z—-a-J

d’ou Pon conclut entre les points (A, B;, C,),
(A, B}, C)) les formules birationnelles involutives

A=Ay, By =A, — (4, Ci=A,—B,

35
G5 A=A,  Bi=A—C, Ci=A,—B,

Nous allons trouver une simplification considérable
dans le cas ou I'entier n est impair. Mettons en évidence
la parité et écrivons la condition relative aux Py,y4,
soit
(36) fen+1(aq, by, ¢1) = o. *

On a d’abord ce résultat : 'expression fon g (ay, b4, ¢4)
Ann. de Mathémat., 5° série, t. IIL (Avril 1925.) 21
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est symétrique en ay, by, ¢;, et de plus P'équation

(37) Sen+i(at, b2, c?)=o0

L
se décompose rationnellement en quatre facteurs,
dont l'un, rendu entier en A;, B;, G;, reproduit
Jangr (Ay, By, Gy); ce facteur est symétrique en a, b, c;
nous le désignerons par Ry, (a, b, ¢) et il correspond
aun P,,,, parcouru deux fois ; on a I'identité

(38) fan+ri1(a?, 8% )= eRgppi(a,b,¢) Ron+i(—a,b,c),
< Rap+1(a, — b, ¢) Ropyy(a, b, —c),

ou ¢ est un facteur numérique ; chacun des facteurs
R,, . (—a, b, c¢) et analogues correspond a I'une des
trois séries de P,,, qui se différentient 'une de P'autre
par le choix du sommet du triangle autopolairc T ou
passent les diagonales de P,,,, joignant les sommets
opposés. Exemple :

Silay, b, e)=a} +bl+c}—2byc;—2¢cya1 — 20,1 by,
Sfi(a2, 82, c¢ty=—(a+b+c)(—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c).

On peut encore remarquer qu’en raison de la symétrie
de R,,,, en a, b, ¢ les trois facteurs R,,., (— a, b, ¢),
Ry (@, — b, ¢) ou Ry, (a, b, —c¢) se déduisent
I'un de P'autre par permutations circulaires.
D’autre part R,,,,(a, b, ¢) exprimé en Ay, By, 1
donne la relation f,,,, (A4, By, Gy) == o, donc
Ronri(—a, b, ¢)

donne de méme f,,,, (A}, B|, C|) = o : donc, en vertu
de (35), I'équation

(39) f2n+1(al;a|—-01, ay—by)=o0

est la condition nécessaire et suffisante d’existence
d’une série de P,, ., si

f2n+1(ai; b,, c1)=o0
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est la condition nécessaire et suffisante d’existence
des Py, ;.
En vertu de la symétrie, écrire
Sens1(ay, ay— by, a1 — ¢y)
revient au méme qu’écrire
Jan+1(@, a1 — ¢y, ay— by).
Nous avons ainsi, dans le cas ou n est impair, considé-
rablement abrégé les calculs : sous la forme (32),1ily
a en effet une décomposition en quatre facteurs a
effectuer, nous avons montré comment on trouve
chacun d’eux. La vérification est aisée a faire pour le
triangle et 'hexagone | voir formules (11) et (117)].
Dans le cas ou l'on part d’un polygone P,,, le
procédé de simplilication ne s’applique plus; il faut
revenir a la formule (32); nous supposons que
Péquation
(40) Jen(ag, by, ) =0

soit 'une des conditions, irréductible, d’existence
d’un P,, pour lequel les diagonales joignant deux
sommets opposés passent par un sommet déterminé
de T ; 'équation

@) Sor| o ’ =0

(by+c1—ay)?’ (ey+a;—by)?’ (aj+bi—cy)?

ne se décompose plus; c’est la condition nécessaire et
suffisante d’existence de P,,, relatifs au méme sommet
du triangle conjugué commun T. La vérification est
facile a faire : pour le quadrilatére, on a eu, par
exemple,

by+c;—a;=o,
d’ou, pour I'octogone, la relation

I 1 PR
—+ — 5
(C;—l—al—-[)l)z (al—i—'b‘—-C,)? (b,+c,—a; = ?
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ou si 'on préfére
b24+ct—ar=o0

qui est indécomposable. (A suivre.)




