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SIK LA hKO>IIMlSiriO\ E\ FACTEUKS DG
ET DE r ( s ) ;

PAR M. GEOHGKS VALÏRON

(Strasbourg).

La méthode suivante me paraît particulièrement
simple pour obtenir la décomposition en facteurs de
sin(Tcs) et de T(z) comme application de la théorie
des fonctions de variable complexe, et est peut-être
nom elle.

1. Le produit infini

admet les zéros de sinisa et vérifie comme cette fonc-
tion l'égalité fonctionnelle

(O ƒ(«-»- 0 = -ƒ (* ) •

Considérons la fonction

elle vérifie l'égalité (i), donc est périodique, de pé-
riode 2. C'est une fonction entière car, pour z= o,
les résidus des deux termes de la différence sont les
mêmes, H(3) est régulière pour £ — 0, donc pour
z=zn d'après (1). Je dis que H(s) est bornée dans
tout le plan. Si l'on pose S = # - + - I J , il suffit de le
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montrer pour — i <x < i et \y\ > i. Or on a alors

z*

donc

G{z)

Les forniules d'Euler montrent d'ailleurs que
(sinicz)-* tend vers zéro lorsque \y\ croît indéfini-
ment. U(z) est donc bornée dans tout le plan, donc
constante d'après le théorème de Liouville et cette
constante est nulle puisque H (z) tend vers zéro
lorsque \y\ croît indéfiniment. L'identité de sin7ij
et G(z) est ainsi établie.

2. Supposons connu que la fonction l̂ (z) de
z = x -\- iy, définie pour x >> o par l'intégrale d'Euler

(2) r ( * ) = f tz-\e-t

est holomorphe pour x >> o et vérifie l'égalité fonc-
tionnelle

qui permet de prolonger T(z) dans tout le plan et
montre que cette fonction est méromorphe et a pour
pôles simples les points o, — i , —2, . . . (voir
GOURSAT, t. II, p. 275). L'égalité (3) montre en outre

que le résidu du pôle — n est ~~-\ •
La relation des compléments

est alors bien aisée à obtenir. Désignons par g(z) le



premier membre de cette égalité, c'est une fonction
entière car les résidus des pôles dans les deux termes
de la différence sont égaux; en outre, d'après la re-
lation (3), cette fonction est impaire et vérifie la rela-
tion (i), elle est donc aussi périodique de période 2.
Montrons quelle est bornée dans tout le plan, il suffit
de le montrer pour \<x<i et | y | = i- C'est connu

pour et, eu égard à la relation (3), il suffit de le

\érifier pour V(z). Or en remplaçant ^ par x dans (2)
on voit que dans ces conditions

g(z) est bornée, donc constante, et impaire, donc
identiquement nulle, la relation (4) est démontrée.

3. La relation (/j) montre que V(z) ne s'annule
jamais puisque sa valeur est n\ pour le pôle z — n-\- 1

de F(i — z). ——: e s t donc une fonction entière dont

les zéros sont les points o, — 1, — 2, . . . . Soit

le produit de Weierstrass formé avec ces zéros, c'est
une fonction entière qui ne vérifie pas la relation (3),
on reconnaît aisément que l'on a seulement

où C est la constante d'Euler

G = lim ( I + Î + . . . H log/i ) = lim Cn.
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Considérons alors la fonction

( 5 )

satisfait à la condition (3) et l'on a, en consi-
dérant le second membre de (5) comme la limite du
produit des m premiers termes de P(z) par eCmZ,

™r/ s ,- z(z -h i ) . . . (z -+- m)
W(8) lim(6)

. i . . . mmz

Le produit W(z)T(z) est une fonction entière
périodique, de période i, elle est égale à i pour z = i,
donc ausîsi pour z = n entier quelconque; la fonction

est donc encore une fonction entière admettant la
période i. Montrons qu'elle est bornée dans tout le
plan. Il suffît de le voir pour o 5 x 5 i et | y \ ̂ > i. On
sait déjà que

a un module moindre que 2, pour W(*) la formule (6)
dans laquelle

n

donne

x\2 v2 / x

1

' LH ' " "

TZX

M étant fixe, enfin

i

|jH[|si
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K(^) est donc bornée et par suite constante et tend
vers zéro lorsque \y\ croît indéfiniment, K(s) est

identiquement nulle. W(s) est identique à ——->

l'expression (5) de —— est celle de Weierstrassr

l'égalité (6) est celle de Gauss.


